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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons construit une nouvelle méthode pour I'étude
numérique de I'équation intégro-differentielle de Volterra de la deuxieme
espece avec un noyeau régulier ou on I'a comparée avec une ancienne
méthode et on a réussi a démontrer que notre nouvelle méthode est la plus
précise et efficace.

Mots clé: équation intégro-différentielle de Volterra, équation non linéaire,
méthode de Nystrom.



Abstract

In this thesis, we build a new numerical method to approximate the solution
of Volterra's nonlinear intégro-differential equation. Its comparaison with the
ancien methode show its efficiency.

Keywords: équation intégro-différentielle de Volterra, équation non linéaire,
méthode de Nystrom
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ABSTRACT

This example dissertation contains the original text of the “Manual for Theses and
Dissertations”, written by the Graduate College at the University of Arizona. It has
been obtained via the internet at

http://grad.admin.arizona.edu/degreecert /ThesisManual /manual.htm
on May 10, 1996. The page was last updated November 9, 1995. No guarantee is
made that this information is current, and students should check with the Graduate
College before submitting a dissertation or thesis.
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Introduction



LisT oF TABLES— Continued

Les équations integrales, occupent a nos jours une place prépondérante dans
plusieurs domaines scientifiques, comme en premier les mathématiques, la physique
et d’autre comme la médecine etc...

Récemment , de nouveaux modeles physiques ont été dévloppés sous forme d’une
équations intégro-différentielle de Volterra. O, la dérivée apparait sous le
signe integrale d’une maniére non linéaire. (voir [1])

Ce mémoire vise a étudier numeriquement un type spécifique de ces équations,
qui sont : Les équations intégro-différentielle de Volterra. Et de faire une
comparaison entre deux méthodes de résolution de ce type d’équation, "selon la
vision de Nystrom". Ou ces deux méthodes restent completement équivalentes
dans leurs construction puisqu’elles utilisent la méme vision de Nystrom. Néomoins,
on démontre 'éfficacité d’une d’elle par rapport a l’autre.

Ces deux méthodes ont été étudiées et dévelloppées au sein de notre laboratoire
de I'université 8 mai 1945 GUELMA, I'un des objectifs de ce travail est de mettre en
valeur les avencées menées par ce dernier dans ce domaine de recherche.

[’ancienne méthode a été instiguée par le Pr H.Guebbai & Pr Z.Aissaoui en 2014,
et la nouvelle méthode a été dévlloppée par le Dr S.Segni en 2019.

Notre mémoire est divisé en trois chapitres:

Dans le premier chapitre donant quelque outils et notions de base indispensables
a I'étude de ce genre d’équation. Les résultats seront présentés sans démonstration,
puisqu’ils font une partie integrante de notre formation.

Dans le deuxieme chapitre, on a étudié numériquement notre équation intégro-
différentielle avec I’ancienne méthode.

Dans le troiséme chapitre, on a étudié numériquement notre équation intégro-
différentielle avec la nouvelle méthode on a effectué une comparaison entre la nouvelle
et 'ancienne méthode.

Il est & rappeler enfin que ce travail est destinée essentiellement aux étudiants en
cycle de master, dans lequel ils trouveront, nous 1’éspérons, plus de dévloppements et
d’accessibilité a ce genre de problémes.



Chapter 1

Définitions et rappels

Ce chapitre, est consacré a la présentation de quelques outils nécéssaires qui seront tres
éfficaces pour le traitement numérique des équations intégro-différentielle de
Volterra du deuxiéme espéce avec un noyau régulier.

1.1 Position du probléme

Notre objectif dans ce travail est le traitement numérique éfficace de I’équation inté-
gro différentielle de Volterra du deuxiéme espéce de Volterra avec un noyau régulier
suivant :

Trouver u € C* ([a,b]), pour tout f € C* ([a,b]), telle que notre équation qui est
de la forme suivante :

vt € [a,b], u(t):f(t)—i—/K(t,s,u(s),u’(s))ds; (1.1)

Ou, K : [a, b]2 x R? — R, est une fonction noyau qui vérifie les hypothéses suiv-
antes,

(1) 9K € C° ([a,b)* x R?),
(Hy) | (2) dM e R%, Vt, s € [a,b], Vz,y € R?
max(|K(t,s,:p7y|, aa_lf(tﬂsax7y){ SM)

Pour mieux cerner I’équation, il nous est imposé de conaitre la dérivée de u : On ne
peut pas calculer K ni son integrale et en plus on aura besoin dans I’ancien concepte de
cette étude numérique. On montre que les hypotheéses (H;) sont largement suffisante
pour assurer son existense.

Pour cela on a besoins d’une formule de dérivation qui nous permet de calculer

u'.

Proposition 1. ( formule de dérivation)



Soit ¢ une fonction telle que :

H Y :a, b = R
vt € [a,b], % (., t) € C°([a,b])

On définit la fonction ¢ par :

Vo € la,b]  (z) = /xw (x,t) dt;

Alors, p € C ([a, b)),

YV € [a,b], gol(x):w(ac,x)—i—/xg—f(x,t)dt

Proof. Vz € [a,b]

, [ (@ bty dt — [T (x,t) dt

o () = Jim h
o [5x4 hytydt + [T (z + hyt)dt — [T (x,t) dt
N h—0 h

Y A v (x4 hyt)dt — 1 (x,t) dt
= fllli%ﬁ/m ¢(:B+h,t)dt+/a }lllir(l) .

ol
- 2

x+h x
/ w(x+h,t)dt+/ g—f(a:,t)dt

On applique le théoréme des accroissements finis pour obtenir,

) 1 x+h
e ]O,h[;}lbliT(l)E/w Y (x+ h,t)dt
= limy (z +h,t+0)
= ¢($,l’)

En appliquant cette propriété sur notre équation (1.1), nous obtenons

10
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u'(t) = f(t) + Kt t,u(t),u'(t)) +/ %—It((t, s,u(s),u'(s))ds, Vt € la,b|;

1.2 Existence et unicité de la solution

Supposons maintenant que K vérifie les nouvelles conditions suivantes,

1) HA,B,C,D S Rj—> Vl’»y,x*,y* € R? Vt75 € [a7 b]>
|K(t,s,z,y) — K(t,s,z*,y")| < Alz —x2*| + Bly — y*|,
%_If(t737x>y) - %_If(t78’x*’y*> < C|IL’ _'77*‘ +D‘y o y*|

2) B <1

(Haz)

Ces conditions sont données par les auteurs [Guebbai-Aissaoui], pour assurer
I’existance et 1'unicité de la solution de notre équation integro-différetielle. Ces con-
ditions sont tres naturelles puisqu’elles représentent la généralisation de celles exigées
dans le cas intégrale classique.

Donc, toutes les équations qui ne satisfont pas les conditions (H;) et (Hs) sont
exclues.

Theorem 2.

Sous les hyppothéses (H;) et (Hy) 1l'équation (1.1) admet une solution unique
u € C' ([a,b]).

Proof. O
Voir [3]

1.3 Outils techniques

Dans cette partie, nous avons besoin de quelques outils techniques, pour assurer la
convergence de la méthode numérique avec une bonne approximation de la solution
exacte u de 1’équation initiale (1.1)
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1.3.1 Théoréme du point fixe de Banach

Soit (E,||.||) un espace de Banach, et f une application de E dans lui-méme. Ce
théoréme nous assure 1’éxistence et I'unicité d’un point fixe * de f , c’est-a-dire z*
dans E tel que

Theorem 3.

Si 'application f est contractante c’est-a-dire

Veye B, (@) - fw)l <Lz —yll, avecL <1

Alors f admet un point fixe z* € E,de plus, toute suite d’éléments {z,},., C E
vérifiant la récurrence suivante :

Cette suite {z,},-, vérifie la majoration suivante :

Xo € E,
Tp+1 = f(xn)u Vn €N

n

[ — ™[] < [ 1 = o[ -

—1-L

Donc {z,},- converge vers x*.

Proof. O
Voir[8]

1.3.2 Meéthode des Trapézes

C’est une méthode d’intégration approchée, consistant & remplacer 'integrale par une
approximation dont le principe est d’assimiler la région sous la courbe représentative
d’une fonction f définie sur un segment [a, b] & un trapéze et d’en calculer laire.
Soit
T2 [a’ b] - R;

tel que ¢ est continue.
Nous cherchons a construire une approximation de la quantité :
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[ stoy

n

Ry wje(ty);

Par la formule suivante

§=0
O,
b—a .
h = , tj = a+ jh, 0<j<n;
n
et
_ _ 1

Wy = Wn = 35

{w]‘:L IS]<TL—1

Theorem 4.

Vo e C°([a,b]),  lim

h—0

| ettt =Y wett)| <o

Voir|7]

1.3.3 Inégalité de Gronwall (forme discret):

Nous avons besoin de rappeller un lemme trés important, c’est le lemme de Gron-
wall traitant la version discrete, elle est couramment utilisée pour étudier la stabilité
numérique des schémas d’intégration.

Soit {(,, },,>0 qui verifie :

n—1
Gl <A I¢iI+ By neN
1=0

Tel que;

A>0; |B,<B
Alors;

Gl <A+ A" B+AIG); n>1

Proof. Avec le raisonnement par récurrence, Voir|2] O
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Chapter 2

Etude numérique d’une équation
Intégro-différentielle (ancienne méthode)

Dans ce chapitre on traite une équation intégro-différentielle de Volterra du deuxiéme
espéce avec un noyau régulier dans laquelle la dérivée de la solution apparait sous le
signe intégral de la facon non linéaire suivante :

vt € [a,b], u(t):f(t)+/ Kt s,u(s), o/ (s)ds;  (1.1)

Et sa dérivée est donnée par :

t
0K
u'(t) = f'(t) + K(t, t,u(t),u'(t)) +/ E(t,s,u(s),u'(s))ds, Vit € [a,b]; (1.2)

Ou, f € C' ([a,b]) et u la fonction recherchée dans le méme espace, tandis que K
est une fonction qui vérifie les hypothéses (H) et (Hy) citée dans le chapitre précédent
c.-a-d. le noyau K est régulier et liptschisien.

On présente dans ce chapitre une étude pratiquement complete de cette équation
sur le plan numérique, en se basant sur la méthode d’approximation numérique selon
la vision Nystrom.

Sans oublier les hypothéses (H;) et (Hs) mises par les auteurs[3] de cette méth-
ode dite ancienne et qui sont insuffisantes sauf si on ajoutra une nouvelle hypothése
(A<1)

2.1 Existance et unicité de la solution

Dans cette section nous rassemblerons toutes les hypothéses (H;) et (Hs) dans (Hj),Voir[3]]]

1) oK ¢ C ([a,b)* x R?),
2) dM e R%, Vt, s € [a,b], Vao,y € R
max (|K(t,s,z,y|, |2 (t,s,2,y)| < M)
<H3) 3) ElAa B7CaD € Rj—? V%f%l’*ay* € Ra Vtvs € [(I,b],
|K(t,7”,$,y) - K(t,?“,.fE*,y*” S A|ZL'—.T*| +B|y_y*|a
|90 (v, y) = Gt )| < Cle—a| + Dy -yl
4) B <1
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2.2 Etude numérique

Ici on va appliquer une méthode d’approximation numérique basée sur la vision Nys-
trom sur I’équation suivante :

t
u(t) = f(t) +/ K(t,s,u(s),u'(s))ds, Vt € [a,b]; (1.1)
Ou, f € C'[a,b] et u la fonction a chercher dans le méme espace.

Dautre part, on applique la propriété de dérivation sur u, donnée précédemment
pour obtenir :

u'(t) = f'(t) + K(t, t, u(t),u'(t)) +/ aa—l;(t, s,u(s),u'(s))ds, Vte€[a,b]; (1.2)

En appliquant la méthode de Nystrom suivante :

Vt € [a,b]
b n
/ (t)dt ~ thigo(ti); 0<i<n
a i=0

Ou les {p;};_,, sont les poids tel que maxg <;<, [p;| < P, sur (1.1) et (1.2)

Avant tout, il faut qu’on passe d’'un espace continu & un espace discret, cette
étape nous permet de calculer la solution approchée de la solution exacte car la
subdivision de I'intervale nous permet de calculer les trapézes, en utilisant la machine
et le programmer sous MATLAB.

Cette étape est impossible sans discritisation de l'intervalle [a;b], sans elle la
machine entre dans un calcul infini.

Pour eviter cette lacune, on doit apres la discritisation fixée la borne superieure
de lintervalle c’est-a-dire t = t;, pour 0 < i < n selon la subdivision de [a;b], définie
par

b—a .
h = . ti:a—l—zh, a=ty<..<t;<..<t,=b

On utilise approche suivante

U; ~ u(t;)
W; ~ w(t;)

pour construire le systéme discret correspondant.

Oéign,{
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2.3 Construction du systéme

Le systéme devient Vt; € Ja,b] et 1 <i<n

{ ults) = f(t +f Ktl,s,ut() W (s))ds,
(t:) = f'(t:) + K (ti, ti, u(t; )+ [ (1, 5,u(s), ! (s))ds,

Maintenant on fait ’aproximation de 'integrale

ul(lt;) = ( D)+ R p (g uty) W/ (t))
W (ts) = f(t) + K (ti iy ult), o (6)) + B 32020 py Gy (tas g, ulty), o (1)),

U_ f( )+h2] Opj (t“tJ?UJ?W) <1>
Wi = f(t )+K(tl,tz,U,,W)+th oD o (415, Uy, W),
Dans le but de programmer le probléme qui est une éssensialité primordiale dans
I’analyse numeérique, il faut distinguer entre les valeures exactes u(t;) , u'(¢;) et leure

valeurs approcher U;, W; réspéctivement.
Car la machine ne peut pas traiter une relation binaire de la forme ~ .

Par contre lorsque ¢ = 0, ce qui veut dire ty = a, on obtient :

u(ty) = fto) + [T K to,s u(s),u'(s))ds,

a

{ W(to) = f'(to) + K(to, to, ulto), u'(to)) + [ 9 (to, s,u(s), u'(s))ds,
_ { u(to) = f(a)
"(to) = f'(a) + K(a,a,u(a),v'(a)),
D’ou
Up= f(a)
{ Wo = f(a) + K(a,a, f(a), Wy),

De (1) et (2) on obtient le systéme suivant,

Up = f(a)
IS :f/(a>+K(@7a7f(a)7W0)
(5) UZ»:f(ti)+hz;:0ij(ti,tj,Uj,W) 1<i<n
Wi = f'(t:;) + K(ti, ti, Ui, Wi) + h 375 o P (i, 1, U, W), 1<i<n

—_— T —~

Do DN

o

no
~J

~—

i
NSECIN
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2.4 Etude de systéme

Dans ce chapitre il faut rajouter une nouvelle hypothése pour assurer la convergence
du systeme

H(y)[[A<1

Theorem 5.

Pour h suffisamment petit, le systeme (S) de (2.4) au (2.7), admet une solution
unique.

Proof. O

On va munir lespace R?,de la norme |||, ,suivante :

(e ()

On définit la suite {V;},., telle que,

pour ¢ =0
Yo ( v ) - ( )+ Koo e, o) )

o) o (3)] = e (50)

= [ X+ YT

1

= |040| + |50| ;
1

lag| = 0
1Bl < Alf(a) = f(a)| +B|Y = Y|
< BlY —Y/| B<l

Donc, on conclut que Vg est contractante, alors Uy, W, existe.

On doit reconaitre que la preuve de l'existence de ces deux termes Uy, W peut ap-
paraitre inssenssée. Mais, il faut comprendre que Wy sera approché par une méthode
de point fixe.
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Pour: > 1,
\I/( X ) _ f(tz‘>"‘hz;:oij(t??tijﬁVVj)?
Y f,(tl) + K(tlu ti? UZ'7 Wz) + hz;:opj%—f (ti7tj7 Uj7 VVJ)
v, ( X ) _ Ft) + hpK (L, 6, X,Y) + h Y ijK(fil,tj,Uj,W/j)
Y f/(tl) + K(ti,ti,X, Y) + hpz%—lt( (ti,ti,X, Y) + hzj'zopjaa_[t( (ti,tj, Uj, W]) s
Alors,
X X' (67 -
Jo ()= ()] = (5 )] =1
Tel que
o; = hPZ (K (ti,ti,X, Y) — K(ti,ti,Xl,Y/D,
K K
B = (K (t;,t;, X,Y) — K (t;,t;, X', Y")) + hp; <a8_t (ti, t:, X,Y) — a(‘?_t (tiati>X/>Y/)>
Alors
la;| < hRP(A|X —X'|+B|Y =Y'|);
18] < (A+hPC)|X —X'|+(B+hPD)|Y —Y'];
Donc

< max (hPA, hPB, (A + hPC) (B + hPD)) H( - ) - ( 5 )

(F)-(¥)

Et tant que A < 1, par hypothése et h suffisament petit alors pratiquement le
théoréme de Banach est applicable, et on obtient le résultat souhaitée.

;I
1

1
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2.5 Analyse de ’erreur
Nous allons démontrer que la méthode numérique construite précédemment, converge

vers la solution exacte de ’équation. Pour cela, on va définir une erreur adéquate par

0<i:<n, leil = (Ui — u(ty)| 4+ [Wi — /()] ;

La méthode sera convergente si :

lim <max |€l\) =0
h=0 \ 0<i<n

L’érreur de consistance de notre équation est donnée par :

t;
/K(ti,s,u(s ds—th] (ts, tj,ult )U’(tj»‘

+

?

/Z %[;(tz,s u(s), u thj (ti, 5, ult;), w'(t;))|

Theorem 6.

Si ’aproximation est bien construite alors ’erreur de consistanse sa sera logique
pour 'équation (1.1) et (1.2) et :

lim (max |€,|) =0
h=0 \ 0<i<n

Proof. O

Pour i =0

leol = [Uo — u(to)| + |Wo — u'(to)]|;
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'f(a) - S0+ [ K () ()

leo] =
! / / ¢ 8K !/
+f'(a) + K(a,a, f(a), Wy) — f'(to) + K(to, to, u(to), u'(to)) —i—/ E(tg,s,u(s),u (s))ds

ol = [f(a) = fla)| + [K(a,a, f(a), Wo) — K(a,a, f(a),u'(a))];
ol < BIWo —u'(t)l;
o] = 0

Pouri > 1

leil = [Us —ulta)| + Wi — '(t:)];
E— +hipj K (5,030 = 500 = [ (s, uts),00 )

+ | f(t )+K(t1,tz,UZ,W)+hZ] o DI (i, t5, Uy, W)
—[() = K (ti iy u(ti), o/ (1)) = [ G (b s, uls), ' (s))ds |

e = [n o ik (1, Uj,wn - hzézoij<ti,tj,u<tj>,u'<tj>>
oK (ti g ulty) o/ (1)) — [1 K (b, 5, us), (s ))ds‘
+‘Ktz,tl,UZ,W)+hZJ op L (bt U, W)

- hZ] —oPj at (tl,t],u(t) u'(t;))
+h Yo%y (it ulty), W' (t;))

R (st ults) ' () — [ 2 (8, s, u(s), uf(s>>ds);



el < thjm,ti,w,w th] (1,5, ult >u'<tj>>‘

+ thj (ti,tj,u(t / K(ty,s,u(s),u'(s))ds
n h;pj 2ty e / ot s u(s), /() ds

+ |K(t27 tiy Ui7 Wz) - K(tl7tza U’(t ) u (t2>)‘

0K /
+ thjE(ti,thj,W thg g (i iy ulty), w'(t5)) 5
=0

I

il < RPAY U —ulty)| + hPB Y [W; —u/(t;)] + 6: (h, t;)
=0 =0

+hPC Y |U; — ult;)] + hPD Y [W; — /()]

j=0 j=0
1—1
lei] < APAIU; —ul(t)| + hPAY " |U; — u(ty)|
j=0
1—1

+hPB|Wi — u/(t;)] + hPB Y [W; —u/(t;)|
=0

o
+A|U; — u(ty)| + B [W; — o/ (t)]
i—1
+hPC |U; — u(t;)| + hPC Y |U; — u(t))]
j=0
i—1
+hPD |W; — o/ (t;)| + hPD Y [W; —u/(t;))|
j=0

21
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)] < (A+ ARP + ChP)|U; — u(t;)| + (B + BhP + DhP)|W; — u/(t;))
i—1 i—1
+(A+CYRPY |U; — ulty)| + (B+ DYhP Y |W; —u/(t;)] + 6; (h, 1) ;

7=0 7=0

lei] < max((A+ AhP + ChP); (B + BhP + DhP)) (|U; — u(t;)| + |[W; — ' (&)])

+maxhP ((A+C);(B+ D)) Z U; — u(t)| + |W,; — ' (t;)]) + 6 (h, ty) ;
7=0

lei] < max((A+ AhP + ChP); (B + BhP + DhP)) |¢;|
1—1
+maxhP (A+C);(B+ D)) el +6i (h.ti);

J=0

lei| — max ((A + ARP + ChP); (B + BhP + DhP)) ||
i—1
max hP ((A+C);(B+ D)) lej| +6i (h.ti) ;

=0

IN

(1 — max ((A+ AhP + ChP); (B + BhP + DhP))) |&|
1—1

IN

max hP ((A+C);(B+ D)) lejl + 0 (h,t);

=0

On pose

o = (1 — max ((A+ AhP + ChP); (B + BhP + DhP))) = 0

Alors

lei| <

)

hPmax ((A+ C): (B + D)) i ol 5; (h,t;)

o
J=0
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D’apres le lemme de Gronwell pour A suffisament petit, en appliquant ce lemme
de majoration, on obtient :

1 hP A+C;B+D)\"!
ygiyg—<1+ max(A+C; B+ >> (maxléi(h,t,-)\+thax(A+C;B+D)\€0]>I
g

o 1<i<n

Et on sait que

o No

. i—1 B . i
(1+hpmaX(A+C,B+D)> < (1+(b a)pmaX(A+C',B+D))

Et tant que

lim 1 (1+ hpmaX(A+C’;B+D)) <o
No

n—oo 0
Alors, il existe une constante positive A,

X n—1
VN €N, maxl(1+hpmaX(A§C’B+D)> <\
o

1<i<n g

Ou le résultat souhaitable est obtenue.

On a bien montrer que 'hypotheése Hy(A < 1), assure parfaitement la convergence
de cette méthode, mais elle est plus éxigente, pour cela on va affronter dans le chapitre
suivant A > 1, bien sur apreés les tests numériques de cette méthode.

2.6 Test numérique
Soit I’équation intégro-différentielle de voltérra, définit comme suit :

t

u(t) = / cos (au (s) + %u (s)) ds+ f (¢)

0

f(t):t—ésin (ozt—i—%) —i—ésin(%)

Si on prend,



24

On obtient,
u(t)=t

On a,
1
AzC’zaetB:D:§

En premier lieu on prend

DN | —

Ce qui donne
(H4) A< 1.

n =10

C:/Users/Mac/AppData/Local/Temp/graphics/Ainf1,N=10,Methl,ExVsApp__1.jpg

n =20

Maintent si on prend o = 5 ; (Hy) ne sera pas verifier
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Situation A<1
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Figure 1 : Méthode 1-N=10-Exacte Vs Approchée
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Situation A<1
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Figure 3 : Méthode 1-N=20-Exacte Vs Approchée
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Situation A>1
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Figure 5 : Méthode 1-N=20-Exacte Vs Approchée
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Figure 6 : Méthode 1-N=20-Erreur
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Chapter 3

Etude numérique d’une équations

Intégro-différentielles (nouvelle méthode)

Dans ce chapitre qui est le méme que le précédent sauf qu’ici en va appliquer la
méthode de Nystrome en changant la variable ' du noyau K de I’équation integro-
différetielle non linéaire de voltérra de seconde type avec un noyau régulier voir [4]

soit K € ([a; 6]2 X Rz) la fonction noyau, f € C'[a;b] et u la fonction recherchée
dans le méme espace C' [a; b] telle que :

u(t) = f(t) —|—/ K(t,s,u(s),u'(s))ds Vit € [a;b] (1-1)

On appliquant la proprieté de dérivation on trouve

u'(t) = f’(t)—i—K(t,t,u(t),u’(t))—l—/ %—};(t,s,u(s),u'(s))ds Vt € [a; 0] (1—2)'

3.1 Existance et unicité de la solution

On fait un rappelles des conditions données par les auteurs [3].
Pour assurer une unique solution, il ont donné une hypothése (Hs) qui est :

1) 9% ¢ C ([a,b]* x R?),
2) IMeR:, Vtselab], ViyeR
max (|K(t,s,2,y], | % (t,s,2,y)| < M)
(Hs) 3) JA,B,C,D € R, Vx,y,a*,y* € R, Vit r € a,b],

|K(t,r,z,y) — K(t,r,2*,y*)| < Alz — 2%+ Bly — y*],
O (t,ryz,y) — L(t,r,2%,y")| < Clz—a*|+ Dy — y*|,
4) B <1

Cette hypothése d’aprés les auteurs [3] sufira pour assurée I'éxistance et 1'unicité
de la solution, (voir chapitre 2).
Dans ce chapitre on vas gardée seulement ’hypothése (Hs) .
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3.2 Etude numérique

Avant tout on fait un changement de variable sur I'une des variable du noyau K

Soit w € C° ([a; b]) tel que w = u’ , et on intégre les deux coté

/atu'(s)ds - /:w(s)ds;
) = wla)+ [ wls)as

Pour reformuler notre équation, nous reprenons I’équation vérifiée par la dérivée.

Vi € la,b], W (t) = f'(t) + K(t, t,u(t),u(t)) +/ 5 —(t, s,u(s),u'(s))ds;

Et

wa) = f@+ [ Ko uls)ul(s)ds

On substutue cette nouvelle variable dans (1-1) et (1-2) respectivement on trouve

f(a)—i—f(fw(s)ds —i—f K( t s, f(a)+ [Tw(r)dr,w ))ds

a

{ w(t) = f'(t)+ K(t —i—f s)ds w(t )+ ft ‘9K (t,s, f(a) + [T w(r)dr,w(s))ds

Il est clair que cette reformulation (3-3) et (3-2) est équivalente a (1-1) et (1-
2) respectivement et facilite nettement l'introduction de notre nouvelle méthode
numeérique qui sera présentée dans ce chapitre.

Appliquation de la méthode de Nystrome sur (3-4).

On commence tout d’abord avec la subdivision de U'intevale [a;b] , en prenant un
pas h = , de facon

a—t0< <ty < ... <ty =D, 0 <n<N,

Tel que t, =a+ nh,

Et les {pn}ivzo , sont les poids qui en un maximum maxg <,<y |Pn| < P.
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3.3 Construction du systéme

On suit les étapes suivantes :
Premierement on fixe t = ¢,, et on donne ’approche suivante

w(t,) ~ W,

pour n = 0, alors a = tg

w(to) = f'(to) + K(to,to, f( +/ w(s)ds, w(ty)) / v (to, s, fa) + / w(r)dr,w(s))ds;
w(to) = [f'(a)+ K(a,a, f(a), w(a));

Donc son approche est

Wo = f'(a) + K(a, a, f(a), Wo); (1)
Et pour n > 1, en fixe t = t,, alors (3-4) devient

tn OK

w(ty) :f/(tn)+K(tn,tn,f(a)+/ " w(s)ds, w(t,)+ (s, fla)+ /Sw(r)dr,w(s))ds;l

a

Donc son approche est

W = f'(tn)+ K (tn; tn, f(a +h2psz,W +thz o (bt f(a +h2pjwj,vv> (2)|

7=0

De (1) et (2) on construits une suite récursive S suivante :

= f/(a) + K(av a, f(a)7 WO); (3_5)
S Wn f’( ) + K(tn, tn, f( ) + h E?:Opi'Wi, Wn)
+hzz opz ot (tmtuf( )+hzzzoijj7Wi)§ (3_6)
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3.4 Etude de systéme

Pour h approche plus de 0, S a une solution unique.

Pour (3-5),
On définissent pour n =0, ¢,:R— R, X — ¢, (X),
Telle que

¢y (X) = f'(a) + K(a,a, f(a), X);

On faits I’étude de la contraction du premier termes
VX,Y € Rjon a

90 (X) —0o(Y)| = |f'(a) + K(a,a, f(a),X) — f'(a) — K(a,a, f(a),Y)|;
< Alf(a) = f(a)| + BIX - Y]
< B|IX-Y]

D’aprés (Hy) on a B < 1, ¢, est contractante et d’aprés le théoréme du point fixe
de Banach, il y a une solution unique W}

pour (3-6),
1 <n < N,ondéfinit ¢,:R—R, X ¢, (X), telle que :

by = f(tn) + K(tn 1o, fla +h2pzwz,x +h2pl > Rt fla +thJWJ,W);

=0 7=0
n—1
by = J'(tn) + K(tn,tn, f(a) + hpa X + 1Y piW;, X)
=0

8K 1—1
o7 (st f(0) + hpo X + Ry piW;, X)

7=0

+hpp——

+thz o (t:ti, f(a) + thJ

7=0

Soit les raccourcis suivantes :

? ()+hZZ Opz

; (a)+h2] oDiW.

f(a)+hZ] o PiWii

:f/< )+hzz opzat(t tnagaW)
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Donc ¢,, devient :

0K ,
(bn = f/(tn) + K(tnv tna han + 04?717 X) + hpna(tm tn7 han + a;fla X) + B?il;

On vas maintenant étudier la contraction de ¢,

On a
n—1 oK i—1 n—1
60 (X) = 6u(V)| = | K (bt hpu X + 077 X) + hpo = (st hpa X + 07, X) + 6
n—1 oK i—1 n—1

_K(tnatnahpny+ai 7Y) - hpna(tmtmhpny"i_@j 7Y) _Bi )

< K (tny to, hpn X 4+ 07, X) = K (tn, t, hpaY + af71Y)|
0K i—1 0K i—1 .

+ 'hpnﬁ(tm tm han + aj 7X) - hpng(tna tna hpnY + aj 7Y)‘ )
< Alhp, (X +o ' =Y —ai )|+ BIX -]

+C |hpn (han + oz;'fl — hp,Y — ozj-*l)‘ + D |hp, (X = Y)|;
< ARP|X Y|+ B|X -Y|+ChP?’|X = Y|+ DhP|X - Y|;

< (AhP+ B+ Ch*P>+ DhP)|X —Y];

Pour h suffisament petit, alors AhP <1, Ch*P?2<1, DhP <1 et B <1 par
hypothése.

c’est-a-dire, (AhP + B + Ch*P? + DhP) < 1,

Donc on conclut que ¢, est contractante est d’aprés le point fixe de Banach W,
est solution unique.

On voit que lapplication de la méthode de Nystrom sur (3-2), avec un changement
de variable v’ nous a donné cette quantité (AhP < 1), c’est une évolution remarquable
a la résolution de ce type d’équations, car VA € R et h suffisament petit, de cette
cause on a éliminé ’hypothése (Hy), qui exige A < 1,et ¢a nous permis de résoudre
une large partie de ses équations.
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3.5 Etude de la convergence

On définit les erreurer E, et E,, tel que
E, = |w(t,) —W,l;

E, = |u(ta) = fa) =Y piW;
=0

Y

La méthode est converge si :
lim ( max {En,En} = O) :
h—0 \ 0<n<N

Et les ereures de consistance sont donnés par :

tn OK

a =/ E(t,s,ﬂa)+/:w(r)dr,w(s))ds—h;pi%—f(tmtuf(a)+hjzopjw(tj)aw(ti))é

tn n
@ = |[ wds - 1Y pu)
@ =0

’

La méthode d’approximation de (3-5) et (3-6) soit accordable avec (3-4) si :
h=0 \ 0<n<N

lim ( max {e; €} = 0) ;

Theorem 7.

Si la méthode d’approximation de (3-5) et (3-6) soit convenable avec (3-4) alors

finy (mN{EE} - 0) ;

Proof. O



pour n = 0 = ty= a, alors

Ey = |w(to) — Wol;

va, f(a),w(a)) = f'(a) + K(a, a, f(a), Wo)|;

(
Alf(a) = f(a)| + Blw(a) = Wol;

31
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pour n > 1
E, = |w(t,) —W,|;

"(tn) + K(tn, tn, f(a) —l—/nw(s)ds,w(tn)) + oK

T —(tn, s, f(a) + /a w(r)dr,w(s))ds

a

— f'(tn) + K (tn, tn, f(a +thZWZ,W +th1 (tn, ti, f(a +thjwj7w)

=0 7=0

E. — ‘K(tn,tn, fla) + / " w(s)ds, w(ty)
— K(tw, tn, fla +h2pz
+ K(tw, tn, fla +h2pz
— K(ty,t,, f(a +h2psz,W )
K

+ T —(tn, s, f(a) + /: w(r)dr,w(s))ds

— thiﬁ(tmtiu f(a) + thjw(tj)7w(ti))
i=0 Jj=0

F Y 1 f(a) + thjw@j),w(tm
1=0

_thzaK (tn, ti, f(a +h2pj

E, < K(tn,tn,f(a)+/tnw(s)ds,w(t ) = K (tn, tn, fla +thZ +
K (to, tn, f(a +thl t), w(tn)) — K (tn, tn, f(a +h2p1WZ,W)
=0
i aaft((tn,s fla) + /as (r)dr, w( ds—hE:pZ (tn, ti, f(a +thj
hépza;t( tuti, f(a +thj hipzaK (tn, ti, f(a —i—hJZOpJVVJ,W)
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E, < A )|+ Blw(t,) — w(tn)|

/ ds—thZ
thz

+Ch2P? Z Z [wit;) = Wil + DhP Y Jw(t;) — Wil;

i=0 j=0 i=0

+A )|+ Blw(t,) — W,| + e

E, < Aey+ARP |w(t;) — Wil + B lw(t,) — Wa| + €
i=0

+CR* P > fw(ty) — Wyl + DhP > Jw(t:) — Wil;

i=0 j=0 i=0

E, < Ae+AhPY E;+ BE,+e +Ch’P*(b—a) ) E;
i=0 =
+DhPY " Ej;
=0
n—1

E, < Ae+ AWPE,+ AhP) E;+ BE, +¢ + Ch’P*(b—a) E,

=0
n—1 n—1
+Ch*P? (b—a) > E;+ DhPE, + DhP ) E;;
=0 =0

E, < Aey+e+ (ARP + B+ Ch*P?(b—a)+ DhP) E
n—1
+ (AhP + CH*P* (b—a) + DhP) > E;;

1=0

E,— (AP + B+ CRh’P*(b—a) + DhP)E, < Aes+ e

—_

+ (AP + Ch*P? (b — a) + DhP) Y Ej;

i

Il
=)

n—1

(1= (AhP + B+ Ch*P*(b—a)+ DhP)) E, < hP(A+ChP(b—a)+ D)) Ei+ Aey+ e

1=0

Poson Ay = (1 — (ARP + B + Ch*P% (b — a) + DhP)), et on a Ay > 0



Alors

n—1
B < hP(A+Chf(b—a) +D)S
h

=0

D’apres le lemme de Gronwell :

+A€2+61‘

A
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hP(A+ ChP(b—a)+ D)

n—1
B < (1_ hP(A+ChP(b—a)+D)) (maXAeQJrel N

)\h >\h

On a

(A+ChP (b—a)+ D)

Ah

n—1
(1_hP(A+ChP(b—a)+D)) - max(l—hp

A

Donc il existe 0 tel que VN € N

Ah

n—1
max(l_ hP(A+ChP(b—a)+D)) <9

Ah

D’autre part pour n > 1

I

E, = |u(t,) — f(a) — thiWi
i=0

= f(a)—}—/nw(s)ds—f(a)—thiWi

9

= |e2+ thiw(ti) - thiWi
=0 =0

IN

€2 + hPZ lw(t;) — Wil ;
i=0

IN

EQ"‘hPiEZ‘;

1=0

D’ou le résultat est obtenue

Y

= /tn w(s)ds — hipiw(ti) + hipiw(ti) — hipin‘
a =0 =0 i=0

I

)

N

)

Eo%)l



3.6 Test numérique
Example 8.

On reprend le meme exemple precedent, A < 1
Maintenant A > 1
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Situation A<1

Figure 7 : Méthode 2-N=10-Exacte Vs Approchée
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Figure 8 : Méthode 2-N=10-Erreur




Situation A>1
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Figure 9 : Méthode 2-N=20-Exacte Vs Approchée
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Part 11

Conclusion

36
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Dans ce mémoire, on a réussit a construire une nouvelle méthode pour I'étude
numérique de I’équation intégro-différentielle du deuxiéme espéce de Volterra avec un
noyeau régulier et que les tests numérique et sa comparaison avec I’ancienne méthode
ont montré son efficacité et sa compatibilité avec ce type d’équations.
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