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Résumé

Le but de ce mémoire est d’étudier l’existence de solutions d’une équation frac-
tionnaire non linéaire de type Euler–Lagrange avec une condition non locale en uti-
lisant la méthode de sous et sur solutions et le théorème du point fixe de Schauder

Mots clés : Équation fractionnaire d’Euler-Lagrange, méthode sous et sur so-
lutions, existence de la solution, transformation de Laplace, fonction Mittag-Laffer
généralisée.
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Abstract

The purpose of this memory is to study the existence of solutions of a nonlinear
fractional Euler–Lagrange type equation with a nonlocal condition by using the lower
and upper solutions method and the Schauder fixed point theorem.

Keywords : Fractional Euler–Lagrange equation, upper and lower solutions me-
thod, existence of solution, Laplace transform, generalized Mittag Leffler function.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est une généralisation de la dérivation et de l’intégration
ordinaire à un ordre arbitraire réel ou même complexe.

L’histoire de la dérivée fractionnaire s’étale de la fin du 17ème siècle jusqu’à nos
jours [15]. Les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début à la fin de
l’année 1695 quand L’Hospital a soulevé une question à Leibniz en s’interrogeant sur
la signification de dnf

dtn
lorsque n = 1

2
.

Leibniz, dans sa réponse, voulut engager une réflexion sur une possible théorie de
la dérivation non entière, et à écrit à L’Hospital : "... cela conduirait à un paradoxe
à partir duquel, un jour, on aura tirer des conséquences utiles".

Depuis cette époque, la dérivation d’ordre non entier a attiré l’attention de nom-
breux mathématiciens célèbres, tels Euler (1730), Laplace (1812), Fourier (1822),
Abel (1823-1826), Liouville(1832-1873), Riemann (1847), et Laurent (1884).
C’est seulement lors de ces dernières décennies que cette théorie commence a toucher
un nombre important de domaines mathématiques et autres garce à une explosion des
activités de recherche sur l’application du calcul fractionnaire touchant la physique,
la mécanique, la diffusion fractale, la biologie, l’électrotechnique, l’électrochimie, . . .

On peut noter ici que la plupart des travaux sur le calcul fractionnaire sont
consacrés à la solvabilité des problèmes aux limites engendrés par des équations dif-
férentielles fractionnaires linéaires à la base des fonctions spéciales (voire par exemple
[1, 2]).

Récemment, d’autres résultat traitant l’existence de solutions du problèmes frac-
tionnaires non linéaire par l’utilisation des techniques d’analyse non linéaire comme
les théorèmes du point fixe et la méthode de sous et sur solutions (voire [3, 5, 9] ).
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TABLE DES MATIÈRES

Ce mémoire se décompose de trois chapitres partagés de la manière suivante :

• Premier chapitre : nous rappelons quelques notions et définitions des fonc-
tions de base (la fonction Gamma, la fonction Bêta et La fonction Mittag-Leffer),
nous introduisant aussi la transformation de Laplace et l’opérateur d’intégration
fractionnaire ainsi que les définitions des dérivées fractionnaires les plus pratique,
l’approche de Riemann Liouville et celle de Caputo et leurs propriétés.

• Deuxième chapitre : on présente quelques résultats de la théorie du point
fixe.

• Troisième chapitre : nous présentons les résultats obtenus dans [10], c’est à
dire l’étude de solutions du problème fractionnaire suivant :
−CDp

1−(Dq
0+u(t) + u(t)) + (Dq

0+u(t) + u(t)) + f(t, u(t)) = 0, 0 ≤ t ≤ 1,

u(0) = 0,

Dq
0+u(1) + u(1) = 0,

(P1)

où 0 < p, q < 1, CDp
1− et Dq

0+ désignent la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
à droite et de Riemann-Liouville à gauche respectivement.

Enfin, on termine ce mémoire par une bibliographie.
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CHAPITRE 1

Outils de base et calcul fractionnaire

Dans ce chapitre nous avons énoncé tous les outils de base du calcul fractionnaire
qui nous seront utiles par la suite.

1.1 Fonctions Spéciales
Dans cette section, nous présentons certaines fonction spéciales, ces fonctions

jouent un rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma est une fonction complexe, elle prolonge le factoriel aux
nombres réels et même aux nombres complexes.

Définition 1.1. [14]
On définit la fonction Gamma par :

Γ(z) =

∫ ∞
0

sz−1e−sds, ∀z ∈ C, Re(z) > 0. (1.1)

Propriétés de la fonction Gamma

Proposition 1.1. [14]
1. Une propriété importante de la fonction Gamma est la relation de récurrence

suivante :
Γ(z + 1) = zΓ(z), Re(z) > 0. (1.2)

Université 8 Mai 1945-Guelma 1



1.1. FONCTIONS SPÉCIALES

2. La fonction Gamma d’Euler généralise le factoriel :

Γ(n) = (n− 1)!, ∀n ∈ N∗. (1.3)

Preuve :

1. Représentons Γ(z + 1) par l’intégral d’Euler et intégrons par parties :

Γ(z + 1) =

∫ ∞
0

sze−sds =

[
− sze−s

]∞
0

+ z

∫ ∞
0

e−ssz−1ds = zΓ(z).

�

2. On utilise la démonstration par récurrence :
- Pour n=1, nous avons :

Γ(1) =

∫ ∞
0

e−sds = 1.

- Supposons que Γ(n) = (n− 1)! est vraie.
- Montrons que la propriété reste vraie pour l’ordre (n+ 1), d’après (1.2) nous
avons :

Γ(n+ 1) = nΓ(n)

= n(n− 1)!

= n!.

�

Cas Particulier : Pour z = n+ 1
2
, ∀n ∈ N

Γ(n+
1

2
) =

(2n)!

22nn!

√
π.

Proposition 1.2. ([12], p4)
La fonction Gamma peut être représentée par la limite :

Γ(z) = lim
n−→∞

n!nz

z(z + 1)...(z + n)
, Re(z) > 0. (1.4)

Université 8 Mai 1945-Guelma 2



1.1. FONCTIONS SPÉCIALES

1.1.2 Fonction Bêta

La fonction Bêta est une fonction également connu sous le nom d’intégrale d’Euler
de premier type.

Définition 1.2. [14]
On définit la fonction Bêta par :

B(x, y) =

∫ 1

0

sx−1(1− s)y−1ds, ∀x, y ∈ C, Re(x) > 0, Re(y) > 0. (1.5)

Propriétés de la fonction Bêta [14]

Proposition 1.3.

1. La fonction Bêta est symétrique :

B(x, y) = B(y, x), Re(x) > 0, Re(y) > 0. (1.6)

2. La fonction Bêta peut être donnée par :

B(x, y) = B(x+ 1, y) +B(x, y + 1), Re(x) > 0, Re(y) > 0. (1.7)

Preuve

1. Nous avons

B(x, y) =

∫ 1

0

sx−1(1− s)y−1ds.

En utilisant le changement de variable s = 1− t

B(x, y) =

∫ 1

0

(1− t)x−1ty−1dt = B(y, x).

�

2. En effet

B(x, y) =

∫ 1

0

[s+ (1− s)]sx−1(1− s)y−1ds

=

∫ 1

0

sx(1− s)y−1ds+

∫ 1

0

sx−1(1− s)yds

= B(x+ 1, y) +B(x, y + 1).

�
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1.1. FONCTIONS SPÉCIALES

Proposition 1.4.
La fonction Bêta est liée a la fonction Gamma par la relation suivant :

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, Re(x) > 0, Re(y) > 0. (1.8)

Preuve
Par définition, nous avons :

Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞
0

e−ssx−1ds

∫ ∞
0

e−tty−1dt

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(s+t)sx−1ty−1dsdt.

En utilisant le changement de variable t = u− s, pour 0 ≤ s ≤ u, on obtient :

Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞
0

∫ u

0

e−usx−1(u− s)y−1dsdu

=

∫ ∞
0

e−u
∫ u

0

sx−1(u− s)y−1dsdu.

Pour évaluer l’intégrale relative à ds, on pose le changement de variable s = vu, on
obtient : ∫ u

0

sx−1(u− s)y−1ds =

∫ 1

0

(vu)x−1(u− vu)y−1udv

= ux+y−1

∫ 1

0

vx−1(1− v)y−1dv

= ux+y−1B(x, y).

Par la suite :

Γ(x)Γ(y) = B(x, y)

∫ ∞
0

e−uux+y−1du

= B(x, y)Γ(x+ y).

�

1.1.3 Fonction de Mittag-Leffer

La fonction de Mittag-Leffer représentent une généralisation de la fonction ex-
ponentielle et jouent un rôle important dans la théorie des équations différentielles
fractionnaires linéaire à coefficients constants.

Université 8 Mai 1945-Guelma 4



1.2. TRANSFORMATION DE LAPLACE

Définition 1.3. [12]
On définit la fonction de Mittag-Leffer par :

Eα(z) =
∑
n≥0

zn

Γ(αn+ 1)
, ∀z ∈ C, α > 0, (1.9)

et la fonction Mittag-Leffler généralisée Eα,β(z) est définie comme suite :

Eα,β(z) =
∑
n≥0

zn

Γ(αn+ β)
, ∀z ∈ C, α > 0, β > 0. (1.10)

Exemple 1. ([4, 16])
Pour des valeurs de α et β on a pour tout z ∈ C :

•Eα,1(z) = Eα(z) •E1,1(z) = E1(z) = ez •E1,2(z) =
ez − 1

z

Proposition 1.5. [12]

1.
(
d

dz

)n
zβ−1En,β(λzn) = zβ−n−1En,β−n(λzn), ∀n ∈ N, λ ∈ C.

2.
(
d

dz

)n
zn−βEn,β

(
λ

zn

)
=

(−1)n

zn+β
En,β

(
λ

zn

)
, z 6= 0, ∀n ∈ N, λ ∈ C.

Proposition 1.6. [7]
Pour 0 ≤ α ≤ 1 et β ≥ α, la fonction Eα,β(−x) est complètement monotone c-à-d :

(−1)n
dn

dtn
Eα,β(−x) ≥ 0, x ≥ 0, n = 0, 1, 2, ... (1.11)

1.2 Transformation de Laplace
La transformation de Laplace est une transformation mathématique qui permet

de transformer une équation différentielle en une fraction polynomiale. Cela simplifie
considérablement la résolution des équations.

Définition 1.4. ([13, 18])
Soit f une fonction continue par morceaux de la variable t ∈ R+. La transformée de
Laplace de f de la variable complexe ou réelle p est définie par :

F (p) = Lf(p) =

∫ ∞
0

e−ptf(t)dt, (1.12)

f(t) est appelée l’originale de Lf(p).

La transformée de Laplace d’une fonction existe si l’intégrale (1.12) est convergente.
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1.2. TRANSFORMATION DE LAPLACE

L’originale f(t) peut être reconstituée à partir de la transformée de Laplace F (p) à
l’aide de la transformée de Laplace inverse

f(t) = L−1F (p). (1.13)

Propriétés 1.1. [18]

1. Linéarité : Si a et b sont deux constantes réelles quelconque et f, g sont deux
fonctions dont les transformées de Laplace existent, alors

L(af + bg) = aL(f) + bL(g).

2. Translation : Pour tout α ∈ R on a :

L(eαtf(t))(p) = F (p− α), Re(p) > α.

3. Convolution : Soient f, g deux fonctions causales et convolables en tout point
t ≥ 0 tels que L(f),L(g) et L(f ∗ g) existent. Alors :

L(f ∗ g)(p) = Lf(p).Lg(p).

4. Dérivation : Soit f ∈ Cn[0,∞[, n ≥ 1 tels que f (n) d’ordre exponentiel, on
a :

Lf (n)(t) = pnLf(p)−
n−1∑
k=0

pkf (n−1−k)(0), Re(p) > 0.

5. Intégration

L
(∫ t

0

f(s)ds

)
=
Lf(p)

p
, Re(p) > 0.

6. La transformée de Laplace de quelques fonctions usuelle :

f(t), t ≥ 0 tα, α > −1 Eα(λtα), λ ∈ R tα−1Eα,β(λtα)

F (p) Γ(α+1)
pα+1 , Re(p) > 0 pα−1

pα−λ
pα−β

pα−λ

Remarque 1.

+ Si f n’est pas continue en t0 = 0 alors on remplace f(0) par f(0+) surtout
lorsqu’on utilise une intégration par parties dans une démonstration.

Université 8 Mai 1945-Guelma 6



1.3. INTÉGRATION FRACTIONNAIRE

1.3 Intégration fractionnaire

1.3.1 Intégration Fractionnaires de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre α ∈ C, (Re(α) > 0), selon l’approche
de Riemann-Liouville, généralise la célèbre formule (attribuée à Cauchy) d’intégrale
répété n-fois.

(Ina f) (x) =

∫ x

a

dt1

∫ t1

a

dt2...

∫ tn−1

a

f(tn)dtn

=
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt, x > a, n ∈ N. (1.14)

Définition 1.5. [12]
Soit f ∈ L1[a, b], Re(α) > 0, l’intégrale

Iαa+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, −∞ < a < +∞, (1.15)

est appelée intégrale fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville d’ordre α, et l’in-
tégrale

Iαb−f(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t)dt, −∞ < b < +∞, (1.16)

est appelée intégrale fractionnaire à droit de Riemann-Liouville d’ordre α.

Remarque 2.

+ Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement l’intégrale fractionnaire au sens
de Riemann-Liouville à gauche.

Théorème 1.1. [12]
Si f ∈ L1[a, b] et α > 0, l’intégrale (Iαf)(x) existe pour tout x ∈ [a; b] et l’on a
Iα ∈ L1[a, b].

Exemple 2.
Soit la fonction f(x) = (x− a)β alors :

Iα(x− a)β =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)βdt

On pose t = a+ (x− a)ν, et on obtient :

Iα(x− a)β =
(x− a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0

(1− ν)α−1νβdν.

Université 8 Mai 1945-Guelma 7



1.3. INTÉGRATION FRACTIONNAIRE

En utilisant la formule (1.5) et la proposition 1.4, on arrive à :

Iα(x− a)β =
(x− a)α+β

Γ(α)
B(α, β + 1)

=
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β.

Pour α = 0.5, β = 1 et a = 0, on aura

I0.5(t) =
Γ(2)

Γ(2.5)
(x)1.5 =

√
x3

Γ(2.5)

Proposition 1.7. [4]
Soit f ∈ Cn([a, b]), pour x fixé, l’application α → (Iαf)(x) définie pour Re(α) > 0
est holomorphe et se prolonge analytiquement au domaine Re(α) > −n.

Preuve

Montrons l’existence du prolongement analytique. Dans (1.15) procédons par une
intégration par partie,

(Iαf) (x) =
1

Γ(α)

[
−(x− t)α

α
f(t)

]t=x
t=a

+
1

αΓ(α)

∫ x

a

(x− t)αf ′(t)dt

=
(x− a)α

Γ(α + 1)
f(a) +

1

Γ(α + 1)

∫ x

a

(x− t)αf ′(t)dt.

Donc
(Iαf) (x) =

(x− a)α

Γ(α + 1)
f(a) +

(
Iα+1f ′

)
(x). (1.17)

Il est clair que le membre de droite de l’égalité précédente est holomorphe dans le
domaine Re(α) > −1.
A présent le résultat final découle d’une simple itération de (1.17) :

(Iαf)(x) =
n−1∑
j=0

(x− a)α+j

Γ(α + 1 + j)
f (j)(a) + (Iα+nf (n))(x), (1.18)

formule qui constitue l’expression du prolongement analytique.

�
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1.4. DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

Théorème 1.2. [4]
Pour f ∈ C[a, b], l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville possède la propriété
de semi-groupe

Iα
(
Iβf
)

(x) = Iα+βf(x), pour Re(α) > 0, Re(β) > 0. (1.19)

Preuve

La preuve s’obtient par calcul direct en utilisant la fonction Bêta d’Euler.
En effet :[

Iα
(
Iβf
)]

(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1
(
Iβf
)

(s)ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ s

a

(x− s)α−1(s− t)β−1f(t)dtds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(t)

[ ∫ x

t

(x− s)α−1(s− t)β−1ds

]
dt,

et par le changement de variable s = t+ (x− t)µ, on obtient :

[
Iα
(
Iβf
)]

(x) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(t)

[
(x− t)α+β−1

∫ 1

0

(1− µ)α−1µβ−1dµ

]
dt

=
B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(t)(x− t)α+β−1dt

=
1

Γ(α + β)

∫ x

a

f(t)(x− t)α+β−1dt

= Iα+βf(x).

�

1.4 Dérivation fractionnaire
De nombreux mathématiciens ont contribué à l’élaboration de la théorie de la

dérivation d’ordre non entier et différentes définitions de cet opérateur ont vu le
jour. Dans cette section, nous allons présenter les définitions les plus familières : celle
de Riemann- Liouville et de Caputo.
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1.4. DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

1.4.1 Approche de Riemann-Liouville

Définition 1.6. [12]
Soit f ∈ L1[a, b] et n− 1 < p < n où n ∈ N∗, la dérivée

RLDp
a+f(x) =

(
d

dx

)n (
In−pa+ f(x)

)
(1.20)

=
1

Γ(n− p)
dn

dxn

∫ x

a

(x− t)n−p−1f(t)dt, ∀x ∈ [a, b],

est appelée dérivée fractionnaire d’ordre p au sens de Riemann-Liouville à gauche de
la fonction f , et la dérivée

RLDp
b−f(x) =

(
−d
dx

)n (
In−pb− f(x)

)
(1.21)

=
(−1)n

Γ(n− p)
dn

dxn

∫ b

x

(t− x)n−p−1f(t)dt, ∀x ∈ [a, b],

est appelée dérivée fractionnaire d’ordre p au sens de Riemann-Liouville à droit de
la fonction f .

Remarque 3.

+ Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement la dérivée fractionnaire au sens
de Riemann-Liouville à gauche.

Exemple 3.

1. La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Riemann-
Liouville
Si p > 0, la dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Riemann-
Liouville n’est pas nulle, sa valeur est :

RLDpc =
c

Γ(1− p)
(x− a)−p.

2. La dérivée de f(x) = (x− a)β au sens de Riemann-Liouville.
Soit p > 0 tel que n− 1 < p < n et β > −1 alors on a :

RLDpf(x) =

(
d

dx

)n(
In−p(x− a)β

)
,
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1.4. DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

d’après le résultat de l’exemple 2, on obtient :

RLDpf(x) =
dn

dxn
Γ(β + 1)

Γ(n− p+ β + 1)
(x− a)β+n−p

=
Γ(β + 1)

Γ(n− p+ β + 1)

dn

dxn

[
(x− a)β+n−p

]

=
Γ(β + 1)

Γ(n− p+ β + 1)

Γ(β + n− p+ 1)

Γ(β − p+ 1)
(x− a)β−p

=
Γ(β + 1)

Γ(β − p+ 1)
(x− a)β−p

où nous avons utilisé la formule(
d

dx

)n
(x− a)m = m(m− 1)...(m− n+ 1)(x− a)m−n

=
Γ(m+ 1)

Γ(m− n+ 1)
(x− a)m−n. (1.22)

En particulier, lorsque p = 0.5, β = 0.5 et a = 0, on obtient :

RLD0.5x0.5 =
Γ(1.5)

Γ(1)
= Γ(1.5) =

√
π

2
.

Propriétés 1.2. [12, 4]

1. Composition avec l’intégrale fractionnaire
Soit p > 0 et f ∈ L1[a, b], alors on a :

Ip RLDpf(x) = f(x), ∀x ∈ [a, b], (1.23)

Donc l’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est
un inverse à droite de l’opérateur d’intégration fractionnaire.

2. Composition avec les dérivées d’ordre entier
Si les dérivées fractionnaires RLDpf et RLDp+nf existent pour n ∈ N∗, alors :

dn

dxn
[
RLDpf(x)

]
=RL Dn+pf(x), ∀x ∈ [a, b], (1.24)
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1.4. DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

mais, on a :

RLDp

[
dn

dxn
f(x)

]
=RL Dn+pf(x)−

n−1∑
k=0

(x− a)k−p−n

Γ(k − p− n+ 1)
f (k)(a). (1.25)

On déduit alors que la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et
la dérivée conventionnelle (d’ordre entière) ne commutent que si :

f (k)(a) = 0, pour tout k = 0, 1, 2, ..., n− 1.

3. Composition avec les dérivées fractionnaires

Pour f ∈ L1[a, b], n− 1 < p < n et m− 1 < q < m alors :

RLDp
[
RLDqf(x)

]
=RL Dp+qf(x)−

m∑
k=1

[
RLDq−kf(a)

] (x− a)−p−k

Γ(1− p− k)
, (1.26)

et

RLDq
[
RLDpf(x)

]
=RL Dp+qf(x)−

n∑
k=1

[
RLDp−kf(a)

] (x− a)−q−k

Γ(1− q − k)
. (1.27)

Par suite les deux opérateurs de dérivations fractionnaires RLDp et RLDq ne
commutent que si :

• p = q.

•
[
RLDq−kf(a)

]
= 0, pour tout k = 1, 2...,m.

•
[
RLDp−kf(a)

]
= 0, pour tout p = 1, 2..., n.

4. La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville est :

L[RLDqf ](z) = znL[In−qf ](z)−
n−1∑
j=0

zn−1−j

[(
d

dx

)j (
In−qf

)] (
0+
)

= zqL[f ](z)−
n−1∑
j=0

zn−1−j

[(
d

dx

)j (
In−qf

)] (
0+
)
, (1.28)

où n− 1 < q < n.
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1.4. DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

1.4.2 Approche de Caputo

Nous allons maintenant présenter une définition modifiée de la dérivation frac-
tionnaire et qui a été développée pour surmonter les limitations de la définition de
Riemann-Liouville liées à la modélisation des phénomènes réels par des équations
fractionnaires.

Définition 1.7. [12]
Soit f une fonction telle que dn

dxn
f ∈ L1[a, b] et n − 1 < p < n où n ∈ N∗, alors la

dérivée

CDp
a+f(x) = In−pa+

(
dn

dxn
f(x)

)
(1.29)

=
1

Γ(n− p)

∫ x

a

(x− t)n−p−1f (n)(t)dt, ∀x ∈ [a, b],

est appelée dérivée fractionnaire d’ordre p au sens de Caputo à gauche de la fonction
f , et la dérivée

CDp
b−f(x) = (−1)nIn−pb−

(
dn

dxn
f(x)

)
(1.30)

=
(−1)n

Γ(n− p)

∫ b

x

(t− x)n−p−1f (n)(t)dt, ∀x ∈ [a, b],

est appelée dérivée fractionnaire d’ordre p au sens de Caputo à droit de la fonction
f .

Remarque 4.

+ Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement la dérivée fractionnaire au sens
de Caputo à gauche.

Exemple 4.

1. La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Caputo.
La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle :

CDpc = 0.

2. La dérivée f(x) = (x− a)β au sens de Caputo.
Soit p > 0 tel que n− 1 < p < n avec β > n− 1.
On a d’abord, d’après (1.22) :

dn

dxn
(x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1− n)
(x− a)β−n.
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Alors

CDp(x− a)β = I(n−p)
[
dn

dxn
(x− a)β

]
= In−p

[
Γ(β + 1)

Γ(β + 1− n)
(x− a)β−n

]
=

Γ(β + 1)

Γ(β + 1− n)
I(n−p)[(x− a)β−n],

d’après le résultat de l’exemple 2, on obtient :

CDp(x− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β + 1− p)
(x− a)β−p.

En particulier, lorsque p = 0.5, β = 0.5 et a = 0, on obtient :

CD0.5x0.5 =
Γ(1.5)

Γ(1)
= Γ(1.5).

Propriétés 1.3. [12, 4]
1. Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire

Si f est continue sur [a, b] on a :
CDpIpf(x) = f(x), (1.31)

et

Ip CDpf(x) = f(x)−
n−1∑
k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a). (1.32)

Alors l’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Caputo est un inverse
à gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire du même ordre, mais il n’est
pas un inverse à droite.

2. La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo est :

L[CDqf ](z) = zq−nL[f (n)](z)

= zq−n

[
znL[f ](z)−

n−1∑
j=0

zn−1−jf (j)
(
0+
)]

= zqL[f ](z)−
n−1∑
j=0

zq−1−jf (j)
(
0+
)
, (1.33)

où n− 1 < q < n.

3. Composition avec les dérivées fractionnaires
Si 0 < p, q ≤ 1 avec p+ q ≤ 1 et f de classe C1, alors :(

CDp ◦C Dq
)
f =C Dp+qf =

(
CDq ◦C Dp

)
f. (1.34)
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1.4. DÉRIVATION FRACTIONNAIRE

1.4.3 Relation entre l’approche de Riemann-Liouville et celle
de Caputo

Théorème 1.3.
Soit n− 1 < p < n et n ∈ N∗, soit f une fonction telle que CDpf et RLDpf existent,
alors :

CDpf(x) =RL Dpf(x)−
n−1∑
k=0

(x− a)k−p

Γ(k − p+ 1)
f (k)(a). (1.35)

Preuve

On considère le D.L en série de Taylor de la fonction f au point x = a

f(x) = f(a) + (x− a)f ′(a) +
(x− a)2

2!
f ′′(a) + ...+

(x− a)n−1

(n− 1)!
f (n−1)(a) +Rn−1

=
n−1∑
k=0

(x− a)k

Γ(k + 1)
f (k)(a) +Rn−1,

avec
Rn−1 =

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t)dt,

et d’après la formule (1.14), on a :

Rn−1 = Inf (n)(x),

d’où en utilisant la linéarité de l’opérateur de Riemann-Liouville on a :

RLDpf(x) =RL Dp

[ n−1∑
k=0

(x− a)k

Γ(k + 1)
f (k)(a) +Rn−1

]

=
n−1∑
k=0

RLDα(x− a)k

Γ(k + 1)
f (k)(a) +RL DαRn−1

=
n−1∑
k=0

Γ(k + 1)(x− a)k−p

Γ(k − p+ 1)Γ(k + 1)
f (k)(a) +RL DpInf (n)(x)

=
n−1∑
k=0

(x− a)k−p

Γ(k − p+ 1)
f (k)(a) + In−pf (n)(x)

=
n−1∑
k=0

(x− a)k−p

Γ(k − p+ 1)
f (k)(a) +C Dpf(x).

�
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1.5. PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES

Remarque 5.
+ Si f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, 2, ..., n − 1, alors la dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville et de Caputo coïncident, i.e :

CDpf(x) =RL Dpf(x).

1.4.4 Comparaison entre l’approche de Riemann-Liouville et
celle de Caputo

I L’avantage principale de l’approche de Caputo est que les conditions initiales
des équation différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la
même forme comme pour les équations différentielles d’ordre entier.

I Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo est que la
dérivée d’une constante est nulle par Caputo par contre par Riemann-Lioville
elle est :

c

Γ(1− p)
(x− a)−p.

1.5 Propriétés générales des dérivées fractionnaires

1.5.1 Linéarité (voir [12], p90)

La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

Dp(λf(x) + µg(x)) = λDpf(x) + µDpg(x), (1.36)

où Dp désigne n’importe quelle approche de dérivation considérée dans ce mémoire.

1.5.2 La règle de Leibniz (voir [12], p91)

Pour n entier on a :

dn

dxn
(f(x)g(x)) =

n∑
k=0

(nk)f (k)(x)g(n−k)(x).

La généralisation de cette formule, nous donne :

Dp(f(x)g(x)) =
n∑
k=0

(pk)f
(k)(x)D(p−k)g(x) +Rp

n(x), (1.37)

où n ≥ p+ 1 et

Rp
n(x) =

1

n!Γ(−p)

∫ x

a

(x− t)−p−1g(t)dt

∫ x

t

f (n+1)(µ)(t− µ)ndµ
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1.5. PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES

avec lim
n→+∞

Rp
n(x) = 0.

Si f et g avec toutes ses dérivées sont continues dans [a.x], alors la formule (1.37)
devient :

Dp(f(x)g(x)) =
∞∑
k=0

(pk)f
(k)(x)D(p−k)g(x). (1.38)

Où Dp est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.
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CHAPITRE 2

Quelques résultats de la théorie du point fixe

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats de la théorie du point fixe.
On commencera par le théorème du point fixe de Banach, ensuite de Brouwer et
enfin le théorème du point fixe de Schauder.

2.1 Théorème du point fixe de type Banach
Le théorème du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom le théorème de

l’application contractante) est un théorème simple a prouver et qui s’applique aux
espaces complets et possède de nombreuses applications. Ces applications incluent les
théorèmes d’existence de solution pour les équations différentielles ou les équations
intégrales.

Définition 2.1. [19]
Soit (E,d) un espace métrique complet et l’application f : E → E, on dit que f est
une application Lipschitzienne sur E, s’il existe une constante k ≥ 0 telle que

d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y), ∀x, y ∈ E. (2.1)

• Si k ≤ 1, l’application f est appelée non expansive.
• Si k < 1, l’application f est appelée contraction.

Théorème 2.1. (Théorème du point fixe de Banach (1922)) [17]
Soit (E, d) un espace métrique complet et soit f : E → E une application contractante
avec la constante de contraction k, alors il existe un unique point fixe x ∈ E de f
dans E(i.e. une unique solution de f(x) = x). De plus on a :{

si x0 ∈ E et xn = f(xn−1),

limn→∞ xn = x et d(xn, x) ≤ kn

1−kd(x1, x0), n ≥ 1
(2.2)
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2.1. THÉORÈME DU POINT FIXE DE TYPE BANACH

Preuve

• L’existence :
Soit y ∈ E un point arbitraire dans E. Considérons la suite {xn}∞n=1 donnée par :{

x0 = y
xn = f(xn−1), n ≥ 1.

On doit prouver que (xn) est une suite de Cauchy dans E. Pour p < q, on utilise
l’inégalité triangulaire :

d(xp, xq) ≤ d(xp, xp+1) + d(xp+1, xp+2) + ...+ d(xq−1, xq).

Puisque f est une contraction, on a :

d(xm, xm+1) = d(f(xm−1), f(xm)) ≤ kd(xm−1, xm), ∀m ≥ 1.

En répétant cette inégalité, on obtient :

d(xp, xq) ≤ (kp + kp+1 + ...+ kq−1)d(x0, x1)

≤ kp(1 + k + ...+ kq−p−1)d(x0, x1)

≤ kp(
1− kq−p

1− k
)d(x0, x1)

≤ kp

1− k
d(x0, x1),

donc
d(xp, xq) ≤

kp

1− k
d(x0, x1) < ε.

Alors (xn)n∈N est de Cauchy dans E qui est complet, on déduit qu’elle est converge
dans E, ie : lim

n→∞
xn = x.

Par ailleurs puisque f est continue, on a :

x = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

f(xn−1) = f( lim
n→∞

xn−1) = f(x).

Donc x est un point fixe de f .
• L’unicité
Supposons qu’il existe deux points fixes x, y ∈ E. On a alors :

d(x, y) = d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y),

ce qui implique que d(x, y) = 0, i.e x = y (puisque k < 1).

�
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2.2. LE THÉORÈME DU POINT FIXE DE TYPE BROUWER [?]

Remarque 6.

+ Si f est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une contraction)
mais l’une de ces itérées fp est une contraction, alors f a un seul point fixe.
En effet, soit x l’unique point fixe de fp on a :

fp(f(x)) = f(fp(x)) = f(x),

ce qui convient à dire que f(x) est aussi un point fixe de fp et grâce à l’unicité
f(x) = x.

Ce résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent l’unicité
du point fixe.

2.2 Le théorème du point fixe de type Brouwer [20]
Le théorème du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique.

Il existe plusieurs formes de ce théorème selon le contexte d’utilisation. La plus simple
est parfois donnée sous la forme suivante :
• Dans le plan : Toute application f continue du disque fermé dans lui-même

admet au moins un point fixe. Il est possible de généraliser à toute dimension finie.
• Dans un espace euclidien : Toute application f continue d’une boule fermée

d’un espace euclidien dans elle-même admet un point fixe. Il peut encore être un peu
plus général :

Convexe compact : Toute application f continue d’un convexe compact X d’un
espace euclidien à valeur dans X admet un point fixe.

a) Théorème de Brouwer en dimension un : On note [a, b] le domaine de
définition de f . L’application f est continue et à valeurs dans le même segment. Dire
que cette application admet un point fixe, revient à dire que son graphe croise celui
de l’application définie sur [a, b], qui a x associe x : Une démonstration n’est pas
difficile à établir. Considérons l’application continue

T (x) = f(x)− x, (2.3)

elle est positive en a, négative en b. Le théorème de Bolzano, qui est un cas particulier
du théorème des valeurs intermédiaires assure que l’application T possède un zéro
dans [a, b], ce zéro de T est un point fixe de f . En dimension deux, un raisonnement
intuitif permet de montrer que le résultat est probablement vrai. La démonstration
est néanmoins plus délicate.

b) Théorème de Brouwer en dimension deux : SiX le domaine de définition
de f est d’intérieur vide, c’est un segment. Sinon, X est semblable à une boule unité
fermée. Le terme semblable signifie qu’il existe un homéomorphisme φ de la boule
unité vers X, L’équation définissant le point fixe peut encore s’écrire :
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2.2. LE THÉORÈME DU POINT FIXE DE TYPE BROUWER [?]

Si h = f ◦φ, h(x) = x. Autrement dit, on peut supposer que X est la boule unité
fermée. On peut de plus choisir la norme de manière quelconque.
Si on choisit celle qui associe la valeur absolue de la plus grande coordonnée, cela
revient à dire que l’on peut choisir pour compact X, ensemble [−1, 1][−1, 1], sans
perte de généralité.

Si l’on définit la fonction T comme suit : T : [−1, 1][−1, 1]→ [−1, 1][−1, 1]

x 7→ T (x) = h(x)− x. (2.4)

Cela revient à montrer que la fonction T atteint le vecteur nul sur [−1, 1][−1, 1].
Si Tk, pour k = 1, 2, sont les deux fonctions coordonnées de T , cela revient à

montrer l’existence d’un point x0, telles que T1 et T2 admettent toutes deux pour
zéro la valeur x0.

La fonction T1 est une fonction de [−1, 1][−1, 1] dans [−1, 1]. Sur {−1}[−1, 1],
elle est positive en revanche sur {1}[−1, 1], elle est négative.
Ceci laisse penser que la courbe de niveau 0 est une ligne qui part d’un point
[−1, 1]{1} pour finir sur un point de [−1, 1]{−1}.

Le même raisonnement appliquée à T2 laisse penser que la courbe de niveau 0 est
cette fois-ci une ligne qui part d’un point {−1}[−1, 1] pour terminer sur un point de
{1}[−1, 1].

Intuitivement, il semble évident que ces deux lignes de niveaux doivent nécessai-
rement se croiser et ce point de croisement est un point fixe de f ◦ φ.

�

Remarque 7.

+ Il est important de voir que l’unicité n’est pas assurée par le théorème de Brou-
wer du fait que chaque point de X est un point fixe de l’application identité.

Nous allons donner un résultat de Brouwer qu’on aura besoin dans la
démonstration du théorème de Schauder :

Définition 2.2.
On dit qu’un espace topologique a la propriété du point fixe si toute application conti-
nue f : X → X possède un point fixe. On note par Bn la boule unité fermée de
Xn.

On a le résultat suivant :

Théorème 2.2.
La boule Bn a la propriété du point fixe pour tout n ∈ N.
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2.3 Le théorème du point fixe de Schauder
Ce théorème établi en 1930, est une généralisation du théorème du point fixe de

Brouwer et affirme qu’une application continue sur un convexe compact admet un
point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Théorème 2.3. [20]
Soit E un sous ensemble non vide, compact et convexe d’un espace de Banach X et
supposons f : E → E une application continue et compact. Alors f admet un point
fixe.

Preuve

Soit f : E → E une application continue. Comme E est compact, f est uniformément
continue donc, si on fixe ε > 0, il existe δ > 0 tel que, pour tout x, y ∈ E, on a :

‖x− y‖ ≤ δ =⇒ ‖f(x)− f(y)‖ ≤ ε.

De plus, il existe un ensemble fini des points {x1, x2, . . . , xp} ⊂ E tel que les boules
ouvertes de rayon δ centrées aux xi recouvrent E, i.e.f ⊂

⋃
1≤j≤pB(xj, δ).

Si on désigne L := V ect(f(xj))1≤j≤p, alors L est de dimension finie, et E∗ := E∩L
est compact convexe de dimension finie. Pour 1 ≤ j ≤ p, on définit la fonction
continue ψj : X → R par :

ψj =

{
0 si ‖x− xj‖ ≥ δ

1− ‖x−xj‖
δ

sinon
,

il est clair que ψj est strictement positive sur B(xj, δ) et nulle dehors.

On a donc, pour tout x ∈ E,

p∑
j=1

ψj(x) > 0, et donc on peut définir sur E les

fonctions continues positives ϕj par :

ϕj(x) =
ψj(x)
p∑

k=1

ϕk(x)

,

pour les quelles on a
p∑
j=1

ϕj(x) = 1 pour tout x ∈ E.

Posant, pour x ∈ E,

g(x) =

p∑
j=1

ϕj(x)f(xj).
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2.4. THÉORÈME D’ASCOLI-ARZELÀ

La fonction g est continue (car elle est la somme des fonctions continues) et prend
ses valeurs dans E∗ (car g(x) est un barycentre des f(xj)).

Si on prend la restriction g/E∗ : E∗ → E∗, (d’après théorème de Brouwer) g
possède un point fixe y ∈ E∗. De plus :

f(y)− y = f(y)− g(y)

=

p∑
j=1

ϕj(y)f(y)−
p∑
j=1

ϕj(y)f(xj)

=

p∑
j=1

ϕj(y) [f(y)− f(xj)] .

Or si ϕj(y) 6= 0 alors ‖y − xj‖ < δ, et donc ‖f(y)− f(xj)‖ < ε.
Donc pour tout j :

‖f(y)− y‖ ≤
p∑
j=1

‖ϕj(y)[f(y)− f(xj)]‖

≤
p∑
j=1

εϕj(y) = ε.

Alors, pour tout entier m, on peut trouver un point ym ∈ E tel que

‖f(ym)− ym‖ < 2−m.

Et puisque E est compact, de la suite (ym) on peut extraire une sous-suite (ymk) qui
converge vers un point y∗ ∈ E. Alors f étant continue, la suite (f(ymk)) converge
vers f(y∗), et on conclut que f(y∗) = y∗.

�

2.4 Théorème d’Ascoli-Arzelà
Théorème 2.4. [11]
Soit A ⊂ C(X, Y ) tel que X est un espace métrique compact et Y est un espace
normée, alors A est relativement compact si et seulement si :
• A est uniformément borné, i.e.

∃r > 0, ‖ f(x) ‖≤ r, ∀x ∈ X, ∀f ∈ A

• A est équicontinu, i.e.

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀t1, t2 ∈ X, |t1 − t2| < δ ⇒ ∀f ∈ A, ‖f(t1)− f(t2)‖ ≤ ε.
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CHAPITRE 3

Existence de solutions pour un problème aux limites d’ordre
fractionnaire non linéaire de type Euler-Lagrange

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence de solutions pour un problème
aux limites d’ordre fractionnaire non linéaire de type Euler-Lagrange. Les principaux
outils de cette étude sont la méthode de sous et sur solutions et le théorème du point
fixe de Schauder.

3.1 Position du problème
On considère le problème fractionnaire (P1) suivant :

(P1)


−C Dp

1−(Dq
0+u(t) + u(t)) + (Dq

0+u(t) + u(t)) + f(t, u(t)) = 0, 0 ≤ t ≤ 1,

u(0) = 0,

Dq
0+u(1) + u(1) = 0,

(3.1)
(3.2)
(3.3)

où 0 < p, q < 1, CDp
1− et Dq

0+ désignent la dérivée fractionnaire au sens de
Caputo à droite et de Riemann-Liouville à gauche respectivement.

Théorème 3.1. [8]
On suppose que g ∈ C1[0, 1] tel que pour tout t ∈ [0, 1] et tout k ∈ (p, 1) avec quelques
p ∈ (0, 1) on a :
• Si CDk

1−g(t) ≥ 0, alors g est décroissante.
• Si CDk

1−g(t) ≤ 0, alors g est croissante.

Maintenant, nous donnons la définition de sous et sur solutions du problème
(P1) :
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3.2. EXISTENCE DE SOLUTIONS

Définition 3.1.
Les fonctions α, β ∈ AC2[0, 1] sont appelées sous et sur solutions du problème (P1),
respectivement, si pour tout t ∈ [0, 1] et k ∈ [p, 1) :

• −CDk
1−

(
Dq

0+α(t) + α(t)
)

+
(
Dq

0+α(t) + α(t)
)

+ f (t, α(t)) ≤ 0,

et α(0) ≥ 0,
(
Dq

0+α + α
)

(1) ≥ 0.

• −CDk
1−

(
Dq

0+β(t) + β(t)
)

+
(
Dq

0+β(t) + β(t)
)

+ f (t, β(t)) ≥ 0,

et β(0) ≤ 0,
(
Dq

0+β + β
)

(1) ≤ 0.

Où

AC2[0, 1] =
{
u ∈ C1[0, 1], u′fonction absolument continue sur[0, 1]

}
.

Les fonctions α, β sont appelées sous et sur solutions dans l’ordre inverse si :

α(t) ≥ β(t), 0 ≤ t ≤ 1.

3.2 Existence de solutions
Nous commençons par résoudre le problème (P2) suivant :{

Dq
0+u(t) + u(t) = v(t), 0 ≤ t ≤ 1,

u(0) = 0,
(P2)

Lemme 3.1.
Pour 0 < q < 1, la solution du problème (P2) est donné par :

u(t) =

∫ t

0

(t− s)q−1Eq,q (−(t− s)q) v(s)ds. (3.4)

Preuve

On applique la transformation de Laplace sur l’équation différentielle dans (P2), en
fait :

L(Dq
0+u)(z) + L(u)(z) = L(v)(z)

zqL(u)(z)− I1−q
0+ u(0+) + L(u)(z) = L(v)(z),

on a u(0) = 0 donc I1−q
0+ u(0+) = 0,

L(u)(z) =
1

1 + zq
L(v)(z).
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3.2. EXISTENCE DE SOLUTIONS

Puis on utilise la transformation de Laplace inverse :

L−1 (L(u)(z)) = L−1

(
1

1 + zq
L(v)(z)

)
= L−1(L(tq−1Eq,q(−tq)(z)︸ ︷︷ ︸

w(z)

).L(v)(z)),

d’après (3) de la propriété1.1 on trouve :

u(t) = (w ∗ v)(t)

=

∫ t

0

w(t− s)v(s)ds

=

∫ t

0

(t− s)q−1Eq,q (−(t− s)q) v(s)ds.

�

Soit E = C ([0, 1],R) selon la norme ‖u‖ = maxt∈[0,1]|u(t)|.
On définit l’opérateur T sur E par :

Tv(t) =

∫ t

0

(t− s)q−1Eq,q (−(t− s)q) v(s)ds, t ∈ [0, 1], (3.5)

donc u(t) = Tv(t), t ∈ [0, 1].
En utilisant la condition aux limites (3.3), nous pouvons voir que le problème (P1)
est équivalent au problème de valeur aux limites de Caputo suivant :{

−CDp
1−v(t) + v(t) + f (t, Tv(t)) = 0, 0 ≤ t ≤ 1,

v(1) = 0.
(P3)

On pose les hypothèses suivant :

(H1) Il existe une constante A ≥ 0 telle que :

f(t, x) ≤ A
(
(1− t)1−k − (1− t)

)
,

pour 0 ≤ t ≤ 1, pour tout k ∈ [p, 1), 0 ≤ x ≤ A
q
Eq,q(−1).

(H2) Il existe une constante B ≤ 0 telle que A ≥ |B| et :

f(t, x) ≥ B
(
(1− t)1−k − (1− t)

)
,

pour 0 ≤ t ≤ 1, pour tout k ∈ [p, 1), B
q
Eq,q(−1) ≤ x ≤ 0.

Université 8 Mai 1945-Guelma 26



3.2. EXISTENCE DE SOLUTIONS

Lemme 3.2.
Sous les hypothèses (H1) et (H2), le problème (P1) a des sous et sur solutions dans
l’ordre inverse.

Preuve

On pose ϕ(t) = A(1− t) et en utilisant la proposition 1.6 on trouve :

0 ≤ Tϕ(t) = A

∫ t

0

(t− s)q−1Eq,q (−(t− s)q) (1− s)ds

= AEq,q(−1)

[
tqn+q+1

qn+ q + 1
− tqn+q+1

qn+ q
+

tqn+q

qn+ q

]
≤ A

q
Eq,q(−1).

Maintenant on montre que α(t) = Tϕ(t) est une sous solution du problème (P1),
d’après l’hypothèse (H1), on a pour tout t ∈ [0, 1] et tout k ∈ [p, 1) :

−C Dk
1−

(
Dq

0+α(t) + α(t)
)

+
(
Dq

0+α(t) + α(t)
)

+ f (t, α(t))

= −CDk
1−ϕ(t) + ϕ(t) + f (t, Tϕ(t))

=
−A

Γ(2− k)
(1− t)1−k + A(1− t) + f (t, Tϕ(t))

≤ A
(
−(1− t)1−k + (1− t)

)
+ f (t, Tϕ(t)) ≤ 0.

Et α(0) = Tϕ(0) = 0 et
(
Dq

0+α + α
)

(1) = ϕ(1) = 0, donc α(t) = Tϕ(t) est une sous
solution du problème (P1).
Du même, si on pose ψ(t) = B(1− t), alors, d’après l’hypothèse (H2), β(t) = Tψ(t)
est une sur solution du problème (P1).
D’après les expressions :

α(t) = A

∫ t

0

(t− s)q−1Eq,q (−(t− s)q) (1− s)ds ≥ 0,

β(t) = B

∫ t

0

(t− s)q−1Eq,q (−(t− s)q) (1− s)ds ≤ 0,

on conclut que :
β(t) ≤ α(t), 0 ≤ t ≤ 1. (3.6)

�

Considérons une suite des problèmes ((P4)k) modifiée, pour k ∈ [p, 1) :{
CDk

1−v(t) = Fv(t), 0 ≤ t ≤ 1

v(1) = 0,
((P4)k)

où l’opérateur F : E → E, est définie par :

Fv(t) = min (ϕ,max(v, ψ)) + f (t, T (min(ϕ,max(v, ψ)))) , 0 ≤ t ≤ 1,
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3.2. EXISTENCE DE SOLUTIONS

Lemme 3.3.
Si v est une solution du problème ((P4)p), alors u = Tv est une solution du problème
(P1) vérifie :

β(t) ≤ u(t) ≤ α(t), 0 ≤ t ≤ 1. (3.7)

Preuve

Pour k ∈ [p, 1), on montre que si vk est une solution du problème ((P4)k), alors

ψ(t) ≤ vk(t) ≤ ϕ(t), 0 ≤ t ≤ 1. (3.8)

Soit ε(t) = vk(t) − ϕ(t). De les conditions initiales vk(1) = ϕ(1) = 0, on obtient
ε(1) = 0, on suppose qu’il existe t1 ∈ [0, 1[, tel que vk(t1) ≥ ϕ(t1). Puisque la
fonction ε est continue, alors il existe a ∈ [0, t1] et b ∈ [t1, 1) tel que ε(b) = 0 et
ε(t) ≥ 0, pour tout t ∈ [a, b].
En appliquant la dérivée fractionnaire de Caputo à droit sur ε, on obtient :

CDk
1−ε(t) =C Dk

1−vk(t)−C Dk
1−ϕ(t)

= min[ϕ,max(vk, ψ)] + f(t, T (min[ϕ,max(vk, ψ)]))−C Dk
1−ϕ(t)

= ϕ(t) + f(t, T (ϕ(t)))−C Dk
1−ϕ(t)

= Dq
0+(α(t) + α(t)) + f(t, α(t))−C Dk

1−(Dq
0+α(t) + α(t))

≤ 0 (car α(t) est une sous solution).

Alors, d’après le théorème 3.1, la fonction ε(t) est croissante, pour tout t ∈ [a, b].
Puisque ε(b) = 0, alors vk(t) ≤ ϕ(t), pour tout t ∈ [a, b], cela conduit à une contra-
diction.

Du même façon , on prouve que ψ(t) ≤ vk(t), pour tout t ∈ [0, 1].
D’après (3.8), on remarque que si v est une solution du problème ((P4)p), alors :

CDp
1−v(t) = Fv(t) = v(t) + f(t, Tv(t)),

ainsi v est une solution de (P3) et donc u = Tv est une solution de (P1).
Enfin, la monotonie de l’opérateur T implique :

Tψ(t) ≤ Tv(t) ≤ Tϕ(t), 0 ≤ t ≤ 1. (3.9)

�

Théorème 3.2.
On suppose que f est croissante par rapport à la deuxième variable et les hypothèses
(H1) et (H2) sont vérifiés. Alors le problème (P1) a au moins une solution u tel
que :

β(t) ≤ u(t) ≤ α(t), 0 ≤ t ≤ 1
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3.2. EXISTENCE DE SOLUTIONS

Preuve

On définit l’opérateur R sur E par :

Rv(t) = Ip1−Fv(t)

= Ip1− [min(ϕ,max(v, ψ)) + f(t, T (min(ϕ,max(v, ψ))))], 0 ≤ t ≤ 1.

Il est claire que si R a un point fixe v, alors u = Tv est une solution de (P1).

Soit :

Ω = {v ∈ C[0, 1], ψ(t) ≤ v(t) ≤ ϕ(t), 0 ≤ t ≤ 1}, un sous-ensemble convexe.

et on suppose

M = max{|x+ f(t, Tx)|, β(t) ≤ Tx ≤ α(t), 0 ≤ t ≤ 1}.

La fonction f est croissante par rapport à la deuxième variable, et d’après (3.9), on
montre que R(Ω) ⊂ Ω. Soit v ∈ Ω, on a :

Rv(t) = Ip1− [min(ϕ,max(v, ψ)) + f(t, T (min(ϕ,max(v, ψ))))]

= Ip1−v(t)− Ip1−f(t, Tv(t))

≤ Ip1−ϕ(t) + Ip1−f (t, α(t))

≤ Ip1−
(
CDp

1−ϕ(t)
)

= ϕ(t).

Du même, on montre que Rv(t) ≥ ψ(t), donc R(Ω) ⊂ Ω.

Maintenant on prouve que R est complètement continu :
-(i) R(Ω) est uniformément borné.
soit v ∈ Ω. Du fait que β(t) ≤ T (min(ϕ,max(v, ψ))) ≤ α(t), alors

|Rv(t)| = |Ip1−Fv(t)|
≤ Ip1−|min(ϕ,max(v, ψ)) + f(t, T (min(ϕ,max(v, ψ))))|

≤ M

Γ(p+ 1)
.

Donc R(Ω) est uniformément borné.
-(ii) R(Ω) est équicontinu.

On pose :

g(t) = min(ϕ,max(v, ψ)) + f(t, T (min(ϕ,max(v, ψ)))).
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3.3. EXEMPLE

Pour 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ 1, on a :

|Rv(t1)−Rv(t2)| ≤ |Ip
1−g(t1)− Ip

1−g(t2)|

≤ 1

Γ(p)

∫ t2

t1

(s− t1)p−1|g(s)|ds +
1

Γ(p)

∫ 1

t2

(
(s− t1)p−1 − (s− t2)p−1

)
|g(s)|ds

≤ M

Γ(p + 1)
((1− t1)p − (1− t2)p)→ 0 lorsque t1 → t2.

Par conséquent R(Ω) est équicontinu.
Par application du théorème d’Arzela-Ascoli en déduit que R est complètement
continu.

Alors d’après le théorème du point fixe de Schauder, R a un point fixe v ∈ Ω,
et donc u = Tv est une solution de (P1).
Par le lemme 3.3 on conclut que :

β(t) ≤ u(t) ≤ α(t), 0 ≤ t ≤ 1

�

3.3 Exemple
Nous donnons un exemple numérique pour illustrer les résultats obtenus.

Exemple 5.
Considérons le problème (P1) avec p = 0.2 et

f(t, x) = 2
[
(1− t)1−p − (1− t)

]
exp

(
x− 2Eq,q(−1)

q

)
, 0 ≤ t ≤ 1, x ∈ R.

On voit facilement que f est croissante par rapport à x. Si on choisit A = 2, alors :

f(t, x) = 2
[
(1− t)1−p − (1− t)

]
exp

(
x− 2Eq,q(−1)

q

)
≤ 2

[
(1− t)1−k − (1− t)

]
,

pour tout k ∈ [0.2, 1), 0 ≤ t ≤ 1 et 0 ≤ x ≤ A
q
Eq,q(−1).

Maintenant si on choisit B = 0, alors on a : pour x = 0 et 0 ≤ t ≤ 1,

f(t, 0) = 2
[
(1− t)1−p − (1− t)

]
exp

(
−2Eq,q(−1)

q

)
≥ 0,

pour tout k ∈ [0.2, 1), 0 ≤ t ≤ 1 et B
q
Eq,q(−1) ≤ x ≤ 0.

Donc les hypothèses du théorème 3.2 sont satisfaites, par conséquent, le problème
(P1) a au moins une solution u tel que :

β(t) ≤ u(t) ≤ α(t), 0 ≤ t ≤ 1.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté une bref synthèse sur les équations différentielles
fractionnaires.
Nous nous sommes concentrés sur la présentation de [10] en détail, dans lequel il a
été démontré l’existence de solutions pour un problème aux limites d’ordre fraction-
naire non linéaire de type Euler-Lagrange impliquant des déviées fractionnaires de
Riemann-Liouville à gauche et de Caputo à droit en utilisant le théorème du point
fixe de Schauder.
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