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Résumé

Ce mémoire est consacré a ’étude de la théorie de I'indice et ses
applications dans les systémes dynamiques. Nous avons étudié le portrait de
phase et les cycles limites, I'indice des points critiques et la stabilité. Nous
avons fait une représentation de I'indice. Nous avons illustré cette étude par
des applications dans les systémes dynamiques.

Mots clé : Cycle limite, la théorie de 'indice, systéme dynamique.
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Abstract
This memory is concerned with the study of index theory and its applications
in dynamical systems. We have studied the phase portrait and limit cycles,

the critical point index and stability. We made a representation of the index.
We have illustrated this study by applications in dynamical systems.

Keywords : Limit cycle, index theory, dynamical system.
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0.1. INTRODUCTION

0.1 Introduction

Le développement des mathématiques en général a été et sera toujours né-
cessaire pour la résolution des problémes de plus en plus complexes posés
par la physique et les sciences de 'ingénieur. L'une des théories qui peuvent
étre considérée aussi bien ancienne que nouvelle et qui connait actuellement
une grande popularité parmi les chercheurs dans les sciences fondamentales,
la physique et en ingénierie et celle des systémes dynamique, c’est la théorie
de l'indice. L’importance de la théorie de I'indice est qu’elle unifie plusieurs
résultats géométriques qui sont de naissance trés différents. Ce mémoire com-
porte trois chapitres :

Le premier chapitre est un rappel des notions générales. Nous commen-
cons par définir les systémes dynamiques, les points d’équilibres et le systéme
linéarisé d’'un systéme non linéaire au voisinage d’un point d’équilibre. En-
suite nous introduisons la notion d’un cycle limite et 'amplitude d’un cycle
limite d’un systéme planaire. Puis nous présentons la définition de la stabi-
lité. Dans le chapitre deux nous donnons quelques définitions, théorémes,
remarques et exemples qui soit la base de la théorie de I'indice. Le dernier
chapitre est basé sur des applications sur les systémes dynamiques.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Systémes dynamiques, points critiques

Définition 1.1. Un systéme dynamique sur R” est une application :
U:RT xR" —» R"

définie sur tout RT x R", telle que :
o U(.,z): Rt — R" est continue.
o U (t,.): R" — R" est continue.

o U(0,2) =ux.
e U(t+s,x)=U(t,U(s,x)) pour t,s € R z € R".
Exemple 1.1.
Soit le systéme linéaire :
T = Ax n "
{I(O):%,teR,xoeR (1.1)

ol A est une matrice constante. La solution de (1.1) est :
x(t) = e
Le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique, car I’application :
U:R" xR" — R"
qui a tout ¢t € R*, z € R" associe :

Ult,r) = ez
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1.2. CLASSIFICATION DES POINTS D’EQUILIBRE

vérifie les quatre propriétés précédentes.
Définition 1.2. Soit le systéme non linéaire

i = f(x) (1.2)

On appelle point critique ou point d’équilibre du systéme (1.2), le point
xo € R” tel que :

f(xo) =0

Définition 1.3. Considérons le systeéme (1.2)
Le systeme :

T = Ax

ou

A= (52 = Dfta) 1 <ij < n

et
[ (0) =0
est appelé linéarisation de (1.2) en z.

Définition 1.4. On appelle point critique hyperbolique de (1.2), le point
xo telle que A n’a aucune valeur propre avec une partie réelle nulle.

1.2 Classification des points d’équilibre

Cas des systémes linéaires
Considérons le systeme linéaire :

i = Az, (1.3)

ou x = (1, ...,T,) et A une matrice constante inversible. Soient Ay, ..., \, les
valeurs propres de A.

Définition 1.5.

- Si les valeurs propres Aq, ..., A, sont réelles et du méme signe, la solution
x = 0 est appelée noeud.



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Py 1

Fig 1.1 Noeud stable (n=2).

- Si les valeurs propres Ay, ..., A, sont réelles, non nulles et de signe différent,
la solution x = 0 est appelée selle.

IIIIIIIIIIIIII_T.T-JJ—(ED\\THH_I\_IIIIIIIIIIII

- Si les valeurs propres Ay, ..., A, sont complexes avec Im(\;) #0,i=1,...,n.
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1.2. CLASSIFICATION DES POINTS D’EQUILIBRE

La solution x = 0 est appelée foyer.
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Fig 1.3- Foyer stable (n=2).

- Si les valeurs propres Ay, ..., A, sont complexes avec Re();) = 0 et Im(\;) #
0,7=1,...,n. La solution z = 0 est appelée centre.

Fig 1.4- Centre (n=2).

Cas des systémes non linéaires
Considérons maintenant le systéme non-linéaire :

i = f(2) (14)

T = ($17 --~7xn)7 f = (fla 7fn)

Définition 1.6. Un point critique xo de (1.4) est appelé puits si toutes les
valeurs propres de la matrice A = D f(xy) ont des parties réelles négatives;
Il est appelé source si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(x)
ont des parties réelles positives; Il est appelé selle s’il est hyperbolique et si
A = Df(xo) a au moins une valeur propre avec une partie réelle positive et
au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Définition 1.7. Deux systémes planaires :

i = f(x) (1.5)

et
i = g(x) (1.6)

définis sur deux ouverts U et V' respectivement, sont topologiquement équi-
valents s’il existe un homéomorphisme h : U — V tel que h transforme les
orbites de (1.5) en celles de (1.6) et préserve le sens du mouvement.
Théoréme 1.1. Si x4 est un point d’équilibre hyperbolique de (1.4), alors il
existe un voisinage de ce point dans lequel le systéme & = f(z) est topologi-
quement équivalent a son linéarisé © = Ax .

1.3 Portrait de phase et cycles limites

Définition 1.8. Soit le systéme planaire :

&= P(z,y)

ou P, @) sont des polyndmes en x et y. Les solutions (x (t),y (t)) du systéme
(1.7) sont représentées dans le plan (x,y) par des courbes appelés orbites.
Les points critiques de ce systéme sont des solutions constantes et la figure
compléte des orbites de ce systéme ainsi que ces points critiques représentés
dans le plan (z,y) s’appelle portrait de phase, et le plan (x,y) est appelé
plan de phase.

Définition 1.9. Une solution périodique du systéme (1.7) est une solution
telle que :

(x(t+T),yt+T)) = (z(t),y(t)) pour T >0

A toute solution périodique correspond une orbite fermée dans 'espace des
phases.

Définition 1.10. Un cycle limite du systéme (1.7) est une orbite fermée
isolée, c’est & dire qu’on ne peut pas trouver une autre orbite fermée dans
son voisinage.

Définition 1.11. [’amplitude d'un cycle limite est la valeur maximale de la
variable z sur le cycle limite.



1.4. STABILITE

1.4 Stabilité

Soit le systéme des équations :

dx

ng(t,a:), reR" teR. (1.8)

On suppose que f satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité
des solutions.

Définition 1.12. Une solution ®(¢) du systéme (1.8) telle que ®(tg) = Py
est dite stable au sens de Lyapunov si Ve > 0, 39 > 0, tel que toute solution
x(t) de (1.8) dont la valeur initiale x(to) vérifie

|x(to) — @ol|| < 6 = [|z(t) — P(t)|| < &, VE > to.
Si en plus de cette définition on a

dim_Ja(t) ~ ®(1)] = 0
alors la solution est dite asymptotiquement stable.
Quand ®(¢) = 0 la définition devient :
Ve > 0, 30 > 0, tel que toute solution x(¢) de (1.8) dont la valeur initiale
x(to) verifie
|lx(to)]] < 0 = ||x(t)]] <e, Yt > to.

Si en plus
Jim_[l2()] =0
alors ®(t) = 0 est asymptotiquement stable.
L’étude de la stabilité de la solution ®(¢) peut étre ramenée a celle de la
solution nulle y = 0 d’un systéme (Analogue) au systéme (1.8).
En effet : posons y(t) = x(t) — ®(¢) on y(t) est la nouvelle fonction inconnue.

d dy  do(t
v _ dy  do()

@~ oda v
d
= = Jlty+ @) - f(t9)

- g(tay)

On voit bien que y = 0 est une solution de ce systéme.



Chapitre 2

Théorie de ’indice

2.1 Indice des points critiques

Soit le systéeme :

&= X(z,y)
{ §=Y(xy) 21)

Soit T' une courbe qui ne contient pas de points d’équilibres de (2.1) en
chaque point (z,y), le champ de vecteurs (X, Y’) définit une direction.

Soit ¢ l'angle que fait le vecteur (X,Y") avec 'axe des z.

Définition 2.1. L’indice de la courbe I' relativement au champ de vecteurs

A
(X,Y) est 2—¢ ou A¢ est la variation de I'angle ¢ quand le point (z,y)
T

parcour I' une seule fois dans le sens positif :

Y
t e T
an ¢ e

Exemple 2.1. Soit le systeme

{j::2x2—1

o (2.2)

et I' : le cercle unité centré en (0,0) donc

{x:c989 0<6<2r
y = sinf

X =2cos? 0 — 1 = cos(20)
Y = 2sin6 cos f = sin(20)

8



2.2. REPRESENTATION DE L’INDICE

Sif =0 alors
X=1
Y=0
»=0

Si@z%donc
X=0
Y=1
T
?=3

Si&zgd’oﬁ
X =-1
Y =0
o=

Si 0 = 7 alors
X=1
Y =0
¢ =27

Si@z%rdonc
X =-1
Y=0
¢ =3m

Sif =27 dou
X=1
Y =0
¢ =4r

L’indice est un entier relatif, il peut étre nul.

2.2 Représentation de I’indice

Posons I = {(z(s),y(s))/ so < s < s1}

tanqS:%
d(tang) d Y
ds E(Y)



CHAPITRE 2. THEORIE DE L’INDICE

— xX - —xY
1 dp d Y o Ao g © ds
— X L= (=)= (1 +t — =
cos?(9) s d3<X) (1+tan ¢)ds X2
Y2 X2+Y2
1+tan2¢:1+ﬁ:—X2
d d
o _ X? XX%—Y%:X%—Y%
ds X2+4+Y2 X2 X2 4+Y?

Lofdo, 1 XV -¥X
27 ) ds 8_27r X2 4+Y?

S0 S0

[F = ds

ou
1 XdY -YdX

2r X24Y2
T'r

Ir =

quand r(s) = (z(s),y(s)) décrit I : R(s) = (X,Y) décrit une autre courbe
I'r fermée car R retourne & sa position initiale.

Théoréme 2.1. Si I' est une courbe fermée qui ne contient pas de points
critiques de méme son intérieur alors I'indice I+ = 0.

Preuve.

On a
1 XdY —YdX

o X2 1 y?

T'r

Ir

appliquons la formule de Green

1 0 X 0 Y
Ie = %// {_8X<—X2+Y2) oy xrgye)| Y =0
SR

ou Sk est l'intérieur de I'g.

Corollaire 2.1.

SiT et I'V sont deux courbes fermées, I'V est a l'intérieur de I'. Si sur I' et I
et sur la région comprise entre I' et IV il n’ya pas de points d’équilibre alors
[1" = [1"/.

Preuve.

Soit AA’ une ligne liant I" et I et soit le chemin ¢ définie par ABAB’A’A
puisque ¢ ne contient pas de points critiques.

10



2.2. REPRESENTATION DE L’INDICE

Ona:l,=0c.ad.

Ozifd(b:%(]{dqﬂ—]{dqb—j{dqb%—]{dgb)
r’ A'A

¥» r AA
or
dp = — ¢ do
ded
d’ou .
3 (o~ § o) =0
T I’
c.a.d. ]1-‘ = [p/.
A
r.
Al
BI
B
Fig 2.1.

Remarque 2.1.

On voit que l'indice I+ du champ de vecteurs (X,Y’) ne dépend pas de la

courbe I' mais il dépend des points d’équilibre. Si on a un point d’équilibre &

I’intérieur de I' n’importe quelle courbe I" contenant ce point donne le méme

indice pour cela on dit que I est 'indice du point d’équilibre .

Théoréme 2.2.

Si I' contient n points d’équilibres Py, Ps, ..., P, alors It = Iy + I, + ... + I,

ou I; est I'indice du point P; : 7 =1, ...,n.

Preuve.

[lustrons la preuve par deux points d’équilibre. Construisons une courbe C'.
C : T liée aux deux courbes 7, et 7, ; 'intérieur de ¢ ne contient pas de

point d’équilibre = I = 0.

11



CHAPITRE 2. THEORIE DE L’INDICE

k—%!m—%fm—%fm

71 Y2

Ir =1, + L,

Si on connait la nature du point d’équilibre, on peut en déduire 'indice en
tracant la figure et en suivant ’angle.

2.3 Autre facon du théorie de I’indice

Nous définissons 'indice d’un point critique d’'un champ de vecteur F
de classe C! sur R? ou d’un champ de vecteur F' de classe C! sur une sur-
face bidimensionnelle. Par deux surface dimensionnelle, nous entendrons une
différence bidimensionnelle compacte collecteur tiable de classe C2. Pour un
champ vectoriel donné F' sur un champ bidimensionnel surface S, Si F a
un nombre fini de points critiques P, ...., P, 'indice de la surface S par
rapport au champ vectoriel F, Ir(S), est définie comme la somme des in-
dices & chacun des points critiques, Pi,...P,, en S. C’est 'un des faits les
plus intéressants de la théorie de I'indice que 'indice de la surface S, Ir(.5),
est indépendant du champ vectoriel F' et, comme nous le verrons, ne dé-
pend que sur la topologie de la surface S'; en particulier, Ir(S) est égal a
Euler-poincaré caractéristique de la surface S. Ce résultat est le fameux de
théoréme de I'indice de poincaré.

nous commencons cette section par la définition de poincaré de l'indice
d’une courbe de Jordan C' (c’est -a-dire une courbe C' fermée simple par
morceaux) par rapport a un champ vectoriel F' de classe C! sur R2.
Définition 2.2. L’indice /(C') d’une courbe de Jordan C' par rapport a un
champ de vecteur F' € C''(R?), ou n’a pas de point critique sur C' est défini
comme le entier

Af

T o

ot Af est la variation totale de I’angle 6 que le vecteur F = (P, Q)T fait par
rapport a l'axe des z, c’est-a-dire que Af est le changement de

Ir(C)

O(z,y) = tan™ ——=

12



2.3. AUTRE FACON DU THEORIE DE L’INDICE

lorsque le point (z,y) parcourt C' exactement une fois dans le sens positif.
I'index Ir(C') peut étre informatique en utilisant la formule

_ 1 ady 1 1 Qy) 1 [PdQ—QdP
C C C

Exemple 2.2. Soit C' le cercle de rayon un, centré a l’origine, et calculons
I’indice de C' par rapport aux champs de vecteurs

F(X):(§> ,G(X>=(:z) »H(X>:<_xy> ’K(X):(—:Cy>

Ces champs vectoriels définissent des flux ayant des noeuds instables et
stables, un centre et une selle a l'origine respectivement ; les portraits de
phase des flux générés par ces quatre champs de vecteurs sont présentés dans

la figure 2.2.
c Y c
A

Fig 2.2.

Selon la définition ci-dessus, nous avons
Ir(C)=1, Ig(C)=1, Ig(C)=1et Ix(C) = -1

Ces indices peuvent également étre calculés en utilisant la formule ci-dessus ;cF
probléme 1. Nous décrivons maintenant certaines des idées de base de la théo-
rie des indices.Nous devons d’abord prouve un lemme fondamental

Lemme 2.1.Si la courbe de Jordan C' est décomposée en deux courbes de
Jordan, C' = C + U5, comme sur la figure 2.3, alors

[p(C) = Ip(C1) + Ip(C2)

13



CHAPITRE 2. THEORIE DE L’INDICE

par rapport a tout champ de vecteurs F' € C'(R?).

Py

Py
Fig 2.3

Preuve Soient p; et py deux points distincts sur C' qui partitionnent C' en
deux arc A; et A; comme le montre la figure 2.3. Soit Ay un arc a l'intérieur
de C' de P; a P; et soit —Ag désigne 'arc de ps & p; parcouru en la direction
opposée. Soit C7 = A1+ Ag et soit Cy = Ay — Ap. il s’ensuit alors que si Af 4
désigne le changement de 'angle 0(x,y) défini par le vecteur F'(X) comme
le point X = (z,y)T se déplace le long de 'arc A dans une direction bien
définie, alors

1
I6(C) = 5= (A6l + A0l

1
% [A(9|A1 + A9|A0 + A9|—Ao + AQ’A2]
1
= % [A9|A1+Ao + A9|A2*Ao]
1
% [A9|C1 + A9|C’2]

= IF(Cl) + IF(CQ)

Théoréme 2.2. Supposons que F' € C1(E) o E est un sous-ensemble ouvert
de R? qui contient une courbe de Jordan C et qu’il n’y a pas de points
critiques de F' sur C' ou dans son intérieur. il s’ensuit alors que Ir(C) = 0.

Preuve. Puisque ' = (P,Q)? est continue sur E, elle est uniformément
continue sur tout sous-ensemble compact de E. Ainsi,étant donné € = 1, il
existe un 0 > 0 tel que sur toute courbe de Jordan C, qui est contenue &

14



2.3. AUTRE FACON DU THEORIE DE L’INDICE

I'intérieur d’un carré de coté § dans E. Nous avons 0 < Ip(C,) < e. Alors
puisque Ir(C,) est un positif entier, il s’ensuit que Ir(C,) = 0 pour toute
courbe de Jordan C', contenue & l'intérieur un carré de coté 9. Nous pouvons
couvrir Uintérieur de C, Int (C), ainsi que C' avec une grille carrée ou les
carrés S,, dans la grille ont des cotés de longueur §/2. Choisissez 6 > 0
suffissamment petit pour que tout carré S, avec S, N Int (C) # 0 se trouve
entierement dans E et que Ip(C,) = 0 ou C, est la frontiere de S, N Int
(C). Puisque la fermeture de Int (C') est un ensemble compact, un nombre
fini de carrés S,. Couvrir Int (C'), disons S;, j = 1,...., N, et par le Lemme
3.1. nous avons

Ip(C) =Y 1p(Cy) =0.

Corollaire 2.2. Sous les hypothéses du Théoréme 2.2, si C et C5 sont des
courbes de Jordan contenues dans E avec Cy C Int (Cs), et s'il n’y a pas de
points critiques de F' dans Int (Cy) N Ext (Ch), alors [r(Ch) = Ir(Cy).

Définition 2.3. Soit F' € C'(F) ou E est un sous-ensemble ouvert de R? et
soit Xy € E étre un point critique isolé de F'. Soit C' une courbe de Jordan
contenue en I et contenant X, et aucun autre point critique de F' sur son
intérieur. Alors I'indice du point critique Xy par rapport a F

Ir(Xo) = Ir(C).

Théoréme 2.3. Supposons que F' € C'(E) ou E est un sous-ensemble ouvert
de R? contenant une courbe de Jordan C. Alors s’il n’y a qu'un nombre fini
de points critiques, X1, ....., X,, de F' a 'intérieur de C', il s’ensuit que

Ip(C) = ZIF(XJ-).

Ce théoréme est prouvé en enfermant chacun des points critiques X; par un

15



CHAPITRE 2. THEORIE DE L’INDICE

petit cercle C; se trouvant a 'intérieur de C' comme sur la figure 2.4.

—(_

Fig 2.4

Soit a et b étre deux points distincts sur C. Puisque l'intérieur de C', Int
(C), est en arc de cercle connectés, nous pouvons construire des arcs aX,
X1Xs,....,.Xnb alintérieur de C. Soit Ag, Ay, ....., Ay désignent la partie de ces
arcs a ’extérieur de la cercles (', ..., Cy comme sur la figure 2.4. Les courbes
C,Cy, ..., Cy sont alors dédoublées en deux parties, C*,C~, Cf, Cy ,....,CY, Cy
par les arcs Ay, ..., Ay comme dans Figure 2.4. Définir les courbes de Jordan
J1:C++A0—Cl+— ...... —CJJ\;—FAN et JQIC_—AN—C;/— ...... —Cf—AO.
Alors par le Théoréme 2.2, Ip(J;) = Ir(J2) = 0 mais

1 [ A0+ AOla, — Ablpr — oo — DO s + DOy, + Ablo- — A4,
Ie(h) +1r () = o | —Aflg- — o — Ay, = Aflay

1 N
= — |Aflc- — ) Abe,
j=1

Donc,

Ip(C) = Z]F (C5) = ZIF (X;5)-

16



2.3. AUTRE FACON DU THEORIE DE L’INDICE

Théoréme 2.4. Supposons que F' € C(E) o E est un sous-ensemble ouvert
de R? et que E contient un cycle I' du systéme

X = F(X) (2.3)

il s’ensuit que Ip(I') = 1.

Preuve. En tout point X € I', définissez le vecteur unitaire u(X) = F (X) /| F (X)].
Alors I, (T') = Ir (') et nous monterons que I, (I') = 1. Nous pouvons tour-

ner et translater les axes de sorte que I' soit dans le premier quadrant et soit
tangent a la ’axe des x & un certain point Xy comme dans la figure 2.5.

y '

X(1) | >

X(s)

0 Xo 0
Fig 2.5

Soit X () = (x(t),y(t))T la solution de (2.3) passant par le point X, =
(7o,y0)” au temps ¢ = 0. Puis en normalisant le temps, nous pouvons sup-
poser que la période de I' est égal a 1; c’est a dire,

F={XeR|X=X(),0<t<1}

tenant pour les points (s,t) dans la région triangulaire
I={(s,t) eR*|0<s<t <1},
on définit le champ vectoriel g par
g(s,s) = u(X(s), 0<s<1
9(0,1) = —u(Xo)
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CHAPITRE 2. THEORIE DE L’INDICE

et
X)) - X(s)
961 = X0 — X (s)

Pour 0 < s <t < 1et (s,t) # (0,1); cF. Figure 2.5. Il s’ensuit alors
que g est continue sur T et que g # 0 sur T. Soit &(s,t) angle que le
vecteur ¢(s,t) fait avec 'axe des x. Ensuite, en supposant que le cycle I' est
orienté positivement, S(0,0) = 0 et puisque I' est dans le premier quadrant,
S (0,t) € [0,7] pour 0 <t < 1 et donc & (0,¢) varie de 0 & 7 comme ¢ varie
de 0 & 1. De méme, il découle de la définition de g(s,t) que © (s,1) varie
de lui m & 27 lorsque s varie de 0 & 1. Soit B le frontiére de la région 7'
Il découle alors du Théoréme 2.2 que [, (B) = 0. Ainsi, la variation de
O (s, s) lorsque s varie de 0 & 1 est 27. Mais c’est exactement la variation de
I'angle que fait le vecteur u(X (s)) avec le axe des x lorsque s varie de 0 a
1. Ainsi Ir (I') = [, (I') = 1. Un argument similaire donne le méme résultat
lorsque T" est orienté négativement. Ceci compléte la preuve du Théoréme
2.4.

Remarque 2.2. Pour un cycle séparateur S de (2.3) tel que la carte de
poincaré est défini a l'intérieur ou a l'extérieur de S, on peut prendre une
séquence des courbes de Jordan C,,. Se rapprochant de S et, en utilisant le
fait que nous n’avons que secteurs hyperboliques a l'intérieur ou a I'extérieur
de S, on peut montres que [p(C,) = 1. Mais pour n suffssamment grande,
lp(S) = lp(Cy). Ainsi, [p(S) = 1. Il convient de noter que si la carte Poincare
n’est définie sur aucun des cotés de S alors [z(S) peut ne pas étre égal & un.
Corollaire 2.3. Sous les hypothéses du Théoréme 2.4, I" contient au moins
un point critique de (2.3) sur son intérieur. Et, en supposant qu’il n’y a qu’un
nombre fini de points critiques de (2.3) a intérieur de I, la somme des indices
a ces points critiques est égal a un.

Nous considérons ensuite la relation entre l'indice d’un point critique X,
de (2.3) par rapport au champ vectoriel F' et par rapport a sa linéarisation
DF(X())X en Xo.

Lemme 2.2. Si V et W sont deux champs de vecteurs continus définis sur
une courbe de Jordan C' qui n’ont jamais de sens opposés ou sont nulles
sur Calors I, (C') = Iy(C). En prouvant le théoréme suivant nous écrivons
X = (z,y)T et

F(X) = DF(0)X + g(X) = <Zji§‘z) + @: Eig;)

18



2.3. AUTRE FACON DU THEORIE DE L’INDICE

On dit que 0 est un point critique non dégénéré de (2.3) si
det DF (0) # 0,

c’est -a-dire, si ad — bc # 0; et on dit que |g(X)| = o(r) comme r — 0 si
lg(X)|/r — 0 comme r — 0.

Théoréme 2.5. Supposons que F' € C*(E) o E est un sous-ensemble ouvert
de R? contenant 'origine. Si 0 est un point critique non dégénéré de (2.3) et
lg(X)| = o(r) comme r — 0 alors I (0) = Iy (0) ou V (X) = DF (0) X, le
linéarisation désactivée a 0. Ce théoréme est prouvé en montrant que sur un
cercle suffisamment petit C' centrés a ’origine les champs de vecteurs V' et F
ne sont jamais en opposition et puis appliquant le Lemme 2.2. Supposons
que V(X) et F(X) soient en opposition en un point X € C puis au point
X € C, F + sV pour certains s > 0. Mais ' =V +goug= F —V donc
(1+ )V = —g au point X € C; cest-a-dire (1+5)*|[V|* = |¢?| au point
X € C. Maintenant

|V2‘ =r?[(acosf + bsinQ)2 + (ccosf +dsin6)2]

Et puisque ad — bc # 0, V = 0 seulement & X = 0. Ainsi, V' est continu et
non nul sur le cercle r = 1.Soit

m = min|V].
r=1

Alors m > 0 et comme |V/| est homogene dans 7 on a |V| > mr pour r > 0.
Il s’ensuit alors qu’au point X € C'

(1+5)"m*r* <|g|*.
Mais si le cercle C' est choisi suffisamment petit, cela conduit une contradic-
tion puisque nous avons alors

0<m?<(1+s)m?<|g]®/r?

et [g|* /72 — 0 comme r — 0. Ainsi, les champs vectoriels V et F ne sont
jamais dans opposition sur un cercle C' suffisamment petit centré a 1'ori-
gine. Alors découle du Lemme 2.2 que Ir (0) = Iy (0). Puisque 'indice
d’un champ vectoriel linéaire est invariant sous un transformation linéaire,
le théoréme suivant est une conséquence immédiate du Théoréme 2.5 et
calcul des indices de champs de vecteurs linéaires génériques tels que ceux de
I'exemple 2.1;
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Théoréme 2.6. Sous les hypothéses du Théoréme 2.5, I (0) est —1 ou
+1 selon que origine est ou non selle topologique pour (2.3) ou de maniére
équivalente selon que l'origine est ou non une selle linéarisation & 1’origine.
Selon le Théoréme 2.5, I'indice de tout point critique non dégénéré de (2.3)
est soit +1. Que dire de l'indice d’un point critique X, de (2.3) quand det
DF (Xy) = 07 le théoréme suivant, dit & Bendixson [B], répond a cette ques-
tion pour les systéemes analytiques. Dans le Théoréme 2.7, e désigne le
nombre de secteurs elliptiques et h désigne le nombre de secteurs hyperbo-
liques de (2.3) a lorigine.

Théoréme 2.7. Soit l'origine un point critique isolé de le systéme analytique
planaire (2.3). Il s’ensuit que

Ip(0) =1+ (egh)

On voit que pour les systémes analytiques planaires, ce théoréme implique
les résultats du Théoréme 2.6. Cela implique également que le nombre de
secteurs elliptiques, e, et le nombre de secteurs hyperboliques, h, ont la méme
parité; c’est-a-dire e=h(mod 2). Notez que l'indice d’un noeud de selle est
nul selon ce théoréme.
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Chapitre 3

Applications de la théorie de
I’indice dans les systémes
dynamiques

Soit le systéme

&= X(z,y)
{ y=Y(z,y) (3.1)

Proposition 3.1

Soit I" une orbite périodique du systéme (3.1) alors l'indice de cette orbite

est 1.

Preuve. Le vecteur (X,Y") est tangente a l'orbite C.

En chaque point la variation de ¢ est 27 donc 'orbite est 1. On déduit que

pour une orbite périodique ot un cycle limite que la somme des indices des

points d’équilibre a l'intérieur de ¢ est 1.

L’intérieur d’un cycle limite ne peut pas étre une région qui n’a aucun point

d’équilibre .ou qui contient seulement un point selle.

Exemple 3.1.

Soit le systéme

=y
(-2
1+ a2

il y a trois points d’équilibre (0,0), (1,0) et (—1,0).
*(0,0) est un point selle .
*(1,0), (—1,0) sont des centres.

Y=
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CHAPITRE 3. APPLICATIONS DE LA THEORIE DE L’INDICE DANS
LES SYSTEMES DYNAMIQUES

La somme des indices est —1 + 1+ 1= 1.
On peut penser & un cycle limite qui contient ces 3 points.
On fait toutes les orbites qui contient ces 3 points sont fermées.
* un cycle limite contient au moins un point d’équilibre .
* pour une selle I'indice est —1 et pour le centre, noeud et le foyer I'indice
est +1.

3.1 Indice a ’infini

Soit le systéme (3.1),

Indice du point a Pinfini /...

Définition 3.1.

Dans les nouvelles coordonnées (z1,y;) définies par la transformation :

{ U= (3.2)

_ _y
N = me
r =rcosf
y =rsinf

en coordonnées polaires

1
01:—0, r = —.
r

Définition 3.2.

L’indice de l'origine (x1,7:) = (0,0) pour 'équation transformée s’appelle
indice du point a l'infini du systéme (3.1).

La transformation (3.2) s’appelle inversion de l'origine :

Si z = x + 1y alors

1 1 T .y iy
= — = — — 1 =X 2 .
YT T rtdy 224y a2+ L
posons z =x +1y et Z =X 4+1Y
le systéme (3.1) s’écrit
dz
— =7 3.3
o (3.3)
posons
¢ =argZ
(=7
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3.1. INDICE A L’INFINI

on a
1
21 = —
2
(3.3) s’écrit
1 dzl
I et S
22 dt
ou d
-%:—ﬁxzza (3.4)

on cherche l'indice de z; = 0 de (3.4).

Théoréme 3.1.

I'indice I du systéme (3.1) ayant un nombre fini “n“ de point d’équilibre
avec les indices [;; @ = 1,...,n est donné par :

I :2—i1}
i=1

Preuve.
cherchons l'indice en z; = 0, tracons une courbe qui entoure z; = 0 et qui
ne contient pas d’autres points d’équilibre, la transformation z = i On a
I’image de ce plan.

¢ : contient les points d’équilibre du systéme (3.1). L’extérieur de ¢,
devient l'intérieur de ¢.

, devient ¢ avec l'autre sens.

Io = 5-A¢, de I'équation (3.4).

Zl _ Clequl _ —7"%627'61 Ceuﬁ) _ T%C€Z(291+¢+ﬂ')
Lo = LA@0+é+T) = — [A20) - Ad)
< o ! = 2m !
1
= —dr—-2n(l; +..+1,)]
2
i=1

Exemple 3.2.
Cherche 'indice du point a l'infini du systeme

{x':$—y
y=x—y
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CHAPITRE 3. APPLICATIONS DE LA THEORIE DE L’INDICE DANS
LES SYSTEMES DYNAMIQUES

Les points d’équilibres sont (0,0) et (1,1)
* Pour (0,0) le systeme linéarisé est :

T=T—Y
y=x
qui est équivalent
(5)-2(3)
Yy Yy
ou A = 10 les valeurs propres sont \;o = 5 £i%° = (0,0)

est un foyer = (o) = +1.

* Pour (1, 1) le systéme linéarisé est :

{i:ac—y
j=z—y

(;)-4(3)

ou A= ( ! :; ) les valeurs propres sont

qui est équivalent

1
1 5 1 5
Mol VB L V5
2 2 2 2
donc (1,1) est une point selle alors I(; 1) = —1.

Dot Io=2—(—-1+1)=2.

3.2 Indice des points d’équilibres

(i) Point selle.
Exemple 3.3. Soit le systeme

{ ;:i iy : (0,0) point d’équilibre
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3.2. INDICE DES POINTS D’EQUILIBRES

Ap=—2r—0=—2r

—2m

Ir=—=-1
r 2m
(ii) Point centre.
Exemple 3.4. Soit le systeme
T =y
y=uwx
r? + y2 =c
om
ANp=——=—=2
b=y T
27
Ir=—=1
" or
(iii) Noeud.
Exemple 3.5. Soit le systéme
{ T=
y=y
AN¢p=2mr—0=2r
Ir=1

(iv) Foyer.
Exemple 3.6. Soit le systéme
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CHAPITRE 3. APPLICATIONS DE LA THEORIE DE L’INDICE DANS
LES SYSTEMES DYNAMIQUES

Conclusion

Pour un cycle limite, la somme des indices des points critiques & l'intérieur
est égal a 1.
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