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Abstract

In this thesis, we will focus on the study of Hermite-Hadamard type integral inequalities, more
precisely that of weighted trapezoids

In the first chapter, we recall some definitions of classical and generalized convexities, as well as of
the integral identities that we will invoke in the following chapter.

In the second chapter, we quote some results already known in the literature.

While the last chapter will be entirely devoted to the new integral inequalities of the weighted
trapezoid type.

We mention that three papers have been appeared among the five submitted for possible
publication.

Keywords: Weighted trapezium inequality, Holder inequality, log-convex functions, s-preinvex
functions, h-preinvex functions



& 5 e AlalSill 3) ghsall ane Al ja e K Cagu ¢ da gyl s
qM‘u&ﬁw@AM\g\jw\eﬂcddidﬁgj‘)\aﬁ\ﬁﬁaﬂ.ﬂﬁ
Aaa all

ALYl caarall 5 SanDISH Caail) Cildy y2i gy S35V Jaadl) B
e lglaatiiin Al AlalSal) 3 glusal) any )

3l sbusall ade Jsa a¥) 8 A5 prall i) (amyy Qi ¢ U Juadl)
Aaa el 5 Lalall Cojaiall dudi g 53 (e dplalsl

AL\l 5 glunall aaad Bajas il JelSIy anadin a1 Juadll of s

Aaa jall o aiall 4l g 58 (g
daalida cilals

ooaiall dudi g g3 (e Bl glue pae cdpaaall J)gall ¢ Al ga Bl gl aae
Az Al Cld d\jj cz\a;)d\



Résumeé

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur I'étude des inégalités intégrales de type
Hermite-Hadamard, plus précisément celle des trapezes pondérées

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions de convexités classiques et
généralisées, ainsi que des identités intégrales que nous invoquerons dans le chapitre qui suit.
Dans le deuxieme chapitre, nous citons certains résultats déja connus dans la littérature.
Tandis que le dernier chapitre sera entierement dévoué aux nouvelles inégalités intégrales de
type trapézes ponderées.

Nous mentionnons que trois articles ont été publiés parmi les cing soumis pour une éventuelle
publication.

Mots clés: Inégalité des trapézes pondérées, inégalité de Holder, fonctions log-convexes,
fonctions s-préinvexes, fonctions h-préinvexes.
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Introduction

Les inégalités jouent un role important dans divers branches de mathématiques mo-
derne telles que la théorie des espaces de Hilbert, la théorie des probabilités et des statis-
tiques, ’analyse réelle, ’analyse complexe, I’analyse numérique, la théorie qualitative des
équations différentielles et des équations aux différences, etc. Cette derniére représente
un outil puissant et indispensable.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours du 18°™¢
et 19°™¢ siécle par des éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy, Cebysev dans
les années qui suivirent le sujet attira de nombreux mathématiciens : Poincaré, Lyapunov,
Gronwall, Holder, Hadamard, Pélya, Bellman et Ostrowski. La littéraire dans ce contexte
est vaste et variées parmi les ouvrages dont on peut trouver une trés bonne description
de I’évolution historique des inégalités on peut consulter, Mitrinovi¢, Pecari¢ et Fink
(19,20, 21].

Cette théorie évolue constamment dans plusieurs directions et de différentes maniéres.
De nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des raffinements, des exten-
sions ainsi que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, multidimensionnels,
fractionnaires et discrets.

L’objectif de cette thése est de faire une petite synthése concernant les inégalités
intégrales des trapézes pondérées dont les dérivées d’ordre un ou deux jouissent d’un
certain type de convexité classique ou généralisée et d’établir de nouvelles généralisations
de ce type d’inégalités intégrales.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques types de convexités classiques
et généralisés pour les fonctions & une variable, une esquisse concernant l'intégration
fractionnaire ainsi que quelques identités et inégalités intégrales utiles pour notre étude.

Dans le deuxiéme chapitre, nous traiterons quelques résultats concernant les inégalités
intégrales des trapezes pondérés et non pondérés dont la premiére ou la deuxieme dérivée

sont convexes, s-convexes au second sens, quasi-convexes, préinvexes, préquasiinvexes et



s-préinvexes.

Tandis que le dernier chapitre sera entiérement consacré aux nouvelles inégalités des
trapézes pondérés dont ces nouveaux résultats ont fait 'objet des publications suivantes :

B. Meftah and K. Mekalfa, Some weighted trapedoidal inequalities for
differentiable log-convex functions. Journal of Interdisciplinary Mathematics.
23 (2020), 1-13. DOI : 10.1080/09720502.2020.1783808.

B. Meftah and K. Mekalfa, Some weighted trapezoidal type inequalities via
h-preinvexity. Rad Hrvat. Akad. Znan. Umjet. Mat. Znan. 24 (2020), 81-97.

B. Meftah and K. Mekalfa, Some weighted trapezoidal inequalities for
prequasiinvex functions. Commun. Optim. Theory 2020(2020), Article ID20.
https ://doi.org/10.23952/cot.2020.20.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques type de convexité ainsi que quelques iden-

tités de fonctions, concernant la convexité en peut consulter [25].

1.1 Convexité classique et généralisée

1.1.1 Convexité classique

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a,b] C R.

Définition 1.1 ([14]) Un ensemble I C R"™ est dit convexe si pour tout x,y € I et pour
tout t € [0, 1], nous avons

tr+(1—t)y e 1.

Définition 1.2 ([25]) Une fonction f: I — R est dite convezxe, si

flz+ (1 —t)y) <tf(z)+(1—1)f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].



Définition 1.3 ([6]) Une fonction f: I — R est dite P-conveze, si

flz+ A =t)y) < f(z)+ f(y)
est satisfaite pour tout x,y € I et t € [0,1].

Définition 1.4 ([3]) Une fonction positive f : I C [0,00) — R est dite s-conveze au

second sens pour un certain nombre fizé s € (0,1], si

flte+ (1 —t)y) <t°f(x)+(1-1)f(y)
est satisfaite pour tout x,y € I ett € [0,1].

Définition 1.5 ([25]) Une fonction strictement positive f : I — R est dite log-convexe
51

flte+ (1 =t)y) <[f@)] [f)]

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.6 ([11]) Une fonction f : I — R est dite quasi-convexe si

[z + (1 —1)y) <max{f(z), f (y)}

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.7 ([30]) Soit h : J C R — R wune fonction positive, ot (0,1) C J. Une

fonction positive f : I — R est dite h-convexe dans I, si

[tz + (1 =t)y) <h(t)f(x) +h(1 —1)f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € (0,1).



1.1.2 Convexité généralisée

Le concept de fonctions préinvexes est une généralisation de la notion de convexité
classique, cette derniére a été introduite par Hanson [8].

Dans tous ce qui suit on considére que le sous-ensemble K C R" et les fonctions

f:K—R'etn: K x K — R"

Définition 1.8 ([31]) Un ensemble K est dit invexe au point x par rapport an, si

x+1tn(y,x) € K

est satisfaite pour tout v,y € K et t € [0, 1].

Remarque 1.1 K est dit un ensemble invexe par rapport an, st K est invexe en chaque

points v € K.

Définition 1.9 ([31]) Une fonction f sur l’ensemble invexe K est dite préinveze par

rapport a mn, St

fla+in(y,z) < (1 —1)f(x)+1f(y)
est satisfaite pour tout x,y € K ett € |0,1].

Définition 1.10 ([23]) Une fonction positive f : K — R est dite P-préinveze par
rapport a mn, St

fla+tn(y,z) < f(x)+ f(y)
est satisfaite pour tout x,y € K et tout t € [0, 1].

Définition 1.11 ([13]) Une fonction positive f sur l’ensemble invexe K C [0,00) est

dite s-préinvere au second sens par rapport a1, pour un certain nombre fixé s € (0, 1], si

fle+tn(y,z) <A —1)°f(z) +t°f(y)

est satisfaite pour tout x,y € K ett € |0, 1].

5



Définition 1.12 ([15]) Soit h : [0,1] — R une fonction positive h # 0. Une fonction

positive [ sur l’ensemble invexe K est dite h-préinvexe par rapport a n, si

Sl +in(y,z)) < h(1 =) f(x) + h(t) f(y)

est satisfaite pour tout x,y € K ett € (0,1).

Définition 1.13 ([26]) Une fonction f : K C R — R est dite préquasiinvexe par rapport
an, st

f(xz+tn(y,x)) <max{f(y), f(x)}

est satisfaite pour tout x,y € K et t € |0, 1].

1.2 Quelques fonctions spéciales

1.2.1 Fonction gamma

La fonction gamma d’Euler est une fonction complexe, considérée comme fonction
spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle a ’ensemble des nombres complexes a 1’ex-

ception des entiers négatifs

Définition 1.14 ([5]) Pour tout nombre compleze z tel que Re(z) > 0, on définit la

fonction suivante, appelée fonction gamma comme suit

['(z) = /ettZ1dt.
0

Remarque 1.2 Pour z € N, onal'(z) =(z — 1)l =1x2x3x..x(z2—1).



1.2.2 Fonction béta

Définition 1.15 ([28]) La fonction béta d’Euler est définie pour tous nombres complezes

x ety de parties réelles strictement positives par

1

B(z,y) = /t“ (1—t)Y"dt.

0

Remarque 1.3 La relation entre la fonction gamma et la fonction béta est la suivante

I'(z)l
B(z,y) = 12

1.3 Quelques identités intégrales importantes

Lemme 1.1 ([7]) Soit f : I°C R — R une application différentiable sur I°, a,b € I°

avec a < b. Si f € L'[a,b], alors ’égalité suivante est satisfaite

OIS ba [ '
T_m/f(m)dx:Ta/o (1—=2t) f (ta+ (1 —1t)b)dt. (1.1)

Lemme 1.2 ([2]) Soit A C R un sous-ensemble invexe ouvert par rapport a6 : Ax A —
R et a,b € A avec 0(a,b) # 0. On suppose que [ : A — R est une fonction différentiable.

Si " est intégrable sur le chemin @ Py, ¢ = b+0(a,b) alors, I’égalité suivante est satisfaite

N b+e(a,b)f (z) do — LOHLC+0(@)
0(a,b) b :

_ @/1 (1—2t) f (b+t0(a,b)) dt. (1.2)

Lemme 1.3 ([2]) Soit A C R un sous-ensemble invexe ouvert par rapport a6 : Ax A —

R et a,b € A avec O(a,b) # 0. On suppose que [ : A — R est une fonction différentiable.



Si f" est intégrable sur le chemin 6 Py., ¢ = b+0(a,b) alors, l’égalité suivante est satisfaite

F(0)+ £ (b40(ab)) o)
+f(0+0(a,
2 - 9(5,{;)/{) [ (@) dx

_ W /Olt(1 — 1) f" (b +t0(a, b)) dt. (1.3)

Lemme 1.4 ([10]) Soit f : I C R — R différentiable sur I° et soit g : [a,b] — R une
fonction positive continue et symétrique par rapport a “TH’ ot a,b € I avec a < b. Si

f e L*([a,b)), alors

[f(a);f(b)] / ’ g (z)dx — /a bf (x) g (x) dx
— be {/01 [/L[(J:)g(x) dx] [f’ (U (1) - f (L (t))] dt}, (1.4)

ou L et U sont définis par

L(t)=*a+ 5t et U (t) = Hla+ .

En particulier, on a

s [ 0

< gl [l @)+

’

f (U(t))H dt, (1.5)

ot ||gll . = Sup g (t).
c€la,

Lemme 1.5 ([9]) Soit f: I C R — R différentiable sur I° et soit g : [a,b] — R une

fonction positive continue et symétrique par rapport a “T*b ot a,b € I avec a < b. Si



f e L*([a,b)), alors

ol

M@t)=ta+(1—0)%2 et V(t)=tb+ (1 —1t)xt,

En particulier, on a
o [P b
190 [y @yds = [ f@)gla)ds

< —{/ [/Mv(z)gm)da:] £ @ar@|+|r v o] dt},

et

f@) 1) / ’ g (z)dx — / bf(w)g(x) dz

< Sl | |7 ore)]« | v o] a

(1.9)

1.4 Inégalité de Holder et inégalité des moyens d’ordre

q

Théoréme 1.1 ([19]) Soit p > 0 tel que %—i— % = 1. Si f et g sont deux fonctions réelles

définies sur [a,b] et si |f|" et |g|* sont des fonctions intégrables sur [a,b], alors

1
q

]f (z) g () dr < (7fp () dfv) ; (79q () dw) :

Théoréme 1.2 ([4]) Soient x = (zi);_y, , et p = (pi)i_1,, _, deuz strictement posi-

----------



tives n-uplet et soit ¢ € RU{—o0,+o0}, linégalité des moyens d’ordre q pondérés par p

est définie par

Q=

n

A pixd pour q # —oo, 0, +00,

> Pri=1
k=1
la) 0o\ 2P
M= ([ )= poura =0,
min (z1, T2, ..., T,) Pour ¢ = —oo,

max (1, g, ..., Tp) POUT ¢ = +00.

\

Pour —oo < g<r <400, on a

Ml < plr,

Théoréme 1.3 ([4]) La version intégrale du Théoréme 1.2 est : pour ¢ > 1 et si |f| et

lg|? sont intégrables sur [a,b], alors

/ab|f(fr)g(x)!d:v < (/abLf(yc)\da:)lé (/abmx)! 9 0)f'd

1
q

10



Chapitre 2

Inégalités intégrales trapézoidales

2.1 Inégalités intégrales de type trapézes non pon-
dérées
2.1.1 Inégalités intégrales des trapézes pour les fonctions convexes

Dans cette sous-section nous verrons quelques résultats concernant les inégalités des
trapézes pour les fonctions dont les premiéres dérivées sont convexes établies par Dra-
gomir et Agarwal ainsi que les améliorations de ces dernieéres qui ont été données par
Pearce et Pecaric.

Parmi les résultats fournis par Dragomir et Agarwal, nous notons les suivants voir [7].

Théoréme 2.1 ([7]) Soit f: I CR — R une application différentiable sur I°, a,b € I°

avec a < b. Si | f’! est convexe sur [a,b], alors l'inégalité suivante est satisfaite

(-0 (£ @]+
8

7' ®))

< (2.1)

b
St 1 / () da

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de I'identité du Lemme

11



1.1, puis en utilisant le fait que ‘ f’} est convexe, on a

/f

b—Ta/ (1—2t) f (ta+(1—t)b)dt‘

0

IN

”—Ta/ol 1—2t|‘f/(ta+(1—t)b)‘dt

IN

e [ =20 [t]f @]+ - 0)s o] a
_ (s Hf ®)) / 11— 2t tat

ool )

La preuve est ainsi achevée. m

Théoréme 2.2 ([7]) Soit f: I C R — R une application différentiable sur I°, a,b € I°
avec a < b, et soit p > 1. Si | f"”j est conveze sur [a,b], alors l'inégalité suivante est

satisfaite

‘ +f(b / f d;r

Preuve. En utilisant le Lemme 1.1 et 'inégalité de Holder, on obtient

‘f(a / o

< b%/o |1—2t|(f’(m+<1—t)b))dt

1 . 1
-
0 0

2(p+1)

E )]% ( )\”Ll o
()P~ B[P~
< =y [ y ] : (2.2)

IN

f (ta+ (1 —1)b)

o dt) o (2.3)

12



p
A , .
Comme ‘ f }"‘1 est convexe, on en déduit

%1
P dt

/1)f’(ta+(1—t)b)

< [ lror

En outre, comme

’(b)\%

(2.4)

} e
- 2

1—t‘f

1

1 2
/ 1 —2tPdt = / (1—2t)"dt +
0 0

1
2

= 2/ (1—2t)Pdt = 5. (2.5)

(2t — )P dt

Ry
>,

La substitution de (2.4) et (2.5) dans (2.3), donne immédiatement 'inégalité requise
(2.2). =
Pearce et Pecari¢ [24], ont établi un raffinement du Théoréme 2.2, basé sur la méme

identité donnée par le Lemme 1.1, dont le résultat est le suivant

Théoréme 2.3 ([24]) Sous les conditions du Théoréme 2.1 et si | f/|q est conveze sur

‘ a)+f(b / f

Preuve. Du Lemme 1.1, on a

'(aw / f (@) da

Et d’apres I'inégalité des moyens d’ordre ¢

la,b], alors

7@+

1
w OINE
g%—%——T—L]. (2.6)

ng/ \1—2t\‘f (ta + ( 1—t)b))dt

A”l—%“f@a+ﬂ—¢wﬂﬁ
< (AH1—mm0Lﬁ(4H1_%Wf@w+a—wmrﬁ); (2.7)

13



. 11q
Puisque ‘ f } est convexe, on a

!

/01|1_2ty‘f’(ta+(1—t)b)(th < /01]1—2t| E f(b)‘q]dt

£ @+ o)
- ML (2.8)

f@+a-v

Un calcul direct donne
1
/ 12t dt = 1. (2.9)
0

La substitution de (2.8) et (2.9) dans (2.7), donne immédiatement l'inégalité suivante

7@+

1
PR Fol"\e
< e 3y (Lol

qui est par conséquent, le résultat souhaité. m

b
a b
‘f( );f()_ﬁ/ f(2)da

2.1.2 1Inégalités intégrales des trapézes pour les fonctions s-

convexes

Le résultat suivant représente une généralisation du Théoréme 2.2.
Dans tout ce que suit I désigne un intervalle de R, dont 'intérieur est noté par I ,

a,b el " avec a < b, L'([a,b]) Pespace des fonctions intégrables sur [a, b], s un nombre

fixé dans (0, 1].

Théoréme 2.4 ([12]) Soit f: I C R — R une fonction différentiable sur I° et a,b € I
aveca < b telle que f € L' ([a, b]).

1/ Si }f/|q est s-conveze sur [a,b] pour ¢ > 1 et un certain nombre fizé s € (0, 1], alors

b
a b
i );f()_ﬁ/ () da

1
b—a (1 1-1 sto5 q ’
< 5 (5) ! |:(s+1)(25+2):| Hf (a)

1
q

"4 ’f’ (b)ﬂ . (2.10)

14



2/ Si }f’|q est s-conveze sur |a,b] pour ¢ > 1 et un certain nombre fizé s € (0,1], alors

‘f(a);f(b) 1 [ @yds

ash)[* 4 ‘f’ (b)ﬂq}. (2.11)

Preuve. La preuve est similaire & ceux-ci-dessus il suffit uniquement de remplacer la

convexité par la s-convexité. m

2.1.3 1Inégalités intégrales des trapézes pour les fonctions dont
les dérivées premiéres sont préinvexes
Théoréme 2.5 ([2]) Soit A C R un sous-ensemble invexe ouvert par rapport a 6 : A x

A — R. Supposons que f : A — R est une fonction différentiable. Si ‘f’| est préinveze

sur A alors, pour tout a,b € A avec 0(a,b) # 0 Uinégalité suivante est satisfaite

FO)+F(b+0(ab)) o)
g — 9(5,1:)/{) f () dx

|6(a,b)|
< b [

f (@ +

7 (b)H . (2.12)

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de 1’égalité du Lemme

1.2, puis en utilisant la préinvexité de } f '|, on a

f(b)+f(b+9( b)) b+6(a,b)
: 9(5 b) / f(z)dx

o) {/ 11— 2t (f ‘ 1_t)‘fl(b)‘)dt}

= len) { ‘ ‘f ‘} (2.13)

IN
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ou

1 1
/\1—2t\(1—t)dt:/ 11— 2t|tdt = =
0 0

Théoréme 2.6 ([2]) Soit A C R un sous-ensemble invexe ouvert par rapport a 6 : A x

A — R. Supposons que f : A — R est une fonction différentiable. Supposons que p € R
/ _P_ .

avec p > 1. Si {f ‘p‘l est préinvere sur A alors, pour tout a,b € A avec 0(a,b) # 0

I'inégalité suivante est satisfaite

F(6) £ (5-6(a.b)) rrott)
+f(b+0(a,
2 - 9(5,1))/17 f(z)dx

2.14
(erl)l 2 ( )

< 10ab)| [‘f ‘(p 1)+|f/(b)‘(pfl)]p

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de ’égalité du Lemme

-
1.2, puis en utilisant 1'inégalité de Holder et la préinvexité de ’ f "’*1, on a

F(5)+£(b-0(a.b)) rrott)
+f(b+0(a,
2 - e(i,b)/b f(z)dx

1
< @/O L= 21l| ' (b + t0(a. 1) a
oan) ([ oy 2N\
< T(/O |1—2t\pdt) (/0 f (b+10(a,b)) dt)
1 , Ll p?%l
— Heh < / F(o+t0(a,b))|" dt)
2(p+1)P 0
< u</ i @ ra-nf o)) |
2(p+1)P
_ 16Gab)| fl(OL)‘T l(b)‘ﬁ ’
2(p+1)P 2 )

La preuve est ainsi achevée. m
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Remarque 2.1 Notez que si A = [a,b] et O(x,y) = © — y pour chaque x,y € A alors,

on peut déduire les Théorémes 2.1 et 2.2, des Théorémes 2.5 et 2.6, respectivement.

2.1.4 1Inégalités intégrales des trapézes pour les fonctions dont

les dérivées secondes sont préinvexes

Dans cette sous-section, nous verrons quelques résultats concernant les inégalités in-
tégrales des trapézes pour des fonctions dont la dérivée seconde jouit d’une convexité

généralisée, voir Barani et al. [2].

Théoréme 2.7 ([2]) Soit A C R un sous-ensemble invexe ouvert par rapport a 6 : A X
A — R et 0(a,b) # 0 pour tout a # b. Supposons que f : A — R est une fonction deux
fois différentiable. Si |f"

c="b+0(a,b) alors, l'inégalité suivante est satisfaite

est préinveze sur A et ' est intégrable sur le chemin 0 P,

F(6)+£ (b+0(ab)) prot)
+f(0+0(a,
2 - H(i,b) /b f(z)dx

0(a,b)? "
= 2 f" (@

n ) 7 (b)H . (2.15)

Preuve. D’aprés le Lemme 1.3, la valeur absolue et la préinvexité de ‘ f”|, on a

F(5) 4+ (b-0(a.b)) o)
+ a,
2 - G(i,b)/b f(x)dx

1
@/ t(1—t)f" (b+t9(a,b))dt’
0

< @[/Olm—t)(t)f”m)\+<1—t>)f”<b>\)dt}
o ORI (2.16)

La preuve est ainsi achevée. m
Les résultats ci-dessous concernent le cas ou la valeur absolue de la dérivée seconde a

une certaine puissance est préinvexe.
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Théoréme 2.8 ([2]) Soit A C R un sous-ensemble invexe ouvert par rapport a 6 : A x

A — R et 0(a,b) # 0 pour tout a # b. Supposons que f : A — R est une fonction deux
" _p_ . . " .

fois différentiable sur A et ‘ f ‘P” est préinvexe sur A, pour p > 1. Si f est intégrable

sur le chemin 6 Py., c = b+ 0(a,b) alors, l'inégalité suivante est satisfaite

F(6) 45 (b-0(a.b)) o)
g~ 9(;,1))/ f () dz

p

p—1

+

p

”1} %. (2.17)

"

f(a)

"

;)

1
0(a,b)? L0 ra+p) |7
< (2 ()|

Preuve. D’aprés le Lemme 1.3, la valeur absolue, I'inégalité de Holder et la préin-

vexité de
[ )+f(b+9(a b)) 9(5 ; /bb+9(a,b) f () d
< /Ot )f (b-+0(a, b)) dt
- (/01 ) (/ 10+ 00, b)| dt) "
< (—12Pffl+p)) (/ <‘f 1_t‘f )dt)pr)

= 5 (va) ( an ); Uf” (@[ + " (v) p'*r'f

3+p

La preuve est ainsi achevée. m

Théoréme 2.9 ([2]) Soit A C R un sous-ensemble invexe ouvert par rapport a 6 : A x
A — R et 0(a,b) # 0 pour tout a # b. Supposons que f : A — R est une fonction deux

fois différentiable sur A et ‘f”}qest préinvexe sur A, pour ¢ > 1. Si f" est intégrable sur

18



le chemin 0 Py, c =b+ 0(a,b) alors, l'inégalité suivante est satisfaite

)41 (b10(ab) protel)
+/(b+06(a,
2 - 9(5,1;)/() f () dx

< )t o+ wf] =

Preuve. D’apres le Lemme 1.3, la valeur absolue, I'inégalité des moyens d’ordre ¢ et

la préinvexité de ! f" ‘, on obtient

F(6)+£ (b+6(a.b)) rrot)
R e(i,b)/b f (@) da

< M/;m—t)1f"<b+e<a,b>>)dt

< ([o-n dt)l_; ([ e-m]r <b+0<a,b>>)th);
< fep? (1) / (k=) [t @] + -0 o] dt)é

< @} (17 @ + [ )]é

< 2 i @l + | o]

2.2 Inégalités intégrales de type trapézes pondérées

Dans cette section, nous verrons les inégalités intégrales des trapézes pondérés qui
représentent également une autre généralisation des résultats de certains théorémes vus

ci-dessus.
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2.2.1 1Inégalités intégrales de type trapézes pondérées pour les

fonctions dont les premiéres dérivées sont convexes

Théoréme 2.10 ([10]) Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I Lotabel

avec a < b, et soit g : [a,b] — [0,00) une fonction positive, continue et symétrique par

a+b

5 - o1 lapplication ‘ f" est convexe sur [a,b], alors linégalité suivante est

o e

< (b;a) Hf (a) / /a:)t ) dxdt. (2.19)

Preuve. Soit A (t f g (x) dz pour tout t € [a,b] dans le Lemme 1.4, on obtient

rapport a

satisfaite

1
+ [ [2h (Sta+ b)) — h(b)]. )f’ (%H%b)’dt}. (2.20)

a+b

Comme g(z) est symétrique par rapport a x = , on a pour tout t € [0, 1]

U(a,b,t)

120 (Ha+ b)) — h(b)| = / g (z) dw, (2.21)
L(a,b,t)

et

(a,b,t)
12k (YFta + L) — |_/ g (z)dx. (2.22)
L(a,b,t)

20



Substituons (2.21) et (2.22) dans (2.20), on obtient

Hf(a);rf(b)] / b g(z)dr — /a ’ f(z)g(zx)de
< -n { /0 1 ( / ((”b”)) o (@) dm) 7 (o 150) |
) /01 (/L:j:t)g(x) da:) ‘f, (Hta+ %b)‘dt}. (2.23)

En utilisant la convexité de } f '|, on a

1 U(a,b,t) ,
/ / g(z)dx }f (%a—i—%b)’dt
0 L(a,b,t)
1 U(a,b,t) .
—l—/ / g(x)dz ‘f (%a—l—%b)‘dt
0 L(a,b,t)
1 U(a,b,t)
/ / g (z)dx
0 L(a,b,t)

x (% / <a)\+% / <b>\+ﬂ|f’<a>|+% £ )) at
- |

abt)
/ / x) dxdt. (2.24)
(a,bt)

En combinant (2.23) et (2.20) on abouti au résultat désiré. Ceci compléte la preuve. m

IN

’

f (a)

Théoréme 2.11 ([10]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.10 et si pour ¢ > 1, Uappli-

. [y ., oy, . . .
cation ‘ f ‘ est convexe sur [a,b], alors l'inégalité suivante est satisfaite

Hf(a)mb] ©)dr —
/ x / fabt
< G Pf @ +‘f } / /L(abt x) dadt. (2.25)
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Preuve. Du Lemme 1.4 et de I'inégalité des moyens d’ordre ¢, on a

X
o\
2
—
=
= S
= o>
=
K
—~
8
S~—
QL
S
N———
—
—
—_
|-
S
_|_
—
w||
o~
S
SN—"
QL
~
[
Q=

X
—
O\H
Y
S
=
= B
= o

“ &
—
8
S~—
QU
8
N—
k'ﬁ\
—~
-
st
S
+
<t
=
QL
=
Q|

1 Ula,bt) -3
< (b;a) / / g(z)dx | dt
0 L(a,b,t)
1 U(a,b,t)
X / / g (x)dx
0 Lab,t)
1 Ul(a,b,t)
/ / g (x)dx
0 L(a,b,t)

Utilisons maintenant inégalité discréte des moyens d’ordre ¢ i.e (a” + 0" < 217" (a + b)"

_|_

(2.26)

pour a > 0,b > 0 et r < 1), on obtient
1 U(a,b,t)
/ / g (x)dz
0 L(a,b,t)
1 U(a,b,t) , q q
/ / g (x)dx ’f (%a—k%b)’ dt
0 L(a,b,t)
1 U(a,b,t)
< 2 / / g (x)dx
0 L(a,b,t)

‘ q

+

Q=

1
<[lf ez s cargf]a] e

_|_
B
Py
Sy



Comme | f’}q est convexe sur [a, b], on en déduit
’ q ’ q
f(Ha+50)| + ‘f ﬁa+%b)
AN
2 @ + 352 o) + 5t

+ ’f b (2.28)

q

IN

En combinant (2.26)-(2.28), on obtient le résultat souhaité. m

2.2.2 Inégalités intégrales des trapézes pondérées pour les fonc-

tions dont les premiéres dérivées sont quasi-convexes

Théoréme 2.12 ([10]) Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I O, ova,bel

avec a < b, et soit g : [a,b] — [0,00) une fonction positive, continue et symétrique par

a+b

rapport a . Si Uapplication | f’! est quasi-conveze sur |a,b|, alors l'inégalité suivante

est satisfaite

[z [*gerae [ 519
ath

< (-9 [max{ '

< 5 [ (a)
JFHW{‘J‘"/(Z))‘a‘f/(ﬂ //U(abt z) ddt. (2.29)

L(a,b,t)

Preuve. D’une maniére analogue a celle de la preuve du Théoréme 2.10, on obtient

. /01 (/Ll;(:,:t)g(x) dm) ’f’ (Hta+ %b)‘dt}. (2.30)
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Maintenant, par la quasi-convexité de } f /|, on obtient, pour tout ¢ € [0, 1],

o

>
~—

——
—~

2.31)

et

\\
—~
|Q
[\
o>
~—
——
—~

2.32)

En substituant (2.31) et (2.32) dans (2.30), on trouve le résultat désiré. m

Corollaire 2.1 ([10]) Si | f’! est croissante le Théoréme 2.12, devient

Hf(a);f(b)]/bg(x)dx—/bf(@g(x)dl"
7 (22 / /L (ath 2) dudt. (2.33)

Si ‘ f" est décroissante le Théoréeme 2.12, devient

‘ [f(a);f(b)] /bg () dx — /bf () g (z)dx

) f (2t / / U::: 2 dad. (2.34)

Théoréme 2.13 ([10]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.12, et si lapplication |f/|q

est quasi-convexe sur [a,b] ot q > 1, alors l'inégalité suivante est satisfaite

H (a)+f(b]/ dx—/ [z
< 0 (e {| @] | (22 q}>"

, q 1 1 U(a,b,t)
(22 })] x/ / g(x)dedt.  (2.35)
0 JL(a,bt)

q

Y

+ (max { ‘ 7 ()
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Preuve. Du Lemme 1.4 et de I'inégalité des moyens d’ordre ¢, on a

X
o\
o
N ~
—
E 5 =
S £ o RS
S N’ &
K
—~
8
S~—
=8
8
N———
—
—
-
N4
S
_|_
<[L
S
SN—
=8
~
[
Q=

X
—
O\H
Y
S
= =
o B
$ s

“ &
P
S
S~—
QL
S
N—
k'ﬁ\
—~
-
st
IS
+
sfE
=
W
=
Q|

1 Ul(a,b,t)
/ / g (z)dx
0 L(a,b,t)
Par la quasi-convexité de ‘ f }q, on a pour tout t € [0, 1]

q
)

!

1 (Cta+ 51| = max {|f @) |£ (232)

)

et
q

Y

(%5

)

T -

En combinant (2.36)-(2.38), on obtient le résultat souhaité. m
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2.2.3 1Inégalités intégrales de type trapézes pondérées pour les

fonctions dont les premiéres dérivées sont s-convexes

Théoréme 2.14 ([9]) Soit f: 1 CR — R différentiable sur I° et soit g : [a,b] — R une

fonction positive continue et symétrique par rapport a ‘%’b o a,b € I avec a < b telle

que f € L' ([a,b]). Si ‘f"q est s-conveze sur |a,b] pour un certain nombre firé s € (0,1]

et g > 1, alors

‘W/bg(x)dm—/bf(:v)g(w)da:
< Sl [eim] {0+ |7 @+ | o] T

q} ‘11} . (2.39)

Preuve. D’aprés le Lemme 1.4, la valeur absolue, I'inégalité des moyens d’ordre ¢ et

+ Hf, (a)‘q + (1 + 525“) ’f’ (b)

la s-convexité ! f ’q sur [a,b], on a

'w/bgmdm_/abfmg(@dx

< g, [flr @ <>>) 7w )] ar

< %ng tdt { ()" [f (@) + (5 f'(b)‘q>dt];
+[/01t(<17> o+ e wmf}
G g, [ {[Hszs“ ol
+[|f (@ \ (L+s2 ) | o] }

Le théoréeme est prouvé. m
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Corollaire 2.2 ([9]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.14, on a

1/ Siq=1, alors
b ’ ’ d
‘M/g(x)dx /f(z)g(x) x

< @ gl [m] (1+ s2°) Hf/ (a)’ + ‘f (b)H .

2/8Siq=1lets=1, ona

‘ (a)+f(b/ d:c—/ f d:c

Corollaire 2.3 ([9]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.14, on a

< gl | @]+ | 0]

1/ Siq=1 et g(x)=1 pourz € [a,b], alors

b
@%@—ﬁ/fmm_ﬁ%%%ﬁf +|rof]
2/Siq=1c¢etg(x)=1 pourx € [a,b], et s=1, ona
b ’ '
‘f(a);f()_ﬁ/ f@yda) <5 (|7 @ +]F o]

Théoréme 2.15 ([9]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.14, on a

f(a);rf(b)_ /a ’ g (z)dz — /a ’ f(z)g(x)de
< Sl [ { [+ D)
’
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Preuve. D’aprés le Lemme 1.5, la valeur absolue, I'inégalité des moyens d’ordre ¢ et

la s-convexité ! f ’q sur [a,b], on a

‘ fe)10) / o) di — / fle
(omar HH/ H< t> )f Hdt

q+(1—t)

IN

IA

tdt

7 (a) (o) )dt]l

+U01 ((1—75 F(2) ‘)dtr{}
O ol [t {[s+ @[ +|f ]

+[7 e[ s el o]}

q
_l’_

Le théoréme est prouvé.

Corollaire 2.4 ([9]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.15, on a

1/ Siq=1, alors
‘ f(a +f(b/ dm—/ f
<

(b—a
= ) 191l 7 (s+2)

x{(s+ DI @l +2|1 (=52)|+ s+ D] )}

2/8Siq=1lets=1,ona

’f(a);rf(b) /abg(x)dx—/abf(x)g($)dl‘
7 @]+ ]+ o]
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Corollaire 2.5 ([9]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.15, on a
1/ Siq=1 et g(x) =1 pourz € |a,b], alors

OESI0 / e

b—
< T

(s+1)(5+2

X{s—i—l ‘f a)

=)+ s+ ]f o}

2/Siq=1c¢etg(x)=1 pourx € [a,b], et s=1, on a

‘ f@5i0) / fe

Théoréme 2.16 ([9]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.15, si ‘f’|q est s-convere sur

dz <252 [|£ (o)

el of)

la,b] pour ¢ > 1, alors

| e

o gl (£2) 3[m}“
x{[(zs“—l) @l +]r ol + 1)

Preuve. En utilisant le Lemme 1.4 et la s-convexité de | f !qsur la, b] et par I'inégalité

‘ S 10) / 2 d — / fle

f@f @ =1r o

de Holder, on obtient

< g, [ \+)f’<U<t>>H it
< U gl ([ oar)
0

q

’

f (a)

'(b)‘q> dtr

- ()’

A ey
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w02y
= =g (2) [

x { (@ =) @] +|f (b)ﬂ; +[|f @[+ @ -1l

La preuve du théoréme est complete. m

Corollaire 2.6 ([9]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.16, si s =1, alors

J)17() / d:c—/ f(x
< =g (22)"

Bl ol ol

7o ;} -

Théoréme 2.17 ([9]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.16, on a

‘f(a+f / dx—/f

ba
< gl (45 1)

xs{[

Preuve. En utilisant le Lemme 1.5, I'inégalité de Holder et la s-convexité de ‘ f }qsur

b b
f(a);rf(b)/ g(:c)dx—/ f(x)g(x)dx

e ol [ e[ ]+ |7 v o]

1-1

1 q
S gl ([ o)

30
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’

/@ +

e )f’ (b)ﬂ ‘11} L (2.40)

la,b], on a
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IN



X{MXﬂf< )ﬂ;
' Uol (a=or|r e[+l of) dtr}

G g, (2211) <%>a
Al @l ] )

Le Théoréme 2.17 est ainsi prouvé. m

1t‘fi

2

IN

Corollaire 2.7 ([9]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.17, on a, si s = 1, alors

b b
‘m§@/g@m—/fmw>d
1
(bfa)2 -1 1_5
< L (42)

[ @] 4] (=)

Toellr el o

1.
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Chapitre 3

Nouveaux résultats

Dans ce chapitre nous commencerons par discuter les résultats concernant les inéga-
lités intégrales des trapézes pondérées pour les fonctions dont la premiére dérivée est
log-convexe, en s’appuyant sur 'identité donnée par le Lemme 1.5, ses résultats ont fait
I’objet de la publication : B. Meftah and K. Mekalfa, Some weighted trapedoidal
inequalities for differentiable log-convex functions. Journal of Interdisciplinary

Mathematics. 23 (2020), 1-13. DOI : 10.1080/09720502.2020.1783808.
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3.0.4 Inégalités intégrales de type trapézes pondérées pour les
fonctions dont les premiéres dérivées sont log-convexes
Théoréme 3.1 Soit f: I C R — R une fonction différentiable sur I et w: [a,b] — Ry

continue et symétrique par rapport o <=2 ‘H'b pour a,b € I avec a < b telle que f € L' ([a,b]).

Si |f'| est log-convexe sur [a,b], alors

L@1(®) / ) dy — / o

< S

(

79 1 @] =1 0] = 17 ()]

26 (17 @117 (=) o5 11 @] =1 @] #17 ()],
(B on s @n) s wl=17 el s o)
(F s ctr @b o) i 17 01 =17 ()1 £17 @)
(€U G (=) +< (7 @17 ().

@17 (=117 0,

st

ou

u(logu —logv — 1) 4 v
¢ ) = 2 :

(log u — log v)? (3.1)

Preuve. En utilisant le Lemme 1.5, les propriétés du module et le log-convexité du

! .
} f |, nous pouvons obtenir

wlbw(x)dx—/abf(w)w(x)d$
e { ([ ([ worte)) (1w |5 oy
(b—a)

Cel ], Uolt f’(@<t))\dt+/olt f’(gp(t))‘dt]
[l of s e
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1-t

dt

A
T
B

£




+/01t‘f'(a)

- Sl | (23

x /lt £A0) tdt+/1t £ @] tdt
) o h o) )

Maintenant, discutons des cas possibles :

Si |f (a)] =|f (b)] =|f (4£%)], alors (3.2) donne

b b
f(a);f(b)/ w () da:—/ f(@)w(x)de

Si |f (a)] =|f (b)] # |f (4£%)], donc (3.2) devient

a)ﬂc(b/ dw—/ f(x)w

b
< 8wl | (252)

= 2l ¢ (| @] |7 ())

Si|f (a)] =|f (%2)] # |f (b)], donc (3.2) devient

b b
f(a);f(b)/ w(z)dm—/ f(x)w(x)dz
1

b 2 (b 3 1
S ol @l ([ () are [ )

= 0wl GIF @]+ CUF O @) -

IN
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Si|f(b)] = |f’ } )| # |f' (a)|, donc (3.2) devient

b b
w/w(w)dx—/f(x)w(x)dx
1 1 ’
(b—a)? ‘ / ‘ e
7—Muf@<lmwlt@w

= ), (3|5 @)+ ¢ (£ (@)
Si ‘f’ (a)‘ # |f/ (“T”)’ + ‘f’ (b)}, donc (3.2) devient

&yﬂfwwm—fﬂ@me§kﬁmm
<(c(jrw|. |7 ) < (F @l eE). (37)

ou ( (.,.) est définie par (3.1), et nous avons utilisé le fait

IN

)

1)) (3.6)

1
t y—1
/0 ty'dt = 10gy ~ g V> Oety# 1.

Le résultat désiré découle de (3.3)-(3.7). m

1

7, nous obtenons

Corollaire 3.1 Dans le Théoréme 3.1, si en prend w (z) =

i [ 1@
ba | ()| i | f (@) = [ )] = | f(252)],
b (|f (a Hf (%| si |[f (@] =] O£ (5],
u+<<|f LIf @) i 17 @] =17 (5] 2 1f 0,

+C(7 @LIF @) i 17 O = 1 ()] 15 @)
(¢

(17 @17 D) + A @[ 1 (452))
\ si | @] #15 (50)]# 15 O]

IN
[T
g

ot C (.,.) est défini comme dans (3.1).
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Théoréme 3.2 Soit f : I C R — R une fonction différentiable sur I et w: [a,b] — Ry
continue et symétrique par rapport o <=2 “+b pour a,b € I avec a < b telle que f € L' ([a,b]).

si |f ! ot q > 1 estlog-conveze sur [a,b], alors

+fb)/ dx—/ fz)w(
< %(/01 ([Dzjt)w(x)dx> dt)p

.

20 ()]s £ @] = |7 @) = |7 (332)]
2(n (17 @17 (42)[") s [ @] = |7 @) # 17 (58]
AT @l @7 @F 1 @) s 1 @] =15 (5] # 17 0,
{7 @1+ @ @ )i 17 @) =17 (5] £ 17 @),
L@ (7 O 17 () + 0 (F @] (5)])7},
\ i |f @ £ 11 (=) 17 o).
”(%2)21&£§:%£2' (3.8)

Preuve. En utilisant le Lemme 1.5, les propriétés du module et I'inégalité de Holder,

+f(b/ dm—/f
< b ( [ ( [ dx) dt)P
x{(/olf(‘If(t))q)qu(/Ol(f'(sO(t))

nous obtenons

q);}, (3.9)
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comme | f’{q est log-convexe (3.8) devient

‘M/jw“)dﬂc—/ﬁf@)?(@m
([ (L) o)
AL rwor) (i)

—(/(/(j) ()dx> dt) £ e |

A ) (G o) oo

D’une maniére analogue a celle du Théoréme 3.1, on en déduit

Si }f/ (a)} = |f/ (b)] = ‘f’ (“T“’H, alors (3.10) donne

IN

IN

B [ w@a- [ 1@ (3.11)
< %( (M :r) dt>p‘f' (32)|-
S |f" (@) = [£0)] # |£ (%3%)], done (3.10) devient
e [y [ foywie) s (3.12)
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Si ‘f’ (a)‘ = | (%)’ #+ ‘f }, donc (3.10) devient

g [ [
< —(/ (/(j) <>dx) dt) {yf/<a>)+(n(1f'<b>
Si|f (0)] = |f (42| # |f (a)], donc (3.10) devient
i [ [0
< ”—(/(j(/j :v) ) o)+ (|7 @)
Si [ (@)] # | (222)] # |f ()], donc (3.10) devient
g [ [ 1
el
x{(n(\f’w)q £ e + (o (7 @[] o) q));},

ou 7 (.,.) est définie comme dans (3.8). Le résultat désiré découle de (3.11)-(3.15). =

(3.13)

)}

q

NS (@)

(3.15)
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Corollaire 3.2 Dans Le Théoréme 3.2, si on choisit w (v) = =, on obtient

b
fati®) 1 / f(2)da

211 (#2)] st |1 gaizwf ®) =1f (22,
2(n (IF O 17 ()" si 15 @] =7 G)] # 15 (25"
A @i @r 1 @) s 1 @] =11 (4] # |
Hr o+ @ @17 o)) si [F ol =11 (5] # 17 @],
Lo (F O 17 D)+ 0 (F @] 1 (5))
\ si |1 @] # 15 (5] # 17 0.

ot n(.,.) est définie comme dans (3.8).

Théoréme 3.3 Soit f: I CR — R une fonction différentiable sur I et w: [a,b] — Ry

continue et symétrique par rapport “TH’ pour a,b € I avec a < b telle que f € L* ([a,b]).

Si ‘f’}qoa q > 1 est log-convezxe sur [a,b], alors

b

w/abw(@dx—/a f (@) w (x) da

2 (1) | @] =17 O] =17 (5]
21 W17 )i I @] =17 )] #f <a+b>>
(L s s @)t si 17 @) =17 () £17 6
(L @ @l @) st 1 0= 17 )] 417 @
(€5 @17 M)+ (7 @17 (E3))7).
\ i |1 @] # 15 (58] # 15 @)

ot ( (.,.) est définie comme dans (3.1).
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Preuve. En utilisant le Lemme 1.5, les propriétés du module, 1'inégalité des moyens

d’ordre ¢ et le log-convexité du | f’

IN

IN

IN

IN

IN

|, nous pouvons obtenir

—f(”);f(b) /abw(x) dr — /abf(w)w(x) dz
(L o) ool
e ol { A ( / (j) mx) (If )|+ o)) dt}

vt [ o]y @] [ o] o))
02 { () ([
. (/Oltdt)l_’l’ </01t)f' (@(t))‘th)i}

O Ju, (4)' {(/Olt(f' (¥ “))‘q‘”);

!

£ )|+

£ (w <t>>\th);

1

“a | (atb 1 fof Y
enli (L (7))

! f @l T\
+(/Ot(f(a7b)) dt) . (3.16)

4

Comme dans les théorémes ci-dessus, les mémes cas apparaissent, et donc la méme dis-

cussion aura lieu.

Si|f (a)| = [f ()] =

2

f(a)+1(b)

f ("TH’)L alors (3.16) donne

/abw(x)dx_/abf(x)w(x)dm S%HWHM‘JH (GTH))‘ (3.17)
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Si ‘f’ (a)‘ = |f/ (b)| # ’f’ (20) }, donc (3.16) devient

s e s

< S8 ull, () (¢ (|5 @) \f (+5)

(3.18)

Q>>i

Si|f (a)| = |f (£2)] # |f (b)], donc (3.16) devient

‘f(a);f(b) /abw (z)dx — /abf (z)w (x) dx
< e () e (rof o
Si|f () =|f (2| #|f (a)|, donc (3.16) devient

e [wtwae [[som

< O ) (1) ((‘f ‘) +(<()f/<a>)qﬂ\f'<b>

(3.19)

)

Si |f (a)| #|f (%2)] # |f (b)], donc (3.16) devient

‘f(a);f(b) /abw(x)da:—/abf(:c)w(a:)dx (3.20)
< Bl (3)" {(C( O |7 e
(el @)

ot ((.,.) est définie comme dans (3.1). Le résultat désiré découle de (3.17)-(3.20). m
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Corollaire 3.3 Dans le Théoréme 3.3 choisissant w (x) = ﬁ, nous obtenons

< ()

( 24| f (459)] s f \— ®) =17 (3321
l2<<<|f'<b>|q,|f'<a7+b>\q>a >—|f> <a7+b>>,
(L ctr ol |q 3) 17 @l 17 (£
(s O @P1r @mF) s 5 =17 ()] #17 @],
QUG |f<%>!>%+<<|f |q £ (2t >r>)

\ si | (@] # 11 (58] £ 15 0.

3.0.5 Inégalités intégrales de type trapézes pondérées pour les

fonctions dont les premiéres dérivées sont h-préinvexe

Ces nouveaux résultats reposent sur une nouvelle identité donnée par le lemme ci-
dessous et font ’objet de la publication suivante : B. Meftah and K. Mekalfa, Some
weighted trapezoidal type inequalities via h-preinvexity. Rad Hrvat. Akad.
Znan. Umjet. Mat. Znan. 24 (2020), 81-97.

Lemme 3.1 Soit f : [a,a+ n(b,a)] — R différentiable sur (a,a +n(b,a)) avecn (b, a) >
0, et soit w: [a,a+n(b,a)] — [0,400) une fonction continue et symétrique par rapport

a 2a++(ba) Si f' € L' ([a,a+n(b,a)]), alors on a l’égalité suivante

a+n(b,a) a+n(b,a)
)+t / w () de - / w (@) f (v) dv
1 a+tn(b,a)
— atba) / / w(@)ds | ' (a+ iy a) dt. (3.21)

0 a+(1-t)n(b,a)
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Preuve. En intégrant par parties le coté droit de (3.21), en utilisant un changement

de variable et la symétrie de w, on obtient

1 a+tn(b,a)

) / / w(@)dz | f (a+tn(b,a))dt
0 \a+(1—t)n(ba)

t=1
a+tn(b,a)

w(x)de | f(a+tn(b,a))

a+(1-t)n(b,a)
1

—@/(w(aﬂn(b,a»+w(a+(1—t)n(b,a)))f(a+m(b,a))dt

0
a+n(b,a) a

w(z)dr | f(atnba)— /w(x)dx £ (a)

a+n(b,a)

N | =

t=0

N |
N[ =

=

— <‘;“>/(w (a+tn(b,a)) +w(a+ (1 —t)nba)f (a+tn(ba))dt

a+n(ba)

w(x)de ) (f(a+n(ba))+ f(a))

N | =

a
a+n(b,a)

(w(2) + w (2a+ 1 (b,a) — 2)) f (2) da

N[ —=

a
a+n(b,a) a+n(b,a)

_ flatn(ba))+f(a) / w (z) do — / w(z) f (x) dz.

2

a a

Qui est le résultat souhaité. m
Dans ce qui suit, on suppose que h : [0, 1] — R est une fonction non négative et h # 0,

n(b,a) >0, et K =[a,a+n(b,a)] C [0, +00).

Théoréme 3.4 Soit f : K — R différentiable sur K° avec f' € L' (K) ot a,b € K°, et

soit w : K — [0,400) une fonction continue et symétrique par rapport ¢ a + %77 (b,a). Si
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4 P -, A .
} f | est h-préinveze, alors on a l'inégalité suivante

a—l—n(b,a) a+77(b,a)
Ja)tfatn(ba)) / w () d — /w(w)f@)dfv

1

< 9 | (|f @] +]7 @rna)]) [ee-naa

1

2
1

2

+2‘f’ <2‘”+(b’a)>‘/(1—2t)h(t)dt

0

Preuve. A partir du Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue et la h-préinvexité

de }f’|, on a

wtn(ba) wtn(ba)
[a)+f(atn(ba)) / w (z) dz — /w(x)f(x)dx

1 a+tn(b,a)

< @/ / w (x) de ’f/ (a+tn(b,a))’dt
0 |a+(1—t)n(b,a)
L et (-G
— alta) / / w () dz ‘f’ (a+1n (b,a))’dt
0\ atin(ba)
1 [ attn(ba)
+ / w(z) dx ‘f/ (a+t77<b>a))‘dt
L \a+(1-t)n(ba)
>
< O | 0 sy st (1= 20 [F (0t 02 0))
0

1
+ / ||w (LE) H[a+(lft)n(b,a),a%»tn(b,a)],oo (2t - 1) ‘f (a + t77 (b7 a’))‘ dt
1

2
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IN

IN

0

OO Jlaw]) (/(1—%) 7 (at tn (b,0))|

+/(2t— 1) ‘f’ (a+tn(b,a))dt>

0

W (]<1 o) (-] @]+ 0| (20 ) a

+/(2t—1) (h(1—t))f’ (2”++(’*“)>+h(t)f’(a+n(b,a))‘)dt)

1

/2t1

Mmm((f |+ |f @+ nba)
2 |f (2etnta) 2(1—2)h()d .
ool () fr-mmire

Corollaire 3.4 Dans le Théoréme 3.4, si on choisit w () = m, on obtient

a+n(b,a)
a a b,a
Hotflgeba) _ 1 / f(z) dz

< g ((\f’ <a>\+}f’ <a+n<b,a>>\)/<2t—1>h<t>dt
1 2t )
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Corollaire 3.5 Dans le Théoréme 3.4, en prenant n(b,a) = b — a, on obtient

b

f(a)2 (b / /w d:p < (b—a)” a) ||w||oo

a
1

< | (| @ /Qt—l fde+2|f (%52)

(1—2t)h () dt

o\w\»—t

De plus, si on choisit w (z) = 7=, on obtient

K0 o1 [ (0) daf < 252

(| @

+)f/(b)D/(2t—1)h( dt+2(f (22) ‘7(1—2t)h(t)dt

1

2

Corollaire 3.6 Dans le Théoréme 3.4, si on suppose que ‘ f" est une fonction P-préinveze,

on obtient
a—l—n(b,a) a+77(b,a)
QRG] / w () d — /w(sc)f(x)dfv

< 08 ) (|5 @) +2|f (222 + | (a0 (b.0))])

De plus, si on prend w (z) =

n(b,a)

f(a)+f(;+n(b,a)) _ 1 f (x) dr

2 (7 @ 2] (=) o] a0
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Corollaire 3.7 Dans le Corollaire 3.6, si l’on prend n(b,a) = b — a, on obtient

b b

10200 [ @y~ [ () f (0

a

b—a)? !
< Sl (| @

2| (22) |+ |7 @)

De plus, si on prend w (x) = —
b
w—ﬁ/f(x)da: <z (|5 @|+2|7 (=] + |5 @)

Corollaire 3.8 Dans le Théoréme 3.4, si on suppose que ! f" est une fonction préinvexe

a+n(b,a) atn(b,a)
La)+/(atn(v.0)) / w (z) dz — /w(x>f(x)dﬂf

< B9 ol (5]7 0] +2]7 (22809 57 w4 n 0]

1

De plus, si on prend w (x)

)
a+n(b,a)
a a b,a
f( )+f(2+n( ) _ n(bl’a) f(z)dx
< 0 (57 @) 2| (229) | 5] @rnma)]). 322)

Remarque 3.1 Dans l'inégalité (3.22), en utilisant le fait que 2 ‘f' <2a++(ba)> ’ < |f/ (a)|—|—
|f ()] et|f (a+n(ba)| <|f (b)], on obtient le Théoreme 2.1 de [2].
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Corollaire 3.9 Dans le Corollaire 3.8, si l’on prend n (b,a) = b — a, on obtient

b b
w/w(;ﬁ)dm—/w@)f@)dw

b—a)? /
< 5w, (5]f (@)

‘f ]+5(f D (3.23)

De plus, si on prend w (x) = —

b
ﬁ/f(m)dx SI’;—8“<5

Remarque 3.2 Dans l'inégalité (3.23), en utilisant la convexité de ‘ f", on obtient ['in-

égalité (2) du Corollaire 3.1.1 a partir de [9]. Aussi Corollaire 8 de [29].

"(a ‘+2)f (+5

(b))) . (3.24)

Remarque 3.3 Dans l'inégalité (3.24), en utilisant la convexité de ‘ f", on obtient le

Théoréme 2.2 de [7].

Corollaire 3.10 Dans le Théoréeme 3.4, si on suppose que ! f" est une fonction s-

préinveze

a-+n(b,a) +n(ba

f(@)+f(atn(b.a)) / ) da — / dz
2

a

(n(b.0))? 521541
< mw“oo( e

!

f(@y+%ﬁﬁ

[ (a+1(ba))

a a b,a
I( )+f(2+n( ) n(l},a) / f(x) dr (3'25)

< n(b,a) s21+s 41
—  2(s+1)(s+2) 21+s

f (a)

! a b7a sl+s
1 f (2++())‘ + %

f a+n@.a)).
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Remarque 3.4 Dans linégalité (3.25), en utilisant la préinvexité de | f

, on obtient le

résultat correct du Théoréme 2 & partir de [27].
Corollaire 3.11 Dans le Corollaire 3.10, si l'on prend n (b,a) = b — a, on obtient

b

—f(“);f(b)/w (x)dx — /w (x) f(x)dx (3.26)

a a

(b—a)? 2l+e 4]
< e vl <S2T+

!

£ @]+ %

£ (3] + At

£ ).

De plus, si on prend w (x) = —

b
f@ ) 1 / f(z) dz (3.27)

£ (3| + o

7))

b—a 211541

S 2(s+1)(s+2) < 21+j

Remarque 3.5 Dans l'inégalité (3.26), en utilisant la convexité de ‘ f", on obtient ['in-
égalité (1) du Corollaire 3.1.1 a partir de [9].

Remarque 3.6 Dans l'inégalité (3.27), en utilisant la convexité de ‘ f", on obtient l’in-

égalité (1) du Corollaire 3.1.2 de [9] et du Théoréme 2 de [22].

Théoréme 3.5 Soit f : K — R différentiable sur K° avec f € L'(K), et soit w :
K — [0,400) une fonction continue et symétrique par rapport & a+ %7} (b,a). Si ‘f’}q est

h-préinvexe, ot q > 1 avec % + % =1, alors on a linégalité suivante

a+n(b,a) a+n(b,a)

Hayt/(atn(ba) / w (z) dw — /w(:z:)f(x)dfﬂ
PN s

a-+tn(b.a)

1
< @ / / w(z)dz| | dt
0

at+(1=t)n(b,a)
< (| @[+ | <a+n(b,a))(q)é (/Olh(t)dt)
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Preuve. D’aprés le Lemme 3.1, les propriétés du module, I'inégalité de Holder et la

h-préinvexité de on a
a+n(b,a) a+n(b,a)
f(a)+f(<;+77(b7a)) / w (z)dx — / w(z) f (z) dx

1 a+tn(b,a)

/ / w (z)dx ‘f/ (a+tn(b,a))‘dt

0 |a+(1—t)n(b,a)

IA

hSA
|

1 a+tn(b,a)

(VAN
=
=_

NS
S

w(z)dx| | dt /‘f/ (a+tn(b,a)) "t

0 a+(1-t)n(b,a)

=
B =

a-+tn(ba)

/ w(x)dz| | dt

a+(1—-t)n(b,a)

IA
B
=
ol
S
O\)—\

Q=

0|1 @+ nb.a)|) a

Sl

1 a-+tn(ba)

- ”(g’“) / / w(x)de| | dt

0\ |a+(1—t)n(ba)
< (|# (a)‘q+ (f’ (a+n(b,a))‘q>; </01h(t)dt)q.

Qui est le résultat souhaité. m

Corollaire 3.12 Dans le Théoréme 3.5, si on choisit w (r) = n(l}a)’ on obtient

a+n(b,a)
a a b,a
f( )+f(2+77( ) _ n(l},a) / f(z)dx

a

< Z(jf))p ()f ’+‘f’(a+77(b,a))‘q>;(/Olh(t)dt);.
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Corollaire 3.13 Dans le Théoréeme 3.5, en prenant n (b,a) = b — a, on obtient

b b
w/w@)dx—/w(x)f(w)dx

1
1 [|a(—t)+tb p » 5

< b—Ta/ /w(x)d:c dt (‘f’(a)‘qu)f'(b)‘q)‘l’(/Olh(t)dt)q.

0 at+(1—t)b

De plus, si on choisit w(x) = %a, on obtient

/@] +|r (b)Dé </01h(t)dt)é.

Corollaire 3.14 Dans le Théoréme 3.5, si on suppose que ’f"q est une fonction P-

b
fati®) 1 / f(2) dz| < —b=s (
a

T
2(p+1)P

préinvere
a+n(b,a) a+n(ba)
w / w(x)dr — / w(z) f(z)ds
a a )
(] atin(va) T\

1

< n(l;va) / / w(z)dx| | dt ()f, (@)’q"‘ ‘fl (a+77(b’a))‘q)q

0 a+(1-t)n(b,a)

De plus, si on prend w (z) =

n(b,a)
a+n(b,a)
fla)+flatn(ba)) 1 < n(b,a) () ’ )q ‘ , ’¢I>E
2 7(6,a) / f(z)dr) < 2(p+1)7 f(a)| +|f (a+n(ba))

a

o1



Corollaire 3.15 Dans le Corollaire 3.14, si l’on prend n(b,a) = b — a, on obtient

b

b)/w dx—/ (z) f (z) d

a

3=

p

w(z)de| | dt (‘f’(a)‘qu)f'(b)‘q);

+tb

at+
De plus, si on prend w (r) = ﬁ
f(a q ’ q %
/f yar) < =0 (|7 @] + | @)
2(p+1)1’

Corollaire 3.16 Dans le Théoréme 3.5, si on suppose que | f”q est une fonction préin-

vexe
a+n(b,a) atn(b,a)
faytf(atn(b.a) / w (z) dx — /w(cc)f(ar)dw
N

1 a-+tn(ba)

1
’ q ’ a b,a q E
< @ / / w(x)dz| | dt ( ( )‘ +’f2( it ))‘ ) )

0 a+(1-t)n(b,a)

De plus, si on prend w (z) = m, on obtient le Théoréme 2.2 de [2].

Corollaire 3.17 Dans le Corollaire 3.16, si l’on prend n(b,a) = b — a, on obtient

b

f(a)+f(b /w dx—/ (z) f (z)dz (3.28)

a

S =

a(1t+tb P ) . .
a)| + b
< bT aol | ar (f())2f<>\)

at+(1 —t)b

S
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De plus, si on prend w (z) = 3=, on obtient le Théoréme 2.3 de [7].

Remarque 3.7 Dans Uinégalité (3.28), en utilisant le fait que w (x) < ||w]|,, on obtient

le Corollaire 13 & partir de [29].

Corollaire 3.18 Dans le Théoréeme 3.5, si on suppose que ‘f’}q est une fonction s-

préinvere
a+n(b,a) a+n(b,a)
f(a)+f(<;+77(b7a)) / w (:1:) dr — / w (I) f (x) dr
Py

1 a+tn(b,a)

1
/ a q / a b,a q q
< n(bg’a) / / w(z)dx| | dt ( I +‘];+(1+17( )| ) :

0 a+(1—-t)n(b,a)

n(b,a)
" @l o]
f(a)+f(atn(b,a)) 1 n(b,a) f(a)| +|f (a+tn(ba))
n(b.a) / f(z)dz| < Z(M% ( — (3.29)
Remarque 3.8 Dans l'inégalité (3.29), en utilisant le fait que ‘ f (a+n(ba) } | f |

on obtient le Théoréme 4 de [27].

Corollaire 3.19 Dans le Corollaire 3.18, si l’on prend n (b,a) = b — a, on obtient

b

L) +10) / w (z) dz — / (z) f (z)dw

a

hSA

a(l— t)+tb

Q=

p
7@+

F ol
il | | (Lo

De plus, si on prend w (z) = ﬁ, on obtient le Théoréme 4 de [22].

at+(1 —t)b
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Théoréme 3.6 Sous les hypothéses du Théoréme 3.5, on a

a+n(b,a) a+n(b,a)
f(a)+f(¢;+77(b7a)) / w (x) dr — / w (x) f (I) dr

ol oy m-uno)

Preuve. En utilisant le Lemme 3.1, les propriétés du module, de 'inégalité des moyens

»a\»-‘ Is)

IN

S il (| (@

d’ordre g et de la h-préinvexité de | f !q, on a

a+n(b,a) a+n(b,a)
f(a)+f(f;+n(b7a)) / w (z) dr — / w(z) f(x)dx
1 a+tn(b,a)
< / [ w@ds||f @ o) a
0 |a+(1—t)n(b,a)
1 a+tn(b,a) =
< / / w (z)dx|dt
0 |a+(1—t)n(b,a)
1 a+tn(b,a) %
X / / w (r) dx ‘f, (a+tn(b,a))‘th
0 la+(1—t)n(ba)
1 -5 /1 a
< ((L Jwl| /‘Qt_ 1| dt /\Qt — 1] ‘f' (a+tn(b,a)) th
0 0
1 -5
< O | [ joe - 1]
0
1
1 q
X /yQt— 1| [h(l —t) ‘f’ (a)‘quh(t) ‘f’ (b)ﬂ dt
0
1
/ q % 1 q
< by ba)? )| (‘f ( (b)‘ ) (/ ]2t—1]h(t)dt)
0
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Corollaire 3.20 Dans le Théoréme 3.6, si on choisit w () Toay» on obtient

a+n(b,a)
a a b,a
Hafeontba) _ 1 / f(2)da

< 2y ()f ’ £ () )‘11(/01|2t—1|h(t)dt>;

2
Corollaire 3.21 Dans le Théoréme 3.6, en prenant n(b,a) = b — a, on obtient

b b

10410 [ @y do— [w(e) 5 () do

)‘11(/01|2t—1|h(t)dt>;

a

@[+ @

b—
< S, (

==, on obtient
—a

/f )da| < (’f b))q>;(/ol\2t—1|h(t)dt>;

Corollaire 3.22 Dans le Théoréme 3.6, si on suppose que ‘f"q est une fonction P-
préinveze

De plus, si on choisit w (x) =

1
q

a+n(b,a)

a+n(b,a)
f@sHasba)) / w(x)de — [ w(z)f(z)d
(1(6.0))? ‘@l + 17 o)

< e (| @[ +|7 o))
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De plus, si on prend w (z) = ——

a a b,a b,a
Hoefgentba) _ L / f (2) de| < 100 < £ (a)

Corollaire 3.23 Dans le Corollaire 3.22, si l'on prend n (b,a) = b — a, on obtient

1

o (k/ (/w vy de| < S ol (|F @] +]7 o))’

De plus, si on prend w(z) = 7
b 1
ﬁ/f (r)da| < b° (]f (a)| + )f’ (b)]q)a

Corollaire 3.24 Dans le Théoréme 3.6, si on suppose que | f”q est une fonction préin-

vexre
a—l—’r](b,!l) Q+n(b7a)
L)+ (atn(v.0)) / w () dr — /w(:c)f(w)dx

Q=

/aq /bq
< ooty (LOLi0N)

De plus, si on prend w (z) =

n(b,a)
a+n(b,a) ’ ‘ 1
a a b,a (a)
o)+ ttba) 1 / F () da| < 200 < )
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Corollaire 3.25 Dans le Corollaire 3.24, si l’on prend n(b,a) = b — a, on obtient

b
(a)+f(b/ / 2)dol < =22 ||w||oo<‘f @]+

)

De plus, si on prend w (z) = 3=, on obtient le Théoreme 1 de [24].

Corollaire 3.26 Dans le Théoréme 3.6, si on suppose que ‘f’}q est une fonction s-

préinveze
atn(b,a) a+n(b,a)
w / w(x)dr — /w(l")f@)dx

1 1
b.a))? , q , qN ¢ 429 =
< 9 (| @[ + |7 0 ) ()"

De plus, si on prend w (z) = on obtient le résultat correct du Théoréme 7 de [27].

_1
n(b,a)’

Corollaire 3.27 Dans le Corollaire 3.26, si l’on prend n(b,a) = b — a, on obtient

b b
e+ / w (%) d — / w(2) f (z) da

’

1 1
T\ 14525 )4
f(b) ) <M—2+m) :

., on obtient le Théoréme 1 de [12].

< E ol (|f @] +

De plus, si on prend w (z) =

3.0.6 Inégalités intégrales de type trapézes pondérées pour les

fonctions dont les premiéres dérivées sont préquasiinvexe

Ces nouveaux résultats reposent sur une nouvelle identité donnée par le lemme ci-
dessous et font ’objet de la publication suivante : B. Meftah and K. Mekalfa, Some
weighted trapezoidal inequalities for prequasiinvex functions. Commun. Op-

tim. Theory 2020 (2020), Article ID20. https ://doi.org/10.23952/cot.2020.20.
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Lemme 3.2 Soit f : [ C R — R différentiable sur I° ou a,b € I° avec n(b,a) > 0,
et soit w : [a,a+n(b,a)] — [0,400) continue et symétrique par rapport Z‘HUT(M). Si
f € L*(Ja,a+n(b,a)]), alors on a l’égalité suivante

) a+n(b,a) a+n(b,a)
f(a)+f(g+77( ,a)) / w (x) dz — / f(z)w(x)dx

= [ [ [ da:] 7 o) -1 W) (3:30)

(®)

ou

o((t)=a+ %n (b,a) et Y (t)=a+ %n (b,a). (3.31)

Preuve. En intégrant par parties le coté droit de (3.30), et en utilisant un changement

de variable et la symétrie de w, on obtient

()

s / [ /w " @) dx] £ o)~ 1 (0] d

()

»(t)
_ s {ﬁ [ [ dx] F @)+ 1 W)

1

[w (i (1)) +w (Y (O] (@) + [ (& 1)) dt}

|
S~

a+n(b,a) 1
- [ / w(x)das] St /(@) _ o) / w (0 (8)) +w (¢ (1)) £ (o (£)) dt

~2 [ (o () + w0 (0 ()] 0 ()

a—‘,—’r](b,(l)
_ flatnva)+ia) / w (z) dx
2

_ (@/Olw(w(t))f(w(t))dﬂr@/ﬂlw(w(t))fw(t))dt)
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atulba)
flatn(b.a)+f(a) / w () da
2

a—i-"(b"l)

B (Lizj;mw(m)f(x)cm/a 2w(x)f($>dx>

) a+n(b,a) a+n(b,a)
L fom)s) / w () dz — / w (z) f (z) da.

Qui est le résultat souhaité. m

Théoréme 3.7 Soit f : K = [a,a+1(b,a)] — R différentiable sur K° avec f €
L' ([a,a +n(b,a)]) owa,b € K° et n(b,a) > 0, et soit w : K — [0,400) continue et
symétrique par rapport a a + %77 (b,a). Si }f’|q ol q > 1, est préquasiinveze, alors on a

['inégalité suivante
a+n(b,a) a+n(b,a)
f(a)+f(;+n(b7a)) / w (x) dx — / f(z)w(z)de

< 10a) ( /0 1 ( /w Z(:)w (z) dx) dt)

(max ‘f (a+in(b,a)) ,‘f/(a+n(b,a))
+ (ma 1))

Preuve. En utilisant le Lemme 3.2, les propriétés du module, I'inégalité des moyens

S

)

{|/ @+ I 00)|" |7 @

. " o v
d’ordre g et la préquasiinvexité de ‘ f | , nous obtenons

) a+n(b,a) a+n(b,a)
f(a)+f(<;+77( a)) / w (z) de — / f(z)w(z)dz

(o))
x (/ (/;:)wmdm) 7 e

99

1

)




IN

X max ‘f a+277(ba)) ,

()
x ((max{‘f (a+ Ln(ba

+ (max{‘f (a+in(, a)) ,

()

}>q)-

Ce qui acheve la preuve. m
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Conclusion

La problématique de ce mémoire était d’étudier d’une part, certaine inégalités de type
Hermite-Hadamard pondérées plus précisément celles des trapézes et de se familiarisé avec
certaines outils nécessaires utiliser dans les démonstrations de ce genre de problémes, et
d’autre part essayer d’établir des nouvelles estimations concernant ce type d’inégalités.

Dans la premiére partie, nous nous sommes intéressés a rappeler quelques type de
convexités classiques ainsi que quelques identités.

Dans la seconde partie nous avons étudié quelques inégalités des trapézes non pondé-
rées puis celles avec poids dont la dérivée premiere ou la dérivée seconde satisfait a un
certain type de convexités classiques ou généralisées.

Et dans la troisiéme partie nous avons discuté des nouveaux résultats concernant ce

type d’inégalité dont ils ont fait 'objet des publications [16, 17, 18].
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1. INTRODUCTION

The most prominently inequality for convex functions is the so-called Hermite-Hadamard
inequality, which is stated as follows

where f is a convex function on the finite interval [a,b]. If function f is concave, then (1.1)
holds in the reverse direction (see [1]). Since the discovery of this double inequality, many
authors have established several inequalities connected to inequality (1.1) and various variants,
extensions, generalizations and improvements have been established.

In [2], Alomari, Darus and Kirmaci established the following Hermite-Hadamard type in-
equalities for quasi-convex functions

R S
<5t (sup{| £ (@] + | (“2°) [} +sup {[£ (4°) |+ |7 B)]}),
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SOME WEIGHTED TRAPEZOIDAL TYPE INEQUALITIES
VIA h-PREINVEXITY

B. MEFTAH AND K. MEKALFA

ABSTRACT. In this paper, a new identity is given, some weighted
trapezoidal type inequalities via h-preinvexity are established, and several
known results are derived.

1. INTRODUCTION

Let f be a convex function on the finite interval [a, b], then

b
(1) F(o2) < 3 [ flando < 2210,

The inequality (1.1) is known in the literature as Hermite-Hadamard inequal-
ity.
The above inequality has never ceased to intrigue researchers, several
variants, extensions, generalizations and improvements have been established.
In [4], Dragomir and Agarwal established the following Hermite-Hadamard
type inequalities

Ha)s10) / f@yde| < 28 (If (@) + 11 (),

1
(a)+j / f d.%‘ < b—a . (f/(a)q+|f/(b)|q> ! .
T 2(p+1)P 2

In [6], Kirmaci et al. gave the following result connected with Hermite-
Hadamard type inequalities

f(a)+f(b) / f(z

2020 Mathematzcs Subject Classification. 26D10, 26D15, 26A51.
Key words and phrases. Hermite-Hadamard inequality, Holder inequality, h-preinvex
functions.

and

b ()7 (sdiit) " (7 @[+ |7 0]
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