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Abstract 

 

In this thesis, we will focus on the study of Hermite-Hadamard type integral inequalities, more 

precisely that of weighted trapezoids 

In the first chapter, we recall some definitions of classical and generalized convexities, as well as of 

the integral identities that we will invoke in the following chapter. 

In the second chapter, we quote some results already known in the literature. 

While the last chapter will be entirely devoted to the new integral inequalities of the weighted 

trapezoid type. 

We mention that three papers have been appeared among the five submitted for possible 

publication. 

 

Keywords: Weighted trapezium inequality, Hölder inequality, log-convex functions, s-preinvex 

functions, h-preinvex functions 

 



 ملخص

 

 

 نوع من ةيكاملتال المساواة عدم دراسة على زك  نر سوف ، الأطروحة هذه في

المنحرف  شبه من نوع التكاملية المساواة عدم أدق شكلو ب هرميت هدامار

   .المرجحة

 بالإضافة والمعمم، الكلاسيكي تحدبلا تعريفات ببعض نذك ر الأول، الفصل في

لاحقا. ملهاعستسن التي ةيالتكامل بعض المساواة إلى  

 المساواة عدمحول  الأدب في المعروفة النتائج بعضب رك  سنذ الثاني، الفصل في

   .المرجحة العادية و المنحرف شبه من نوع التكاملية

 التكاملية المساواة عدمل جديدة لنتائج بالكامل سيخصص الأخير الفصل أن حين في

   .المرجحةالمنحرف  شبه من نوع

 

. 

 

مفتاحيةكلمات   

 المنحرف شبه من نوع مساواة عدممحدبة، الهولدر، الدوال  مساواة معد

.معمم دوال ذات تحدب ،المرجحة  



Résumé  
 

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur l'étude des inégalités intégrales de type 

Hermite-Hadamard, plus précisément celle des trapèzes pondérées 

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions de convexités classiques et 

généralisées, ainsi que des identités intégrales que nous invoquerons dans le chapitre qui suit. 

Dans le deuxième chapitre, nous citons certains résultats déjà connus dans la littérature. 

Tandis que le dernier chapitre sera entièrement dévoué aux nouvelles inégalités intégrales de 

type  trapèzes pondérées. 

Nous mentionnons que trois articles ont été publiés parmi les cinq soumis pour une éventuelle 

publication. 

 

Mots clés: Inégalité des trapèzes pondérées, inégalité de Hölder, fonctions log-convexes, 

fonctions s-préinvexes, fonctions h-préinvexes. 
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Introduction

Les inégalités jouent un rôle important dans divers branches de mathématiques mo-

derne telles que la théorie des espaces de Hilbert, la théorie des probabilités et des statis-

tiques, l�analyse réelle, l�analyse complexe, l�analyse numérique, la théorie qualitative des

équations di¤érentielles et des équations aux di¤érences, etc. Cette dernière représente

un outil puissant et indispensable.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours du 18�eme

et 19�eme siècle par des éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy, µCeby�ev dans

les années qui suivirent le sujet attira de nombreux mathématiciens : Poincaré, Lyapunov,

Gronwall, Hölder, Hadamard, Pólya, Bellman et Ostrowski. La littéraire dans ce contexte

est vaste et variées parmi les ouvrages dont on peut trouver une très bonne description

de l�évolution historique des inégalités on peut consulter, Mitrinovíc, Peµcaríc et Fink

[19; 20; 21].

Cette théorie évolue constamment dans plusieurs directions et de di¤érentes manières.

De nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des ra¢ nements, des exten-

sions ainsi que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, multidimensionnels,

fractionnaires et discrets.

L�objectif de cette thèse est de faire une petite synthèse concernant les inégalités

intégrales des trapèzes pondérées dont les dérivées d�ordre un ou deux jouissent d�un

certain type de convexité classique où généralisée et d�établir de nouvelles généralisations

de ce type d�inégalités intégrales.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques types de convexités classiques

et généralisés pour les fonctions à une variable, une esquisse concernant l�intégration

fractionnaire ainsi que quelques identités et inégalités intégrales utiles pour notre étude.

Dans le deuxième chapitre, nous traiterons quelques résultats concernant les inégalités

intégrales des trapèzes pondérés et non pondérés dont la première ou la deuxième dérivée

sont convexes, s-convexes au second sens, quasi-convexes, préinvexes, préquasiinvexes et
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s-préinvexes.

Tandis que le dernier chapitre sera entièrement consacré aux nouvelles inégalités des

trapèzes pondérés dont ces nouveaux résultats ont fait l�objet des publications suivantes :

B. Meftah and K. Mekalfa, Some weighted trapedoidal inequalities for

di¤erentiable log-convex functions. Journal of Interdisciplinary Mathematics.

23 (2020), 1-13. DOI : 10.1080/09720502.2020.1783808.

B. Meftah and K. Mekalfa, Some weighted trapezoidal type inequalities via

h-preinvexity. Rad Hrvat. Akad. Znan. Umjet. Mat. Znan. 24 (2020), 81-97.

B. Meftah and K. Mekalfa, Some weighted trapezoidal inequalities for

prequasiinvex functions. Commun. Optim. Theory 2020(2020), Article ID20.

https ://doi.org/10.23952/cot.2020.20.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques type de convexité ainsi que quelques iden-

tités de fonctions, concernant la convexité en peut consulter [25].

1.1 Convexité classique et généralisée

1.1.1 Convexité classique

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a; b] � R.

Dé�nition 1.1 ([14]) Un ensemble I � Rn est dit convexe si pour tout x; y 2 I et pour

tout t 2 [0; 1], nous avons

tx+ (1� t) y 2 I:

Dé�nition 1.2 ([25]) Une fonction f : I ! R est dite convexe, si

f (tx+ (1� t) y) � tf (x) + (1� t) f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].
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Dé�nition 1.3 ([6]) Une fonction f : I ! R est dite P -convexe, si

f (tx+ (1� t) y) � f (x) + f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.4 ([3]) Une fonction positive f : I � [0;1) ! R est dite s-convexe au

second sens pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1], si

f(tx+ (1� t)y) � tsf(x) + (1� t)sf(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.5 ([25]) Une fonction strictement positive f : I ! R est dite log-convexe

si

f(tx+ (1� t)y) � [f(x)]t [f(y)]1�t

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.6 ([11]) Une fonction f : I ! R est dite quasi-convexe si

f (tx+ (1� t) y) � max ff (x) ; f (y)g

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.7 ([30]) Soit h : J � R! R une fonction positive, où (0; 1) � J . Une

fonction positive f : I ! R est dite h-convexe dans I, si

f(tx+ (1� t)y) � h(t)f(x) + h(1� t)f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 (0; 1).
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1.1.2 Convexité généralisée

Le concept de fonctions préinvexes est une généralisation de la notion de convexité

classique, cette dernière a été introduite par Hanson [8].

Dans tous ce qui suit on considère que le sous-ensemble K � Rn et les fonctions

f : K ! Rn et � : K �K ! Rn.

Dé�nition 1.8 ([31]) Un ensemble K est dit invexe au point x par rapport à �, si

x+ t� (y; x) 2 K

est satisfaite pour tout x; y 2 K et t 2 [0; 1].

Remarque 1.1 K est dit un ensemble invexe par rapport à �, si K est invexe en chaque

points x 2 K.

Dé�nition 1.9 ([31]) Une fonction f sur l�ensemble invexe K est dite préinvexe par

rapport à �, si

f (x+ t� (y; x)) � (1� t) f (x) + tf(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 K et t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.10 ([23]) Une fonction positive f : K ! R est dite P -préinvexe par

rapport à �, si

f (x+ t� (y; x)) � f (x) + f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 K et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.11 ([13]) Une fonction positive f sur l�ensemble invexe K � [0;1) est

dite s-préinvexe au second sens par rapport à �, pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1], si

f (x+ t� (y; x)) � (1� t)sf (x) + tsf(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 K et t 2 [0; 1].
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Dé�nition 1.12 ([15]) Soit h : [0; 1]! R une fonction positive h 6= 0. Une fonction

positive f sur l�ensemble invexe K est dite h-préinvexe par rapport à �, si

f(x+ t� (y; x)) � h(1� t)f(x) + h(t)f(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 K et t 2 (0; 1).

Dé�nition 1.13 ([26]) Une fonction f : K � R! R est dite préquasiinvexe par rapport

à �, si

f (x+ t� (y; x)) � max ff (y) ; f (x)g

est satisfaite pour tout x; y 2 K et t 2 [0; 1].

1.2 Quelques fonctions spéciales

1.2.1 Fonction gamma

La fonction gamma d�Euler est une fonction complexe, considérée comme fonction

spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle à l�ensemble des nombres complexes à l�ex-

ception des entiers négatifs

Dé�nition 1.14 ([5]) Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0, on dé�nit la

fonction suivante, appelée fonction gamma comme suit

�(z) =

1Z
0

e�ttz�1dt:

Remarque 1.2 Pour z 2 N, on a �(z) = (z � 1)! = 1� 2� 3� :::� (z � 1).
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1.2.2 Fonction bêta

Dé�nition 1.15 ([28]) La fonction bêta d�Euler est dé�nie pour tous nombres complexes

x et y de parties réelles strictement positives par

B (x; y) =

1Z
0

tx�1 (1� t)y�1 dt:

Remarque 1.3 La relation entre la fonction gamma et la fonction bêta est la suivante

B (x; y) = �(x)�(y)
�(x+y)

:

1.3 Quelques identités intégrales importantes

Lemme 1.1 ([7]) Soit f : I° � R ! R une application di¤érentiable sur I° , a; b 2 I°

avec a < b. Si f
0 2 L1[a; b], alors l�égalité suivante est satisfaite

f(a)+f(b)
2

� 1
b�a

Z b

a

f (x) dx = b�a
2

Z 1

0

(1� 2t) f 0 (ta+ (1� t) b) dt: (1.1)

Lemme 1.2 ([2]) Soit A � R un sous-ensemble invexe ouvert par rapport à � : A�A!

R et a; b 2 A avec �(a; b) 6= 0. On suppose que f : A! R est une fonction di¤érentiable.

Si f
0
est intégrable sur le chemin � Pbc, c = b+�(a; b) alors, l�égalité suivante est satisfaite

1
�(a;b)

Z b+�(a;b)

b

f (x) dx� f(b)+f(b+�(a;b))
2

= �(a;b)
2

Z 1

0

(1� 2t) f 0 (b+ t�(a; b)) dt: (1.2)

Lemme 1.3 ([2]) Soit A � R un sous-ensemble invexe ouvert par rapport à � : A�A!

R et a; b 2 A avec �(a; b) 6= 0. On suppose que f : A! R est une fonction di¤érentiable.
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Si f
00
est intégrable sur le chemin � Pbc, c = b+�(a; b) alors, l�égalité suivante est satisfaite

f(b)+f(b+�(a;b))
2

� 1
�(a;b)

Z b+�(a;b)

b

f (x) dx

= �(a;b)2

2

Z 1

0

t (1� t) f
00
(b+ t�(a; b)) dt: (1.3)

Lemme 1.4 ([10]) Soit f : I � R ! R di¤érentiable sur I� et soit g : [a; b] ! R une

fonction positive continue et symétrique par rapport à a+b
2
où a; b 2 I avec a < b. Si

f
0 2 L1 ([a; b]), alors

h
f(a)+f(b)

2

i Z b

a

g (x) dx�
Z b

a

f (x) g (x) dx

= b�a
4

(Z 1

0

"Z U(t)

L(t)

g (x) dx

# h
f
0
(U (t))� f

0
(L (t))

i
dt

)
; (1.4)

où L et U sont dé�nis par

L (t) = 1+t
2
a+ 1�t

2
b et U (t) = 1�t

2
a+ 1+t

2
b:

En particulier, on a ����f(a)+f(b)2

Z b

a

g (x) dx�
Z b

a

f (x) g (x) dx

����
� (b�a)2

4
kgk1

Z 1

0

t
h���f 0 (L (t))���+ ���f 0 (U (t))���i dt; (1.5)

où kgk1 = sup
t2[a;b]

g (t).

Lemme 1.5 ([9]) Soit f : I � R ! R di¤érentiable sur I� et soit g : [a; b] ! R une

fonction positive continue et symétrique par rapport à a+b
2
où a; b 2 I avec a < b. Si
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f
0 2 L1 ([a; b]), alors

h
f(a)+f(b)

2

i Z b

a

g (x) dx�
Z b

a

f (x) g (x) dx

= b�a
4

(Z 1

0

"Z V (t)

M(t)

g (x) dx

# h
f
0
(V (t))� f

0
(M (t))

i
dt

)
; (1.6)

où

M (t) = ta+ (1� t) a+b
2

et V (t) = tb+ (1� t) a+b
2
: (1.7)

En particulier, on a����f(a)+f(b)2

Z b

a

g (x) dx�
Z b

a

f (x) g (x) dx

����
� b�a

4

(Z 1

0

"Z V (t)

M(t)

g (x) dx

# h���f 0 (M (t))
���+ ���f 0 (V (t))���i dt) ; (1.8)

et ����f(a)+f(b)2

Z b

a

g (x) dx�
Z b

a

f (x) g (x) dx

����
� (b�a)2

4
kgk1

Z 1

0

t
h���f 0 (M (t))

���+ ���f 0 (V (t))���i dt: (1.9)

1.4 Inégalité de Hölder et inégalité des moyens d�ordre

q

Théorème 1.1 ([19]) Soit p > 0 tel que 1
p
+ 1

q
= 1. Si f et g sont deux fonctions réelles

dé�nies sur [a; b] et si jf jp et jgjq sont des fonctions intégrables sur [a; b], alors

bZ
a

f (x) g (x) dx �

0@ bZ
a

fp (x) dx

1A
1
p
0@ bZ

a

gq (x) dx

1A
1
q

:

Théorème 1.2 ([4]) Soient x = (xi)i=1;2;:::;n et p = (pi)i=1;2;:::;n deux strictement posi-
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tives n-uplet et soit q 2 R [ f�1;+1g, l�inégalité des moyens d�ordre q pondérés par p

est dé�nie par

M [q]
n =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

0@ 1
nP
k=1

pk

nP
i=1

pix
q
i

1A 1
q

pour q 6= �1; 0;+1;

�
n

�
i=1
xpii

� nP
k=1

pk

pour q = 0;

min (x1; x2; :::; xn) pour q = �1;

max (x1; x2; :::; xn) pour q = +1:

Pour �1 � q < r � +1, on a

M [q]
n �M [r]

n :

Théorème 1.3 ([4]) La version intégrale du Théorème 1.2 est : pour q � 1 et si jf j et

jgjq sont intégrables sur [a; b], alors

Z b

a

jf (x) g (x)j dx �
�Z b

a

jf (x)j dx
�1� 1

q
�Z b

a

jf (x)j jg (x)jq dx
� 1

q

:
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Chapitre 2

Inégalités intégrales trapézoïdales

2.1 Inégalités intégrales de type trapèzes non pon-

dérées

2.1.1 Inégalités intégrales des trapèzes pour les fonctions convexes

Dans cette sous-section nous verrons quelques résultats concernant les inégalités des

trapèzes pour les fonctions dont les premières dérivées sont convexes établies par Dra-

gomir et Agarwal ainsi que les améliorations de ces dernières qui ont été données par

Pearce et Peµcaríc.

Parmi les résultats fournis par Dragomir et Agarwal, nous notons les suivants voir [7].

Théorème 2.1 ([7]) Soit f : I � R! R une application di¤érentiable sur I�, a; b 2 I°

avec a < b. Si
��f 0�� est convexe sur [a; b], alors l�inégalité suivante est satisfaite

����f(a)+f(b)2
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

���� � (b�a)
����f 0 (a)���+���f 0 (b)����

8
: (2.1)

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de l�identité du Lemme
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1.1, puis en utilisant le fait que
��f 0�� est convexe, on a

����f(a)+f(b)2
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

����
=

���� b�a2 Z 1

0

(1� 2t) f 0 (ta+ (1� t) b) dt

����
� b�a

2

Z 1

0

j1� 2tj
���f 0 (ta+ (1� t) b)

��� dt
� b�a

2

Z 1

0

j1� 2tj
h
t
���f 0 (a)���+ (1� t)

���f 0 (b)���i dt
=

(b�a)
����f 0 (a)���+���f 0 (b)����

2

Z 1

0

j1� 2tj tdt

=
(b�a)

����f 0 (a)���+���f 0 (b)����
8

:

La preuve est ainsi achevée.

Théorème 2.2 ([7]) Soit f : I � R ! R une application di¤érentiable sur I° , a; b 2 I°

avec a < b, et soit p > 1. Si
��f 0�� p

p�1 est convexe sur [a; b], alors l�inégalité suivante est

satisfaite

����f(a)+f(b)2
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

���� � b�a
2(p+1)

1
p

" ���f 0 (a)��� p
p�1+

���f 0 (b)��� p
p�1

2

# p�1
p

: (2.2)

Preuve. En utilisant le Lemme 1.1 et l�inégalité de Hölder, on obtient����f(a)+f(b)2
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

����
� b�a

2

Z 1

0

j1� 2tj
���f 0 (ta+ (1� t) b)

��� dt
� b�a

2

�Z 1

0

j1� 2tjp dt
� 1

p
�Z 1

0

���f 0 (ta+ (1� t) b)
��� p
p�1

dt

� p�1
p

: (2.3)
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Comme
��f 0�� p

p�1 est convexe, on en déduit

Z 1

0

���f 0 (ta+ (1� t) b)
��� p
p�1

dt

�
Z 1

0

�
t
���f 0 (a)��� p

p�1
+ (1� t)

���f 0 (b)��� p
p�1
�
dt =

���f 0 (a)��� p
p�1+

���f 0 (b)��� p
p�1

2
: (2.4)

En outre, comme

Z 1

0

j1� 2tjp dt =

Z 1
2

0

(1� 2t)p dt+
Z 1

1
2

(2t� 1)p dt

= 2

Z 1
2

0

(1� 2t)p dt = 1
p+1

: (2.5)

La substitution de (2.4) et (2.5) dans (2.3), donne immédiatement l�inégalité requise

(2.2).

Pearce et Peµcaríc [24], ont établi un ra¢ nement du Théorème 2.2, basé sur la même

identité donnée par le Lemme 1.1, dont le résultat est le suivant

Théorème 2.3 ([24]) Sous les conditions du Théorème 2.1 et si
��f 0��q est convexe sur

[a; b], alors ����f(a)+f(b)2
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

���� � b�a
4

� ���f 0 (a)���q+���f 0 (b)���q
2

� 1
q

: (2.6)

Preuve. Du Lemme 1.1, on a����f(a)+f(b)2
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

���� � b�a
2

Z 1

0

j1� 2tj
���f 0 (ta+ (1� t) b)

��� dt:
Et d�après l�inégalité des moyens d�ordre q

Z 1

0

j1� 2tj
���f 0 (ta+ (1� t) b)

��� dt
�

�Z 1

0

j1� 2tj dt
�1� 1

q
�Z 1

0

j1� 2tj
���f 0 (ta+ (1� t) b)

���q dt� 1
q

: (2.7)
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Puisque
��f 0��q est convexe, on a

Z 1

0

j1� 2tj
���f 0 (ta+ (1� t) b)

���q dt �
Z 1

0

j1� 2tj
h
t
���f 0 (a)���q + (1� t)

���f 0 (b)���qi dt
=

���f 0 (a)���q+���f 0 (b)���q
4

: (2.8)

Un calcul direct donne Z 1

0

j1� 2tj dt = 1
2
: (2.9)

La substitution de (2.8) et (2.9) dans (2.7), donne immédiatement l�inégalité suivante

����f(a)+f(b)2
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

���� � b�a
2

�
1
2

�1� 1
q

� ���f 0 (a)���q+���f 0 (b)���q
4

� 1
q

;

qui est par conséquent, le résultat souhaité.

2.1.2 Inégalités intégrales des trapèzes pour les fonctions s-

convexes

Le résultat suivant représente une généralisation du Théorème 2.2.

Dans tout ce que suit I désigne un intervalle de R, dont l�intérieur est noté par I° ,

a; b 2 I° avec a < b, L1([a; b]) l�espace des fonctions intégrables sur [a; b], s un nombre

�xé dans (0; 1].

Théorème 2.4 ([12]) Soit f : I � R ! R une fonction di¤érentiable sur I� et a; b 2 I

avec a < b telle que f
0 2 L1 ([a; b]).

1/ Si
��f 0��q est s-convexe sur [a; b] pour q � 1 et un certain nombre �xé s 2 (0; 1], alors

����f(a)+f(b)2
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

����
� b�a

2

�
1
2

�1� 1
q

h
s+ 1

2s

(s+1)(s+2)

i 1
q
h���f 0 (a)���q + ���f 0 (b)���qi 1q : (2.10)
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2/ Si
��f 0��q est s-convexe sur [a; b] pour q > 1 et un certain nombre �xé s 2 (0; 1], alors

����f(a)+f(b)2
� 1

b�a

Z b

a

f (x) dx

����
� b�a

2

�
q�1
2q�1

�1� 1
q � 1

s+1

� 1
q

�
�h���f 0 (a)���q + ���f 0 �a+b2 ����qi 1q + h���f 0 �a+b2 ����q + ���f 0 (b)���qi 1q�

� b�a
2

�h���f 0 (a)���q + ���f 0 �a+b2 ����qi 1q + h���f 0 �a+b2 ����q + ���f 0 (b)���qi 1q� : (2.11)

Preuve. La preuve est similaire à ceux-ci-dessus il su¢ t uniquement de remplacer la

convexité par la s-convexité.

2.1.3 Inégalités intégrales des trapèzes pour les fonctions dont

les dérivées premières sont préinvexes

Théorème 2.5 ([2]) Soit A � R un sous-ensemble invexe ouvert par rapport à � : A�

A ! R. Supposons que f : A ! R est une fonction di¤érentiable. Si
��f 0�� est préinvexe

sur A alors, pour tout a; b 2 A avec �(a; b) 6= 0 l�inégalité suivante est satisfaite�����f(b)+f(b+�(a;b))2
� 1

�(a;b)

Z b+�(a;b)

b

f (x) dx

�����
� j�(a;b)j

8

h���f 0 (a)���+ ���f 0 (b)���i : (2.12)

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de l�égalité du Lemme

1.2, puis en utilisant la préinvexité de
��f 0��, on a

�����f(b)+f(b+�(a;b))2
� 1

�(a;b)

Z b+�(a;b)

b

f (x) dx

�����
� j�(a;b)j

2

�Z 1

0

j1� 2tj
�
t
���f 0 (a)���+ (1� t)

���f 0 (b)���� dt�
= j�(a;b)j

8

n���f 0 (a)���+ ���f 0 (b)���o ; (2.13)
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où Z 1

0

j1� 2tj (1� t) dt =

Z 1

0

j1� 2tj tdt = 1

4
:

Théorème 2.6 ([2]) Soit A � R un sous-ensemble invexe ouvert par rapport à � : A�

A ! R. Supposons que f : A ! R est une fonction di¤érentiable. Supposons que p 2 R

avec p > 1. Si
��f 0�� p

p�1 est préinvexe sur A alors, pour tout a; b 2 A avec �(a; b) 6= 0

l�inégalité suivante est satisfaite�����f(b)+f(b+�(a;b))2
� 1

�(a;b)

Z b+�(a;b)

b

f (x) dx

�����
� j�(a;b)j

2(p+1)
1
p

"��f 0 (a)�� p
(p�1) +

��f 0 (b)�� p
(p�1)

2

# (p�1)
p

: (2.14)

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de l�égalité du Lemme

1.2, puis en utilisant l�inégalité de Hölder et la préinvexité de
��f 0�� p

p�1 , on a

�����f(b)+f(b+�(a;b))2
� 1

�(a;b)

Z b+�(a;b)

b

f (x) dx

�����
� j�(a;b)j

2

Z 1

0

j1� 2tj
���f 0 (b+ t�(a; b))

��� dt
� j�(a;b)j

2

�Z 1

0

j1� 2tjp dt
� 1

p
�Z 1

0

���f 0 (b+ t�(a; b))
��� p
p�1

dt

� p�1
p

= j�(a;b)j

2(p+1)
1
p

�Z 1

0

���f 0 (b+ t�(a; b))
��� p
p�1

dt

� p�1
p

� j�(a;b)j

2(p+1)
1
p

�Z 1

0

�
t
���f 0 (a)��� p

p�1
+ (1� t)

���f 0 (b)��� p
p�1
�
dt

� p�1
p

= j�(a;b)j

2(p+1)
1
p

"��f 0 (a)�� p
p�1 +

��f 0 (b)�� p
p�1

2

# p�1
p

:

La preuve est ainsi achevée.
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Remarque 2.1 Notez que si A = [a; b] et �(x; y) = x � y pour chaque x; y 2 A alors,

on peut déduire les Théorèmes 2:1 et 2:2, des Théorèmes 2:5 et 2:6, respectivement.

2.1.4 Inégalités intégrales des trapèzes pour les fonctions dont

les dérivées secondes sont préinvexes

Dans cette sous-section, nous verrons quelques résultats concernant les inégalités in-

tégrales des trapèzes pour des fonctions dont la dérivée seconde jouit d�une convexité

généralisée, voir Barani et al. [2].

Théorème 2.7 ([2]) Soit A � R un sous-ensemble invexe ouvert par rapport à � : A�

A ! R et �(a; b) 6= 0 pour tout a 6= b. Supposons que f : A ! R est une fonction deux

fois di¤érentiable. Si
��f 00�� est préinvexe sur A et f

00
est intégrable sur le chemin � Pbc,

c = b+ �(a; b) alors, l�inégalité suivante est satisfaite�����f(b)+f(b+�(a;b))2
� 1

�(a;b)

Z b+�(a;b)

b

f (x) dx

�����
= �(a;b)2

24

h���f 00 (a)���+ ���f 00 (b)���i : (2.15)

Preuve. D�après le Lemme 1.3, la valeur absolue et la préinvexité de
��f 00��, on a

�����f(b)+f(b+�(a;b))2
� 1

�(a;b)

Z b+�(a;b)

b

f (x) dx

�����
=

���� �(a;b)22

Z 1

0

t (1� t) f
00
(b+ t�(a; b)) dt

����
� �(a;b)2

2

�Z 1

0

t (1� t)
�
t
���f 00 (a)���+ (1� t)

���f 00 (b)���� dt�
= �(a;b)2

24

h���f 00 (a)���+ ���f 00 (b)���i : (2.16)

La preuve est ainsi achevée.

Les résultats ci-dessous concernent le cas où la valeur absolue de la dérivée seconde à

une certaine puissance est préinvexe.
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Théorème 2.8 ([2]) Soit A � R un sous-ensemble invexe ouvert par rapport à � : A�

A ! R et �(a; b) 6= 0 pour tout a 6= b. Supposons que f : A ! R est une fonction deux

fois di¤érentiable sur A et
��f 00�� p

p�1 est préinvexe sur A, pour p > 1. Si f
00
est intégrable

sur le chemin � Pbc, c = b+ �(a; b) alors, l�inégalité suivante est satisfaite�����f(b)+f(b+�(a;b))2
� 1

�(a;b)

Z b+�(a;b)

b

f (x) dx

�����
� �(a;b)2

16

�p
�
� 1
p

�
�(1+p)

�( 32+p)

� 1
p
����f 00 (a)��� p

p�1
+
���f 00 (b)��� p

p�1
� p�1

p

: (2.17)

Preuve. D�après le Lemme 1.3, la valeur absolue, l�inégalité de Hölder et la préin-

vexité de
��f 00��, on obtient
�����f(b)+f(b+�(a;b))2

� 1
�(a;b)

Z b+�(a;b)

b

f (x) dx

�����
� �(a;b)2

2

Z 1

0

t (1� t)
���f 00 (b+ �(a; b))

��� dt
� �(a;b)2

2

�Z 1

0

�
t� t2

�p
dt

� 1
p
�Z 1

0

���f 00 (b+ �(a; b))
��� p
p�1

dt

� p�1
p

� �(a;b)2

2

�
2�1�2p

p
��(1+p)

�( 32+p)

� 1
p
�Z 1

0

�
t
���f 00 (a)��� p

p�1
+ (1� t)

���f 00 (b)��� p
p�1
�
dt

� p�1
p

= �(a;b)2

16

�p
�
� 1
p

�
�(1+p)

�( 32+p)

� 1
p
����f 00 (a)��� p

p�1
+
���f 00 (b)��� p

p�1
� p�1

p

:

La preuve est ainsi achevée.

Théorème 2.9 ([2]) Soit A � R un sous-ensemble invexe ouvert par rapport à � : A�

A ! R et �(a; b) 6= 0 pour tout a 6= b. Supposons que f : A ! R est une fonction deux

fois di¤érentiable sur A et
��f 00��qest préinvexe sur A, pour q > 1. Si f 00 est intégrable sur
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le chemin � Pbc, c = b+ �(a; b) alors, l�inégalité suivante est satisfaite�����f(b)+f(b+�(a;b))2
� 1

�(a;b)

Z b+�(a;b)

b

f (x) dx

�����
� �(a;b)2

12

�
1
2

� 1
q

h���f 00 (a)���q + ���f 00 (b)���qi 1q : (2.18)

Preuve. D�après le Lemme 1.3, la valeur absolue, l�inégalité des moyens d�ordre q et

la préinvexité de
��f 00��, on obtient
�����f(b)+f(b+�(a;b))2

� 1
�(a;b)

Z b+�(a;b)

b

f (x) dx

�����
� �(a;b)2

2

Z 1

0

t (1� t)
���f 00 (b+ �(a; b))

��� dt
� �(a;b)2

2

�Z 1

0

�
t� t2

�
dt

�1� 1
q
�Z 1

0

�
t� t2

� ���f 00 (b+ �(a; b))
���q dt� 1

q

� �(a;b)2

2

�
1
6

� 1
p

�Z 1

0

�
t� t2

� h
t
���f 00 (a)���q + (1� t)

���f 00 (b)���qi dt� 1
q

� �(a;b)2

2

�
1
6

� 1
p

�
1

12

����f 00 (a)���q + ���f 00 (b)���q�� 1q
� �(a;b)2

12

�
1
2

� 1
q

h���f 00 (a)���q + ���f 00 (b)���qi 1q :

2.2 Inégalités intégrales de type trapèzes pondérées

Dans cette section, nous verrons les inégalités intégrales des trapèzes pondérés qui

représentent également une autre généralisation des résultats de certains théorèmes vus

ci-dessus.
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2.2.1 Inégalités intégrales de type trapèzes pondérées pour les

fonctions dont les premières dérivées sont convexes

Théorème 2.10 ([10]) Soit f : I � R! R une fonction di¤érentiable sur I° , où a; b 2 I

avec a < b, et soit g : [a; b] ! [0;1) une fonction positive, continue et symétrique par

rapport à a+b
2
. Si l�application

��f 0�� est convexe sur [a; b], alors l�inégalité suivante est
satisfaite ����hf(a)+f(b)2

i Z b

a

g (x) dx�
Z b

a

f (x) g (x) dx

����
� (b�a)

4

h���f 0 (a)���+ ���f 0 (b)���i Z 1

0

Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dxdt: (2.19)

Preuve. Soit h (t) =
R t
a
g (x) dx pour tout t 2 [a; b] dans le Lemme 1.4, on obtient

����hf(a)+f(b)2

i Z b

a

g (x) dx�
Z b

a

f (x) g (x) dx

����
� (b�a)

4

�Z 1

0

��2h �1+t
2
a+ 1�t

2
b
�
� h (b)

�� : ���f 0 �1+t2 a+ 1�t
2
b
���� dt

+

Z 1

0

��2h �1�t
2
a+ 1+t

2
b
�
� h (b)

�� : ���f 0 �1�t2 a+ 1+t
2
b
���� dt� : (2.20)

Comme g(x) est symétrique par rapport à x = a+b
2
, on a pour tout t 2 [0; 1]

��2h �1+t
2
a+ 1�t

2
b
�
� h (b)

�� = Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dx; (2.21)

et ��2h �1�t
2
a+ 1+t

2
b
�
� h (b)

�� = Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dx: (2.22)
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Substituons (2.21) et (2.22) dans (2.20), on obtient����hf(a)+f(b)2

i Z b

a

g (x) dx�
Z b

a

f (x) g (x) dx

����
� (b�a)

4

(Z 1

0

 Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dx

!���f 0 �1+t2 a+ 1�t
2
b
���� dt

+

Z 1

0

 Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dx

!���f 0 �1�t2 a+ 1+t
2
b
���� dt) : (2.23)

En utilisant la convexité de
��f 0��, on a

Z 1

0

 Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dx

!���f 0 �1+t2 a+ 1�t
2
b
���� dt

+

Z 1

0

 Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dx

!���f 0 �1�t2 a+ 1+t
2
b
���� dt

�
Z 1

0

 Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dx

!
�
�
1+t
2

���f 0 (a)���+ 1�t
2

���f 0 (b)���+ 1�t
2
jf 0 (a)j+ 1+t

2

���f 0 (b)���� dt
=

h���f 0 (a)���+ ���f 0 (b)���i Z 1

0

Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dxdt: (2.24)

En combinant (2.23) et (2.20) on abouti au résultat désiré. Ceci complète la preuve.

Théorème 2.11 ([10]) Sous les hypothèses du Théorème 2.10 et si pour q � 1, l�appli-

cation
��f 0��q est convexe sur [a; b], alors l�inégalité suivante est satisfaite

����hf(a)+f(b)2

i Z b

a

g (x) dx�
Z b

a

f (x) g (x) dx

����
� (b�a)

2

� ���f 0 (a)���q+���f 0 (b)���q
2

� 1
q
Z 1

0

Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dxdt: (2.25)
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Preuve. Du Lemme 1.4 et de l�inégalité des moyens d�ordre q, on a����hf(a)+f(b)2

i Z b

a

g (x) dx�
Z b

a

f (x) g (x) dx

����
� (b�a)

4

8<:
"Z 1

0

 Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dx

!
dt

#1� 1
q

�
"Z 1

0

 Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dx

!���f 0 �1+t2 a+ 1�t
2
b
����q dt# 1

q

+

"Z 1

0

 Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dx

!
dt

#1� 1
q

�
"Z 1

0

 Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dx

!���f 0 �1�t2 a+ 1+t
2
b
����q dt# 1

q

9=;
� (b�a)

4

"Z 1

0

 Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dx

!
dt

#1� 1
q

�

8<:
"Z 1

0

 Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dx

!���f 0 �1+t2 a+ 1�t
2
b
����q dt# 1

q

+

"Z 1

0

 Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dx

!���f 0 �1�t2 a+ 1+t
2
b
����q dt# 1

q

9=; : (2.26)

Utilisons maintenant inégalité discrète des moyens d�ordre q i.e (ar + br < 21�r(a + b)r

pour a > 0, b > 0 et r < 1), on obtient

"Z 1

0

 Z U(a;b;t)

L(a;b;t)

g (x) dx

!���f 0 �1+t2 a+ 1�t
2
b
����q dt# 1

q

+

"Z 1

0
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Comme
��f 0��q est convexe sur [a; b], on en déduit

���f 0 �1+t2 a+ 1�t
2
b
����q + ���f 0 �1�t2 a+ 1+t

2
b
����q

� 1+t
2

���f 0 (a)���q + 1�t
2

���f 0 (b)���q + 1�t
2

���f 0 (a)���q + 1+t
2

���f 0 (b)���q
=

���f 0 (a)���q + ���f 0 (b)���q : (2.28)

En combinant (2.26)-(2.28), on obtient le résultat souhaité.

2.2.2 Inégalités intégrales des trapèzes pondérées pour les fonc-

tions dont les premières dérivées sont quasi-convexes

Théorème 2.12 ([10]) Soit f : I � R! R une fonction di¤érentiable sur I° , où a; b 2 I

avec a < b, et soit g : [a; b] ! [0;1) une fonction positive, continue et symétrique par

rapport à a+b
2
. Si l�application

��f 0�� est quasi-convexe sur [a; b], alors l�inégalité suivante
est satisfaite ����hf(a)+f(b)2
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Preuve. D�une manière analogue à celle de la preuve du Théorème 2.10, on obtient����hf(a)+f(b)2
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Maintenant, par la quasi-convexité de
��f 0��, on obtient, pour tout t 2 [0; 1],

���f 0 �1+t2 a+ 1�t
2
b
���� = maxn���f 0 (a)��� ; ���f 0 �a+b2 ����o ; (2.31)

et ���f 0 �1�t2 a+ 1+t
2
b
���� = maxn���f 0 (b)��� ; ���f 0 �a+b2 ����o : (2.32)

En substituant (2.31) et (2.32) dans (2.30), on trouve le résultat désiré.

Corollaire 2.1 ([10]) Si
��f 0�� est croissante le Théorème 2.12, devient

����hf(a)+f(b)2
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Si
��f 0�� est décroissante le Théorème 2.12, devient
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Théorème 2.13 ([10]) Sous les hypothèses du Théorème 2.12, et si l�application
��f 0��q

est quasi-convexe sur [a; b] où q � 1, alors l�inégalité suivante est satisfaite����hf(a)+f(b)2
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Preuve. Du Lemme 1.4 et de l�inégalité des moyens d�ordre q, on a����hf(a)+f(b)2
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Par la quasi-convexité de
��f 0��q, on a pour tout t 2 [0; 1]

���f 0 �1+t2 a+ 1�t
2
b
����q = maxn���f 0 (a)���q ; ���f 0 �a+b2 ����qo ; (2.37)

et ���f 0 �1�t2 a+ 1+t
2
b
����q = maxn���f 0 (b)���q ; ���f 0 �a+b2 ����qo : (2.38)

En combinant (2.36)-(2.38), on obtient le résultat souhaité.
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2.2.3 Inégalités intégrales de type trapèzes pondérées pour les

fonctions dont les premières dérivées sont s-convexes

Théorème 2.14 ([9]) Soit f : I � R! R di¤érentiable sur I� et soit g : [a; b]! R une

fonction positive continue et symétrique par rapport à a+b
2
où a; b 2 I avec a < b telle

que f
0 2 L1 ([a; b]). Si

��f 0��q est s-convexe sur [a; b] pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1]
et q � 1, alors ����f(a)+f(b)2
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Preuve. D�après le Lemme 1.4, la valeur absolue, l�inégalité des moyens d�ordre q et

la s-convexité
��f 0��q sur [a; b], on a
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Le théorème est prouvé.
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Corollaire 2.2 ([9]) Sous les hypothèses du Théorème 2.14, on a

1/ Si q = 1, alors ����f(a)+f(b)2
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Corollaire 2.3 ([9]) Sous les hypothèses du Théorème 2.14, on a

1/ Si q = 1 et g (x) = 1 pour x 2 [a; b], alors����f(a)+f(b)2
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2/ Si q = 1 et g (x) = 1 pour x 2 [a; b], et s = 1, on a����f(a)+f(b)2
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h���f 0 (a)���+ ���f 0 (b)���i :
Théorème 2.15 ([9]) Sous les hypothèses du Théorème 2.14, on a����f(a)+f(b)2
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Preuve. D�après le Lemme 1.5, la valeur absolue, l�inégalité des moyens d�ordre q et

la s-convexité
��f 0��q sur [a; b], on a

����f(a)+f(b)2
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Le théorème est prouvé.

Corollaire 2.4 ([9]) Sous les hypothèses du Théorème 2.15, on a

1/ Si q = 1, alors ����f(a)+f(b)2
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Corollaire 2.5 ([9]) Sous les hypothèses du Théorème 2.15, on a

1/ Si q = 1 et g (x) = 1 pour x 2 [a; b], alors����f(a)+f(b)2
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Théorème 2.16 ([9]) Sous les hypothèses du Théorème 2.15, si

��f 0��q est s-convexe sur
[a; b] pour q > 1, alors����f(a)+f(b)2
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Preuve. En utilisant le Lemme 1.4 et la s-convexité de
��f 0��qsur [a; b] et par l�inégalité
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La preuve du théorème est complète.

Corollaire 2.6 ([9]) Sous les hypothèses du Théorème 2.16, si s = 1, alors����f(a)+f(b)2
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Théorème 2.17 ([9]) Sous les hypothèses du Théorème 2.16, on a����f(a)+f(b)2
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Preuve. En utilisant le Lemme 1.5, l�inégalité de Hölder et la s-convexité de
��f 0��qsur
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Le Théorème 2:17 est ainsi prouvé.

Corollaire 2.7 ([9]) Sous les hypothèses du Théorème 2.17, on a, si s = 1, alors����f(a)+f(b)2
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Chapitre 3

Nouveaux résultats

Dans ce chapitre nous commencerons par discuter les résultats concernant les inéga-

lités intégrales des trapèzes pondérées pour les fonctions dont la première dérivée est

log-convexe, en s�appuyant sur l�identité donnée par le Lemme 1.5, ses résultats ont fait

l�objet de la publication : B. Meftah and K. Mekalfa, Some weighted trapedoidal

inequalities for di¤erentiable log-convex functions. Journal of Interdisciplinary

Mathematics. 23 (2020), 1-13. DOI : 10.1080/09720502.2020.1783808.
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3.0.4 Inégalités intégrales de type trapèzes pondérées pour les

fonctions dont les premières dérivées sont log-convexes

Théorème 3.1 Soit f : I � R! R une fonction di¤érentiable sur I° et w : [a; b]! R0
continue et symétrique par rapport à a+b

2
pour a; b 2 I avec a < b telle que f

0 2 L1 ([a; b]).
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��f 0�� est log-convexe sur [a; b], alors
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Maintenant, discutons des cas possibles :

Si
��f 0 (a)�� = ��f 0 (b)�� = ��f 0 �a+b

2

���, alors (3.2) donne
����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

���� � (b�a)2
4

kwk1
���f 0 �a+b2 ���� : (3.3)

Si
��f 0 (a)�� = ��f 0 (b)�� 6= ��f 0 �a+b

2

���, donc (3.2) devient
����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

����
� (b�a)2

2
kwk1

���f 0 �a+b2 ����
 Z 1

0

t

 ���f 0 (b)�������f 0�a+b2
�����
!t

dt

!
= (b�a)2

2
kwk1 �

����f 0 (a)��� ; ���f 0 �a+b2 ����� : (3.4)

Si
��f 0 (a)�� = ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (b)��, donc (3.2) devient
����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

����
� (b�a)2

4
kwk1 jf 0 (a)j

�Z 1

0

t
�
jf 0(b)j
jf 0(a)j

�t
dt+

Z 1

0

tdt

�
= (b�a)2

4
kwk1

�
1
2
jf 0 (a)j+ � (jf 0 (b)j ; jf 0 (a)j)

�
: (3.5)
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Si jf 0 (b)j =
��f 0 �a+b

2

��� 6= jf 0 (a)j, donc (3.2) devient
����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

����
� (b�a)2

4
kwk1

���f 0 (b)��� Z 1

0

tdt+

Z 1

0

t

� ���f 0 (a)���
jf 0 (b)j

�t
dt

!
= (b�a)2

4
kwk1

�
1
2

���f 0 (b)���+ �
����f 0 (a)��� ; ���f 0 (b)����� : (3.6)

Si
��f 0 (a)�� 6= ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (b)��, donc (3.2) devient
����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

���� � (b�a)2
4

kwk1

�
�
�
����f 0 (b)��� ; ���f 0 �a+b2 �����+ �

����f 0 (a)��� ; ���f 0 �a+b2 ������ ; (3.7)

où � (:; :) est dé�nie par (3.1), et nous avons utilisé le fait

Z 1

0

tytdt = y
log y

� y�1
(log y)2

; y > 0 et y 6= 1:

Le résultat désiré découle de (3.3)-(3.7).

Corollaire 3.1 Dans le Théorème 3.1, si en prend w (x) = 1
b�a , nous obtenons����f(a)+f(b)2

� 1
b�a

Z b

a

f (x) dx

����

�

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

b�a
4

��f 0 �a+b
2

��� ; si ��f 0 (a)�� = ��f 0 (b)�� = ��f 0 �a+b
2

��� ;
b�a
2
�
���f 0 (a)�� ; ��f 0 �a+b

2

���� ; si ��f 0 (a)�� = ��f 0 (b)�� 6= ��f 0 �a+b
2

��� ;
b�a
4

� ���f 0 (a)���
2

+ �
���f 0 (b)�� ; ��f 0 (a)���� ; si ��f 0 (a)�� = ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (b)�� ;
b�a
4

� ���f 0 (b)���
2

+ �
���f 0 (a)�� ; ��f 0 (b)���� ; si ��f 0 (b)�� = ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (a)�� ;
b�a
4

�
�
���f 0 (b)�� ; ��f 0 �a+b

2

����+ �
���f 0 (a)�� ; ��f 0 �a+b

2

����� ;
si
��f 0 (a)�� 6= ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (b)�� ;
où � (:; :) est dé�ni comme dans (3.1).
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Théorème 3.2 Soit f : I � R! R une fonction di¤érentiable sur I° et w : [a; b]! R0
continue et symétrique par rapport à a+b

2
pour a; b 2 I avec a < b telle que f

0 2 L1 ([a; b]).

si
��f 0��qoù q > 1 est log-convexe sur [a; b], alors

����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

����
� b�a

4

 Z 1

0

 Z 	(t)

'(t)

w (x) dx

!p

dt

! 1
p

�

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

2
��f 0 �a+b

2

��� ; si ��f 0 (a)�� = ��f 0 (b)�� = ��f 0 �a+b
2

��� ;
2
�
�
���f 0 (b)��q ; ��f 0 �a+b

2

���q�� 1q ; si ��f 0 (a)�� = ��f 0 (b)�� 6= ��f 0 �a+b
2

��� ;n��f 0 (a)��+ �� ���f 0 (b)��q ; ��f 0 (a)��q�� 1qo ; si ��f 0 (a)�� = ��f 0 �a+b
2

��� 6= ��f 0 (b)�� ;n��f 0 (b)��+ �� ���f 0 (a)��q ; ��f 0 (b)��q�� 1qo ; si ��f 0 (b)�� = ��f 0 �a+b
2

��� 6= ��f 0 (a)�� ;n�
�
���f 0 (b)��q ; ��f 0 �a+b

2

���q�� 1q + �� ���f 0 (a)��q ; ��f 0 �a+b
2

���q�� 1qo ;
si
��f 0 (a)�� 6= ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (b)�� ;
où

� (y; z) =
y � z

log y � log z : (3.8)

Preuve. En utilisant le Lemme 1.5, les propriétés du module et l�inégalité de Hölder,

nous obtenons ����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

����
� b�a

4

 Z 1

0

 Z 	(t)

'(t)

w (x) dx

!p

dt

! 1
p

�
(�Z 1

0

���f 0 (	 (t))���q� 1
q

+

�Z 1

0

���f 0 (' (t))���q� 1
q

)
; (3.9)
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comme
��f 0��q est log-convexe (3.8) devient

����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

����
� b�a

4

 Z 1

0

 Z 	(t)

'(t)

w (x) dx

!p

dt

! 1
p

�
(�Z 1

0

���f 0 (	 (t))���q� 1
q

+

�Z 1

0

���f 0 (' (t))���q� 1
q

)

� b�a
4

 Z 1

0

 Z 	(t)

'(t)

w (x) dx

!p

dt

! 1
p ���f 0 �a+b2 ����

�

8><>:
0@Z 1

0

0@ ���f 0 (b)���q����f 0�a+b2
�����q
1At

dt

1A
1
q

+

0@Z 1

0

0@ ���f 0 (a)���q����f 0�a+b2
�����q
1At

dt

1A
1
q

9>=>; : (3.10)

D�une manière analogue à celle du Théorème 3.1, on en déduit

Si
��f 0 (a)�� = ��f 0 (b)�� = ��f 0 �a+b

2

���, alors (3.10) donne
����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

���� (3.11)

� b�a
2

 Z 1

0

 Z 	(t)

'(t)

w (x) dx

!p

dt

! 1
p ���f 0 �a+b2 ���� :

Si
��f 0 (a)�� = ��f 0 (b)�� 6= ��f 0 �a+b

2

���, donc (3.10) devient
����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

���� (3.12)

� b�a
2

 Z 1

0

 Z 	(t)

'(t)

w (x) dx

!p

dt

! 1
p �
�
����f 0 (b)���q ; ���f 0 �a+b2 ����q�� 1

q

:
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Si
��f 0 (a)�� = ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (b)��, donc (3.10) devient
����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

���� (3.13)

� b�a
4

 Z 1

0

 Z 	(t)

'(t)

w (x) dx

!p

dt

! 1
p ����f 0 (a)���+ �� ����f 0 (b)���q ; ���f 0 (a)���q�� 1

q

�
:

Si
��f 0 (b)�� = ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (a)��, donc (3.10) devient
����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

���� (3.14)

� b�a
4

 Z 1

0

 Z 	(t)

'(t)

w (x) dx

!p

dt

! 1
p ����f 0 (b)���+ �� ����f 0 (a)���q ; ���f 0 (b)���q�� 1

q

�
:

Si
��f 0 (a)�� 6= ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (b)��, donc (3.10) devient
����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

���� (3.15)

� b�a
4

 Z 1

0

 Z 	(t)

'(t)

w (x) dx

!p

dt

! 1
p

�
��

�
����f 0 (b)���q ; ���f 0 �a+b2 ����q�� 1

q

+
�
�
����f 0 (a)���q ; ���f 0 �a+b2 ����q�� 1

q

�
;

où � (:; :) est dé�nie comme dans (3.8). Le résultat désiré découle de (3.11)-(3.15).
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Corollaire 3.2 Dans Le Théorème 3.2, si on choisit w (x) = 1
b�a , on obtient����f(a)+f(b)2

� 1
b�a

Z b

a

f (x) dx

����
� b� a

4

�
1

p+ 1

� 1
p

�

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

2
��f 0 �a+b

2

��� ; si ��f 0 (a)�� = ��f 0 (b)�� = ��f 0 �a+b
2

��� ;
2
�
�
���f 0 (b)��q ; ��f 0 �a+b

2

���q�� 1q ; si ��f 0 (a)�� = ��f 0 (b)�� 6= ��f 0 �a+b
2

��� ;n��f 0 (a)��+ �� ���f 0 (b)��q ; ��f 0 (a)��q�� 1qo ; si ��f 0 (a)�� = ��f 0 �a+b
2

��� 6= ��f 0 (b)�� ;n��f 0 (b)��+ �� ���f 0 (a)��q ; ��f 0 (b)��q�� 1qo ; si ��f 0 (b)�� = ��f 0 �a+b
2

��� 6= ��f 0 (a)�� ;n�
�
���f 0 (b)��q ; ��f 0 �a+b

2

���q�� 1q + �� ���f 0 (a)��q ; ��f 0 �a+b
2

���q�� 1qo ;
si
��f 0 (a)�� 6= ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (b)�� ;
où � (:; :) est dé�nie comme dans (3.8).

Théorème 3.3 Soit f : I � R! R une fonction di¤érentiable sur I° et w : [a; b]! R0
continue et symétrique par rapport à a+b

2
pour a; b 2 I avec a < b telle que f

0 2 L1 ([a; b]).

Si
��f 0��qoù q � 1 est log-convexe sur [a; b], alors

����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

����
� (b�a)2

4
kwk1

�
1
2

�1� 1
q

�

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

21�
1
q

��f 0 �a+b
2

��� ; si ��f 0 (a)�� = ��f 0 (b)�� = ��f 0 �a+b
2

��� ;
2
�
�
���f 0 (b)��q ; ��f 0 �a+b

2

���q�� 1q ; si ��f 0 (a)�� = ��f 0 (b)�� 6= ��f 0 �a+b
2

��� ;� ���f 0 (a)���
2
1
q
+
�
�
���f 0 (b)��q ; ��f 0 (a)��q�� 1q� ; si ��f 0 (a)�� = ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (b)�� ;� ���f 0 (b)���
2
1
q
+
�
�
���f 0 (a)��q ; ��f 0 (b)��q�� 1q� ; si ��f 0 (b)�� = ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (a)�� ;��
�
���f 0 (b)��q ; ��f 0 �a+b

2

���q�� 1q + �� ���f 0 (a)��q ; ��f 0 �a+b
2

���q�� 1q� ;
si
��f 0 (a)�� 6= ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (b)�� ;
où � (:; :) est dé�nie comme dans (3.1).
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Preuve. En utilisant le Lemme 1.5, les propriétés du module, l�inégalité des moyens

d�ordre q et le log-convexité du jf 0jq, nous pouvons obtenir����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

����
� b�a

4

(Z 1

0

 Z 	(t)

'(t)

w (x) dx

!����f 0 (	 (t))���+ ���f 0 (' (t))���� dt)

� b�a
4
kwk1

(Z 1

0

 Z 	(t)

'(t)

1dx

!����f 0 (	 (t))���+ ���f 0 (' (t))���� dt)

� (b�a)2
4

kwk1
�Z 1

0

t
���f 0 (	 (t))��� dt+ Z 1

0

t
���f 0 (' (t))��� dt�

� (b�a)2
4

kwk1

(�Z 1

0

tdt

�1� 1
q
�Z 1

0

t
���f 0 (	 (t))���q dt� 1

q

+

�Z 1

0

tdt

�1� 1
q
�Z 1

0

t
���f 0 (' (t))���q dt� 1

q

)

= (b�a)2
4

kwk1
�
1
2

�1� 1
q

(�Z 1

0

t
���f 0 (	 (t))���q dt� 1

q

+

�Z 1

0

t
���f 0 (' (t))���q dt� 1

q

)

� (b�a)2
4

kwk1
�
1
2

�1� 1
q

���f 0 �a+b2 ����
8><>:
0@Z 1

0

t

0@ ���f 0 (b)���q����f 0�a+b2
�����q
1At

dt

1A
1
q

+

0@Z 1

0

t

0@ ���f 0 (a)���q����f 0�a+b2
�����q
1At

dt

1A
1
q

9>=>; : (3.16)

Comme dans les théorèmes ci-dessus, les mêmes cas apparaissent, et donc la même dis-

cussion aura lieu.

Si
��f 0 (a)�� = ��f 0 (b)�� = ��f 0 �a+b

2

���, alors (3.16) donne
����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

���� � (b�a)2
4

kwk1
���f 0 �a+b2 ���� : (3.17)
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Si
��f 0 (a)�� = ��f 0 (b)�� 6= ��f 0 �a+b

2

���, donc (3.16) devient
����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

���� (3.18)

� (b�a)2
2

kwk1
�
1
2

�1� 1
q

�
�
����f 0 (b)���q ; ���f 0 �a+b2 ����q�� 1

q

Si
��f 0 (a)�� = ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (b)��, donc (3.16) devient
����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

���� (3.19)

� (b�a)2
4

kwk1
�
1
2

�1� 1
q

 � ���f 0 (a)���q
2

� 1
q

+
�
�
����f 0 (b)���q ; ���f 0 (a)���q�� 1

q

!
:

Si
��f 0 (b)�� = ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (a)��, donc (3.16) devient
����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

����
� (b�a)2

4
kwk1

�
1
2

�1� 1
q

 � ���f 0 (b)���q
2

� 1
q

+
�
�
����f 0 (a)���q ; ���f 0 (b)���q�� 1

q

!
:

Si
��f 0 (a)�� 6= ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (b)��, donc (3.16) devient
����f(a)+f(b)2

Z b

a

w (x) dx�
Z b

a

f (x)w (x) dx

���� (3.20)

� (b�a)2
4

kwk1
�
1
2

�1� 1
q

��
�
����f 0 (b)���q ; ���f 0 �a+b2 ����q�� 1

q

+
�
�
����f 0 (a)���q ; ���f 0 �a+b2 ����q�� 1

q

�
;

où � (:; :) est dé�nie comme dans (3.1). Le résultat désiré découle de (3.17)-(3.20).
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Corollaire 3.3 Dans le Théorème 3.3 choisissant w (x) = 1
b�a , nous obtenons����f(a)+f(b)2

� 1
b�a

Z b

a

f (x) dx

����
� b�a

4

�
1
2

�1� 1
q

�

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

21�
1
q

��f 0 �a+b
2

��� ; si ��f 0 (a)�� = ��f 0 (b)�� = ��f 0 �a+b
2

��� ;
2
�
�
���f 0 (b)��q ; ��f 0 �a+b

2

���q�� 1q ; si ��f 0 (a)�� = ��f 0 (b)�� 6= ��f 0 �a+b
2

��� ;� ���f 0 (a)���
2
1
q
+
�
�
���f 0 (b)��q ; ��f 0 (a)��q�� 1q� ; si ��f 0 (a)�� = ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (b)�� ;� ���f 0 (b)���
2
1
q
+
�
�
���f 0 (a)��q ; ��f 0 (b)��q�� 1q� ; si ��f 0 (b)�� = ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (a)�� ;��
�
���f 0 (b)��q ; ��f 0 �a+b

2

���q�� 1q + �� ���f 0 (a)��q ; ��f 0 �a+b
2

���q�� 1q� ;
si
��f 0 (a)�� 6= ��f 0 �a+b

2

��� 6= ��f 0 (b)�� :
3.0.5 Inégalités intégrales de type trapèzes pondérées pour les

fonctions dont les premières dérivées sont h-préinvexe

Ces nouveaux résultats reposent sur une nouvelle identité donnée par le lemme ci-

dessous et font l�objet de la publication suivante : B. Meftah and K. Mekalfa, Some

weighted trapezoidal type inequalities via h-preinvexity. Rad Hrvat. Akad.

Znan. Umjet. Mat. Znan. 24 (2020), 81-97.

Lemme 3.1 Soit f : [a; a+ � (b; a)]! R di¤érentiable sur (a; a+ � (b; a)) avec � (b; a) >

0, et soit w : [a; a+ � (b; a)]! [0;+1) une fonction continue et symétrique par rapport

à 2a+�(b;a)
2

. Si f
0 2 L1 ([a; a+ � (b; a)]), alors on a l�égalité suivante

f(a)+f(a+�(b;a))
2

a+�(b;a)Z
a

w (x) dx�
a+�(b;a)Z

a

w (x) f (x) dx

= �(b;a)
2

1Z
0

0B@ a+t�(b;a)Z
a+(1�t)�(b;a)

w (x) dx

1CA f
0
(a+ t� (b; a)) dt: (3.21)
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Preuve. En intégrant par parties le côté droit de (3.21), en utilisant un changement

de variable et la symétrie de w, on obtient

�(b;a)
2

1Z
0

0B@ a+t�(b;a)Z
a+(1�t)�(b;a)

w (x) dx

1CA f
0
(a+ t� (b; a)) dt

= 1
2

0B@ a+t�(b;a)Z
a+(1�t)�(b;a)

w (x) dx

1CA f (a+ t� (b; a))

�������
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2
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a

w (x) f (x) dx:

Qui est le résultat souhaité.

Dans ce qui suit, on suppose que h : [0; 1]! R est une fonction non négative et h 6= 0,

� (b; a) > 0, et K = [a; a+ � (b; a)] � [0;+1).

Théorème 3.4 Soit f : K ! R di¤érentiable sur K� avec f 0 2 L1 (K) où a; b 2 K�, et

soit w : K ! [0;+1) une fonction continue et symétrique par rapport à a+ 1
2
� (b; a). Si
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��f 0�� est h-préinvexe, alors on a l�inégalité suivante
������f(a)+f(a+�(b;a))2
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w (x) dx�
a+�(b;a)Z
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w (x) f (x) dx
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(2t� 1)h (t) dt
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���f 0 �2a+�(b;a)2
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1
2Z
0

(1� 2t)h (t) dt

1CA :

Preuve. A partir du Lemme 3.1, les propriétés de la valeur absolue et la h-préinvexité

de
��f 0��, on a

������f(a)+f(a+�(b;a))2
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� (�(b;a))2

2
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1
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(1� 2t)
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��� dt
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��� dt
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(2t� 1)h (t) dt

+ 2
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1
2Z
0

(1� 2t)h (t) dt

1CA :

Corollaire 3.4 Dans le Théorème 3.4, si on choisit w (x) = 1
�(b;a)

, on obtient

������f(a)+f(a+�(b;a))2
� 1

�(b;a)

a+�(b;a)Z
a

f (x) dx

������
� �(b;a)

2

0B@����f 0 (a)���+ ���f 0 (a+ � (b; a))
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1
2

(2t� 1)h (t) dt

+ 2
���f 0 �2a+�(b;a)2
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1
2Z
0

(1� 2t)h (t) dt

1CA :
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Corollaire 3.5 Dans le Théorème 3.4, en prenant � (b; a) = b� a, on obtient

������f(a)+f(b)2

bZ
a

w (x) dx�
bZ
a

w (x) f (x) dx

������ � (b�a)2
2

kwk1

�
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1
2Z
0

(1� 2t)h (t) dt

1CA :

De plus, si on choisit w (x) = 1
b�a , on obtient������f(a)+f(b)2

� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � b�a
2

�

0B@����f 0 (a)���+ ���f 0 (b)���� 1Z
1
2

(2t� 1)h (t) dt+ 2
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1
2Z
0

(1� 2t)h (t) dt

1CA :

Corollaire 3.6 Dans le Théorème 3.4, si on suppose que
��f 0�� est une fonction P -préinvexe,

on obtient ������f(a)+f(a+�(b;a))2

a+�(b;a)Z
a

w (x) dx�
a+�(b;a)Z

a

w (x) f (x) dx
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� (�(b;a))2

8
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De plus, si on prend w (x) = 1
�(b;a)
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� 1
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8
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����+ ���f 0 (a+ � (b; a))
���� :
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Corollaire 3.7 Dans le Corollaire 3.6, si l�on prend � (b; a) = b� a, on obtient

������f(a)+f(b)2

bZ
a

w (x) dx�
bZ
a

w (x) f (x) dx

������
� (b�a)2

8
kwk1

����f 0 (a)���+ 2 ���f 0 �a+b2 ����+ ���f 0 (b)���� :
De plus, si on prend w (x) = 1

b�a������f(a)+f(b)2
� 1

b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � b�a
8

����f 0 (a)���+ 2 ���f 0 �a+b2 ����+ ���f 0 (b)���� :
Corollaire 3.8 Dans le Théorème 3.4, si on suppose que

��f 0�� est une fonction préinvexe
������f(a)+f(a+�(b;a))2

a+�(b;a)Z
a

w (x) dx�
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a

w (x) f (x) dx
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����+ 5 ���f 0 (a+ � (b; a))
���� :

De plus, si on prend w (x) = 1
�(b;a)

������f(a)+f(a+�(b;a))2
� 1

�(b;a)

a+�(b;a)Z
a

f (x) dx
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� �(b;a)

48

�
5
���f 0 (a)���+ 2 ���f 0 �2a+�(b;a)2

����+ 5 ���f 0 (a+ � (b; a))
���� : (3.22)

Remarque 3.1 Dans l�inégalité (3.22), en utilisant le fait que 2
���f 0 �2a+�(b;a)2

���� � ��f 0 (a)��+��f 0 (b)�� et ��f 0 (a+ � (b; a))
�� � ��f 0 (b)��, on obtient le Théorème 2.1 de [2].
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Corollaire 3.9 Dans le Corollaire 3.8, si l�on prend � (b; a) = b� a, on obtient

������f(a)+f(b)2

bZ
a

w (x) dx�
bZ
a

w (x) f (x) dx

������
� (b�a)2

48
kwk1

�
5
���f 0 (a)���+ 2 ���f 0 �a+b2 ����+ 5 ���f 0 (b)���� : (3.23)

De plus, si on prend w (x) = 1
b�a������f(a)+f(b)2

� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � b�a
48

�
5
���f 0 (a)���+ 2 ���f 0 �a+b2 ����+ 5 ���f 0 (b)���� : (3.24)

Remarque 3.2 Dans l�inégalité (3.23), en utilisant la convexité de
��f 0��, on obtient l�in-

égalité (2) du Corollaire 3.1.1 à partir de [9]. Aussi Corollaire 8 de [29].

Remarque 3.3 Dans l�inégalité (3.24), en utilisant la convexité de
��f 0��, on obtient le

Théorème 2.2 de [7].

Corollaire 3.10 Dans le Théorème 3.4, si on suppose que
��f 0�� est une fonction s-

préinvexe

������f(a)+f(a+�(b;a))2
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+ 1
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De plus, si on prend w (x) = 1

�(b;a)

������f(a)+f(a+�(b;a))2
� 1
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a+�(b;a)Z
a

f (x) dx

������ (3.25)
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Remarque 3.4 Dans l�inégalité (3.25), en utilisant la préinvexité de
��f 0��, on obtient le

résultat correct du Théorème 2 à partir de [27].

Corollaire 3.11 Dans le Corollaire 3.10, si l�on prend � (b; a) = b� a, on obtient

������f(a)+f(b)2

bZ
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w (x) dx�
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w (x) f (x) dx

������ (3.26)
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De plus, si on prend w (x) = 1
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Remarque 3.5 Dans l�inégalité (3.26), en utilisant la convexité de

��f 0��, on obtient l�in-
égalité (1) du Corollaire 3.1.1 à partir de [9].

Remarque 3.6 Dans l�inégalité (3.27), en utilisant la convexité de
��f 0��, on obtient l�in-

égalité (1) du Corollaire 3.1.2 de [9] et du Théorème 2 de [22].

Théorème 3.5 Soit f : K ! R di¤érentiable sur K� avec f
0 2 L1 (K), et soit w :

K ! [0;+1) une fonction continue et symétrique par rapport à a+ 1
2
� (b; a). Si

��f 0��q est
h-préinvexe, où q > 1 avec 1
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q
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Preuve. D�après le Lemme 3.1, les propriétés du module, l�inégalité de Hölder et la

h-préinvexité de
��f 0��q, on a
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:

Qui est le résultat souhaité.

Corollaire 3.12 Dans le Théorème 3.5, si on choisit w (x) = 1
�(b;a)

, on obtient
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Corollaire 3.13 Dans le Théorème 3.5, en prenant � (b; a) = b� a, on obtient

������f(a)+f(b)2
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2
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De plus, si on choisit w (x) = 1
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Corollaire 3.14 Dans le Théorème 3.5, si on suppose que
��f 0��q est une fonction P -

préinvexe
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De plus, si on prend w (x) = 1
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Corollaire 3.15 Dans le Corollaire 3.14, si l�on prend � (b; a) = b� a, on obtient
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Corollaire 3.16 Dans le Théorème 3.5, si on suppose que
��f 0��q est une fonction préin-
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De plus, si on prend w (x) = 1
�(b;a)

, on obtient le Théorème 2.2 de [2].

Corollaire 3.17 Dans le Corollaire 3.16, si l�on prend � (b; a) = b� a, on obtient
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De plus, si on prend w (x) = 1
b�a , on obtient le Théorème 2.3 de [7].

Remarque 3.7 Dans l�inégalité (3.28), en utilisant le fait que w (x) � kwk1, on obtient

le Corollaire 13 à partir de [29].

Corollaire 3.18 Dans le Théorème 3.5, si on suppose que
��f 0��q est une fonction s-

préinvexe
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De plus, si on prend w (x) = 1
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Remarque 3.8 Dans l�inégalité (3.29), en utilisant le fait que
��f 0 (a+ � (b; a))

�� � ��f 0 (b)��,
on obtient le Théorème 4 de [27].

Corollaire 3.19 Dans le Corollaire 3.18, si l�on prend � (b; a) = b� a, on obtient
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:

De plus, si on prend w (x) = 1
b�a , on obtient le Théorème 4 de [22].
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Théorème 3.6 Sous les hypothèses du Théorème 3.5, on a

������f(a)+f(a+�(b;a))2

a+�(b;a)Z
a

w (x) dx�
a+�(b;a)Z

a

w (x) f (x) dx

������
� (�(b;a))2

2
2� 1

q
kwk1

����f 0 (a)���q + ���f 0 (b)���q� 1
q

�Z 1

0

j2t� 1jh (t) dt
� 1

q

:

Preuve. En utilisant le Lemme 3.1, les propriétés du module, de l�inégalité des moyens

d�ordre q et de la h-préinvexité de
��f 0��q, on a

������f(a)+f(a+�(b;a))2

a+�(b;a)Z
a

w (x) dx�
a+�(b;a)Z

a

w (x) f (x) dx

������
� �(b;a)

2

1Z
0

�������
a+t�(b;a)Z

a+(1�t)�(b;a)

w (x) dx

�������
���f 0 (a+ t� (b; a))

��� dt

� �(b;a)
2

0B@ 1Z
0

�������
a+t�(b;a)Z

a+(1�t)�(b;a)

w (x) dx

������� dt
1CA
1� 1

q

�

0B@ 1Z
0

�������
a+t�(b;a)Z

a+(1�t)�(b;a)

w (x) dx

�������
���f 0 (a+ t� (b; a))

���q dt
1CA

1
q

� (�(b;a))2

2
kwk1

0@ 1Z
0

j2t� 1j dt

1A1� 1
q
0@ 1Z

0

j2t� 1j
���f 0 (a+ t� (b; a))

���q dt
1A

1
q

� (�(b;a))2

2
kwk1

0@ 1Z
0

j2t� 1j dt

1A1� 1
q

�

0@ 1Z
0

j2t� 1j
h
h(1� t)

���f 0 (a)���q + h(t)
���f 0 (b)���qi dt

1A
1
q

� (�(b;a))2

2
2� 1

q
kwk1

����f 0 (a)���q + ���f 0 (b)���q� 1
q

�Z 1

0

j2t� 1jh (t) dt
� 1

q

:
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Corollaire 3.20 Dans le Théorème 3.6, si on choisit w (x) = 1
�(b;a)

, on obtient

������f(a)+f(a+�(b;a))2
� 1

�(b;a)

a+�(b;a)Z
a

f (x) dx

������
� �(b;a)

2
2� 1

q

����f 0 (a)���q + ���f 0 (b)���q� 1
q

�Z 1

0

j2t� 1jh (t) dt
� 1

q

:

Corollaire 3.21 Dans le Théorème 3.6, en prenant � (b; a) = b� a, on obtient

������f(a)+f(b)2

bZ
a

w (x) dx�
bZ
a

w (x) f (x) dx

������
� (b�a)2

2
2� 1

q
kwk1

����f 0 (a)���q + ���f 0 (b)���q� 1
q

�Z 1

0

j2t� 1jh (t) dt
� 1

q

:

De plus, si on choisit w (x) = 1
b�a , on obtient������f(a)+f(b)2

� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � b�a
2
2� 1

q

����f 0 (a)���q + ���f 0 (b)���q� 1
q

�Z 1

0

j2t� 1jh (t) dt
� 1

q

:

Corollaire 3.22 Dans le Théorème 3.6, si on suppose que
��f 0��q est une fonction P -

préinvexe

������f(a)+f(a+�(b;a))2

a+�(b;a)Z
a

w (x) dx�
a+�(b;a)Z

a

w (x) f (x) dx

������
� (�(b;a))2

4
kwk1

����f 0 (a)���q + ���f 0 (b)���q� 1
q

:
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De plus, si on prend w (x) = 1
�(b;a)

������f(a)+f(a+�(b;a))2
� 1

�(b;a)

a+�(b;a)Z
a

f (x) dx

������ � �(b;a)
4

����f 0 (a)���q + ���f 0 (b)���q� 1
q

:

Corollaire 3.23 Dans le Corollaire 3.22, si l�on prend � (b; a) = b� a, on obtient

������f(a)+f(b)2

bZ
a

w (x) dx�
bZ
a

w (x) f (x) dx

������ � (b�a)2
4

kwk1
����f 0 (a)���q + ���f 0 (b)���q� 1

q

:

De plus, si on prend w (x) = 1
b�a������f(a)+f(b)2

� 1
b�a

bZ
a

f (x) dx

������ � b�a
4

����f 0 (a)���q + ���f 0 (b)���q� 1
q

:

Corollaire 3.24 Dans le Théorème 3.6, si on suppose que
��f 0��q est une fonction préin-

vexe ������f(a)+f(a+�(b;a))2

a+�(b;a)Z
a

w (x) dx�
a+�(b;a)Z

a

w (x) f (x) dx

������
� (�(b;a))2

4
kwk1

� ���f 0 (a)���q+���f 0 (b)���q
2

� 1
q

:

De plus, si on prend w (x) = 1
�(b;a)

������f(a)+f(a+�(b;a))2
� 1

�(b;a)

a+�(b;a)Z
a

f (x) dx

������ � �(b;a)
4

� ���f 0 (a)���q+���f 0 (b)���q
2

� 1
q

:
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Corollaire 3.25 Dans le Corollaire 3.24, si l�on prend � (b; a) = b� a, on obtient

������f(a)+f(b)2

bZ
a

w (x) dx�
bZ
a

w (x) f (x) dx

������ � (b�a)2
4

kwk1
� ���f 0 (a)���q+���f 0 (b)���q

2

� 1
q

:

De plus, si on prend w (x) = 1
b�a , on obtient le Théorème 1 de [24].

Corollaire 3.26 Dans le Théorème 3.6, si on suppose que
��f 0��q est une fonction s-

préinvexe

������f(a)+f(a+�(b;a))2

a+�(b;a)Z
a

w (x) dx�
a+�(b;a)Z

a

w (x) f (x) dx

������
� (�(b;a))2

2
2� 1

q
kwk1

����f 0 (a)���q + ���f 0 (b)���q� 1
q
�

1+s2s

(1+s)(2+s)2s

� 1
q
:

De plus, si on prend w (x) = 1
�(b;a)

, on obtient le résultat correct du Théorème 7 de [27].

Corollaire 3.27 Dans le Corollaire 3.26, si l�on prend � (b; a) = b� a, on obtient

������f(a)+f(b)2

bZ
a

w (x) dx�
bZ
a

w (x) f (x) dx

������
� (b�a)2

2
2� 1

q
kwk1

����f 0 (a)���q + ���f 0 (b)���q� 1
q
�

1+s2s

(1+s)(2+s)2s

� 1
q
:

De plus, si on prend w (x) = 1
b�a , on obtient le Théorème 1 de [12].

3.0.6 Inégalités intégrales de type trapèzes pondérées pour les

fonctions dont les premières dérivées sont préquasiinvexe

Ces nouveaux résultats reposent sur une nouvelle identité donnée par le lemme ci-

dessous et font l�objet de la publication suivante : B. Meftah and K. Mekalfa, Some

weighted trapezoidal inequalities for prequasiinvex functions. Commun. Op-

tim. Theory 2020 (2020), Article ID20. https ://doi.org/10.23952/cot.2020.20.
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Lemme 3.2 Soit f : I � R ! R di¤érentiable sur I� où a; b 2 I� avec � (b; a) > 0,

et soit w : [a; a+ � (b; a)] ! [0;+1) continue et symétrique par rapport à 2a+�(b;a)
2

. Si

f
0 2 L1 ([a; a+ � (b; a)]), alors on a l�égalité suivante

f(a)+f(a+�(b;a))
2

Z a+�(b;a)

a

w (x) dx�
Z a+�(b;a)

a

f (x)w (x) dx

= �(b;a)
4

Z 1

0

"Z '(t)

 (t)

w (x) dx

# h
f
0
(' (t))� f

0
( (t))

i
dt; (3.30)

où

' (t) = a+ 1+t
2
� (b; a) et  (t) = a+ 1�t

2
� (b; a) : (3.31)

Preuve. En intégrant par parties le côté droit de (3.30), et en utilisant un changement

de variable et la symétrie de w, on obtient

�(b;a)
4

Z 1

0

"Z '(t)

 (t)

w (x) dx

# h
f
0
(' (t))� f

0
( (t))

i
dt

= �(b;a)
4

8<: 2
�(b;a)

"Z '(t)

 (t)

w (x) dx

#
[f (' (t)) + f ( (t))]

�����
1

0

�
Z 1

0

[w (' (t)) + w ( (t))] [f (' (t)) + f ( (t))] dt

�
=

"Z a+�(b;a)

a

w (x) dx

#
f(a+�(b;a))+f(a)

2
� �(b;a)

4

Z 1

0

[w (' (t)) + w ( (t))] f (' (t)) dt

��(b;a)
4

Z 1

0

[w (' (t)) + w ( (t))] f ( (t)) dt:

= f(a+�(b;a))+f(a)
2

Z a+�(b;a)

a

w (x) dx

�
�
�(b;a)
2

Z 1

0

w (' (t)) f (' (t)) dt+ �(b;a)
2

Z 1

0

w ( (t)) f ( (t)) dt

�
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= f(a+�(b;a))+f(a)
2

Z a+�(b;a)

a

w (x) dx

�
 Z a+�(b;a)

a+
�(b;a)
2

w (x) f (x) dx+

Z a+
�(b;a)
2

a

w (x) f (x) dx

!

= f(a+�(b;a))+f(a)
2

Z a+�(b;a)

a

w (x) dx�
Z a+�(b;a)

a

w (x) f (x) dx:

Qui est le résultat souhaité.

Théorème 3.7 Soit f : K = [a; a+ � (b; a)] ! R di¤érentiable sur K� avec f
0 2

L1 ([a; a+ � (b; a)]) où a; b 2 K� et � (b; a) > 0, et soit w : K ! [0;+1) continue et

symétrique par rapport à a + 1
2
� (b; a). Si

��f 0��q où q � 1, est préquasiinvexe, alors on a
l�inégalité suivante�����f(a)+f(a+�(b;a))2

Z a+�(b;a)

a

w (x) dx�
Z a+�(b;a)

a

f (x)w (x) dx

�����
� �(b;a)

4

 Z 1

0

 Z '(t)

 (t)

w (x) dx

!
dt

!

�
��
max

n���f 0 �a+ 1
2
� (b; a)

����q ; ���f 0 (a+ � (b; a))
���qo� 1

q

+
�
max

n���f 0 �a+ 1
2
� (b; a)

����q ; ���f 0 (a)���qo� 1
q

�
:

Preuve. En utilisant le Lemme 3.2, les propriétés du module, l�inégalité des moyens

d�ordre q et la préquasiinvexité de
��f 0��q, nous obtenons

�����f(a)+f(a+�(b;a))2

Z a+�(b;a)

a

w (x) dx�
Z a+�(b;a)

a

f (x)w (x) dx

�����
� �(b;a)

4

 Z 1

0

 Z '(t)

 (t)

w (x) dx

!
dt

!1� 1
q

�

0@ Z 1

0

 Z '(t)

 (t)

w (x) dx

!���f 0 (' (t))���q dt! 1
q
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+

 Z 1

0

 Z '(t)

 (t)

w (x) dx

!���f 0 ( (t))���q dt! 1
q

1A
� �(b;a)

4

 Z 1

0

 Z '(t)

 (t)

w (x) dx

!
dt

!1� 1
q

�
  Z 1

0

 Z '(t)

 (t)

w (x) dx

!
dt

� max
n���f 0 �a+ 1

2
� (b; a)

����q ; ���f 0 (a+ � (b; a))
���qo� 1

q

+

  Z 1

0

 Z '(t)

 (t)

w (x) dx

!
dt

� max
n���f 0 �a+ 1

2
� (b; a)

����q ; ���f 0 (a)���qo� 1
q

�
= �(b;a)

4

 Z 1

0

 Z '(t)

 (t)

w (x) dx

!
dt

!

�
��
max

n���f 0 �a+ 1
2
� (b; a)

����q ; ���f 0 (a+ � (b; a))
���qo� 1

q

+
�
max

n���f 0 �a+ 1
2
� (b; a)

����q ; ���f 0 (a)���qo� 1
q

�
:

Ce qui achève la preuve.
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Conclusion

La problématique de ce mémoire était d�étudier d�une part, certaine inégalités de type

Hermite-Hadamard pondérées plus précisément celles des trapèzes et de se familiarisé avec

certaines outils nécessaires utiliser dans les démonstrations de ce genre de problèmes, et

d�autre part essayer d�établir des nouvelles estimations concernant ce type d�inégalités.

Dans la première partie, nous nous sommes intéressés à rappeler quelques type de

convexités classiques ainsi que quelques identités.

Dans la seconde partie nous avons étudié quelques inégalités des trapèzes non pondé-

rées puis celles avec poids dont la dérivée première ou la dérivée seconde satisfait à un

certain type de convexités classiques ou généralisées.

Et dans la troisième partie nous avons discuté des nouveaux résultats concernant ce

type d�inégalité dont ils ont fait l�objet des publications [16; 17; 18].
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Abstract. A new identity and some weighted trapezoidal inequalities via prequasiinvexity are established. Several
special cases are also derived.
Keywords. Hermite-Hadamard inequality; Hölder inequality; Prequasiinvex.

1. INTRODUCTION

The most prominently inequality for convex functions is the so-called Hermite-Hadamard
inequality, which is stated as follows

f
(a+b

2

)
≤ 1

b−a

b∫
a

f (x)dx≤ f (a)+ f (b)
2 , (1.1)

where f is a convex function on the finite interval [a,b]. If function f is concave, then (1.1)
holds in the reverse direction (see [1]). Since the discovery of this double inequality, many
authors have established several inequalities connected to inequality (1.1) and various variants,
extensions, generalizations and improvements have been established.

In [2], Alomari, Darus and Kirmaci established the following Hermite-Hadamard type in-
equalities for quasi-convex functions∣∣∣∣ f (a)+ f (b)

2 − 1
b−a

∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣
≤b−a

8

(
sup
{∣∣ f ′ (a)∣∣+ ∣∣ f ′ (a+b

2

)∣∣}+ sup
{∣∣ f ′ (a+b

2

)∣∣+ ∣∣ f ′ (b)∣∣}) ,
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SOME WEIGHTED TRAPEZOIDAL TYPE INEQUALITIES
VIA h-PREINVEXITY

B. Meftah and K. Mekalfa

Abstract. In this paper, a new identity is given, some weighted
trapezoidal type inequalities via h-preinvexity are established, and several
known results are derived.

1. Introduction

Let f be a convex function on the finite interval [a, b], then

(1.1) f
(
a+b

2
)
≤ 1

b−a

b∫
a

f(x)dx ≤ f(a)+f(b)
2 ,

The inequality (1.1) is known in the literature as Hermite-Hadamard inequal-
ity.

The above inequality has never ceased to intrigue researchers, several
variants, extensions, generalizations and improvements have been established.

In [4], Dragomir and Agarwal established the following Hermite-Hadamard
type inequalities∣∣∣∣∣ f(a)+f(b)

2 − 1
b−a

∫ b

a

f (x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ b−a
8 (|f ′ (a)|+ |f ′ (b)|) ,

and ∣∣∣∣∣ f(a)+f(b)
2 − 1

b−a

∫ b

a

f (x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ b−a
2(p+1)

1
p

(
|f ′(a)|q+|f ′(b)|q

2

) 1
q

.

In [6], Kirmaci et al. gave the following result connected with Hermite-
Hadamard type inequalities∣∣∣∣ f(a)+f(b)

2 − 1
b−a

∫ b

a

f (x) dx
∣∣∣∣ ≤ b−a

8

(
1
2

)1− 1
q

(
2ss+1

2s(s+1)(s+2)

) 1
q (∣∣f ′ (a)

∣∣q +
∣∣f ′ (b)∣∣q) 1

q.
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