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Abstract

In this thesis, we will study some integral inequalities of the Simpson type.

In the first chapter, we recall some definitions of classical and generalized convexity, as well as some
integral identities which we will invoke in the sequel.

In the second chapter, we cite some results already known in the literature.

Therefore, the last chapter will be entirely devoted to the new inequalities of the Simpson type. We
mention that we have submitted tow papers for possible publications in international journals,
knowing that one of them has been accepted for publication in the journal Transylvanian Journal of
Mathematics and Mechanics.

KEYWO rds: Simpson inequality, Hdlder inequality, s-preinvex functions, prequasiinvex

functions.
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Résumeé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a I'étude des inégalités intégrales de type Simpson.
Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions de convexité classique et
géneralisée, ainsi que des identités intégrales que nous invoquerons dans le chapitre qui suit.
Dans le deuxiéme chapitre, nous citons certains résultats déja connus dans la littérature.
Tandis que le dernier chapitre sera entierement dévoué aux nouvelles inégalités de type
Simpson.

Nous mentionnons que nous avons soumis deux papiers pour une éventuelle publication dans
des revues internationales sachant que I’un d’eux a été accepté pour la publication dans la
revue Transylvanian Journal of Mathematics and Mechanics.

Mots clés : Inégalité de type Simpson, inégalité de Holder, fonctions s-préinvexes,
fonctions préquasi invexe.
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3.1 Applications & des moyens spéciaux



Introduction

Les inégalités jouent un role important dans divers branches de mathématiques mo-
derne telles que la théorie des espaces de Hilbert, la théorie des probabilités et des statis-
tiques, ’analyse réelle, ’analyse complexe, I’analyse numérique, la théorie qualitative des
équations différentielles et des équations aux différences, etc. Cette derniére représente
un outil puissant et indispensable.

Le fondement mathématique de cette théorie a été établi en partie au cours du 18°™¢
et 19°™¢ siécle par des éminents mathématiciens tels que : Gauss, Cauchy, Cebysev dans
les années qui suivirent le sujet attira de nombreux mathématiciens : Poincaré, Lyapunov,
Gronwall, Holder, Hadamard, Pélya, Bellman et Ostrowski. La littéraire dans ce contexte
est vaste et variées parmi les ouvrages dont on peut trouver une trés bonne description
de I’évolution historique des inégalités on peut consulter, Mitrinovi¢, Pecari¢ et Fink
(15,16, 17].

Cette théorie ne cesse d’évoluer dans plusieurs directions et par différentes maniéres.
Des nouvelles inégalités ont été établies, des généralisations, des raffinements, extensions
ainsi que des variantes sur plusieurs axes unidimensionnels, multidimensionnels, fraction-
naires et discrets.

L’objectif de cette thése est de faire une petite synthése concernant les inégalités
intégrales de type Simpson et d’établir de nouvelles généralisations de ce type d’inégalités
intégrales.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques types de convexité classique et de
convexité généralisée pour les fonctions & une variable, une esquisse concernant 'intégra-
tion fractionnaire ainsi que quelques identités intégrales utiles pour notre étude.

Dans le second chapitre nous traiterons certains résultats concernant les inégalités
intégrales de type Simpson.

Tandis que le dernier chapitre sera entierement consacré & des nouvelles inégalités

de type Simpson dans ces nouveaux résultats on fait 'objet de la publication suivante :



T. Chiheb, N. Boumazza and B. Meftah, Some new Simpson-like type in-
equalities via preqausiinvexity. Transylv. J. Math. Mech. 12 (2020), no. 1,
1-10.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques type de convexité ainsi que quelques iden-

tités de fonctions, concernant la convexité en peut consulter [18].

1.1 Convexité classique et convexité généralisée
1.1.1 Convexité classique
Dans tout ce qui va suivre nous désignons par I = [a,b] C R.

Définition 1.1 ([12]) Un ensemble I C R™, est dit conveze si pour tout x,y € I et pour
tout t € [0, 1], nous avons

tr+(1—t)y e 1.

Définition 1.2 ([18]) Une fonction f : I — R est dite convezxe, si

flz+ (1 —t)y) <tf(z)+(1—1)f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].



Définition 1.3 ([20]) Une fonction f : I — R est dite fortement conveze avec module c

avec ¢ > 0, st

fltz+ (1 =t)y) <tf (@) +(1—1t) f(y) = ct(l =) (z — y)*
est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.4 ([2]) Une fonction positive f : I— Ry = [0,00) est dite s-convere au

second sens pour un certain nombre fizé s € (0,1], si

fltz+ (1 —t)y) <t°f(x)+ (1 —1)°f(y)
est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.5 ([1],[8]) Une fonction positive f : I C [0,00) — R est dite fortement

s-conveze au second sens pour un certain nombre fizé s € (0,1] et ¢ > 0, si

flta+ (1 —t)y) <t f(@)+(1— 1) f(y) — ct(l — 1) (x — y)*
est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.6 ([9]) Une fonction f : I— R est dite quasi-convexe sur I, si

fltr + (1 =t)y) <max{f (z),f(y)}

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

1.1.2 Convexité généralisée

Le concept de fonctions préinvexes est une généralisation de la notion de la convexité

classique introduite par Hanson [7].



Définition 1.7 ([24]) Un ensemble K C R est dit invexe au point x par rapport & 1 :
KxK —R, si
x+itn(y,z) € K

est satisfaite pour tout x,y € K et tout t € [0, 1].

Définition 1.8 ([24]) Une fonction f : K C (0,+00) — R est dite préinveze par rapport
an, St

flo+tn(y,») <(1—1t)f(x)+tf(y)

est satisfaite pour tout x,y € K et tout t € [0, 1].

Définition 1.9 ([19]) Une fonction positive f : K C R — R est dite préquasiinveze par

rapport a mn, St

fz+tn(y,x)) <max{f(y),f(z)}

est satisfaite pour tout x,y € K et tout t € [0, 1].

1.2 Quelques fonctions spéciales

1.2.1 Fonction gamma

La fonction gamma d’Euler est une fonction complexe, considérée comme fonction
spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle a ’ensemble des nombres complexes a 1'ex-

ception des entiers négatifs

Définition 1.10 ([6]) Pour tout nombre compleze z tel que Re(z) > 0, on définit la

fonction suivante, appelée fonction gamma comme suit
['(z) = /e_ttz_ldt.
0

Remarque 1.1 Pour z € N, onal'(z) =(z— 1)l =1x2x3x..x(z—1).



1.2.2 Fonction béta

Définition 1.11 ([21]) La fonction béta d’Euler est définie pour tous nombres complezes

x ety de parties réelles strictement positives par

1

B(z,y) = /t“ (1—t)Y"dt.

0

Remarque 1.2 La relation entre la fonction gamma et la fonction béta est la suivante

I'(z)l
B(z,y) = 12

1.3 Calcul fractionnaire

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin du 17 "¢ siécle jusqu’a
nos jours. Les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début a la fin de ’année
1695 quand L’Hospital a soulevé une question & Leibniz en s’interrogeant sur la signifi-
cation de % lorsque n = % Leibniz, dans sa réponse voulut engager une réflexion sur
une possible théorie de la dérivation non entiére, et & répondu a L’Hospital : ”... cela
conduirait a un paradoxe ...”. Il a fallu attendre les années 1990 pour voir apparaitre
les premiéres conséquences utiles. La premiére tentative sérieuse de donner une définition
logique pour la dérivée fractionnaire est due a Liouville qui a publié neuf documents dans
ce sujet entre 1832 et 1837. Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s’est
avérée essentiellement celle de Liouville, et c’est depuis qu’elle porte le non ” Approche
de Riemann-Liouville”. Plus tard, d’autres théories on fait leurs apparitions comme celle
de Griinwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo etc. Cette théorie n’a cessé d’attirer ’at-
tention des chercheurs vu 'ampleur de son champ d’application en traitement d’images,

biologie, génie civil et on mécanique.



1.3.1 Intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.12 ([4,14]) Soit f € L' ([a,b]), les intégrales fractionnaires au sens de

Riemann-Liouville I%, f(x) et I} f(x) d’ordre o > 0, ot a > 0 sont définis par

xT

I f(x) = ﬁ / (x— 8\ fB)dt, > a
et ,
B = g [ =07 i 2 <

T

ou T (a) = [;° e u*"du est la fonction gamma d’Euler.

1.4 Quelques identités et inégalités intégrales impor-
tantes

1.4.1 Inégalité de Holder

Théoréme 1.1 ( [15]) Soit p > 1 et i —I—% = 1. Si f et g sont des fonctions réelles

définies sur [a,b], et si de plus |f|" et |g|? sont intégrables sur [a,b], alors

[ 1r@awia< (/:|f<x>|pdx)'l’ (/jwnw);.

1.4.2 Inégalité des moyens d’ordre ¢

----------

tives n-uplet et soit ¢ € RU{—o0,+o0}, l'inégalité des moyens d’ordre q pondérés par p



est définie par

Q=

n

o > i} pour q # —00,0, +00,

> pri=1
k=1
la) _ 0o\ P
min (1, g, ..., T,) POUr ¢ = —o0,

max (1, T, ..., Tp) POUT ¢ = +00.
\

Pour —oo < g <r <400, on a

M < Ml

Remarque 1.3 La version intégrale du Théoréme 1.2 est : pour q > 1 et si |f| et |g|*

sont intégrables sur [a,b], alors

/ab|f(x)g($)|dm < (/ablf(rc)ldﬂ:y_; (/ab|f(w)| 9 a)l'd

1.5 Quelques identités intégrales importantes

1
q

Lemme 1.1 ([8]) Soit f : [a,b] C R — R une fonction telle que f' est absolument
continue et f” € L' ([a,b]). Alors

LI @2 (52) 42 () + 1 0] - i [ @)

1
b /0 (L= ) [ (2a + 1520) + £ (Bta + 200) + 1" (ba + 31b)] dt.



Preuve. Par intégration par partie, on a

/t(l—t)f”(%wr%b)dt
0
— _b_[ (1—t)f’(%a+%b);—/ (1—2t)f’(%a+%b)dt1

1
_ 1 _
- ot - e gy ee [ (a5 al

= @) -5 [ r@n

De la méme facon, on a

1
/0 t(L—1t) f" (Hta+ 254b) dt

(a+2b)
3

= ) )] - 52 @

3

et

1 b
/0 t(1—1) f" (g0 +%5'0) dt = oo [f (52) + £ (0)] = oo /(a;_ﬂ;)f('r) dz.

La preuve est ainsi achevée. m

Lemme 1.2 ([4]) Soit f : I — R une fonction absolument continue sur I telle que

e L' (la,b]), otia,be I “avec a < b. Alors linégalité suivante est satisfaite :

§ [ (@) + 45 (4) + 7 (0] = GG [ f (452) + T2 (+52)]

- [ G- 70+ (- 5) £ (o )] (LD



Preuve. Posons

1
ho= [ G-D e a

1

= %[O - [ g s - )

1
=[O -3 [ s )

b atb\ o—1
- st o -1 [ () T e

2 « b a—1
- o -6 [ o) ]

T 1 2a b a—1

— ) - () [ - f(:v)dx]
= [ O+ (58 - EEE (58] (13)

1
L= [ (G-5)r (o 50)
0

= 5 A0+ (o) - TR f ()] (14)




Substituons (1.3) et (1.4) dans (1.2) on obtient l'identité donnée par (1.1). Ce qui

achéve la démonstration. =
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Chapitre 2

Inégalités intégrales de type Simpson

Dans I’analyse classique, I'inégalité intégrale de Simpson peut étre formulée comme
suit

b
L@+ 47 (45 + F O] - i [ F@)de| < ol (00|19,

ou f est une fonction 4 fois continument différentiable sur (a, b) dont la dérivée quatriéme
est bornée. Cette derniére permet d’estimer l’erreur de la quadrature dite de Simpson 1/3.
Cette inégalité a suscité 'intérét des chercheurs au cours des trois derniéres décennies.
La littérature dans ce contexte est vaste et variée. On ce propose d’examiné les travaux

de Hua et al. ainsi que Chen et Huang.

2.1 Inégalités intégrales de type Simpson pour les
fonctions dont les dérivées secondes sont forte-
ment s-convexes

Dans tout ce que suit I désigne un intervalle de R, dont 'intérieur est noté par [ O,
a,b el " avec a < b, L'([a,b]) espace des fonctions intégrables sur [a, b], s un nombre

fixé dans (0, 1].

12



Théoréme 2.1 ([8]) Soit f : [a,b] C R — R une fonction telle que [’ est absolument
continue et f" € L'([a,b]). Si |f"|? est fortement s-convexe sur [a,b] pour ¢ > 1 et

s € (0,1], alors l'inégalité suivante est satisfaite

L@+ 2f (350 420 (52 4 £ 0)] - i [ f@)de

1

69 (b—a)? [ [(s—3)3"+24(s4T)252 | i [ \|q 1
= 324 {[ (5+1)(s12)(s+3)3° /" (a)| (512)(s13)3°

/" o)

1 1
c(b—a)? q s st24 6145 1lc(b—a)? q
— g [l (17 (@) + 17 (0)]Y) — Bl

1
1 q | (s—3)35F24(s47)25+2 ¢  cb-a)?]aq
+hm@@wwumwmmmAﬂw—<F]}

Preuve. En appliquant la valeur absolue aux deux membres de 'identité du Lemme
1.1, ensuite en faisant appel a I'inégalité des moyens d’ordre ¢ et la s-convexité forte de

|f"|* sur [a, b], on obtient

L@+ 2 (52) 426 (42) + F 0] - %5 [ @)

< “’E)—Z)Z’U[)lt(l—tﬂf”(%aJr%b)dt\
+/01t(1—t)|f”(%a+%b)dt1+/01t(1—t>}f"(§a+%)dt’]
< Lo [/Olt(l—t)] 1_%{Mlt(1—t> (D) 1" (@)

1

- () ) #ﬁ/uuﬁ&wwr

0

+Mtww«%Mﬂ@ww%wﬂ@ma

—%ﬁfwkﬁ@4wf+ukuw@ﬂﬂwq

1
q

+ ()7 (b)) dt — @/Oltz’(l —t)(3—1) dt}

13



1

65(6—(1)2 (5—3)35T2 4 (s47)2512 q 1
324 {[ (s+1)(s+2)(s+3)3° [ (@) + (s+2)(s+3)3°
L 1
c(b—a)?q s—1)251t2 4545 11lc(b—a)? | ¢
] [t (7 @1+ 17 0)F) - B

1
5—3)3512 4 (547)2512 c(b—a)?q
ﬂ@ﬁ&@w%@JWWHéﬁy}

o)

1
+ [(s+2)(8+3)35
La preuve est ainsi achevée. m

Corollaire 2.1 ([8]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.1

1/ siq=1, alors on a

L@+ 27 (52) 42 (52) + F 0] - 5 [ @)

< (b—a)? |i(5 3)35+2+(2S+6)(25+2+1> (|f//( )| + |f// (b)D . 23c(ba)21

Y

54 (s+1)(s+2)(s+3)3° 270

2/siq=1¢ets=1, alors on a

L@+ 2r (350 2r (52) 4 1 0] - % [ S @)

< (-a) [(\f“(a)\ﬂf”(b)n _ 23c<bfa)2}
54 4 270 :

Théoréme 2.2 ([8]) Soit f : [a,b] C R — R une fonction telle que f' est absolument
continue et f" € L' ([a,b]). Si |f"|* est fortement s-convexe sur [a,b] pour ¢ > 1 et

€ (0,1], alors

L@ 2 (359) 427 (52) 45 0] - 5% [ 7 @yas
< (bgz)2 [B <2qq_—11’ 2qq:11)]1_% [m]

% { |:<3s+1 . 2s+1) (|f// (a)|q + ‘f// (b)|q) . 7c(b—a);is+1)38]§

Q=

F[@ =1 (1" (@) + 17 @) - ez

14



1
+ [l @ (371 - 20y g ) — e } ,
ot B(.,.) est la fonction béta.

Preuve. En appliquant la valeur absolue au Lemme 1.1, ensuite en faisant appel a

'inégalité de Holder et la s-convexité forte de |f”|?, on obtient

b
é[f<a>+2f(2a7+b)+2f(%%>+f<b>]—ﬁ/ f (z) de

5 1
%UO F— )] 7 (2 + 50) di|

IN

1 1
+/ t(1—t)\f”(%a+%b)dt|+/ t(1—t)\f”(§a+%b)dt\}
0 0

v ([ (1 - @D ) {/ REDRIAGk

1

F ) o252 [Ca-n e a)
e[ i@ ey o a

IA

_M/Ol(Ht)(z—t)dtfjt Uol((%)s\f”(aﬂq

1

+ (351 (1)) dt — et / t<3—t>d’fr

0
_ (b—a)? B (2a=1 201 1_% 1 %
T 54 g—17 g—1 35(s+1)

x { (3741 = 224) (I (@I + |7 (B)]7) — Tl o

1

F[E 1) (1 @) + 157 W) — e ]

54

1
[ 2 o - ]
La preuve est ainsi achevée. m
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Théoréme 2.3 ([8]) Soit f : [a,b] C R — R une fonction telle que [’ est absolument

continue et " € L' ([a,b]). Si |f"|? est fortement s-convexe sur [a,b] pour ¢ > 1 et

s € (0,1], alors

L@+ 2f (30 420 (2 4 £ 0)] - i [ f@)da

1
< (-0 [ (¢—1)° }1_5 [ 1 }q
S s | 2eeDB2) 11 (s12)3°

1
X { [((5 - 1) 3S+1 + 28+2) (|f// (a)|q + |f// (b)|q) __ 5¢(b—a) (f(;l)(s+2)33] q

1
+ [(25—1-18 + 1) |f” (a)|q + (2s+2 —g— 3) |f// (b)|q . 130(b—a)2§%;1)(s+2)331| q

108

1
+ [(8 + 1) |f// (a)|‘1 + (35+2 —9stl (S + 4)) |f// (b)|q _ 9¢(b—a) (s+1)(s+2)3s] q} '

Preuve. En appliquant la valeur absolue au Lemme 1.1, ensuite en faisant appel a

'inégalité de Holder et la s-convexité forte de |f”|?, on obtient

@2 (52) 426 (2) + 1 0] - % [ @)
o)’ Ult(l—t)}f”(%wr%b)dt{

' B "o 14t - m(tg o 3=t
S REITCOr )dt|+/ ~ 01 (b 55) ]

(652)2(/01t(1—tq1dt) {[ (%) 17" @)

+ (5971 ®)1) /0t2+t 1—t)dt]
[y @r e o) a
@/Olt(lﬂ)(Q—t)dtrJr {/Olt((é)s‘fu(a)‘q

IN

IA

16



1

2 1 q
+ ()1 ) dt — %/0 t* (3 —1) dt}

_ (b—a)z[ (¢-1)° ]15[ 1 ]q
= 54 | 2¢-1)(3¢-2) (5+1)(s+2)3°
1
s+1)(s+2)3s:| q

8 { (s = )3 +22) (|7 (@) + |7 0)]") — 2=

1
@11 1 @[+ (2 — s = 3) |7 ()] - b o

1
+ |:(8 + 1) ’f” (a)|q + (3s+2 _ (8 + 4) 25+1) ‘f” (b)’q . 9c(b—a)2(i9(-)|-81)(8+2)35] Q} ]

La preuve est ainsi achevée. m

Théoréme 2.4 ([8]) Soit f : [a,b] C R — R une fonction telle que f' est absolument

continue et " € L' ([a,b]). Si |f"|? est fortement s-convexe sur [a,b] pour ¢ > 1 et

s € (0,1], alors

L@+ 2f (350 4 2r (52) 4 0] - % [ S @)do

Q=

< (Hf[ (¢-1)? T a[ 1 ]
= T | 2eDBa-D) (1) (5+2)3°

1
% { |:(33+1 . (S + 4) 2s+1) |f// (a)|q + (S + 1) |f// (b)|q . 9c(b7a)2(f(4);1)(s+2)38i| q

1
+ [(25+2 —g— 3) |f// (a)|q + (23+18 + 1) |f// (b)|q _ 130(b7a)2(1f)4g1)(s+2)3s} q

5c(b—a)?(s+1)(s+2)3*

+ [|f” (@) + ((s = 1) 3T 4+ 2572) | /" (b)|* — 108 ]E} :

Preuve. En appliquant la valeur absolue au Lemme 1.1, ensuite en faisant appel a

'inégalité de Holder et la s-convexité forte de |f”|?, on obtient

L@ 2 (52) 426 (2) + £ 0] = [ @)

5 1
< 9 UO t(L—t) | (Eta+ 5th) dt|

17



1 1
+/ t(l—t)|f”(%a+%b)dt\+/ t(l—t)|f”(§a+%b)dt|]
0 0

et ([ —t)tq%ldty_% ([ a-oeriror

1

(5591 ))7) de — g / (1— 12 2+1) dt]q

+[ [ a=o (@)1 @r+ E e o i

IN

- [ ) ) dff+ [ a-0@wr

+ (5571 (0)) dt—%/ﬂ H(1—1) (3t)dt]q}

Q=

(b*a)z[ (¢—1)° T Q[ 1 ]
= Tm | @-DBi—2) (o 1)(s+2)3°

108

1
x { |:(33+1 . (8 + 4) 23+1) |f// (a)|q + (S + 1) |f// (b)|q __ 9¢(b—a) (s+1)(s+2)38i| q

1
+ [(25+2 —g— 3) |f// (a)|q + (23+1S + 1) |f// (b)|q o 130(b7a)2(1f)4g1)(s+2)3s} q

108

1
+ |:|f/, (a)|q + ((S — 1) 35+1 + 25+2) |f// (b)|q B 5C(b—a)2(s+1)(s+2)3.s] . } .

La preuve est ainsi achevée. m
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2.2 Inégalités intégrales fractionnaires de type Simp-
son pour les fonctions s-convexes

Théoréme 2.5 ([4]) Soit f: 1 C [0,00) — R une fonction différentiable sur I telle que
f e L' ([a,b]), ot a,b € I aveca < b. Si |f'| est s-conveze sur [a,b] pour certain nombre

fizé s € (0, 1], alors l'inégalité suivante est satisfaite

L1F (@ +47 (452) + £ ()] = EEs2 [ f (50) + i f (59)] | (2
< g5 1 @+ 1 O T3 (a,8) + Lu (@, 5)}

L
has) = [ G50+ +a-1]a,
Li(a,s) = /(Q)é(g—g) (1 +)° + (1 — )] dt. (2.2)

Preuve. En appliquant la valeur absolue au Lemme 1.2, ensuite en faisant appel a

la s-convexité de | f'| sur [a, b], on obtient

L[ @)+ 45 (552) + £ (0] = ZGES [ (252) + Jen S (52)]]

<t [0 - 0 R )+ 13- 11 Catas 50
< s [ 15 =l (st (1= 0)]
FIE = $)17 Gtat (15 0)) e
= { [l es -5 i
# [ 3= 51 Catar -0 e
0
< s { [ 05 -3 100 051 @l

19



< Hf<>|+|f'<>n{ 15 -0+ +<1—t>]dt}
(2)* )
< B (f @)1 O] / (=) (146 + (1= 1)) dt
+ 11 T3 [<1+t)3+(1—t>]dt}
Jo 59
< B @) 1 O] s (00 5) + L (@ 5))

ou I3 (a, s) et Iy (o, s) sont définis dans (2.2). Ce qui achéve la démonstration. m

Corollaire 2.2 ([4]) Soit f: 1 C [0,00) — R une fonction différentiable sur I telle que
f € L' ([a,b]), o a,b € I avec a < b. Si |f'| est s-conveze sur |a,b], alors l’inégalité

sutvante est satisfaite

SF(0)+4f (252) + £ ()] — ZGHsE [ g (452) + Jinf (4]
< S @)+ 1 O U (0 1) + L (@, 1) (2.3

Théoréme 2.6 ([4]) Soit f: I C [0,00) — R une fonction différentiable sur I telle que
f e L' ([a,b]), otra,b e I aveca <b. Si |f'|? est s-convexe sur [a,b] pour certain nombre

fixé s € (0,1] et g > 1, alors l'inégalité suivante est satisfaite
F L@ +ar (430) + 1 0] = S T (9 + T2 (48] 24)

1 1
b—a TN ‘oI |F @)+ (25
S 2 ( ‘t 3‘ dt) {( s+1 : + s+1

1,1
ou -+ ==1.
p+q

Jun

o}

=
Q|
—
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Preuve. En appliquant la valeur absolue au Lemme 1.2 et I'inégalité de Holder, on

obtient
[L1F (@) +4F (552) + £ 0)] — 2GRS [ f (252) + e f (2]
1
=t [ 15 = Gt )+ [ = 5 (s )
1 3 1 3
< s {([15-ara) ([ 1 ogssizara)
1 e .
+ (/0 7——\pdt) (/0 }f’(%wr%b)]th) }
Puisque | f’|? est s-convexe sur [a,b], on en déduit
[ 17 (3104 5ta))r an < EOPZ
0
et

[ 17 Cgtas 50yt ap < LOIECT
0

s+1

Par conséquent

LF (@) +4F (52) + f ()] — ZHsER [ g (22) + T (259)]]

1 1 1
—a PO\ @ ()]
S b2 (/0 7__‘pdt) {( s|+1( : )| ) +( s|+1( )| ) }

Ce qui achéve la démonstration. m

3=

Corollaire 2.3 ([4]) Soit f: 1 C [0,00) — R une fonction différentiable sur I telle que

f e L*([a,b]), ou a,b € I avec a < b. Si |f'|¢ est s-convexe sur [a,b] et ¢ > 1, alors

21



[inégalité suivante est satisfaite

L[ (@ +4f (52) + £ )] - ZGHER [ f (52) + U f ()] (29)

1 1 1
D ’ q r(atb\|9\ ¢ "(a)|? 1(at+b)|2\ ¢
< bga( ——-\”dt) {(If(b)|+!;‘(2)|> +(f()+|2f(2)|) }

1,1
ot -~ +==1.
p+q

Théoréme 2.7 ([4]) Soit f : I C [0,00) — R une fonction différentiable sur I telle
que f € L' ([a,b]), ot a,b € I avec a < b. Si |f'|? est s-conveze sur [a,b], pour certain

nombre fizé s € (0,1] et ¢ > 1, alors l'inégalité suivante est satisfaite

a 2010 (a+1 a o a
LI (@) +4F (55) + F 0] = EGES [ F (252) + Ji f (4] (2.6)
1 1 1 1
b—a AN (21=1)[ £ )7+ ()7 (2571 =1) 1 (@) 7+ £/ (D)7 ) @
< 5 </0 2 §| dt {( 23 (s+1) + 25 (s+1) )
1 1 _
ot + pi 1

Preuve. En appliquant la valeur absolue au Lemme 1.2 et I'inégalité de Holder, on

obtient
LS (a)+4F (252) + £ ()] — ZEe [ g (252) + Ja S (22)]]
= b (05 - e )+ - B e+ 1) e (2)
< b—Ta{(/ol sospa) ([ g o)
([ rg-spa) (/Ol»f%%w%b)!th);}-
Puisque | f/| est s-convexe sur [a, b], on a

|F (B + Sta) [* < (32717 0"+ (551 (a)] (2.8)
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D’apres (2.7) et (2.8), on obtient

SF @)+ 4F (252) + £ ()] — ZGHsED [ g (452) + I f (2]

1 1
< s { ([ ara) (1o o
1 : ;
([ 15 -ara)
0

[\
o
o |
2
N
\H
0|3
|
W=
=
QL
~
~__
S
—N—
N\
o\,;
2
—~
—~
N
v
=
/'\
\/
_a:
—~
M||
~
S—
»
i
—~
IS
SN—
T2
SN—
QL
~
~__
=

B 0
! S S %
A YACONCIERCONIICTD dt)
b—a Yo ap 2t P (2 ) @ @) ) ¢ (2571 =1) 1/ @) T+ £/ D)7 ) @
2 0 |? B §| 23 (s+1) + 25 (s+1) :

Ce qui achéve la démonstration. m

IN

Corollaire 2.4 ([4]) Soit f : I C [0,00) — R une fonction différentiable sur I ‘telle que
f € L' ([a,b]), o a,b € I avec a < b. Si |f'|? est s-convexe sur [a,b] et ¢ > 1, alors

l’inégalité suivante est satisfaite

LF @) A (52) + £ (0] - 2t [ (252) a2 s (5] 29)

1
1 > 1 1
b—a o 1|P B D)+ f (@)]? ) @ 3L @1+ (®)] ) @
< T<0 t?_§| dt {< 4 ) +< 4 )}’

Théoréme 2.8 ([4]) Soit f: I C [0,00 — R une fonction différentiable sur I telle que

f e L' ([a,b), ot a,b € [ avec a < b. Si |f'|? est s-convexe sur [a,b], pour certain
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nombre fixé s € (0,1] et ¢ > 1, alors l'inégalité suivante est satisfaite

< bl (a,s) x {Iﬁ (oz,s)é + Iy (a,s)é},

1 1-2 1 1-2
nes) = ([l5-la) "= ([ B-gle)

B = [ 15 =317 OF « 05711 @F) ar

B = [ 5= 5117 @+ (517 0F) -

LA (@) +47 (452) + £ (0)] = Zet [ £ (252) + 2 f (59)]] (2.10)

Preuve. En appliquant la valeur absolue au Lemme 2.1 et I'inégalité de Holder, on

obtient
LF(a)+4F (252) + £ ()] — TR [ (45) + Ja S (22)]]
1
= 55 15 317 (B S|+ 5= SIS (ot 510)]] d
1 1-2 1 :
< s { (s ma) ([ 15 g o)
1 1-2 1 .
(L1 =) ([ 15 - g gapran L
Puisque |f'|? est s-convexe sur [a, b], on a

[ (5o + )" < ()17 O + (F) 1 @)

24
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D’aprés (2.12) et (2.13), on obtient

L1 (@) + 47 (52) + f (0)] — Zmoe [ f (25) + J f (250)]|
([ -3a) ([ 5-nervor oo a)
= (/01 3G o+ (2 o)) |

IA

ou I (a,s),Is (e, s) et I7 (a, s) sont définis dans (2.11). Ce qui achéve la démonstra-

tion. m

Corollaire 2.5 ([4]) Soit f: 1 C [0,00) — R une fonction différentiable sur I telle que
f e L*([a,b]), ot a,b € I avec a < b. Si |f'|¢ est s-convexe sur [a,b] et ¢ > 1, alors

I'inégalité suivante est satisfaite

L7 (@) +4F (32) + £ 0] = 2GRS [ f (52) + T f (232)]]
Is (a, 1) x {16 (0, 1)7 + I (a,1)%}, (2.14)
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Chapitre 3

Nouveaux résultats

Dans ce chapitre, nous allons d’abord démontrer une nouvelle identité, en s’appuyant
sur cette derniére nous prouverons de nouvelles inégalités similaires a celle de Simpson
pour des fonctions dont la dérivée seconde est préquasiinvexe. Cette étude a fait l'objet
de la publication [5]. Ces résultats représentent une généralisation de ceux établis par

Hua, Xi et Qi.

Lemme 3.1 Soit f : [a,a + 1 (b,a)] — R une fonction telle que f' est absolument conti-

nue et " est intégrable sur [a,a +n (b, a)], alors l'inégalité suivante est satisfaite

Flabs) = 282 [ ea—n{f @@+ 5 b))
+ " (a+Fin(ba)) + f" (a+ 35t (b,a)) } dt, (3.1)

ol

Fab f) = 1 <f(a)+2f (a+@> +2f (a+@) +f(a+n(b,a))>
a+n(b,a)
s [ f@ds 52)

26



Preuve. Soit

I, = /Ot(l—t)f” (a+ 5ty (b,a)) dt, (3.3)
L - /0 L= 1) " (a+ by (b)) dt, (3.4)
I — /0 FL— 1) " (a + 5ty (b)) dt. (3.5)

L’intégration par partie du coté droit de (3.3), donne

I, = _n(}%a) <t(1 —t) f' (a+ 5ty (b,a))hl]

= /01 (1—=2t) f' (a+ Fn (b a)) dt)

1 1
= — 772(%’,1) (1—2t) f (a+ 5t (b,a)) ’0 — —772%57&) /0 fla+ 5t (ba))dt

a+%n(b,a)
= 0w @)+ fla+3n(b,0)) = 55 / £ (u) du. (3.6)

De la méme facon, nous pouvons facilement obtenir

2
at2n(b.a)

L= (f(a+ i (ba) + f (a+ 20 (b)) - %/ Lo flu)du, — (3.7)
a—&-gn ,a
et
. ) o a+n(b,a)
I = i (f(a+ 30 (b,0) + f(a+7(b,a) — m/ " )f (w)du. (3.8)
a—i—gn ,a

En additionnant (3.6)-(3.8), puis en multipliant le résultat obtenu par %, on obtient

le résultat désiré.

Remarque 3.1 Le Lemme 3.1 sera réduit au Lemme 2.1 de [8], si l’on prend n(b,a) =

b—a.
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Théoréme 3.1 Soit f : [a,a+ 1 (b,a)] — R une fonction telle que f' est absolument
continue et f" est intégrable sur [a,a + n (b, a)]. Si|f"| est préquasiinvexe, alors l'inégalité

sutvante est satisfaite

Fabf)l < T80 ((max{|f" (a+tn(.a)] . If (@)]})
+ (max {[f" (a+ §n (b)), [f" (a+ 37 (b,a)[})
+ (max {|/ ). |/ (a+ 2nG.0)[}).

ot F (a,b, f) est définie dans (3.2).

Preuve. En appliquant la valeur absolue au Lemme 3.1, ensuite en faisant appel a

la préquasiinvexité de | f”|, on obtient

|F (a,b, )]
9 1
7 (/0 t(@=t)|f" (a+ 50 (ba)|dt

IA

+/0 t(L=1t)|f" (a+ Ftn(b,a))|dt
+/0 t(1—t)]f”(a+%n(b,a))]dt)

%(/{jt(l—t)dt) ((max {|f" (a+ in(b,a))|,[f" (a)|})
+ (max {[ " (a + 50 (b)) |, [ £ (a + 5n (b, a)) })

+ (max {|f" (®)], | £" (a+ 30 (b,a))[}))

= T (max {|f" (a+ §n (b)) | 1" (@)]})

+ (max {[ " (a + 30 (b, )| [ £ (a + 5n (b, a)) | })

+ (max {|f" )], [ " (a + 30 (b,0))[})) -

IA

La preuve est ainsi achevée. m
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Corollaire 3.1 Dans le Théoreme 3.1

1/ Si |f"| est croissante, alors on a

|F (a,b, )] < T2 (1" (a+ i (b,a)) | + | £ (a+ 2n(ba)) | + " ()]) -

2/ Si |f"| est décroissante, alors on a

\F(a,b,f)\ 324 (’fﬂ )|+|fll(a+%77(b7a))‘+|fﬁ(a+§77(b>a>)|)'

Corollaire 3.2 Pour n(b,a) =b—a le Théoréme 3.1, donne

)+ 25 (52) 427 (52) 4 70) 5 [ 1@
< S (max {17 (359)] 17 @)

+ (max {[ /" (<52) |, |7 (*57)[})
+ (max {[/” ) | £ (<5*)1}))

Corollaire 3.3 Dans le Corollaire 3.1

1/ Si |f"] est croissante, alors on a

b

s (fla)+2f (352) +2f (52) + £ () — 5 | f(2)da

< O (17 (25) ]+ |7 (S52)] + 1 0)]) -

2/ Si |f"| est décroissante, alors on a

s (fla)+2f (357) +2f (552) + F () — 555 | f(z)da

< S (117 (@) + |17 (250) | + | £ (252))).

Théoréme 3.2 Soit f : [a,a+n(b,a)] — R une fonction telle que f" est absolument

continue f"est intégrable sur [a,a +n(b,a)]. Si |f"|? est préquasiinveze ot g > 1 avec
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% + % =1, alors l'inégalité suivante est satisfaite

B =

|F (a,b, f)]
< T (B(p+1p+1)
< ((max {] " (a+ 3 (b.0) .7 @)]"})
+ (max {| " (a+ 20 (b,a))|*, |/ (a+%?7(b»a))}q})%
+ (max {|f" @) |f" (a+ 20 (v.0)["})7).

ot F (a,b, f) est définie dans (3.2) et B(.,.) est la fonction béta.

Q=

Q=

Preuve. En appliquant la valeur absolue au Lemme 3.1 et l'inégalité de Holder,

ensuite en faisant appel a préquasiinvexité de |f”|?, on obtient

|F(a,b,f)1|
0 ([0 Gas a0

IN

+/O =67 (a+ Ztn (b)) | dt
+/0 t(1—t)|f”(a+%n(b,a))|dt)

%(/01@(1—0)%);

X (<max{yf” (a+inb,a)|" | f" (a)|'} /Uldt)}]

IN

1

(o (17" a4 30017 o+ 2t} [ )’

[ (a+2n(b,a))|"} /01 dt) ;>

2 a 1
TG (B (p+1,p+1))

< ((max{[" (a+n b @)[". 1" (@)]"})"

+ (max {17 o1,

IN
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+ (max {[ " (a+ 29 (b.0)| " |#" (a+ In (b, a))|"})7
+ (max {|f" ()", [f" (a+ 21 (b, a))|* })%>

La preuve est ainsi achevée. m

Corollaire 3.4 Dans le Théoreme 3.2

1/ Si |f"| est croissante, alors on a

D =

2 a
F (a,b, )] < 229 (B(p+1,p+1))

< (|7 (a+zn®,a) [+ |f" (a+ 30 (b)) + " O)]) -

2/ Si |f"| est décroissante, alors on a

IF(a,b, )] < T2 (B(p+1,p+1))7

X (|f” a)| + |f" (a—l— 3 (b,a) }+ ‘f" a+§n(b,a))|).
Corollaire 3.5 Pourn(b,a) =b— a le Théoréme 3.2, donne

—ﬁ/abfmda:

< 28 (B (p+ 1,p+ 1)) ((max {|1" ()] 1" (@)})?
+(max {|7 (<2)[" 177 (257"
+ (max{|f” ’q ‘f” (a+2b)‘ })5)

o (f(a) +2F (357) +2f (*5%) + /(1)

Corollaire 3.6 Dans le Corollaire 3.5

1/ Si |f"] est croissante, alors on a

L@+ 27 (52) +27 (52) + 1 0) - % [ 1)

< (b;a)2 (B(p—l—l p+1 (lf”(2a+b)|+‘f” (a+2b ‘+|f” )|)

31




2/ Si |f"| est décroissante, alors on a

b
@)+ 2f () 420 (S2) 41 0) - o5 [ @)

< CP (Bpr1p+ 1) (1@ + [ 17 (252 + 7 (=2)]).

Théoréme 3.3 Soit f : [a,a+n(b,a)] — R une fonction telle que f" est absolument
continue et f" est intégrable sur [a,a + n (b, a)]. Si |f"|? est préquasiinvexe pour q > 1,

alors l'inégalité suivante est satisfaite

QR

Fa.b )l < 22 ((max{|f" (a+ In )| 11" (@I"})
+ (mac {| 1" (a+ 2 (b,0))|", | £ (a+ 20 (b)) |"})?
+ (max {17 O |7 (a+ 20 (0,0)"})*),

ot F (a,b, ) est définie dans (3.2).

Preuve. En appliquant la valeur absolue au Lemme 3.1 et I'inégalité des moyens

d’ordre ¢, ensuite en faisant appel a la préquasiinvexité de |f”|?, on obtient

| (a,b, )]

< %(/01t<1—t)\f”(a+%n(b,a))!dt
+/01t(1—t)\f”(a+%n(b,a))\dt
+/01t(1—t)\f”(a+%n(b,a))\dt)

< @(( t(l—t)d ) < t(1—1)|f" (a+ tn(b,a))\thy

+(/01t1—tdt) (/ (1=1)|f" (a tn(b,a))|th)q

+(/01 1—tdt) (/ 1=t)|f" (a tn(b,a))|th)q
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1—-1
q

IN

1
ni(ba) ( / t(1—1) dt>
0

X ((max{}f” (a+3n (b a))

" (a |}/ t(1—t)d )

T (max{\f" (a+ 20 (b.a) [ |7 (a+ In (b,@)\q}/o H1—t) dt>q

_%(HmX{v"wnqwf”@v+%”@*””fﬁﬁl“l‘i)“);>

_ %(/;t(l—t)dt) ((max{{f” (a—I—%n(b,a))|q,|f”(a)|q})%
+ (max {| £ (a -+ 21 (0, 0)|", [ " (a + 2 (b,0))|"})?
+ (max {1 O)[*, £ (a+ 2 (b, )["}) )
= 28 (max {| £ (o + 30 (b, )|, 1" (@)]})
+ (max {| " (a+ 20 (0,0))[", [ " (a + 0 (b,0))|"})?

1

+ (max {1 O, [ £ (o + 20 (b.0)["})7) |

S

ce qui achéve le résultat. m

Corollaire 3.7 Pourn(b,a) =b— a le Théoréme 3.3, donne

H(F @)+ 2f (352) 4 2f (S52) 1 0) — o5 [ F (@) s

< 82 ((ma |1 (222)[", 11" (@))})
+<max{|f~<a+%>|q ()

i a+2b ‘ } g)

(max {|f”

3.1 Applications & des moyens spéciaux

Nous considérerons les moyens des nombres réels arbitraires a, b

La moyenne arithmétique : A (a,b) = %2,
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La moyenne P-logarithmique : L, (a,b) = (%)E, a,b > 0,a # betp €
R\ {0, —1}.

Proposition 3.1 Soit a,b € R avec 0 < a < b, alors on a

|4 (e%,5°) + 24 ((252)°, (=52)°) - 3L3 (a.)

POl (252 4 (=52)" 407

IN

Preuve. L’assertion découle du Corollaire 3.3 avec 1 (b,a) = b — a, appliqué a la

fonction f (z) = 2°. m

Proposition 3.2 Soit a,b € R avec 0 < a < b, alors on a

A(d®, (a+ Ala, b))3) +2A <(3a+§(a,b)>3 ’ <3a+23A(a,b)>3) 3Lt Aab)

< 209 (B(p11,p+1))7 (a+34(a,b)).

Preuve. L’assertion découle du Corollaire 3.4 avec ¢ > 1,7 (b,a) = A (a,b), appliqué
a la fonction f (z) = 23. m

Conclusion

La problématique de ce mémoire était d’étudier d’une part, certaine inégalités de type
Simpson et de se familiarisé avec certaines outils nécessaires utiliser dans les démonstra-
tions de ce genre de problémes, et d’autre part essayer d’établir des nouvelles estimations
concernant ce type d’inégalités.

Dans la premiére partie, nous nous sommes intéressés a rappeler quelques type de
convexité classique et généralisé ainsi que quelques identités.

Dans la seconde partie nous avons étudié quelques inégalités de type Simpson classique
et fractionnaire via certains genres de convexités.

Et dans la troisiéme partie nous avons établi quelques nouveaux résultats concernant

ce type d’inégalité dont ils ont fait 1’objet de la publication [5].
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SOME NEW SIMPSON-LIKE TYPE INEQUALITIES VIA
PREQAUSIINVEXITY

T. CHIHEB, N. BOUMAZZA, AND B. MEFTAH

ABSTRACT. In this paper, we first establish a new integral identity which represent a
partielle result, by using this identity we derive some new Simpson like type integral
inequalities for functions whose second derivatives are prequasiinvex functions. we also
discuss some special cases where the second derivatives are monotonous functions. At

the end we give some applications to special means.

1. INTRODUCTION

The following inequality is well known in the literature as Simpson’s inequality

THORICORNID ——/f )du| < o |9 06— )",

where f be four times continuously differentiable function on (a, b), and || f|| ., = sup ‘ fé
w€(a,b)

In recent years, many researchers have studied the error estimates of Simpson’s inequal-
ity, in order to establish new refinements, generalizations as well as new Simpson-type

inequalities for more details we refer readers [2, 3, 5, 7, 12, 13].
In [1] Alomari showed that for f: I C R — R an absolutely continuous function on I°

and a,b € I with a < b such that f” € L ([a,b]) with |f”| a quasi-convex function

b
%a/f(U)du—é(f()Hf( L)+ £ (b))

ElIgE

<! 162 {max{|f” |fﬂ i ‘}+max{\f”(b)|,|f”(“2

In [9] Ozdemir et al. gave the following Simpson’s inequality for the function whose
second derivative at certain power is quasi-convex

#/f(U)du—%(f()Hf( b) + £ (1))

<5 (1) ()7 (8555 (s (17 @I L7 O
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