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Résumé

On s’intéresse dans ce mémoire aux équations différentielles fractionnaires non li-
néaires, ce type des équations décrit de nombreux phénomeénes. L'objectif de ce mémoire
est d’étudier I'existence, I'unicité et la stabilité au sens d’Ulam des solutions de deux pro-
blemes avec des conditions aux limites, présentant deux types du théoréme de point fixe :
le premier est de Banach pour démontrer I’existence et I'unicité, le deuxieme est de Kras-
noselski pour démontrer I'existence.

Mots-clés : équation différentielle fractionnaire- équation non linéaire- point fixe- stabi-
lité au sens d’Ulam.
Abstracts

We are interested in this memory in nonlinear fractional differential equations, this
type of equations describes many phenomena. The objective of this memory is to study
the existence, the uniqueness and the stability in the sense of Ulam of the solutions of
two problems with boundary conditions, presenting two types of the fixed point theorem :
the first is of Banach to demonstrate the existence and the uniqueness, the second is of
Krasnoselski to demonstrate the existence.

Keywords : fractional differential equation- nonlinear equation- fixed point- stability in

the sense of Ulam
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Introduction

Le calcul fractionnaire est une généralisation de la différentiation et de I'intégration or-
dinaires a un ordre arbitraire, réel ou complexe. Ce terme peut-étre considéré comme mal
approprié, car une meilleure description pourrait étre "La différenciation et 'intégration
a un ordre arbitraire", mais alors pour quoi lui avoir attribué le nom de "Calcul fraction-
naire" ?

A la fin du 17éme siécle, époque a laquelle Newton et Leibniz ont développé les fon-

dements du calcul différentiel et intégral. Leibniz a notamment introduit le symbole :
n
dth

une lettre a 'H6-pital (apparemment avec ’hypothese implicite que n € N), 'Hopital a ré-
n

f () pour désigner la nieme dérivée d'une fonction f. Quand il a rapporté cela dans

1
pondu : "Que signife f(H)sin= > "

atn
Le fait que de I'Hopital ait spécifiquement demandé pour n = % , C'est-a-dire une fraction
,aenréalité donné le nom a cette partie des mathématiques. Apres la question initiale qui
a conduit au nom "Calcul fractionnaire" , la question est devenue : n peut étre n'importe
quel nombre : Fractionnel, irrationnel ou complexe ?, parce que la réponse était affirma-
tive [30] que le calcul fractionnaire est devenu un terme peu approprié , mais est tout de
méme rester en usage.

Au cours des dernieres années, de nombreuses recherches ont montré que les équations

différentielles fractionnaires (EDFs) décrivent de nombreux phénomenes de la physique,

iv
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la mécanique, la chimie, la viscoélasticité, I'ingénierie et d’autres domaines des sciences.
Pour plus de détails, voir les monographies de Kilbas [26], Miller- Ross [30], Podlubny [31]
et Samko [34]. De nombreux résultats ont été établis concernant 1’existence et 'unicité
de la solution des EDFs sur l'intervalle fini [0; T] ou T est une constante positive utili-
sant la théorie du point fixe (voir [[5] ; [6] ; [13]; [31; [4] ; [11]; (200 ; [27] ; [37]]). Cependant,
il existe des résultats concernant l'existence globale et I'unicité de la solution EDFs on
[0; +00) ([[7]; [14]; [28]]) et ceci du fait que les théorémes de continuation pour les EDFs
n'ont pas été dérivés. Une fois que I'existence de la solution est établie, une question sur
la stabilité de la solution va étre posée. En 1940, Ulam est le premier qui a proposé la
notion de stabilité des EDFs. Par la suite, ce concept a été développé par Hyers [24]. Plus
loin en 1978, Rassias a généralisé les résultats de Hyers et depuis lors, de nombreux
chercheurs ont étudié la stabilité des équations fonctionnelles. En outre, de nombreux ar-

ticles pa- raissent sur ce type de stabilité sous divers aspects (pour plus de détails voir [[1] ;

190 ; 123] ; 12511).
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Chapitre 1

Preliminaries

Dans le présent chapitre, on va énnoncer les préliminaires et les notions de base qu’on
va les exploiter par la suite dans le deuxiéme pour établir I'existence, I'unicité de la so-
lution basé sur le théoreme de point fixe de Banach-Krasnoselkii et I'étude de la stabilité
de la solution au sens d’Ulam et dans le troixieme chapitre Nous étudions la méme chose

avec le deuxieme probleme

1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma a été introduite par le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707-
1783) dans son objectif de généraliser la factorielle des valeurs non entieres. Plus tard, en
raison de sa grande importance, elle a été étudiée par d’autres éminents mathématiciens
comme Adrien-Marie Legendre (1752-1833), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Christoph
Gudermann (1798-1852), Joseph Liouville (1809-1882), Karl Weierstrass (1815-1897), Charles
Hermite (1822-1901) et beaucoup d’autres. La fonction Gamma appartient a la catégo-
rie des fonctions transcendantes spéciales et nous verrons que certaines constantes ma-

thématiques célebres se produisent dans son étude. Elle apparait également dans divers
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domaines, comme les séries asymptotiques, I'intégration définie, les séries hypergéomé-
triques, la fonction zéta de Riemann, la théorie des nombres.Pour plus de détails sur cette

fonction (voir [8] ; [21]).
a) Définition de la fonction Gamma

L'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler I'(z).

La fonction Gamma I'(z) est définie par 'intégrale suivante
+00
['(z) :f t“lexp(-t)dt, Re(z)>0 (1.1)
0

avecI'(1) =1,T(04) = +o0, I'(z) est une fonction strictement décroissante pour 0 < z <

1
I'n+1)=nI'n)=n.(n-1'=nl. (1.2)
on obtient
rey = ra)=1,
) - s
I(-n+ %) %\/ﬁ

1 1
Aucune expression de base est connue pour F(g) ou NZ) mais il a été prouvé que ces
chiffres sont transcendantales (respectivement par Le Lionnais en 1983 et Chudnovsky en
1984).

Corollaire 1.1.1. Pour a >0, > 0 la fonction Gamma satisfait

1 NG
al (@) =T (a+1), f 1-0)°"'6"'do = —(ﬂ)
0 I'(a+p)
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b) Représentation de la fonction Gamma sous forme d’une limite

La fonction Gamma peut étre représentée aussi par la la limite

z

. n'n
I'(z) = lim , (1.3)
n—+oo z(z+1)...(z+ n)
ol on suppose que Re(z) >0
Pour prouver (1.3), on introduit la fonction auxiliaire suivante
n t n
fn(2) :f (1——) t*ldt. (1.4)
0 n
t
Effectuant maintenant la substitution 7 = —, puis en répétant l'intégration par parties, on
n
obtient
1
ful2) = nzf 1-7)"7*ldr (1.5)
0
n® 1
- —nf 1-7)"1%dr
< 0
— n“n! fl _L_Z+I’l—1d.[
z(z+1)..(z+n-1) Jo
n*n!

zZ(z+D...(z+n-1D(z+n)’

En exploitant la limite connue,

t n
lim (1——) =exp(—1) (1.6)
n—oo n
on arrive a
n t n +00
lim f,(z) = lim (1——) tz_ldt:f exp(—1)t*dzt, (1.7)
n—oo n—oo Jo n 0

ce qui termine la preuve de la représentation (1.3) de la fonction Gamma, si la relation

(1.7) est justifiée. Pour ce faire, on estime la différence

+00
A:f exp (—1) t* dt - fu(2) (1.8)
0

:fo"

t n +00
exp(—t)—(l——) ]tz_ldt+f exp (1) t* 1dzt.
n n
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Prenons un € > 0 arbitraire En raison de la convergence de I'intégrale (1.1), il existe un N

tel que pour n= N on a

+00 +00
f exp(—1) t*7ldt sf exp (- 1) tx_ldt<§,(x:Re(z)). (1.9)

On fixe maintenant N et considére n > N, on peut écrire comme une somme de trois

SN

Le dernier terme est inférieur a g.Pour la seconde intégrale, on a

I J,

+00 €
<f exp(—1) " tdt < =,
N 3

intégrales

t n +00
exp(—t)—(l—;) ]tz_ldt+f exp (—1) t*"ldzt. (1.10)

t n
exp(—t)—(l—;) ] t*ldt (1.11)

t n
exp (—1) — (1——) ] 7 lde
n

oli, comme ci-dessus, (x = Re(z))
Pour I'estimation de la premiere intégrale dans (1.10) on a besoin de I'inégalité auxi-

liaire suivante

A
0<exp(—t)—(1——) <—,0<t<n), (1.12)
n 2n
qui découle, des relations
)" ¢ T\ T
1- 1-—| = 1-—| —d 1.13
exp( n) foexp(r)( n) —dv (1.13)
et
o< |’ PR PR Ly L 1.1
__) = —dt = t 14
<f0 exp(r)( n) - T<j(; exp(r)n T exp()zn. ( )

(Larelation (1.13) peut étre verifiée en différenciant les deux cotés).

En utilisant I'inéquation auxiliaire (1.12), on obtient pour n assez grand et N fixé

f exp(—t)—(l——) ]L‘Z_ dr <—f Fdr< - (1.15)
0 n 2n Jo 3
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En tenant compte des inégalités (1.9), et et que est arbitraire, on conclut que
est justifiée. Ceci termine certainement la preuve de la formule pour Re(z) > 0.

A l'aide de , la condition Re(z) > 0. peut étre affaiblie pour z # 0,—-1,-2,..de la
maniere suivante.

Si —m < Re(z) < +m ou m est un nombre entier positif, alors

I'(z+ m)
I'(z) = (1.16)
z(z+1)..(z+m-1)
1 n*tMpl
= hm
zZ(z+1)..(z+m—-1) n—oo (z+ m)...(z2+ m+ n)
B 1 i (n—m)*t" (n—m)!
B z(z+1)...(z+m—1)n—oo (z+ m)(z+ m+1)...(z+ n)
n*n!

lim .
n—oo z(z+1)...(z+ n)

Par conséquent, la représentation (1.3) est vraie pour tout z, z #0,—1,—2...

1.2 La fonction Béta

Dans de nombreux cas il est plus commode d’employer la fonction Béta au lieu d'une

certaine combinaison des valeurs de la fonction Gamma.
1
B(z, w) :f 1 1-1)%dr, (Re(z) >0, Re(w)>0). (1.17)
0

Pour établir l1a relation entre la fonction Gamma et la fonction Béta on vas utiliser la trans-
formée de Laplace.

On considére 'intégrale suivante

t
By w () :f 7 la-n%ldr. (1.18)
0
évidemment, h; , (f) est une convolution des fonctions “lett¥letona hzw@) =
B(z,w).
Mémoire Pour 'obtention du Diplome 5 Présenté par : Bouaziz. Rania
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Puisque la transformée de Laplace de deux fonctions est égale au produit de leurs

transformées de Laplace, on obtient

I'(z) T (w) B I'2)T (w)
~ =

Sw SZ+LU

Hyw(s)=

) (1.19)

ou H ;, () estla transformée de Laplace de la fonction h; ,, (7).

D’autre part, puisque I' (z) ' (w) est une constante, il est possible de reconstituer la
fonction originale &, (¢) par la transformée de Laplace inverse, du coté droit de (1.19).
En raison de I'unicité de la transformée de Laplace, on obtient donc

I'2)T (w) ;

z+w—1’ (1.20)
I'(z+w)

hz,w (1) =

sion prend ¢ = 1, on obtient I'’expresion suivante

') (w)
B(z,w) = ———, (1.21)
I'z+w)
qui nous donne
B(z,w)=B(Ww,z). (1.22)

1.3 Dérivées et intégrales fractionnaires

a) Dérivées fractionnaires au sens de Griinwald-Letnikov

Lidée principale de la dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov est de donner une
généralisation de la définition classique de la dérivation entiere d'une fonction a des ordres
arbitraires.

La dérivée premiere (d’ordre 1) d'une fonction f au point ¢ est donnée par

/ . fO-f-h
f) =lim 1.23
[ m A (1.23)
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Par dérivation successive de la fonction f, on obtient une généralisation de la formule

(1.23) al’ordre n (n est un entier positif ou nul) de la forme

f"(t)—hinﬁz( 1) ( )f(t kh) (1.24)
ou

n n! _n(n-1).. .(n—-k+1)

k k'(n k! k! '

La formule (1.24) représente la dérivée d’ordre entier n, si n est positif et 'intégrale répétée
n fois si n est négatif.
Grace a la propriété fondamentale I'(n + 1) = n!, Vn € N, on peut arriver a une expres-

sion plus générale dans le cas ou n est négatif ou nul

1)F n| -n(l-n)..(k—n-1)  T(k-n)
B k! CT(k+1)T(-n)

On définit donc la dérivée d’ordre non entier a par

1 ©  T(k-
Cpef() =lim— 3 —— kY

i 7e X rr T AR (1.25)

1 ! —a—1
—m‘/;l (t—T) f(T)dT

et

w1 & Tkta
abDi f(t)_h—r»nh‘“kzol“(k+1)l“( )

f(t n* ! fdr

f—kh) (1.26)

F( )
Les formules (1.25) et (1.26) définissent respectivement les dérivées fractionnaires d’ordre
a et d’ordre (—a) au sens de Griinwald-Letnikov de la fonction f, ou f est une fonction

continue sur l'intervalle fermé [a; ¢].
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Si f estde classe C™, des intégrations par parties de (1.25) et (1.26) nous permit d’écrire

m—1 r(k) k-a
G ma & @) (t-a) 1
“D"f(t)_kzzo Fk-a+l)  Tm-a)

t
f (t—1)™ 9L £ (1) gy (1.27)

et

m-1 (k) _ k+a
Sppp =y L OUZO T,

o T(k+a+1l) I'(m+a)

t
f (t—7)"re L £y qr (1.28)
a

La formule l| est obtenue sous ’hypothese que les dérivées f k) (1), (k=1,2,..., m)sont
continues sur I'intervalle fermé [a, t] et que m est un entier vérifiant la condition m > a.La

plus petite valeur possible de m est déterminée par I'inégalité suivante

m-1l1<a<m.
Dérivée fractionnaire de (r — a)“

On calcule la dérivée fractionnaire ng f (¢) au sens de Griinwald-Letnikov de la fonc-
tion polynomiale

fo=t-a“,

ol a est un nombre réel.
On va commencer par considérer des valeurs négatives de p, c’est-a-dire qu'on va
commencer par évaluer I'intégrale fractionnaire d’ordre (—p).
On utilise la formule
1
(-p)

et supposons a > —1 pour la convergence de I'intégrale. En effectuant dans (1.29), le chan-

G
‘D (t-a)®=

t
f (t—-17)" P (7 -a)%dr, (1.29)
a

gement de variable 7 = a+¢ (¢ — a) et en utilisant la définition (1.17) de la fonction Béta on
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obtient
1
SDP (1 @)= —— (t—a)™P f (- e (1.30)
r(-p) 0
1
=——B(-p,a+1)(t—-a)*"
TES R
T(a+1) aep
=—(t-— , 0, -1).
F(a—p+1)(t a) (p<0, a>-1)

On consideére maintenant le cas: 0 < m < p < m+ 1. Pour appliquer la formule
f Vg (x) D‘Z\T(pg (x,1) dxdt+f lul? @, (x, 1) dxdt+f g, )pr(x,t)dxdt (1.31)
QT QT QT

:fQT oM (_A)g(pz(x, t)dxdt+fQT UD?\T(pz (x,t)dxdt

on a besoin d’'imposer @ > m pour la convergence de I'intégrale dans (1.31). Alors on a

1 t dm+1(.[_a)a
GPP(_ o — _\m-p
DY (t = | —d1. 1.32
aDr (=@ F[—p+m+1).fa( i drmt 47 (1.32)

En tenant compte de

d" ! (t — a)® wem-1_ Tl@+1) (@ ml

=a(a-1)..(a—m)(t—a)

d-[m+l - I"(a _ m)
et en effectuant le changement de variable 7 = a + ¢ (f — a) on arrive a
I'a+1 ‘
“DP (t—-a)® = (a+1) f t-0)"Pr-a)* " dr (1.33)
Fa-mT(-p+m+1)Ja

_ F@+1)B(-p+m+1,a—m)

t—a)* P
Fla-mT(-p+m+1) (¢-a)
C T@t)
_F(—p+a+1)(t 4"

On note que I'expression (1.33) est formellement identique a I'expression (1.30), on peut
donc conclure que la dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov de la fonction

polynomiale f(¢) = (t — a)® est donnée par la formule
I'la+1)

GDP f— a:
aPrlt=a) I(-p+a+1)

(t—a)* P, (1.34)

avec (p<0,a>-1)oubien (0sm<p<m+1l,a>m).
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Dérivée fractionnaire d’'une constante

La dérivée fractionnaire de Griitnwald-Letnikov d'une fonction constante est en géné-
ral ni nulle ni constante, en effet

Si f(#) = C et @ non entier, on a f(k)(t) =0pour k=1,2,...m et donc,

m—1 f(k) (a) (t— a)k—a

Gna _ m—a-1 p(m)
thf(t)—kZO T a™D) +F(m a)f (t-1) @ dr

-1 r(k) k-a
_ ) (t—a)
ra- )“ @ +,§1 Tk—atl)

-~

0

f (e lf(m)(r)dr

-

0

)

F(m a)

C

_ o\
_F(l—a)(t %)

Composition avec les dérivées d’ordre entier

7

Proposition 1.3.1. Soient m un entier strictement positif et p non entier. Alors :

m

e — (DY F) = D F @) (1.35)
et 1 £(k) k
G dm ) G m+p P at—-a)P"
t D t
(dtmf() fo- kZ;) [(k—-p-m+1)

(1.36)

Démonstration. Pour n—1< p < n, on a d’'une part

dam Gop n+m—1 f(k) (a) (t_a)k—(l”m)
D
am WP 0)= L T

1 (f— T)n+m—(p+m)—1 f(n+m) (1) dr,

F[n+m—(p+m))fa

+
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autrement dit
m

d m
o @DLF0) =G D f (),

et d’autre part,

f(”) - ,CZ: f(m}ké,i‘? ifl S)k -+ F(nl— ) f (=77 FO (@)
nm-1 0 () (- qyk=(prm)
i T(k=(p+m)+1)
"T(ne . (p+m)) Lt(t")"+m‘(”+m)‘1f("+m) mdr
_n—l X (@) (£ — @)kp—m
i=0 T(k-p-m+1)

dam
arm

G P
oot

alors,
am n-1 f(k) (a)(t— a)k—p—m
GD”(— t):GD"”” 1) —
at dtmf() a D 710 kgb [(k—-p-m+1)

Ce qui veut dire que, la dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle ne com-

mutent que si f(k) (a) =0pourtout k=0,1,2,..,.m—1. O
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Composition avec les dérivées fractionnaires

e B

Proposition 1.3.2. Trois cas sont a distinguer :
1.Pourg<0etpeR,ona

oD (D] (f (1) =5 DV f (1)

2.5i0sm<qg<m+1, p<O0etlafonction f(t) vérifie les conditions f(k) (a) =0, pour
toutk=0,1,2,...m-—1
alors,

aDf (@D7 (f )= DY f (1)
3.85i0sm<qg<m+1,0<n<p<n+1 etla fonction f(t) vérifie les conditions
f(k)(a) =0, pour toutk=0,1,2,...,r —1 ot r = max(m; n)

alors,
aD? (GD] (f ) =4 DY (D} (f 1)) =4 DY f ()

Démonstration. Pour la preuve de cette proposition, on pourra consulter [32]. O

b) Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Dans cette section, on cite quelques définitions et résultats du calcul fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville. On va commencer par la définition de I'intégrale de Riemann-

Liouville.
Intégrales d’ordre arbitraire

Soit f: [a,b) — R (ou a valeurs vectorielles) une fonction continue. b peut étre fini ou
infini.

Une primitive de f est donnée par I'expression

(I.f) =ftf(r) dr.
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Pour une primitive seconde on aura

(12f) (0 = f(f f(t)dt)

En utilisant le théoréme de Fubini, on peut écrire

t
LZf) (@) :f (t-7) f (x)dr,

en itérant, on arrive a

In (t) f( i f(‘[)d‘l'.

Définition 1.3.1. Soit f : [a, b) — R On appelle intégrale de Riemann-Liouville de f
l'intégrale définie par la formule suivante

(1%f) (0 = f(t D% f(n)dr, (1.37)

I'(a)

ol a est un nombre réel positif ou complexe de réel positif et la dérivée fractionnaire
de Riemann-Liouville D, est donnée comme suit

DS, f(1) = f (t—9)""* 1 f(9)ds=D"I['"*f (1) pourt>0.

F(n—a)dt”

Intégrales fractionnaires de quelques fonctions usuelles

Soit la fonction f(¢) = (¢ — a)P ot p>-1

Ig(t—a)ﬁ—r( )f (t-1) Y - aPdr.

Pour évaluer cette intégrale on effectue le changement de variable 7 = a+ (t — a)s
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(t_a)ﬁ+a’ 1 B
1%(t-a)f = Wfo 1-95%"sPds (1.38)
B (t_a)ﬁ+a’
= WB(a,ﬁ'Fl)

_(t—a)fte ACHNGESD
(@) I(B+1+a)

_ T(B+D)

CT(B+1+a)

(t—a)P*e,

dl’l
I'h—a)dt?

Larelation (1.38) montre que l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre

Dg+f(t) =

t
f (=" f(s)ds= D"~ f (¢) pour £ > 0.
0

a d'une constante est donnée par

Rpy—apr-~_ jap0 _ o«
WD C=IGC= s li=a)".
Proposition 1.3.3. Soient a et § deux nombres complexes et f € C° ([a, b)).
i) 190 F)=15P, (Re(a) >0, Re(B) >0 (1.39)
.. d a a—1
if) E(I“f)m =y f)(1), Re(a) >1 (1.40)
i) lir{)l (IS (1) = f(1), Re(a) >0 (1.41)
a— +

Démonstration. i) Pour la démonstration on utilise la fonction Béta d’Euler. En effet

gt 0= [ (-9 ub prds
a\a r(a) a a
1 ftfs a—1 p-1 drd
= (t—98)" (s—)" " f(v)dtds,
C(@T(B) Ja Ja !
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en utilisant le théoréme de Fubini, on pourra permuter I'ordre d’intégration et on obtient

[15alp

e —— a-1 B-1
" Tl )F(ﬁ)f f(”[e (t=9)""(s—1)" 'ds|dr.

Le changement de variable s = 7 + (¢ — 7) u nous donne

t 1 B
f (t—S)“‘l(s—T)ﬁ‘lds:(t—T)‘”ﬁ_lf (- dp

pyasp-1 L@OTP)

= (- Ta+p)’

D’ou

1 t a
( +ﬁ)f f@E-n*ar=ug? p

ii) Pour justifier la deuxieme identité on utilise les théoremes classiques de dérivation

[15alp

(l‘)=F

d’'une intégrale dépendant d’'un parametre etla relation fondamentale de la fonction Gamma
d’Euler
INa)=(a-DI'(a—-1).

iii) Pour la derniere identité, on considere la fonction f € C%([a, b)), on a

1 t
(Iaf) @)= ﬁf (t-1* ' f(n)dr.
a

t a
De I'exemple 1.38‘D, on peut écrire (I51) (1) = ( T 46—1)1) —1quand a —0".
a
Donc
(ISf) (0 - (t-a) f(t)‘ = ‘Lf(t nN* ! fmdr - —f (-1 f(ndr| (1.42)
a [(a+1) I'(a) Ja I'(a)
1 t
< mf - f@ - f@|dr
a
1 t-6 )
:ﬁf (t—-1)% |f(r)—f(t)|dr
T (t D f(o) - f0)]dr.
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D’une part, on a f est continue sur [a, b) qui nous permet d’écrire
Vt,1€la,b), ¥Ve>0,36>0:[1—1]<d = |f(1) - f(1)| <¢,

ce qui entraine

[e4

t
f (-0 f() - (t)|drsef (t—T)“_ldrzﬂ. (1.43)
- -6 a
D’autre part,

Lft_é(t—r)“‘l|f(r)—f(t)|dr Lft_é(t—r)“_lﬂf(fﬂ+|fm|)d7
I'a) Ja Ha)

=<
-6
< 2 sup |f(cf)| (t—-1)%dr, Vte[a,b)
¢ela,t]
(t—a)” 6“
a a
ou M= sup |f(©&)].
{elat]
Une combinaison de (1.42), (1.43) et (1.44) donne
( — )a a a a
(If) (- f() [e6 +2M ((t— @)* - 5%)]
1
=—— e +2M ((t—a)* - 56%)],
en faisant tendre a vers 0", on obtient
. ( - )“
lim |(I§f) () - f() <e¢
a—0t
autrement dit
lim (ISf) (- f(D)]| <€ Ye>0,
a—0t
c’est-a-dire que
lim (I5f) () = f(1)
a—0*
O
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Dérivées d’ordre arbitraire

Définition 1.3.2. Soit a € |m— 1, m[ avec m € N*. On appelle dérivée d'ordre « au
sens de Riemann-Liouville la fonction définie par
d m
aDif(n= (E) [~ HHv] (1.45)

1 dm

t
_ _ym-a-1
_—F(m—a) _dtmfa (t—1) f@)dr.

Dérivées fractionnaires de quelques fonctions usuelles

On calcule la dérivée de Riemann-Liouville de la fonction f(#) = (- )P Par la formule

(1.38) on peut écrire

d)’"[ T'(B+1)

Rpace 62
aDi(t=a) ( TB+1+m-a)

- (t— a)ﬁ“"‘“] , (1.46)

_ r(ﬁ'l'l) i)m _ \Brm-«a
_F(ﬁ+1+m—a)(dt (t-a ’
on sait que
(%) =" = Brm-)(f+m-a-1)..(F-a+ (- (1.47)

Par substitution de (1.47) dans (1.46), on obtient

B_ rg+HP+m-a)(fp+m-a-1)..(-a+1l)
r+1+m-a)
rg+nNP+m-a)(fp+m-a-1)..—-a+1)

BRpa(t—a) (t—a)P (1.48)

= (t-a)f
B+rm-a)f+m—-a-1)..b-a+DI(f-a+1)

_ TB+D s,

_F(ﬁ—a+1)(t ar

ii) Si on prend f = 0 dans I'exemple précédent, on arrive au résultat suivant

t—a)y ¢
5 D?(l) - ¥’
I'l-a)
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c’est-a-dire que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d'une constante n’est pas ni

nulle ni constante ! mais on a

R na C N
D C= T a)(t a)”®

Définition 1.3.3. (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche)

Vi>a, BD7Of(1) = @ )f (t-1)* f()dr

Définition 1.3.4. (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche)

Vi>a, BDYf(1) = ;( ) f(t )" f(nydr

I'(m-a)

Les deux définitions précédentes utilisent le passé de f, c’est-a-dire les valeurs de f (1)
pour a < 7 < t. On peut définir des opérateurs similaires, qui utilisent le futur de f, c’est-
adire les valeurs de f(7) pour t < 7 < b. On définit ensuite les deux opérateurs suivants

Définition 1.3.5. (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite)

Vi<b RDPf() = f - 0P F)dr

L'(p)

Définition 1.3.6. (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a droite)

1

R0
Vi<b, ;D f(t)= ——ﬁ)(dt)

f (- 0" Pl () dr.
On note bien que f est une fonction telle quegD‘f f() ez‘lb?D';3 f(t) sont définies.

La dérivée fractionnaire d’ordre a > 0 de Caputo pour une fonction donnée f(f) sur

[0, T'] est défini par

c PO g
D§.f()=D§. |f() -3 a Ul (1.49)
k=0 :
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oll n = [a] + 1, [a] signifie la partie entiere de a et D(. est la dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville d’ ordre « définie par

n

I'nh—a)dt?

t
Dg. f(1) = fo (t-9" L f(s)ds= D" f (t) pour £ > 0.

La dérivée fractionnaire de Caputo “Dy. f existe pour f appartenir a AC" [0, T] l'es-
pace des fonctions qui ont des dérivées continues jusqu’a 'ordre (n—1) on [0, T] tel que
f(”_l) e AC' ([0, T],R). AC! ([0, T],R) également noté AC|0, T] est 'espace des fonctions
absolument continues. Dans ce cas, la dérivée fractionnaire de Caputo est défini par

Cna _ 1 f[ _ ah-a-1 _ yh—ann
D0+f(t)——r(n_a) A (t—3) f(s)ds=1,"D"f () pour t>0. (1.50)

remarquant que dans le cas ol @ = n, on a CD(’)ﬁf(z‘) =D"f(1).

Lemme 1.3.1. Lopérateur d’'intégration fractionnaire est borné sur C ([0, T],R), dans
le sens ott pour chaque f € C ([0, T],R) il existe une constante positive a tel que

175 Flloo = @l fllo-

en outre,
T(p+1)

ISt =
0 [(a+u+1)

M u> -1, a>0. (1.51)

Lemme 1.3.2. Soit f € AC" [0, T1, alors la dérivée fractionnaire d'ordre de Caputo
a >0 telquen = [a] + 1 est continu sur [0, T] et

c C =l ko)
DI (0= F(0), 18DE f (= [ (0= ¥ T2, (1.52)
= K

En particulier, quand0< a <1 ona IgiCDgif(t) =f()-f(0).

. J

Pour étudier la stabilité de la solution, on doit considérer I'’équation différentielle frac-

tionnaire suivante

“Dlout)=f(t,u(r),0<as<l, telo,T]. (1.53)
Mémoire Pour 'obtention du Diplome 19 Présenté par : Bouaziz. Rania
de Master en Mathématiques Dirigé par : Dr. DEBBAR. Rabah

Option: EDP Et Analyse numérique Année Universitaire 2019/2020



Universté 08 Mai 1945-Guelma Département de Mathématiques

On obtient les conditions suffisantes pour la stabilité de la solution pour IVP 2.1). En
particulier, quatre types des résultats de stabilité de type Ulam sont discutés. C’est la stabi-
lité d’'Ulam-Hyers, la stabilité généralisée d’Ulam-Hyers, la stabilité d’'Ulam-Hyers-Rassias
et la stabilité généralisée d’'Ulam-Hyers-Rassias.

Définition 1.3.7. Léquation est stable au sens de Ulam-Hyers s’il existe
un nombre réel Ky > 0 tel que pour chaque € > 0 et pour chaque solution y €
AC([0,T],R) de l'inéquation

D&y (t) - f(t,y(®)|=e te(0,TI, (1.54)
il existe une solution u € AC ([0, T1,R) de l'équation (1.53) avec

|y () - u(| <eKp, telo,T).

Définition 1.3.8. Léquation est stable au sens de Ulam-Hyers généralisée s'il
existew € C([0, T],R), w(0) = 0 tel que pour chaque € > 0 et pour chaque solution
y€ AC([0,T],R) de l'inéquation

DSy - f(t,y®)|<e telo,T],
il existe une solution u € AC ([0, T1,R) de l'équation (1.53) avec

ly@-u@|=yE, telo,T].

Définition 1.3.9. L'équation est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias par rap-
portay € C([0,T],Ry) s'il existe un nombre réel ] ¢, > 0 tel que pour chaque e > 0 et
pour chaque solutiony € AC ([0, T1,R) de l'inéquation

DLy - f(t,y@)|<ey (1), telo,T],
il existe une solution u € AC ([0, T1,R) de l'équation avec

ly@)—u@|<eryw @), tel0,T1.
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Définition 1.3.10. L'équation (1.53) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias géné-
ralisée par rapport ay € C([0, T]1,R,) s'il existe J ¢, > 0 tel que pour chaque € > 0 et
pour chaque solution y € AC ([0, T1,R) de l'inéquation

“D§.y - f(t,y(®)| <ey (), te]0,T1,
il existe une solution u € AC ([0, T1,R) de I'’équation avec

Yy —u®|<Jryy @, telo,T1.

Définition 1.3.11. Une fonction y € AC ([0, T],R) est une solution de l'inéquation
si et seulement s'il existe une fonction ¢ € AC ([0, T1,R) tel que pour chaque
te[0,T], |p)|seetD§.y () =f(t,y(@®)+p ().

Lemme 1.3.3. [22](Lemme de Gronwall) Soient v : [0, T] — [0,00) une fonction
réelle et w(.) une fonction non négative, localement intégrable sur [0; T]. Supposons
qu'il existe des constantes a >0 et 0 < a < 1 telles que :

t
v(t) <w(r)+ af (t—9s)"%v(s)ds.
0
Alors, il existe une constante K = K(«) telle que :

t
v(t) < w(t)+Kaf (t—8)"%w(s)ds, Ytelo,T).
0

Lemme 1.3.4. [Théoréme de point fixe de Krasnoselkii] Soit K un sous-ensemble
convexe et non vide fermé d’'un espace de Banach X. Soient T et S, deux opérateurs
tels que

— Tx+SyeK pour chaque x,y € K,

— T est compact et continu,

— S est une application contractante. Alors il existe z) € K tel que z; = Tz + Sz;.

Nous sommes préts a présenter nos résultats. Nous adoptons quelques idées de [15]
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Théoreme 1.3.1. (principe de contraction de Banach, [39]). Soit (X, d) un espace mé-
trique complet, alors chaque application contractante T : X — X a un unique point
fixex de T dans X, c’est-a-dire que Tx = x.

c) Théoreme d’Ascoli (d’Arzela-Ascoli)

Soient K un espace compact et (E,d) un espace métrique. L'espace C(K, E) des fonc-
tions continues de K dans E, muni de la distance uniforme, est un espace métrique.

Une partie A de C(K, E) est relativement compacte (c’est-a-dire incluse dans un com-
pact) si et seulement si, pour tout point x de K

A est équicontinue en x, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe un voisinage V de x

tel que
VfeAVyeVvd(f),f(y)) <e

I'ensemble A(x) = {f (x)\f € A} est relativement compacte.
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Chapitre 2

Existence, unicité et stabilité au sens
d’Ulam de la solution de premier
probleme

Ce chapitre a été consacré a I’existence, I'unicité et la stabilité au sens d’'Ulam des so-

lutions de I’équation différentielle fractionnaire non linéaire suivante
CDS& (@ -gtu@))=f(tu@), tel0,T], 2.1)
muni de la condition aux limites suivante
u(t) l=0= uo, U €R,

ou CDS‘+ est la dérivée fractionnaire de Caputo, 0 < a < 1, g et f sont spécifiés dans les

préliminaires

2.1 Existence et unicité

Dans cette partie, on a étudié I'existence des solutions locales pour 2.I). Pour cela, on

introduit des hypotheses nécessaires pour prouver nos résultats

23
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(H1) Soit f:[0,T] xR — Ret g: [0, T] x R — R sont des fonctions continues.
(H2) Il existe des constantes positives L;, L, tels que pour chaque ¢ € [0, T] et uy,v; €
R, ona
|f(t,un) = f (t,v)| < Ly luy — v,
et

lg(t,u)) —g(t,v)| < Lalus — 1], 0< Ly < 1.

Maintenant, on consideére le sous-ensemble suivant

Br = {u: ue C([0,hD : llullcqo,ny = sup lul SR},
O0<t<h

avec R, h sont des constantes positives telles que

1
1-L)T 1))\«
h<min{T,(( 2@t )) } 2.2)
Ly
et
R>_1 (*+ +—(1_L2)Cf) 2.3)
= C ) *
11—k (9 T L
oflcf: sup |f(t,0)|,cg: sup |g(t,0)|,q*:|u0—g(0,u0)|et
te[0,h] te[0,h]
L
ke L+ —HLpe
I'a+1)

Maintenant, on transforme le probleme aux limites initial sous forme d'une équa-
tion intégrale qui est également utilisée dans 1'étude de l'existence, l'unicité et la

stabilité.

Lemme 2.1.1. Une fonction u € C([0, h],R) est une solution de I'équation intégrale
fractionnaire suivante

1 t
u(t)=ro+gt,u(r)+ mfo (=91 f(s,u(s)ds,

avec ro = U — go, 8o = & (0, up), si et seulement si u est une solution du probleme aux
limites initial fractionnaire d’ordre a (2.1)).
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Démonstration. On applique I'intégrale fractionnaire I, al’équation (2.I) et en introdui-

sant le lemme (1.3.2), puisque 0 < a < 1

alors
u(t)—gt,u(r)—u0)+g0,u0))
= I (f(t u(t)))
= @ )f (=9 f(su(s)ds
d’oll

u(t) = u(0) - g 0,u0) +g (t,u(r) + Iy (f (t,u(1))

=ro+g(t, u(t))+mf (t—9) 1 f(s,u(s)ds. (2.4)

Théoréme 2.1.1. Suppose que (H1),(H2) sont vérifiées. Alors, l'équation 2.1) admet
une solution unique u € C ([0, h],R).

Démonstration. Soit X = C ([0, h],R) (I'espace de Banach de toutes les fonctions continues

de [0, h] dans R) et on définit I'opérateur A : X — X pour toute £ € [0, T']

(Aw) (1) = (Aw) (1) + (Bu) (1),

ou
(Au) (1) = f (t-9"" f(su(s)ds,
I'(a)
et
Bu) () =ro+ gt u(®).
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Pour chaque u,ve Xette[0,h],ona

|(Aw) (1) - (Av) (2)]
<|g(t,u)-gt v

I%)]‘u (s u)—f(svs)|ds,

utilisant (H1),(H2) et (I.51), on obtient

|(Auw) (1) — (Av) (1)

1
< Lyllu—vllcqony + = llu— V”C(Oh])f (t—95)%"ds

F( )
Lolu—vl +—£—¢n |
=Laliu—="Vlicqo,hn U—"viicqo,n
0+ Tt (10,1
Ly
<|L +—ha u-—ruv .
2 e+ I Il c(ro,m)

De (2.2), il s’ensuit que A a un point fixe unique qui est la solution du probleme 2.1I). O

Maintenant, on donne le résultat d’existence basé sur le théoreme du point fixe de

Krasnoselskii.

Théoréme 2.1.2. Suppose que (H1),(H2) sont satisfait. Alors le probleme 2.1) a au
moins un point fixe sur C ([0, h],R).

Démonstration. Tout d’abord, il est clair que Br < C ([0, h]) est un sous-ensemble non
vide, borné fermé et convexe.
Notez que u, v € Bg alors Au+ Bv € Bg. En effet, il est facile de vérifier I'inéquation

[(Au+ Bv) (1) =|ro+ g (¢, v(t))+mf (t—s)%" 1f(s u(s)ds

<|rol+|g (&, v ()] + @ )f (t=9)* | f (s, u(s)]|ds. (2.5)
Mémoire Pour 'obtention du Diplome 26 Présenté par : Bouaziz. Rania
de Master en Mathématiques Dirigé par : Dr. DEBBAR. Rabah

Option: EDP Et Analyse numérique Année Universitaire 2019/2020



Universté 08 Mai 1945-Guelma Département de Mathématiques

D’autre part, on a

|f @ u@)| <|f @ u@) - f@0|+|f(¢0)]
< Lilu(@)|+|f(t,0)]
<Lilule+cs

<LiR+c f-
Par la méme technique, on obtient I'’estimation suivante
lg(t,v ()| = LaR + cg.

Ensuite, 'estimation (2.5) devient

I(Au+Bv) ()] < g* + LoR L1R+Cft“
u+Bv) (D) <qg*+ +Co+——
( NOIEY 2 g+ T@rl)
L c
< L2+—1h“ R+q*+cg+—fh“s

I'a+1) I'a+1)
On conclue de (2.2) et (2.3) que

| Au+ Bvllcgo,ny <R,
ainsi,

Au+ Bv € Bg.

En utilisant, (H2), il est également clair que I'opérateur B est une application contractante.
De la continuité de u, on peut affirmer que I'opérateur Au est uniformément continu et

en exploitant (H1)et(H2) , ce qui conduit a
1 t
|(Aw)(1)| < m[ (1= f (s ul)|ds

_L1R+Cff (t—s)*ds

T'(a)
- LiR+c o
I(a+1)
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Alors
LR+ Cf o

I'a+1)

)

Il Aullco,n <

et A est uniformément borné dans Bp.
Maintenant on prouve que (Au)(f) est équicontinu. Soit #,,# € [0,h], t, < t; et u € Bg.
En utilisant le fait que f est borné sur I'ensemble compact [0, /] x Bg.
On obtient
[(Auw)(t) — (Au)(l‘z)l

%]

‘F() (h—98)% 1f(s,u(s))ds—% (=9 f(s,u(s)ds

_aa-1 a-1
F(a) |(t1 s) (=9 |f(s,u(s)|ds
g Itl—SI“ Y f (s uls)|ds
L1R+Cf f2 a—1 a-1
*T@ |(t1-9) (p—9)"""|ds
LiR+ t
$ 2 et gs, (2.6)
I(a) Jp

Puisque 0 < a < 1, alors (¢; — $)* ! < (&, — 5) L. Ainsi,

t t
fo |(“_s)a_l‘“rs)“_l|ds:f0 [(t2 = 9% = (0= 9% ] ds

Lo (-

2_Lly= = 2.7)
a « a
et
h h h—1)*
f Itl—sla_lds:f (-5 ds= DB 2.8)
to 1%} a
Insertant et (2.8) dans (2.6), on trouve
I(Aw)(n) - (Aw) ()| < (tf —tf+2(t -t )"‘)M
! SO TS
LiR+ Crf
< 2(Hh-1)%———,
TS
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qui est indépendante de u et tend vers zéro lorsque ¢, — to — 0. Par conséquent, 'opéra-
teur A est équicontinu. Ainsi, ABy est relativement compact sur Bg. D’apres le théoreme
d’Arzela-Ascoli, A est compact.il reste a vérifier que A est continu.

Soit (u#;) une suite d’élément de C ([0, h]) telle que u, — u dans C ([0, h]). Alors pour

chaque u,, u e C([0, h]) et pour tout ¢ € [0, h]

|(Aun) (1) — (Au) (1)

:';ft(t—s)“ Lfsu (s))ds——f (t=9)*"1f(s,u(s)ds
T (a) " I'(@)

f (t=9)* [ f (s un ()= f(suls)]ds

|

Tt (t Y (s un(s) = f(s,u(s))|ds

en utilisant I'hypothese (H2)

T )f (t=8) " uy (s)—u(s)lds

Lilu - u||oof 9o ds
0

T(a)
Lillup—ulle [ (= 9*]"
. T(a) a o
_Lillup—ulls 4
 T(a+1)
|(Aun)(t)—(Au)(t)|s% “
d’ ol
| Ay, — Aull SLl—taIIu —ull
T I(@+1 %
comme lim u, =u

n—oo

Au, — Au si n — oo alors A est continu dans C ([0, /])
On conclue maintenant les résultats du théoréme basé sur le théoréme du point fixe

de Krasnoselskii que le probléme(2.1) a au moins un point fixe sur [0, /]. Ceci compléete la
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preuve. O

2.2 Stabilité de Ulam

Dans cette partie on étudie quatre types de stabilité d’'Ulam de 1'équation différen-

tielle fractionnaire d’ordre « (2.I) qui sont d'Ulam-Hyers, Ulam-Hyers généralisée, Ulam-

Hyers-Rassias et Ulam-Hyers-Rassias généralisée.
Lemme 2.2.1. Siy € AC([0, h],R) est une solution de l'inéquation différentielle frac-
tionnaire pour chaquee >0

|°Dg. (u() - g (t,u () - f (t,u(0)] <, (2.9)

alors y est une solution de l'inégalité intégrale suivante
a

_ _ - a-—1 €
Y0 -ro—g(ty(®) f(t 9 (s, 0 ds| < o

I'(a@)

Démonstration. Soit y € AC ([0, h],R) une solution de I'inéquation (2.9) pour chaque € > 0.
Ensuite, a partir des définitions (1.3.11) et du Lemme (2.1.1) pour une fonction continue

@(1) telle que |p(1)| <€, t€[0,h], ona

y=ro+g(ty® +mf (t=9"[f(5y(9)+p(9)]ds.

On utilise les propriétés de Ij),, ce qui nous conduit a

( S)a 1 € t a1
% (o |_f lp(s)|ds < mfo (t—95)*tds

F (@)
F (a +1)
La preuve est complete. O
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Théoreme 2.2.1. On suppose que les hypotheses (H1),(H2) soient vérifiées. Alors le
probleme [2.1) est stable au sens de Ulam-Hyers.

Démonstration. Sous (H1),(H2), le probleme (2.I) a une solution unique dans AC ([0, h],R)n
C ([0, h],R). Soit y € (ACI0, h],R) une solution de I'inéquation (2.9), alors pour chaque
€ [0, h]

MOGEITO]

<ly®-ro—g(t,y®) —mf (t=9f(sy(9)ds

+|g (£,y(0) - gt u@)]
*Ta )f (t=9)*f (s 7)) - f(suls)|ds

eh® L
= T'(a+1) * (L2 + I(a+1) ha) ”J’_ u”cuo,h])'
Ainsi,
Iyl oo = e
Y= Hlewm = q-or@+n’

a

1-Kl(a+1)

Ensuite, il existe un nombre réel Ky = >0, tel que
ly () - u(0)| =eKj. (2.10)

Ainsi est stable au sens d’'Ulam-Hyers est établit, ce qui compléte la preuve. O

Corollaire 2.2.1. On suppose que toutes les hypotheses du théoreme (2 sont sa-
tisfait. Alors le probleme (2.1) est stable au sens de Ulam- Hyers.genemlzsee.

a

6(1—k)F(a+1)

Démonstration. Soit y (€) = €Ky = dans (2.10) alors y(0) = 0 et le pro-

bleme (2.I) est stable au sens de Ulam-Hyers.généralisée . O
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Dans la prochaine section, on introduit 'hypothese suivante
— (H3) soit ¥ € C (][0, k],R) une fonction croissante qui satisfait la propriété Ig;u/ (1) <

Ay (£), 0 <7y <1 pourune constante A,y > 0.

Lemme 2.2.2. On suppose que v satisfait (H3). Si y € AC ([0, h],R) est une solution
de l'inéquation

1“D&, (u(n) - gt u(®) - f(t,u(®)| <ey (1), Ve>0, (2.11)

alors y est une solution de l'inéquation intégrale suivante

y(®-ro—-g(t,y® —mf (t=9)*"f(5,y(9)ds| <eryaw (D). (2.12)

Démonstration. Soit y € AC ([0, h],R) une solution de I'inéquation (2.11) pour chaque € >
0. De la définition (1.3.11) et du lemme (2.1.1), pour une fonction continue ¢() tel que

lp(0)| < ey (¢) et pour chaque € >0, t€ [0, ], ona

‘J’(l‘)—ro— (t,y(® —mf (t=9""f(s,y(9)ds
t t_ a—1 t
sfo %Ws)wsgfo %w(s)ds<e L (v (D)
<€dyay ().
Ce qui complete la preuve. O

Théoreme 2.2.2. On suppose que les hypotheses (H1)-(H3) soient vérifier, alors le pro-
bleme (2.1) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias par rapport a .

Démonstration. Sous (H1),(H2) le probleme (2.I) a une solution unique en AC ([0, h],R) N
C ([0, h],R). Soit y € AC([0, h],R) une solution de I'inéquation (2.11), alors pour chaque
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€ [0, h]

ly (&) —u()]

<|ly®-r-glt, ”(”)‘mf (t—9) 1 f(su(s)ds

Sexlwaw(t)+|g(t y(0))-gt,u@)|
*Ta )f (t=9)*f (s 7)) - f(s,us)|ds

Ly
<€Ady,a¥ (1) + (Lz + mh“) ||J/— ”” C(0,h])

A
Il s’ensuit qu’il existe un nombre réel J¢,, = Lk > 0 tel que

Ay
MOGEIO] <€—w(t) =eJfyy (1), te[0,h].

Cela donne le résultat souhaité et compléte la preuve. O

Corollaire 2.2.2. Sous I'hypothese de théoreme (2.2.2), le probleme (2.1)) est stable au
sens de Ulam-Hyers-Rassias genéralisé par rapporta ¥V € C ([0, h],R).

A
Démonstration. Soit € = 1 et Jfy = lw—";c, ceci nous permit de déduire que le probleme

(2.1) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias generalisé. 0O

2.3 Exemple

On considére le probleme fractionaire non linéaire suivant

¢p? (u(t)— L sin(u(0)] = ——"—cos(u(1), t€[0,1]
0r 10 S 20(t+1) ’ T (2.13)
Up =e,
ou
a= L (t,u(r) = d sin(u (1), f(t,u(t) = 17t cos (u (1))
—2 8 10 P - 20(t+1) '
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La solution unique existe pour

Ll
1720 2" 10

Maintenant, pour choisir & qui vérifie (2.2) on doit calculer

1
1-L)T'(a+ 1)); _ (0.9 x 0.8862

Ly 0.85

2
) =0.8804,

alors, on peut prendre & = 0.75 pour que la condition suivante soit vérifier

Ly

——— h%=0.9306<1.
TFa+1)

k=1L,+

Il s’ensuit du théoreme (2.2.1) que le probleme (2.13) est stable au sens de Ulam-Hyers sur
[0,1].
Aussi, on choisit v (£) = t qui satisfait (H3) et grace a (1.51) on a

I'(2)
yi)=——" < f,0<y<l.
e M (1 T )
1
Poura=—-ona
2 1
Aya=3 (1 ):0.7447,
2r{=+1
2 \2

ensuite, on prend Ay, = 0.7447 pour que (2.12) est satisfiaite. D’ot1 la stabilité de Ulam-

Hyers-Rassias par rapport a .
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Chapitre 3

Existence, unicité et stabilité au sens
d’Ulam de la solution de deuxieme
probleme

Ce chapitre a été consacré a I’existence, I'unicité et la stabilité au sens d’'Ulam des so-

lutions de I’équation différentielle fractionnaire non linéaire suivante
CDg+u(t) =f(tu(r), te]:=[0T], T>0, O0<a=sl (3.1)
muni de la condition aux limites suivante
au0)+bu(T)=c 3.2)

ou f: ] xR— Rune fonction continue, et a,b,c sont des constantes réelles avec a+ b # 0.

3.1 Existence et unicité

Pour l'existence de solutions du probleme (3.1)-(3.2), on a besoin des lemmes sui-

vants :

35
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Lemme 3.1.1. Soient0< a <1 eth: ] — R unefonction continue, alors le probleme
linéaire :

“DlLut)=h(), Yte] (3.3)
au0)+bu(T)=c (3.4)

a une unique solution qui est donnée par :

u(t):Igﬂh(t)—%[blgﬂh(T)—c : (3.5)

+b

Démonstration. En appliquant 'opérateur I, au deux membres de I'égalité (3.3) et en

utilisant la formule (1.52)du lemme (1.3.2), on obtient :
u(t) = u0) + Iy h (1)
pourt=T,ona:
u(T) = u(0) + Igﬂh (1)
On utilise la condition pour calculer la constante ©(0), on trouve :
bIj h(T)-c

u(0) = 1
" a+b

En remplacgant u par sa valeur dans I'équation (??2), on obtient la solution du probleme

(B3)-B4)

u(t) = I&h (1) - ﬁ [blgih(T)—c

O
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Lemme 3.1.2. Soit f: ] xR — R une fonction continue, alors le probleme (3.1) -(3.2)
est équivalent au probleme :

u(t) = u0) + Igﬁh (1) (3.6)
ol
(0)——;[blah(T)—
W == ¢
et

h(t) = f (¢, u(1)

Démonstration. Soit u la solution du probleme (3.6), montrons que u est aussi une solu-

tion du probleme (3.1)-(3.2).

Ona:
u(t) = u(0) + I, h(z).
et
u(T) =u(0)+ Iéﬁh(T).
Alors,
au(0)+ bu(T) = —ﬁ [blgi h(T)—c|+b|u)+ I, h(T)]
a 1
= —m [blg;.h (T)—c|+ b| - m(b[&h (TM)-c¢o)+ Ig+ h(T)
=c
donc,
au(0)+ bu(T) =c.
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D’autre part,ona:

“D.u (1) =C DS, (u(0) + I*h(1)
= h(t)
= [, u(1).

O

Le théoreme suivant nous donne I'unicité de la solution du probleme (3.1)-(3.2), et cela

en utilisant le théoréme de contraction de Banach.

Théoreme 3.1.1. Supposons que : (H1) il existe K > 0 telles que :
l[f(t,u)— f(t,v|<Klu—-viquad Vte] et VYu,veR.

Si

KT? ( |b| )
1+ <1 3.7)
I'a+1) |a+ b|

le probleme (3.1)-(3.2) a une unique solution.

Démonstration. Nous allons transformer le probléme (3.1)-(3.2) en un probleme de point
fixe.
Considérons I'opérateur

N:C(U,R) — CU,R) (3.8)

défini par :

t
Nu(r) = u(0)+if (t—9)% 1 h,(s)ds
I'(a) Jo

hoy () = f(t,u(0) + I"hy (1))
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et

_ a—1
ul0)=—— F(a)f (T—98)"""hy(s)ds]|.

+b

Par les lemmes (3.1.1) et (3.1.2), il est clair que les points fixes de 'opérateur N sont les
solutions du probleme (3.1)-(3.2).
Lopérateur N est bien défini. En effet, si u € C(J,R) alors (Nu) € C(J,R).

Pour montrer que N admet un point fixe, il suffit de montrer que N est un opérateur

contractant. Soient u,ve C(J,R), et t€ J,alorsona:

|Nu(t)—Nv(r)|_r( )f (t= 9% Yhy(s) = hy(s)lds
+Lf (T - 9)* hy(s) - hy(s)lds (3.9)
la+bIT(a) Jo
et,
|hu (D) = hy(B)] = | f (£, u(B) — (£, v(D)]
Ainsi,

|hy(t) = hy(0)] < Klu(t) — v(D)l. (3.10)

En remplacant (3.10) dans I'inégalité (3.9), on obtient :

INu(®) - Nv(| = 5o f (t— 9% Hu(s) - v(s)lds
|bIK f a-1
+— (T—9)""uls)—v(s)|ds
(la+ bl (@) Jo

< KT lu—vieo+ DIKT? lu—vl

T T(a+1) ® la+bT(@+1) *
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Donc,
KT® | b

N, —N,| < 1+ u—v
| Ny — Nyl F(a+1)( |a+b|) [ lloo

D’apres (3.7), N est un opérateur contractant, et par le théoréme de point fixe de Banach
(1.3.1), N admet un unique point fixe, ainsi le probleme (3.1)-(3.2) a une unique solution.

O
3.2 Stabilité de Ulam
Théoréme 3.2.1. Supposons que (H1) et sont satisfaites, alors le probleme -
est stable au sens de Ulam- Hyers.
Démonstration. Soiente >0 et y € C!(J;R) une fonction qui satisfait I'inégalité :
Cnha
D,y (1) - f(t,y ()| se, te] (3.11)

et soit u € C'(J;R) la solution du probléme (3.1)-(3.2) ainsi que I'unique solution du pro-

bleme de Cauchy suivant :

“Dym=f(ty®) te], O<as<l
u(0) = y(0)
u(T) = y(T)

Par intégration de 'inégalité (3.11), on obtient :

a

1 ! a-1
y(t)—y(O)—@fo (t—19) hy(S)dS <

I'a+1)
eT®
I'la+1)

<

avec

hy (1) = f(t,y(0) + IRy (1))
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alors pourtout r€ J:

Iy(t)—u(t)lz‘y(t) y(O)—mf (t—9)*" 1h (s)ds

a-1
T )f (t-39) (hy(S) hy(s)ds

1 a-1
<|y(1) - (0)—m (t—s) hy(s)ds

a—1
+ o )f (1= 991 hy(s) - hu(s)lds

en utilisant (3.10), on trouve :

a

eT a-1
Iy(t)—u(t)lsr(aﬂ) F(a)f(t )y (s) —u(s)lds

et en appliquant le lemme de Gronwall (1.3.3), il s’ensuit que :

_ eT® YK (f a1 €17
YO -udl= 57 T )f(t ol

_ €T |, yKT®
“T@+n| T@+n|

ou y = y(a) une constante. O

Remarque 3.2.1. Sion posey(€) = ce alorsy(0) = 0, et donc le probleme (3.1) -(3.2) devient

stable au sens de Ulam-Hyers généralisé.

s a

Théoréme 3.2.2. Supposons que (H1), (3.7) et :
» (H2) il existe une fonction croissante ¢ € C (J,R) et il existe A, > 0 telles que :

I“p(t) < App(t), Vte]

sont satisfaites, alors le probleme (3.1)-(3.2) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias.

Démonstration. Soiente >0etye€ C'(J;R) une fonction qui satisfait I'inégalité :

DLy - f(ty )| sep®), te] (3.12)
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et soit u € C!(J;R) la solution du probleme (3.1)-(3.2) ainsi que I'unique solution du pro-

bléme de Cauchy suivant :

DLy =f(ty®) te), 0<as<l
u(0) = y(0)
u(T)=y(T)

Par intégration de I'inégalité (3.12), on obtient :

T )f (t—9)Lp(s)ds
<elyo(1).

- a-1
‘y(t) y(0) @ )f(t ) hy(s)ds| <

D’autre part,on a:

Iy(t)—u(t)I:’y(t) y(O)—mf (t=9)* " hy(s)ds

(r $) N (hy(s) — hy(s)ds

F()

o a—1
< |y(t) - y(0) Ta )f (t—38)" " hy(s)ds

T )f (1= )" hy(s) = hy()lds

par (3.10), il s’ensuit que :

K ! -1
ly(2) - u(t)|<€/1¢<p(t)+r() (=9 y() —u(s)lds

et nous obtenons par le lemme de Gronwall (1.3.3) :

Y A‘P ! a-1
ly () — u(D) < edp(r) + @ /(;(t—s) p(s)ds
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ou y; =y (@) une constante.

En utilisant (H2), on obtient :
ly(2) — u()| < edyp(1) +Y1€K/12(p(p(t) = (1 +)/1K)L<,,)€)L(pcp(t)

Ainsi pour tout t € J :

ly(8) —u()| = ep(t) := cep(t).

O
Remarque 3.2.2. Les résultats pour le probléeme aux limites (3.1)-(3.2) conviennent aux
problemes suivants :
e Probleme a valeur initiale:a=1,b=0,c=0:
e Probleme a valeur finale: a =0, b = 1, c arbitraire.
e Probleme anti-périodique:a=1,b=1,¢c=0:

Mais, ils ne conviennent pas pour le probleme périodique:a=1;b=-1;¢c=0:

3.3 Exemple illustratif

Considérons le probleme aux limites suivant :

1
Cnz
DZ u(t)= , Vtelo,1 3.13
o+ (D 10e*2(1 + [u(n))) 011 (5.13)
u(0) + u(1) =0. (3.14)
Posons :
f(t,u) ! Vte[0,1] eR
YU = ——F>5—""» y 1D u,v
10et+2(1 + |u))
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Il est clair que la fonction f est continue.

Pourtous u,veRette€[0,1],0ona:

(vl —lul)
t,u)— f(t,vl=
/()= f e vl 10e™*2 | (1 +|u)1 +|v])
1
= 10et+2 u-
d’autre part, pour f € [0;1] ona:
1 1 1

< <
10e3 ~ 10e!t2 ~ 10e2

finalement,

1
|f(t,w) - f(t,v] < Wlu— vl

1
comme 0 < K = ——, alors (H1) est satisfaite.
10e2

De plus,
1
KT?* b 0.2 1
IFa+1) |a+ b| F(%) 2
en utilisant (1.2), on trouve :
réy="
20 2
ainsi,
KT® ( |b| ) 3
1 = <1
Ta+1) la+bl) (10e2-1)\/7

alors la condition (3.7) est satisfaite

D’apres le théoreme (3.1.1) le probléeme (3.13)-(3.14) a une unique solution, et par le théoreme(3.2.1),
le probleme (3.13)-(3.14) est stable au sens de Ulam-Hyers .
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Conclusions

Dans cette étude, on a présenté deux types du théoreme de point fixe, le premier est de
Banach pour démontrer I'existance et I'unicité de la solution d'une équation différentielle
fractionnaires non linéaire.

La deuxiéme type est de Krasnoselskii pour démontrer |'existance.

D’apres ce qu’'on a vu, pour étudier la stabilité au sens de Ulam-Hyers d'un probleme
avec des conditions aux limites pour une équation différentielle fractionnaire implicite
avec la dérivée fractionnaire de Caputo et d’ordre compris entre 0 et 1 dans un espace
de banach, il suit d’étudier I'’existence et I'unicité de solution de ce probleme. Puis, si on
arrive a démontrer cela, on conclut que le probleme est stable au sens de Ulam-Hyers, par
contre, pour la stabilité au sens de Ulam-Hyers-Rassias, cette conditions ne suit plus, il

faut imposer une condition de plus.
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