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Abstract.

This thesis concerns an analytical and numerical study for a nonlinear Fredholm and
Volterra-Frdholm integro-differential equation, in this respect, we treat the conditions
ensuring the existence and uniqueness of the solution for different varieties of kernels,
thereafter, we construct a numerical approach based on the well known Nystrém method.
The numerical examples illustrate the efficiency of the proposed method in connection

with the existence and uniqueness conditions.

Keywords : Fredholm integro-differential equation ; Fixed point ; Nystrom method ; Suc-

cessive approximations.



Résumé.

Cette these concerne une étude analytique et numérique pour des équations integro-
différentielles non linéaires de Fredholm et de Volterra-Fredholm, dans ce contexte, on
traite les conditions d’existence et d’unicité de la solutions pour des types différents de
noyaux. Par la suite, on construit une approche numérique basée essentiellement sur la
méthode de Nystrom et on conclut par des exemples numériques exprimant 'efficacité de

I’approche en concordance avec 1’étude analytique.

Mots clés : Equation integro-différentielle de Fredholm ; Point fixe; Méthode de Nys-

trom ; Approximations successives.
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Introduction.

Depuis 'apparition du calcul différentiel et intégral, essentiellement dans les travaux
de Newton (1642-1727) et Leibniz (1646-1716), les équations différentielles furent 1'outil
de base de la modélisation mathématique, ce qui a engendré un grand intérét pour cette
théorie. Suite au développent de la science dans les années qui suivent, la construction des
modeéles mathématiques devient de plus en plus complexe, rendant inévitable 'utilisation

des équations intégrales.

Dans la communauté scientifique moderne, il est considéré comme traditionnel que les
premiéres origines de la théorie des équations intégrales remontent au travaux de Fourier
(1768-1830) sur la formule d’inversion de ce qui est connue par " la transformée de Fou-
rier" qui représente, en fait, 'opérateur inverse d’un opérateur intégral. Par la suite Abel
[1, (1823)], |2, (1826)] a introduit une équation intégrale (connue par I’équation d’Abel) de
type convolution provenant d’un probléme mécanique qui consiste a trouver une courbe C'
dans un plan vertical (zOy) passant par I'origine et sur laquelle se glisse un point matériel
P sans friction et sans vitesse initiale (vg = 0) jusqu’a atteindre l'origine O en un temps

donné T

Les équations de type Abel ont été objet de plusieurs analyses, parmi lesquelles de
Liouville [32], 33] (1832)] qui a aussi montrer ’équivalence de certains problémes a valeurs
initiales & une équation intégrale [34], (1837)](qui serait connue, aprés un demi siécle, par
I'équation de Volterra de deuxiéme espéce). En suite, vers la fin du 19°M€ giacle, une
nouvelle théorie, due a Volterra [46, 47, 48], (1896)], a vu le jour suite a ses travaux sur
'électrostatique [49, 50, (1884)] concernant la distribution des charges électriques sur un
segment de la sphére. Ainsi, les contributions de Volterra a la théorie d’élasticité [51], 52

(1906)|[53, (1907)| |54, 53, (6, (1909)] et a I’électrodynamique [57, (1909)] ont conduit &



lapparition de sa théorie sur les équations integro-différentielles (pour plus de détailles
sur la biographie de Volterra voir [59, 1959]). La théorie de Volterra sur les équations
intégrales et intego-différentielles (regroupée dans [58, 1913], [59 1959]) a contribué d’une
maniére cruciale au développement de I’analyse fonctionnelle, dont il est considéré comme

I'un des fondateurs.

Cet époque a été marqué, aussi, par l'apparition de la théorie de Fredholm [I8],
(1900)|[19, (1903)] concernant 'étude d'un type général d’équation, I’approche de Fred-
holm s’est basée sur I'extension, en dimension infinie, de I’étude du systéme de dimen-
sion finie x + MAz = B donnant naissance a ce qui est connu par "le déterminant de
Fredholm". Les idées novatrice de Fredholm étaient une source d’inspiration de plusieurs
savants de cette époque , parmi lesquels : Banach (1892-1945), Hilbert (1862-1943), Riesz
(1880-1956), Schmidt (1876-1959), Poincaré¢ (1854-1912), Fréchet (1878-1973), et autres
fondateurs de ’analyse fonctionnelle moderne qui ont ouvert un large champ d’investiga-

tions sur les mathématiques appliquées.

Dans la période récente, la théorie des équations intégrales et integro-différentielles
a connue un considérable enrichissement et de nombreuses applications, par exemples :
L ’électromagnétisme [25 (2016)], modeéles de tremblement de terre [41l (2019)], dyna-
mique de population [T} (1977)]|, physique des plasma et la théorie cinétique des gazes [22]
(2010)|. En raison de I'indispensabilité de I’étude de ce type d’équations, beaucoup de tra-
vaux ont été effectués dans ce contexte dont le but est d’étudier leurs propriétés analytique
et de développer, en paralléle, des méthodes de résolution numériques convenables. Parmi
les références les plus courantes, citons [31), (1985)][5, (1997)|[40, (2019)] o on trouve des
théories générales et une collection des méthodes numériques les plus répondues. Ainsi,
une foule de travaux a été publiée sur ce sujet, citons : [9, (1984)][37, (2008)][23, (2014)||36,
(2015)] [30, (2018)] [42), (2019)] et autres qui développe des traitements analytiques et nu-
mériques de plusieurs variétés d’équations avec différentes approches comme la méthode
de Nystrom [23, (2014)][36, (2015)], les méthodes de projection (Gallerkin, collocation,
ondelettes ect..) [15], 16l B85, 12, 2019], méthodes de régularisation [13], (2016)][6l (2018)]

et intégration produit [20, (2018)|[44, 45, (2019)] pour les équations avec noyaux singuliers.



Cette these est dédiée a ’étude de certaines équations integro-différentielles non li-
néaires de type Fredholm et Volterra-Fredholm de geme espéce; a cet égard, nous présen-
tons une discussion sur les questions d’existence et d’unicité de la solution avec différentes
variétés de noyaux, ensuite, on donne une approche numérique basée sur la méthode de
Nystrom selon le traitement analytique. La thése se compose d’une introduction générale,
sur les génes de la théorie des équation intégrales et integro-différentielles, de trois cha-

pitres et d’'une conclusion.

Dans le premier chapitre, on présente des notion générales sur la compacité dans les es-
paces métriques avec les résultat fondamentaux : le théoréme de Hausdorff et le théoréme

d’Arzela-Ascoli ; ainsi que les principes de point fixe classiques de Banach et de Schauder.

Le deuxieme et le troisiéme chapitres représentent les résultats essentiels de cette thése,

ol, tous les résultats sont originaux.

Le deuxiéme chapitre est consacré, alors, a 1’étude analytique et numérique d’une
équation integro-différentielle non linéaire de type Fredholm; cette équation peut étre
vue comme une forme générale de I'équation traitée numériquement dans [35) (2019)], qui
peut étre considérée, aussi, comme la version Fredholm de I’équation de type Volterra
traitée dans 23] (2014)][42, 41}, 2019]. Dans ce chapitre on discute des conditions assurant
I'existence et 1'unicité de la solution pour deux différents types de noyaux, ensuite, on
donne une approche numérique basé sur la discrétisation par les régles de quadrature et
la résolution, par la méthode itérative de Picard, du systéme obtenu de dimension finie.

A la fin, on examine la performance de 'approche par des tests numériques .

Dans le troisiéme chapitre, on développe une analyse analogue a celle faite dans le
précédent concernant une équation integro-différentielle de type Volterra-Fredholm qui
représente ’équation dépendante de la dérivée des équations intégrales mixtes considérées

dans [36, (2015)][12, 2019 .



Chapitre 1

Notions fondamentales et position du

probléme.

Dans ce chapitre on introduit des notions de base sur la compacité dans les espaces
métriques complets, ainsi que les théoréme de point fixe fondamentaux de Banach et de

Schauder. Par la suite, on discute la position du probléme étudié dans cette thése.

1.1 Critéres de compacité dans les espaces métriques

complets.

On donne, dans cette section, la caractérisation des parties relativement compactes
dans les espaces métriques complets (théoréme de Hausdorff) et particuliérement dans
I'espace C"([a,b],R)(n > 1, —oco < a < b < +00) des fonctions indéfiniment différen-
tiables sur [a, b] (théoréme d’Arzela-Ascoli). Tout d’abord on va rappeler quelques notions

fondamentales de compacité.

Définition 1.1.1. [27] On appelle recouvrement d’un espace topologique X , tout ensemble
P composé de parties de X tel que tout élément de X appartient au moins a ['une d’entre
elles.

Un sous-recouvrement d’un recouvrement P est un recouvrement composé de parties ap-
partenant a P.

Un recouvrement est dit fini, s’il est composé d’ un nombre fini de parties de X.

Un recouvrement est dit ouvert, sl est composé de parties ouvertes de X.
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Définition 1.1.2. [27]. Un espace topologique X est dit compact, s’il est séparé (espace

de Hausdorff) et si tout recouvrement ouvert de X contient un sous recouvrement fini.

Notons que le fait d’étre compact est une propriété de ’espace topologique lui-méme
(car le recouvrement est composé des ouverts de X). Alors, on dit qu'une partie A C X
est compacte, si A, en tant qu'un sous-espace topologique muni de la topologie induite,
est compact.

Dans le cas d'un espace métrique, une conséquence directe découle de la définition [1.1.2]
est que toute partie compacte (en tant qu'un sous-espace métrique) est nécessairement
bornée ; en effet, considérons une partie quelconque d’un espace métrique et un recouvre-
ment de cette derniére par des boules emboitées de centres 1'origine, si cette partie est
compacte, alors, il existe une boule du recouvrement de rayon fini contenant cette partie,

donc elle est nécessairement bornée.

Une caractérisation des espaces métriques compactes est donnée par le théoréme sui-

vant de Bolzano-Weierstrass.

Théoréme 1.1.1. (De Bolzano-Weierstrass)[27]. Soit A une partie d’un espace métrique
X. Pour que A soit un espace compact, il faut et il suffit que toute suite d’éléments de A

contient une sous-suite qui converge vers un élément de X.

Un conséquence directe de ce théoréme est que tout espace compacte est complet
(découle du fait que toute suite de Cauchy, contenant une sous-suite convergente, est

convergente).

Définition 1.1.3. [39]. Soit M un ensemble quelconque d’un espace métrique (X, d) et
soit € > 0. Un ensemble E C X est dit ¢ — réseau de M, si pour tout élément x € M, 1l

existe au moins un élément y, € E tel que d(z,y,) < €.

Définition 1.1.4. [27, [39/. Une partie A d’un espace métrique X est dite relativement

compacte, si sa fermeture A est compacte (comme un sous espace métrique compact).

Théoréme 1.1.2. (De Hausdorff)[26, [39]. Soit A une partie d’un espace métrique X.
Pour que A soit relativement compacte, il est nécessaire, et suffisant lorsque X est complet,

qu’ il existe dans X un e-réseau fini pour A pour tout € > 0.
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Le théoréme suivant donne le critére de compacité dans les espaces métriques de di-

mension finie R”.

Théoréme 1.1.3. (De Hein-Borel-Lebesque)[27]. Les parties compactes de R™ (en tant

que sous-espaces), sont les parties fermées bornées.

1.2 Théoréme d’Arzela-Ascoli.

L’un des critéres de compacité fondamentaux, est le théoréme d’Arzela-Ascoli qui

donne la caractérisation des parties relativement compactes dans 1’espace métrique com-

plet B = (C°([a,0]), [|-l)-

Théoréme 1.2.1. [26, [39] Soit F une partie de B°, alors, F est relativement compacte,

st et seulement si,

1. La famille F' est uniformément bornée i.e, M > 0 tel que,
VfeF, Ve elab], |f(z) <M.
2. La famille F est équicontinue i.e, Ye > 0, 35(e) tel que Vf € F,
Vo, 2" € [a,b], d(z,2") < d(e) = |f(x) — f(2')| < e

Dans ce qui suit, on va exposer le prolongement du théorémne d’Arzela-Ascoli [1.2.1
dans l'espace B" = C™([a,b], R™) muni de la norme || f|/gn = Z | £Vl Ainsi, on va
donner une preuve originale basée sur le théoréme d’Arzela—Ascél:iOclaSSique dans B,
Théoréme 1.2.2. Soit F' une partie de B". Notons Vi =0,1,...n,

Ey = {f9 (dérivée d’ordre i)/ f € F} C C°([a,b),R) avec fO = f,

alors, F' est relativement compacte , si et seulement si, les conditions suivantes sont
vérifiées :
1. Chaque famille F; est uniformément bornée i.e, AM; > 0 tel que,
Vf € F,Vx € [a,b], |fP(x)] < M.

2. Chaque famille F; est équicontinue i.e, Ye > 0, 35;(¢) tel que Vf € F,

Vo, 2’ € [a,b], d(z,2') < i(e) = |fP(2) — fO(2')] < e



CHAPITRE 1. NOTIONS FONDAMENTALES ET POSITION DU PROBLEME. 9

Preuve. Supposons que F' est relativement compacte dans B™, elle est, donc, bornée i.e,

IM > 0 tel que Vf € F, || fllpr = > _1fDle < M,

i=0
d’ou, les familles F;, i = 0,1, ...,n, sont uniformément bornées.
€
D’autre part, d’apres le théoreme de Hausdortff, il existe pour F' un g—réseau fini {uy, ug, ..., Up }
dans B™ i.e, Vf € F, 35* € {1,...,m} tel que,

€
Br < —.

f — uye- 3

CommeVi=0,1,...n,7=1,....m, ul?

i est uniformément continue sur le compact [a, b],

alors, 36; ;(€) tel que,

Vo, € [a,b], d(z,2') < 65 = [ul () — ) (2/)] < §

Prenons 6; = min{0, ;}, on obtient, donc, Vf € F,
J

fO(@) — fO@)] < [fO(x) — ul (@) + [uld (2) — ul (@) + [uld (@) — FO ()]
<,

Va,z' € [a,b] avec d(z,x") < &;, d’ou, les familles F; sont équicontinues.

Inversement, supposons que les conditions 1-2 sont vérifiées et considérons n =1 (le
casn > 2 se fait d’une maniére similaire), alors, d’aprés le théoreme d’Arzela-Ascoli clas-
sique [26,[39], les familles Fy, Fy C B® = (C%([a,b],R), ||.||s) sont relativement compactes,
donc, il existe, pour chaque famille, un i—réseau fini, notés {vg, vy, ..., 01}, {wo, Wi, ..., W, }

respectivement i.e,

ot By est la boule ouverte de B°.
Par conséquent,
L € €
Fyx F) C U U B, (v Z> « By <wj, Z) c (B")2
i=1j=1
Remarquons que F' C B' N (Fy x F), alors,

P U PN (g) < oo 5))

1,j=1
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Comme F' est non vide, alors, il existe I C {1,2,....01} et J C{1,2,...;m} tels que,

Vr = (ro,r1) € I % J, 3(ho L) € F) (BO (v i) x By (w i)) .

€ €
On obtient, donc, F C B (hr, —) x B (h;, —) ,
TELI!J ' 2 ' 2
ce qui implique que, pour toute f € F, il existe r(f) € I x J tel que,

1f = Pecpllsr = 11f = rgplloo + 11" = Prpylloo < e

ce qui confirme que, 'ensemble {h,, r € I x J} constitue un e-réseau fini pour F dans

B!, donc, d’apres le théoréeme de Hausdorff, F est relativement compacte dans B*.

1.3 Théorémes de point fixe fondamentaux.

Dans cette section, on rappel les théoréemes classiques de point fixe : de Banach, de
Brouwer et de Schauder.
Soit (X, d) un espace métrique complet et T' une application définie de X dans lui méme.

Le but est d’étudier la résolubilité de I’équation non linéaire
r=Tz,zeX. (1.1)

Définition 1.3.1. Un point z* € X est dit point fixe de Uapplication T, sl vérifie :
x* =Tx* i.e, x* est solution de (1.1]).

L’application T est dite k-Lipschitzienne, s’il existe une constante k(0 < k < oo) telle
que :Vr,y € X (x #y), d(T(x),T(y)) < kd(z,y).

L’application T est dite k-contractante, si elle est k-Lipschitzienne avec 0 < k < 1.

Le théoréeme suivant est la généralisation du théoréme d’inversion de Banach pour les
opérateurs linéaires bornés [26].
Théoréme 1.3.1. (de point fivze de Banach)[26, [60] Si :

i) M C X est un sous ensemble fermé non vide de l’espace métrique complet X tel que,

T:MCX — M e, T applique M dans lui méme;
ii) T est k-contractante ;
alors,

i) T admet un unique point fize i.e, ’équation (1.1|) admet une unique solution x* € M ;
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ii) La suite des approzimations successives, tp+1 = Tx, (n € N) converge vers la solution
x*, pour un choix arbitraire du point initial xo € M, de plus,

kn
1—k

d(x,,z") < d(xq,x0).

Le théoreme du point fixe de Banach se base sur des définitions métriques simples,
par contre, les théoréme de Brouwer nécessitent des résultats plus avancés concernant les

structures topologiques des espaces de dimension finie.

Théoréme 1.3.2. (de point fize de Brouwer.)[26, [60] Soit M un ensemble non vide,
fermé, borné et convexe de R™ (n > 1) et T : M — M une application continue. Alors,

T admet, au moins, un point fize.

Beaucoup de résultats concernant les opérateurs continues dans R"™ restent valables
pour les opérateurs compacts dans les espaces de Banach, comme exemple, le théoréme
de point fixe de Schauder qui est obtenu par I'extension du théoréme de Brouwer via un
processus basé sur 'approximation d’un opérateur compact par une suite d’opérateurs de

rang fini (connu par le théoréme d’approximation pour les opérateurs compacts).

Définition 1.3.2. Soient X, Y deux espaces de Banach. Un opérateur T : D(T) C X —

Y est dit compact, si et seulement si,
i) T est continu;

ii) T transforme tout ensemble borné en un ensemble relativement compact.

Théoréme 1.3.3. (de point fize de Schauder.)[206, [60] Soit M un ensemble non vide,
compact et convexe d’un espace de Banach X et soit T : M — M un opérateur continu.

Alors T admet, au moins, un point fize.

Théoréme 1.3.4. (de point fize de Schauder : version alternative.)[26, [60] Soit M un
ensemble non vide, fermé, borné et convexe d’un espace de Banach X et soitT : M — M

un opérateur compact. Alors T admet, au moins, un point fize.

Cette deuxiéme version est fréquemment utilisée dans les applications ou ’ensemble

M est pris comme boule fermée.
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1.4 Equations intégrales et integro-différentielles.

Cette section est consacrée a la discussion de la problématique traitée dans cette thése
ainsi que sa relations avec des travaux récents. Tout d’abord, on va exposer certaines

notions générales sur les équations intégrales et integro-différentielles.

1.4.1 Equations intégrales.

Une équation intégrale est une équation contenant au moins une opération d’intégra-
tion sur la fonction inconnue.
Soit U un ensemble d’un espace euclidien K" (= R" ou C", n € N*). Une équation intégrale

contenant une opération d’intégration est de la forme (dite de troisiéme espéce) :
g(x)u(z) = f(z) +/ K(x,s,u(s))ds, xzeU V CU, (1.2)
zeV

ou, f,g: U —K, K:UxUxK—K.
2) Une équation intégrale est dite :
— Linéaire, si le noyau K est linéaire par rapport a la troisiéme variable i.e, K (x, s, u(s))
Koy(z, s)u(s), sinon, elle est dite non linéaire.
— De premiére (deuxiéme) espéce, si Vo € U, g(x) = 0(= const).
~ Homogene (non homogene), si Vo € U, f(x) = 0(#£ 0).
— De type Fredholm par rapport & z;, i € {1,...,n}, si 'ensemble V est borné dans la
direction x;.
— De type Volterra par rapport a z;, si 'ensemble V' dépend de la variable indépen-
dante = dans la direction z;(V = V(z;)) et borné dans cette direction.
— Singuliére par rapport a x;, si, le noyau K ou ’ensemble V', sont non bornés dans
la direction z;.
— De Fredholm (de Volterra, singuliére), si elle est de Fredholm (de Volterra, singuliére)
dans toutes les directions.
Notons que toute équation de type Volterra par rapport &, au moins, une direction quel-

conque ;,

g(x)u(z) = f(z) + /EV( ) K(z,s,u(s))ds, xeU V(z;) CU,

est une équation de type Fredholm,

g(x)u(x) = f(z) + /EU K(z,s,u(s))ds, x €U,
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on, T, ,u(s)) = K(x,s,u(s)), se€V(x),
I 0, s € CyV(zy).

Exemples :

Transformée de Fourier et son inverse (représentent 1’équation et sa solution et vis versa.)

\/%/_ Ooeitsu(s)ds = f(t),
\/%/_ OOe’itsf(s)als = u(t).

Ce sont des équations linéaires de premiére espéce singuliéres.

t €] — oo, +o0],

Equations d’Abel,
P K(t, s)u(s)

) (=)

= f(1),
avec p > 0, 0 < a < 1 et K une fonction réguliére. Cette équation est de type Volterra
de premiére espéce et singuliéere.

Equations de Volterra linéaires,

/t K(t,s)u(s)ds = f(t), (de premiére espéce),
t e [(Z, b}, @ t
u(t) = f(¢) —|—/ K(t,s)u(s)ds, (de deuxiéme espéce).

Equations de Fredholm linéaires,

b
/ K(t,s)u(s)ds = f(t), (de premiére espéce),
t € [a,bl, a b
u(t) = f(t) + /\/ K(t,s)u(s)ds, (de deuxiéme espéce).

Equation Wiener-Hopf, (linéaire, de deuxiéme espéce, non homogene, singuliére),

Au(t) = f(t) + /000 K(t — s)u(s)ds, te€[0,00].

1.4.2 Exemples de problémes qui se raménent a des équations

intégrales en dimension 1.

Parmi les exemples instructifs on distingue ceux liés aux problémes a valeurs initiales

pour ’équation différentielle ordinaire,

y' = f(t,yt), (tyye U CR?

ouvert

y(to) = Yo (to, o) € U,
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laquelle est équivalent a ’équation intégrale de Volterra,

t
y(t) = o +/ f(s.y(s))ds.
to
Ainsi, les systémes de la forme,

y(t) =AMy + ftLy®), Ly e U CRXR™,

ouvert

y(to) = Yo (to,y0) € U,

sont équivalents a 1’équation intégrale,

t

y(t) = (1D (to)yo + / (D () (s, y(s))ds.

to
ot,  est la matrice fondamentale de solutions du systéme /(t) = A(t)y.

On montre aussi, par des intégrations successives, que les problémes a valeurs initiales,

Y0y = fty®), (Lyy)e U CR,

y(to) = o, ¥'(to) = 11, (o, yo,v1) € U,

sont équivalents a ’équation intégrale de Volterra,

v =t t= o+ [ [ Su)drds = (et t [ (6= s u(e)ds

to

Considérons, maintenant, le probléme aux limites,

y'(t) = f(ty),  t€lab]
y(a) = Ya, y(b) = yp.

En Intégrant deux fois cette équation de a a t on obtient,

VO =t (- @@+ [ -9 Gs.uleDds, 1 a0

La différence entre cette équation et la précédente est que le terme ¢/(a) est inconnu et

qui peut étre obtenu en imposant la condition y(b) = y, alors,

v =5 (- [0 9s606005).
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ce qui implique,

o) =unt (5=2) =)+ [ Gt lsnats))s

ou,
‘Z_a (t—b), s<t,
G(t,s) = t:g
— (s=0b), s>t

est la fonction de Green (pour plus de détailles sur la méthode de la fonction de Green

en dimension 1 voir [3] 43]).

1.4.3 Fonction de Green en dimension 1.

Dans la pratique, plusieurs phénomeénes, & une dimension de l'espace, peuvent étre

décrits par des problémes aux limites sous la forme :

L(y)(z) = po(x)y"(z) + p1(2)y'(z) + p2(x) = f(z), z €la,b], (1.3)
Baly] = aoy(a) + ary'(a) = A,
Bb[y] = bgy(b) —+ bly/(b) = B7
ou, po(z) # 0, Va € [a, b]. Notons que le probléme (|1.3]) est dit singulier si I'une des

(1.4)

bornes a, b est infinie ou si la fonction py s’annule, au moins, en un point.
Les conditions aux limites ([1.4)) représente le cas général qui contient les cas particuliers

suivants :
1. Conditions de type Dirichlet : y(a) = Ay, y(b) = As.
2. Conditions de type Neumann : ¢/(a) = Ay, y'(b) = As.
3. Conditions mixtes : y(a) = Ay, ¥/ (b) = Ay ou y/(a) = Ay, y(b) = Aos.

Le probléme homogeéne associé a (1.3]) (1.4) est,

L(y)(x) = po(x)y" (x) + pr(x)y'(x) + pox) =0, x €la, b, (1.5)
Ba[y] =0, (1.6)
Bb[y] = 07

Définition 1.4.1. La fonction de Green est le noyau intégral G(x,t) qui permet de repré-

senter la solution du probleme (1.3) avec les conditions homogeénes (1.6]) sous la forme :

y(z) = / Gla, 1) ()t
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Pour obtenir la forme de la Définition [1.4.1] considérons la méthode classique de résolu-
tion des équations non homogénes de type (|1.3) qui consiste a trouver la solution générale
de I'équation homogéne et une solution particuliere de Le, Yy = Ygn + Yp avec
Ygh = C1y1 + Cays OU 1, Yo sont deux solution fondamentales (indépendantes) de I’équa-
tion homogeéne et y, est la solution particuliére de a déterminée par la méthode
de la variation de constantes.

Considérons, donc, y, = C1(z)yi(z) + Ca(x)y2(z). Par substitution dans on obtient
le systéeme,

Ci(z)yr (z) + C(x)ya() = 0,

Ci(z)yi(z) + Cy(x)ys(x) = @)’
ce qui détermine les fonctions C'(x), C4(z) d’'une maniére unique (car le Wronskian

W (y1,y2)(x) # 0). On a, donc,
oy () f(z) —ya(s)f(s)
Ci(x) = / T ) ds,

(yhyz)(fﬁ)po( ) — 1792 ( po( )
/ o yi () f(z) y1(s)f(s)
) = ) @@ = ) )

Do,

y(z) = Cyy () + Coya(z) + /x (yl(s)@é?/(é)l —y Qy)Q((SS))pyol((;;)) f(s) e

En imposant les conditions homogeénes (1.6[), on obtient le systéme,

B [y1]Cy 4 Ba[ye]Cy = 0,

Byly1]C1 + Bylye]Co = _/ (yl(S)B;;[’/[?Z;]l;$2<ii)29§€£?§1])f(8)d

S.

B, [yl] B, [y2]
Baoly1]  Balyel

uniquement la solution triviale), alors la fonction y est déterminée d’une maniére unique

Donc, si A = # 0 (c-a-d que le probléme homogene (1.5 (1.6) admet

et on a,

_ Balys] [ (y1(s)Bolya] — ya(s) Bolyi]) £ (s)
Cl = dS,
A a W(yla y?)(8>p0(8)
_ —Ba[yi] ’ (y1(5) By[yo] — y2(s)Bolys]) £ (s)
CQ = ds.
A a W (y1,y2)(s)po(s)
Notons que pour que la condition (A # 0) soit vérifiée, il suffit d’avoir y; et ys telles que

B.ly1] = 0 et By[ya] = 0, car, dans ce cas, B,[y2] et Bplyi] sont non nulles (cela vient du
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fait que y; et y, sont indépendantes). Dans ce cas,

)
ds,
/ W y1,92 ( )
Cy =0,

et la solution y du probléme ([1.3]) (1.6) sera donnée par :

y(x):/ G(z,s)ds, (1.7)

1 ya(x)yi(s) s <w,
Wy, y2)(s)po(s) | oy (2)ya(s) s> 2.

G(z,s) =
La solution § du probléme ((1.3)) (1.4]) sera, donc, obtenue sous la forme :

3(x) = yo(z) + y(a /Gm

ol ¥ est la solution du probléeme obtenue par combinaison linéaire convenable
de y; et ys.

Si la fonction f dépend d’une maniére non linéaire de la fonction inconnue y, alors, la
méthode de la fonction de Green nous améne a une équation intégrale non linéaire de

Fredholm.

1.4.4 Exemples de problémes qui se raménent & une équation

intégrale en dimension supérieure a 1.

La transformation des problémes aux limites en des équations intégrales ou integro-
différentielles se fait par plusieurs techniques comme les transformations intégrales et la
méthode de fonction de Green. Comme exemple, prenons le probléme au limites pour

I'équation de Laplace [3§],

(um—I—uyy:O, x,y >0, (
u(0,y) =0, y>0, (
uy(x,0) =0, x>0, ( (1.8)
(
(

u(z,0) = f(z), 0<az<1, avec f(0) =0,

| v 0 lorsque 2% + y*> — +oc.
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Considérons la transformée de Fourier en sinus de u par rapport a x,

Ula,y) = \/g /0 " u(z,y) sin(az)ds, o >0, (1.9)

donc, la formule d’inversion nous donne,

u(z,y) = \/g/ooo Ul(a, y) sin(ax)da, (1.10)

de telle sorte que la condition (b) soit vérifiée. Alors, en substituant cette derniére relation
dans (a), on obtient I’équation,

U,y — U =0,

dont la solution est :

Ula,y) = A(a)e™ . (1.11)

Observons que U — 0 lorsque y — 00, ce qui est compatible avec (e) et (1.10) et que,

U,(a,0) = —aA(a) = \/g /0 " (2, 0) sin(az)dz,

( ) \/56 -y /oo ( 0) . ( )
Ula = — — Uy \ T sin(ax)dx

’ Z/ 0 Y ) I
ce qui implique que,

w(wy) =2 ( /0 T /0 "y (t,0) sin(at) dt) sin(a)da =

™ 0%

_ _% /O Ty (t,0) ( /O h ezy sin(at) sin(az) da) dt.

L’évaluation de l'intégrale intérieur (par rapport a «) nous donne,

u(z,y) = % /OOO uy(t,0) In (W) dt.

(x+1)% +y?

donc,

Cette fonction vérifie bien l'équation de Laplace avec les condition (b) (e). Ainsi, les

conditions (¢) (d) nous donnent,

w(z,y) = — /Oluy(t,O) In <M) dt, (1.12)

2 (x+1)%+y?

xr —

fle) =2 / 4y (£,0)In

™

t
‘dt, 0<zx<l (1.13)
T+t

Alors, la solution du probléme aux limites (1.8]) est donnée par (1.12) ou la fonction
u,(t,0), (0 <t < 1) est a chercher depuis I’équation intégrale de Fredholm de premiére
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espéce singuliere ((1.13)).

Considérons, encore, le probléme aux limites pour 1’équation de Poisson :

—Au=f, dansU,
u =g, dans U,

(1.14)

ou U € R™, (n > 2) ouvert et borné avec une frontiere U de classe C'.
La méthode de la fonction de Green donne la formule de représentation générale de la

solution de I’équation ([1.14)) sous la forme (voir [29, 43| pour le détail) :

o) 5 (a,4)dS (). (1.15)

U Ty

ulz) = / F(9)G , y)dy — /

. 0G . X
ol e est la dérivée normale de GG par rapport a y.
La fonzétion de Green représente un outil puissant de résolution des problémes aux limites,
a condition qu’on puisse construire cette fonction qui dépend de 'ouvert U ce qui semble
difficile lorsque U a une géométrie complexe. Notons que dans le cas ot f dépend d’une
maniére non linéaire de la fonction 'inconnu u ou de ses dérivées directionnelles, alors, la

relations ([1.15)) représente une équation intégrale ou integro-différentielle non linéaire de

Fredholm.

1.4.5 Equations integro-différentielles.

Une équation integro-différentielle est une équation contenant, au moins, une opération
d’intégration et une opération de dérivation.

Une équation integro-différentielle contenant une opération d’intégration est de la forme :

F xl,...,xn,u(x),%(x),...,Dau(x) = f(x)—i—/ K m,s,u(s),%(s),...,Dﬁu(s) ds,
awl Vv axl
olel
ou, D* = —— o = (a,...,a,) € N et |a| = a; + ... + a;, (et de méme pour )

= — 7
Oz .0z

avec |a| et |B] ne s’annulant pas simultanément.

L’ensemble V' et les fonctions f et K se définissent comme dans I’équation (|1.2)).

Comme ce qu'on I’a vu précédemment, beaucoup de problémes peuvent se ramener a
des équations intégrales par plusieurs techniques; par exemple, les problémes en dimen-

sion 1 de la forme (1.3]) (1.4) ou la fonction f dépend d’une maniére non linéaire de la
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fonction inconnue y. Si, de plus, f dépend des dérivées de y i.e, f = f(z,u,u®), i = 1,2,
le probléme sera, donc, équivalent a une équation integro-différentielle non linéaire de

Fredholm.

1.5 Position du probléme.

Dans cette thése, on s’intéresse a ’étude des équations integro-différentielles de type

Fredholm et de type Volterra-Fredholm suivantes :

u(t) = f(t) +/ K(t,s,u(s),u'(s))ds, (1.16)

¢ b
u(t) :f(t)—i-/ Kv(t,s,u(s),u’(s))ds+/ Kr(t,s,u(s),u'(s)) ds, (1.17)

ou K, Ky, Krp : [a,b]> x R? = U — R sont des noyaux continus sur U ainsi que leurs
dérivées par rapport a la premicre variable ¢t avec f € C'([a,b], R).
Dans la section précédente, nous avons vu que l'équation ((1.17)) est une équation de

Fredholm non linéaire de la forme (1.16]) avec,

8tKV —}—8th, s < t,
Kv+KF, s < t,

K e Gt atK - 52«:[(‘/7 S = t,
I(F7 s >t.
8tKF s>t

ot noyau K et sa dérivée par rapport a ¢ sont discontinus au point ¢ = s (continus par
morceaux).
L’équation (1.16]) peut étre vue comme une forme générale de ’équation résolue nu-

mériquement, par la méthode de Galerkin et de Galerkin itérée, dans [35] :

ut) = 10+ [ Gt K (s u). () ds.

otl, (G est le noyau de Green. Sauf que, dans ce cas 0;G est discontinue au point ¢t = s. Cette
équation trouve son origine dans les problémes aux limites (1.3) avec f = f (¢, u(t), ' (1)).

L’équation (|1.16|) est, aussi, la version de type Fredholm 1’équation :

u(t) = f(t) +/ K(t,s,u(s),u'(s))ds. (1.18)

traitée dans [23] analytiquement ; en étudiant les conditions assurant l’existence et 'unicité

de la solution et, numériquement, par la méthode de Nystrom, ainsi, dans [42], les auteurs
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ont donnée une approche numérique, pour la méme équation, en utilisant une ti:chnique
basée sur le changement de variables v = u'; ce qui donne u(t) = f(a) + / v(s)ds.
Cette procédure a donnée des résultats meilleurs par rapport a la méthode deaNystréjm
classique. Cette équation a trouvé, aussi, son application dans un modéle de tremblement
de terre construit dans [41].

L’équation est une forme analogue, dans le cas integro-différentiel, de ’équation
intégrale :

t b
u(t):f(t)+/ Kv(t,s,u(s))ds+/ Kp(t,s,u(s))ds, (1.19)

résolue dans [12), [36] par la méthode de collocations a pas multiples et la méthode des
itérations de Picard respectivement ; cette derniére méthode consiste a utiliser les itéra-
tions, premiérement, dans I’équation continue, en suite, & procéder par discrétisation par
la méthode de Nystrom. Ces deux méthodes ont donné des résultats précis méme avec un

petit nombre de points de discrétisation.

On peur voir, aussi, dans [15], la résolution d’ une version d’équations integro-différentielles

de la forme,

u'(t) :f(t)—i-oz/ Kv(t,s,u(s))ds—i—ﬁ/ Kp(t,s,u(s))ds,

u(a) = ug,

(1.20)

par la transformation basée sur les ondelettes de Haar rationalisées, dans le cas ou les

fonctions u et f, ainsi que les noyaux intégrales, sont a valeurs complexes.

D’autres traitements, concernant des équations integro-différentielles avec noyaux fai-
blement singuliers, ont été effectué récemment, comme dans [20] pour I’équation de type
Volterra : .

ut) = £0) + [ plt = 9Kt s u(s), 0 (5) s,
K, 0,K continues dans [a, b],
(H) || p€W"(0,b—a),
p(0) =0, lim+ P (1) = +o0.

T—0

(1.21)

et dans [44), [45] pour I’équation de Fredholm et de Volterra-Fredholm suivantes :

u(t) = f(t) + / po([t — s|)K(t, s,u(s),u'(s))ds, (1.22)
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u(t) = f(t)+/tp1(t—s)V(t, s,u(s),u'(s)) ds—l—/bp2(|t—s|)F(t,s,u(s),u'(s)) ds, (1.23)
a a
avec K, V, F, p; (i =0,1,2) vérifiant (H).

Dans ces travaux, les auteurs ont établi une étude analytique sur les conditions d’exis-
tence et d’unicité de la solution, ainsi qu’'une étude numérique basée sur la méthode de
Iintégration produit. La différence est que, I’équation de type Volterra donne la possibilité
d’avoir le résultat d’existence locale en considérant des conditions relativement faibles que
pour I'équation de type Fredholm.

Notons, aussi, que 'équation (1.16|) a été 'objet d’une étude théorique pure dans [37].
Notre étude va se positionner, donc, sur la discussion des conditions assurant I’existence
et 'unicité de la solution des équations et la construction d’une approche

numérique convenable et efficace en respectant les conditions du traitement analytique .



Chapitre 2

Analyse d’'une équation
integro-différentielle non linéaire de

type Fredholm.

Le présent chapitre est consacré a la présentation de I’étude effectuer dans larticle [7],

de I’équation suivante :
b
u(t) = f(t) +/ K(t,s,u(s),u'(s))ds, —oco<a<t<b<+oo, (2.1)
ol, le noyau K et la fonction f satisfont les hypothése préliminaires,

K
K, oK sont dans C°([a, b]* x R% R),
(H1) ot

f € C(la, 0], R).

Notons que si la fonction inconnue u existe dans C'([a, b], R), alors, sa dérivée est donnée

par :

u'(t) = f'(¢) +/ aa—ft((t,s,u(s),u’(s))ds. (2.2)

2.1 Etude théorique.

Comme point de départ, on va étudier des conditions assurant I’existence et 1'unicité
de la solution de I'équation (2.1]). Premiérement, considérons 'espace B' = C*([a, b], R)

constitué par les fonctions continument différentiables sur [a, b] et équipé par la norme,
lull 1 = max {u(t)[} + max {|u'(£)[} = lulloc + [|t']|o-
t€(a,b] t€la,b]

ce qui rend B! un espace de Banach.

23
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2.1.1 Compacité de 'opérateur intégral.

Soit f € B! et 0 : [a,b] — [a,b] une fonction continument différentiable (o €
C'(la,])).
Considérons l'opérateur :
vt € [a,b], T,;: B' — B!

o(t)
u Ty r(u)(t) = f(t) —I—/ K(t,s,u(s),u'(s))ds.
Proposition 2.1.1. Pour toute u € B, t € [a,b], la dérivée de T, ;(u) est donnée par :

15 ;(w)(t) = f'(t) + o' () K (a(t), o(t), u(a(t)), u'(a(t)))+

o(0) (2.3)
—i—/a aa—[t((t, s,u(s),u'(s))ds.

Démonstration. Prenons h € R* et t € [a, b], alors,

Loyt +h) = Top(u)t) _ fE+R) = f()

h h

1 o(t+h) (2.4)
+E (/ (K(t+ h,s,u(s),u'(s)) — K(t,s,u(s),u(s)) ds)) + w(K, h),

avec,

o(t+h) o(t)
w(K,h) = % (/ K(t,s,u(s),u'(s))ds — K(t, s,u(s),u'(s))ds) :

Observons que, si o(t + h) > o(t), alors,

1 o’(t+h)
w(K,h) = 5 /() K(t,s,u(s),u'(s)) ds.
o(t

Remarquons en plus qu’ il existe t, € (¢,t + h) vérifiant o(t + h) — o(t) = o’(tn)h, donc,

B U’(th) o(t+h) )
() = T /U(t) K(t, 5, u(s), v/(s)) ds.

Par analogie, si o(t + h) < o(t), alors, o(t) — o(t + h) = —o'(ts)h avec t, € (t,t + h) et

A ) 70 :
w(K,h) = o — ot ) /U(t+h) K(t,s,u(s),u'(s))ds.

Finalement, en appliquant le théoréme des accroissements finis, on obtient,

W(K, h) =o' (tn) K(t, sp,u(sp), v (s1)), sn€ (o(t+h),o(t)).

La formule (2.3) s’obtient & partir (2.4)) en passant a la limite lorsque A tend vers 0. [
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Théoréme 2.1.1. Sous les hypothéses (H1), T, ¢ est un opérateur compact.

Démonstration. Soit ug € B*, alors,

o(t)
1755 (u) = To 5 (o) |+ < sup / [K(t, 5, u(s),u'(s)) = K(t,5,u0(s), ug(s))| ds+

t€la,b]

+ sup {|o"(D)[|K(a(t), (1), u(o(t)), u'(o(t)) — K(o(t), o(t), uo(o(t)), up(a(t)))[} +

te(a,b]
o(t)
+ sup /
t€la,b] Ja

0K
Donc, de la continuité de K et e on déduit que,

0K 0K

ﬁ(t,s,u(s),u’(s)) — E(t’ s, up(s), ug(s))| ds.

| Ty, s () — Tt p(uo)|| g1 — 0 lorsque ||u — ug||gpr — 0.
Prenons, maintenant, I’ensemble borné G C B! c-a-d
aM > 0 telle que ,Vu € G, |ju|lgr < M.
Considérons I’ensemble :
Ta,f<G) = {g = Tf(u), u € G}

Donc, on conclut que,

Vg € T54(G),  lglls < I fllr + fél[a)zf]{lff’(t)l}Lo +(b—a)(lo+Ly)=L, (25)
ou,

!/ aK !/
Lo = max |K(t,s,u(s),u'(s))|, L1 = max |—(t, s,u(s),u'(s))],
Q Q | ot

avec, Q = [a, b]? X Bge(0g2, M).
Cette preuve serait compléte, si on montre que T, ¢(G) est relativement compacte dans
B!
Premiérement, notons par B = (C°([a, b)), ||-||) et considérons les deux familles, F =
{To5(u) € BY, we G}, Fi ={T} ;(u) € B°, u € G}. Les familles Fy et F} sont uniformé-
ment bornées dans BY (d’apres (2.5)). D’autre part, K, 9; K sont uniformément continues
dans Q, ainsi que f, f’ dans [a,b], par conséquent, Fj et F} sont équicontinues. Donc,

d’aprés le théoréme d’Arzela-Ascoli généralisé m, T, t(G) est relativement compacte
dans B! O
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2.1.2 Existence et unicité de la solution.

Dans ce qui suit, on va discuter les conditions d’existence et d’unicité de la solution

pour deux types de noyaux. Tout d’abord, observons que I’équation (2.1)) est de la forme,
u="T,r(u), (c=0b).

Théoréme 2.1.2. Supposons qu’il existe My, My > 0, telles que V(t, s, x,y) € [a, b]* xR,

|K(t,s,2,y)| < Mo, [0K(t,s,2,y)| < M, (2.6)

et considérons l’ensemble fermé, borné et conveze Q = Bpi (0, || f|lz + (b—a)(My+ M),

alors, sous les hypothéses (H1), T, s admet un point five dans Q.

Démonstration. On a vu que T}, ; est un opérateur compact de B! dans lui méme, de plus,
T, r(Q) C Q. Alors, le théoréme de point fixe de Schauder m garantit 'existence du
point fixe. O

L’unicité de la solution peut étre obtenue sous les hypothéses,

JA, B, A, B >0, tels queVt, s € [a,b], Yuy, vy, up, v € R :

(H?2) |K(t, s, u1,v1) — K(t,s,uz,v2)| < Alug — us| + Bluy — va],
oK _ _
‘W(t,s,ul,vl) — E(t,S,UQ,UQ) S A|u1 — U2| + B”Ul — 1}2|,

comme dans [23] pour I’équation de type Volterra.

Théoréme 2.1.3. Notons par,

551 :maX{E,A—I—M}, (o :maX{A,E—I—

BA(b — a) }
1—B(b—a) '

1—A(b—a)
Sous les hypothéses (H2) et si

5=HMH&M%}<E%Z, (2.7)

alors, la solution de (2.1)) est unique.

Démonstration. Supposons qu'il existe deux solutions wuy, us (uy # ug), alors, d’aprés
(H2),
[ur — uzlloe < (b—a)(Aflur — usloo + Blluy — us][e0), (2.8)

Il — whlloo < (b= a)(Allur — 2l + Blluj — 1hloc). (2.9)
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En supposons que 8 = (1, 'inégalité (2.9)), nous donne,

C-ad
1-(p-aB) = "

[u} — e <
d’ot, (2.8)) nous ameéne a,
[ur = usfloe < (b= a)Biur — vzl

De méme, lorsque § = [35, 'inégalité (2.8]) donne,

(b_a)B / /

|ur — uslloo < (

Par substitution dans ([2.9)), on obtient,

luy — uslloe < (b= a)fBafl — |-

O
Remarque 2.1.1. D’apreés les hypothéses (H2), lopérateur Ty, ¢ vérifie,
[To, sur — Ty puallpr < (b — a)allur — us|[pr.
Donc, st
max{A+ A B+ B}=a< ﬁ (2.10)

Pezistence de l'unique solution est garantie par le théoréeme du point fixe de Banach.

La condition (2.7)) est plus générale que (2.10). Effectivement, supposons que ([2.10)

est vérifice, alors, max(A, B) < 2

1
, ce qui tmplique que
—a

Z<1—(b—a)A ot B<1—(b—a)B,
b—a b—a

d’oi,

B(b—a) A(b - a)
max ( ) <1,

1-Bb—-a) 1—A(b-a)
donc, (2.7) est vérifiée.
Inversement, soitb—a=1 A==, A=1 B =

qui veut dire que, ([2.7)=(2.10]).

En d’autres termes, si (2.6) est non vérifiée, alors, l'unique solution est obtenue par le

—_
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théoreme du point fize de Banach en utilisant (H2) et (2.10), comme dans le cas ot K

est de la forme,

K(t,s,x,y) = G(t,s)Vc+ 22+ 3%, (C > 0 : constante),

avec G et O,G sont uniformément bornés.

Dans le cas ot K est linéaire i.e, K(t, s, x,y) = G(t,s)(cx+dy), (¢, d # 0 : constantes),
alors, les hypothéses (H2) sont obtenues automatiquement avec A = Mic, B = Myd, A =
]\4207 E = Mgd, O’d,

M, = max]|G(t, s)|, My = max}|8tG(t,s)|,

t,s€la,b t,s€la,b

donc, la condition (2.10) sera,

1
(My + M) (b —a)’

max(c,d) <

ce qui implique ’existence et l'unicité de la solution suivant le théoreme du point fixe de
Banach. Notons que cette condition est équivalente a ||y, ¢|| < 1, qui donne l'unique solu-
tions suivant le théoréeme de Banach (connu aussi par le théoréeme de Neumann) pour les

opérateurs linéaires bornées.

Indiquons, aussi, que les versions linéaires des équations ([2.1)) (2.2)) sont de la forme
v=f+4Tv, ouT est définit de lespace de Banach B* = {v = (u,u/),u, v’ € B°} dans
lui méme, avec B® = (C%([a,b],||.||s)) €t Vt € [a, ],

) / K(t, s)(cu(s) + dul (s)) ds,

T(v)(t) = b
/ O K (t,s)(cu(s) + du'(s)) ds.

L’existence et ['unicité de la solution de cette équation peut étre obtenue, aussi, par [’alter-
native de Fredholm [18] i.e, si T est un opérateur compact, alors, l’équation (A —T)v =
f, (A #0) admet une solution unique (c-a-d, (AN —T)~! existe et borné), si et seulement
st, l’équation homogéne (AN — T)v = f admet, seulement, la solution triviale v = 0(voir

13).
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2.2 Approche numérique.

L’approche numérique consiste, premiérement, a réduire les équations continues (|2.1))
et (2.2) en un probléme de dimension finie en utilisant la méthode de Nystrom, ensuite,

résoudre le systeme algébrique par la méthode des approximations successives de Picard.

2.2.1 Meéthode de Nystrom.

Soit N € N* et considérons la subdivision Ay = {tg <t; < ... <ty} C [a,b], alors

pour tout ¢ =0,1,..., N,

b
lt) = Ft) + [ Kt su(s)(5) ds (2.11)
b
K
u'(t;) = (&) —i—/ %—t(ti,s,u(s),u'(s))ds. (2.12)
En utilisant la formule de quadrature, les équations (2.11)) (2.12) deviennent,
N
ulzfz—i-Zw]K(tl,tj,u],u;) d$+R1(N,Z>, (213)
=0
YK
u;:flf—i-zwja(tiatj’ujau;)ds_'—RQ(Nai)v (2.14)
=0

ot u(t;) = u;, f(t;) = fi et w;, Ri2(N,i) dépendent de la régle de quadrature. Notons
m (ma}]<V|R172(N,i)|) =0,

li
N—500 \ 0<i<
dans ce cas, en négligeant l'erreur de consistance locale Ry (N, i), on obtient le systéme

que la régle de quadrature utilisée est dite consistante, si

algébrique suivant : Vi = {0,1,--- | N},

N
T Zfi+zij(tz‘,tj;$j7yj)a (2.15)
=0
N
0K
Y :fi/—l—zwjg(ti,tj,xj,yj). (216)
§=0

Pour l'instant, supposons que la régle de quadrature possédent les caractéristiques sui-

vantes :
1. Les poids de la quadrature sont positives,
2. La regle de quadrature est interpolatoire, c-a-d elle est exacte pOJI\lfl” tout polynome
Py de degré < N, dans ce cas, si Py = 1, alors, /b Py(x)dz = Zwi =b—a,
a i=0

ce qui correspond a une large variété de régles (formules de Newton-Cotes fermées, simple

ou composeées ; formules de Gauss ou de Chebychev ; formules d’intégration par splines).
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2.2.2 Existence et unicité de la solution du systéme de dimension

finie.

Notons par n = (o, Yo, Z1, Y1, -, Tn, Yn) le vecteur inconnu dans R?V*2 alors, le
systéme est de la forme 17 = ®(n). L'existence de la solution de cette équation est montrée

dans la proposition suivante.

Proposition 2.2.1. En considérant les hypothéses (H1) et ([2.6), le systéeme (2.15) (2.16)

admet, au moins une solution.

Démonstration. La continuité de ® est obtenue directement de (H1).
Notons par I., I,, les ensembles d’indices paires et impaires respectivement, tels que

{0,1,....2N 4+ 1} = I, U I, et soit
do = ||glloc + Mo(b—a) et di=|gllcc + Mi(b— a),

alors, Vi € I, n; € [—dp,dp] et Vi € I,, n; € [—d1,d1], ce qui implique la compacité et la
convexité de I'ensemble E = ([—dy, do] x [—dy,di])V T C R?N*2 de plus, ®(E) C E, par
conséquent, I’existence du point fixe est assurée par le théoréeme du point fixe de Brouwer

1.3.2 ]
L’unicité de la solution est obtenue, aussi, comme dans le Théoréeme [2.1.3]

Proposition 2.2.2. Sous les hypothéses (H2) et si les conditions, [2.10) ou [2.7)), sont
vérifiées, alors la solution de ([2.15)) (2.16|) est unique.

Démonstration. Considérons, dans R?V*2, la norme,

Inllzan+s = max{fn]} + masx{ |l },

Soit 7, et 1o deux solutions différentes, alors,

max|n; — 12| < > wjlAlny g = nagl + > [wyl Bl — m24l,
‘ jel. jel,

T}éé}xhh,i — 2| < Z |wj’Z|771,j — | + Z |wj|E|771,j — Ml
’ j€le jel

Comme la formule de quadrature est interpolatoire et les poids w; sont positifs, on a,

N
D wil =) lwil =D Jwil =b—a,
=0

jele J€lo Jj=
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alors, l'utilisation de (2.10]) nous donne,

H771 - 772|’R2N+2 < (b - a)OéHﬁl — 772HR2N+2.
Autrement, (2.17) implique que,

max|n; — 12,1,

max] < < (b—a)A )
i€l, e T, 1—DB(b—a)

par conséquent,
I}g}:d'fh,z‘ — 24| < (b—a)By I}g}f’m,i — N2l

La preuve se fait d’'une maniére similaire pour 55 comme dans le Théoréme [2.1.3] O

2.2.3 Analyse de convergence.

Dans ce paragraphe, on va analyser la convergence de la solution discréte (x,y), du

systéme de dimension finie (2.15)) (2.16]), vers la solution exacte des équations ([2.1f) ([2.2)),

lorsque N devient grand. Par la suite, on donnera le résultat de convergence de la solution
approchée du systéme ([2.15)) (2.16]), obtenue par le processus itératif du Picard, vers (z,y).
La proposition suivante donne ’estimation de ’erreur de discrétisation par la méthode de

Nystrom.

Proposition 2.2.3. Considérons la notation,

R(N) = max [Ra(N )|+ max [Fo(N )], [[ollewes = lolloe = max Joi,

----------

alors, suivant les hypotheses (H(1 —2)) et les conditions (2.10) et (2.7), on a les estima-
tions d’erreurs suivantes :

R(N)

lu = 2lloe + It = ylloe < T a0 (2.17)

Ju — 2o < %, (2.18)

v — yllo < (Z(b _[?flﬁibl__gl]gb - a)) R(N), (2.19)
[ — 2|00 < (B(b _[Cll)fabl__gigb — a>> R(N), (2.20)
[t = ylloo < %. (2.21)
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Démonstration. (H2) nous aménent a,

N
Ju— sl <3 lusl(Aluy — 23] + Bl — g5 + max RN, (222)
=
N
v — x| < Z lw;|(Alu; — ;5| + Blu; — y;]) + max |Ra(N, 7). (2.23)

,,,,,

La sommation de et - nous donne,

= llo + [t = yllow < (Ju = 2lloc + [0’ = ylloc)a D Juws| + R(h).

=0
N
Comme Z |w;j| = b — a, alors, 'inégalité (2.17)) est satisfaite.
=0
Autrement, de (2.23]), on a,
— Ry(N, )|
b—a)A g | Ra(N.
R L (2.21)
1-B(b—a) 1-B(b—a)

Donc, par substitution de (2.24]) dans (2.22)), on obtient,
[u = 2l|oe < (b—a)bi][u — ]| + CLR(N).

Par conséquent, (2.18)) est obtenue.
Finalement, comme 1 — 3(b —a) < 1 — B(b — a), alors, la substitution (2.18) in ([2.24)

implique ([2.19)).

On proceéde de la méme maniére pour obtenir les estimations de (2.20) (2.21)) lorsque
B = Pa. [l

Corollaire 2.2.1. (lu = 2lloo + [[u" = ylloo) —> O lorsque N — oo.

Obtenir la solution exacte (z,y) est, dans la majorité des cas, difficile ou impossible,
pour cette raison, les méthode d’approximation (généralement les méthodes itératives)
sont largement utilisées. Notre choix est la méthode itérative de Picard. Considérons,

donc, la suite de vecteurs, (z*), y*)) (k € N) définie par la relation,

kﬂ) fl—l—Zw] (ti,t; x]),yj( )), (2.25)

k 1) k
) f +Zw] ot z; ]7 é)ayj( ))7 (226)

avec un vecteur initial (z(?), ). Le but est d’examiner la convergence de la suite (2.25))

(2.26]) vers la solution exacte (x,y) dans les deux cas,
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— Les hypothéses (2.6]) et (H2) avec la condition ([2.7]).
— Les hypotheéses (H2) avec la condition ([2.10)).

Théoréme 2.2.1. En tenant compte de ) et ( . la suite converge vers
(z,y), pour tout vecteur initial (x° (0)) dans Bgani2(0,dy + dl)

Démonstration. Prenons min{5, f2} = 1 et notons par,

=[lz® —2floe, et Y= [y® —yl,

Vk € N. On a, donc,
Pr1 < (b — a)(Ady + Biy), (2.27)

U1 < (b —a)(Adx + Biy). (2.28)

Les suites ¢y, et 1 sont positives et comme la suite (), y*)) et la solution exacte (z,v)

sont dans Bgan+2(0,dy + dy), alors,
0 <, Y < 2(do + dy),

i.e, ¢, Y sont bornées, donc, les limites supérieurs et inférieurs existent. Alors, notons
par,

(bk = sup (bra (b - 1nf (br et wk - Supi/fr, ¢ - Hlf wr

k<r k<r

Le but est de montrer que

lim sup ¢y = llm 1nf ¢r =0, ainsi que limsupvy = llm 1nf Y = 0.
k—+o0 k—s+o00

Dans ce cas, nous aurons,

k—+o00 k—+o00

Alors, d’aprés les relations ([2.27)) (2.28)), on obtient,

Gy < (b—a)(Ag, + By,), (2.29)

Vpiy < (0—a)(Ag, + By, ). (2.30)

Remarquons que les suite ¢, et 77/1 sont croissantes, alors P, < WY donc, de I'inégalité

Lkt
(2.30)), nous aurons, B
b—a)A

I o T (2.31)
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En remplacant cette derniére inégalité dans (2.29)), on obtient,

donc, Vk € N, qbk =0 i.e, la suite <q§k)k . est constante (=0), d’on,
- €

jmnt o1 =, im0, =0

Ainsi, de 'inégalité (2.31)), on déduit, également, que

liminf, = lim
k—+o00 k—+

Y, =0.

oo

Maintenant, on doit montrer que lim sup ¢, = limsup ¢, = 0. Pour cela, considérons les
k—+o0 k—+0c0

trois cas,

1- Les suite ¢,, et 1, sont constantes alors,

51@ = Ekﬂ et %k = EkJrl:

donc, en suivant la procédure précédente, on obtient,

— (b—a)A —
Yy < m%

et

€_bk < (- a)ﬂlé_bka

par conséquent, lim sup ¢ = limsup ¢, = 0.
k—>4-00 k—s+400

2- La suite ¢, n’est pas constante, tandis que, 1/, est constante, dans ce cas la suite ¢,

est strictement décroissante et minorée par 0, donc lim sup ¢ = 0. D’autre part, on a,
k—+o00
— (b—a)A —
< ———¢, — 0 lorsque £k — 00,
Vi 1_3@—@¢k

d’ou, limsup ¢, = 0.

k— 400
De la méme maniére, si la suite ¢, est constante et 1, ne l'est pas, alors, on a,

lim sup ¢, = 0.
k—400
Comme A(b—a) <1 et
- (b—a)B —
< T
¢k -1 A(b . a)wka
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alors, on déduit, également, que lim sup ¢ = 0.
_ koo
3- Finalement, si les suite ¢, et 1, ne sont pas constantes, donc elles sont strictement
décroissantes, de plus, elles sont minorées par 0, d’ot,
limsup ¢y = limsup ¢y = 0.

k—+o0 k—+4o00

La preuve se fait d’'une maniére analogue lorsque min{jy, 52} = fs. O

Théoréme 2.2.2. En considérant les hypothéses (H2) et la condition (2.10) et pour un
vecteur initial quelconque (p©,0®), la suite (z®,y*)) converge vers (x,y) lorsque N

devient grand.

Démonstration. Les relations (2.15)) (2.16]) et (2.25)) (2.26]) implique que,

12 — 2o + 5™ =yl < (0= a)a(l|z® — 2]l + 5™ = ylloo)-
Donc, par récurrence en k,
1z = zloe + ly™* = ylloe < (0= a)a) V(|2 = 2]l + 5 — yllo).
Comme (b —a)a < 1, alors, ||z — 2 + |ly**Y — y|lee — 0 lorsque k — co. [
Finalement, selon le Corollaire et les Théorémes [2.2.2]2.2.7] on obtient,

Corollaire 2.2.2.

(lu = 2® oo + Jlu” = y*]|o) <

<l = alloe + [lr = 2* Voo + 0 = ylloo + Iy = 4" Ploc)  — 0.

k,N—oc0

2.2.4 Tests numériques.

Soit (2°,4°) = (fo, £, --r fn, fiv) le vecteur initial et (z*) y®) k € N* I’approxi-
mation d’ordre k£ de la solution, du systéme de dimension finie ([2.15)) (2.16|), obtenue en

utilisant la quadrature du trapéze sur la subdivision équidistante,

b —
AN:{tl:a—FZh,Z:O,,N,h:Ta,NGN*}

et la quadrature de Gauss-Legendre sur la subdivision,

b b—
ANJ:{ti: +a+—aTi,,i:O,...,N},

2 2
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ou, 7; €] — 1, 1] sont les racines du polynéme de Legendre d’ordre N,

Pu(z) = ﬁ;ﬁ—N (2 — )]

Les poids de la quadrature de Gauss-Legendre sont tous positifs. En effet, comme le

polynome L?(z) est d’ordre 2N, alors,
1 N
0< / L3(s)ds = ijLf(sj) = w;,
1 =0

car les polynomes de Lagrange {L;}Y, vérifient L;(s;) = d; ;.
Premiérement, on donne une preuve simple de la consistance de la quadrature du trapéze

utilisée pour approcher les intégrales dans (2.1) (2.2]).

Soit g une fonction continue sur [a, b, on définit la fonctionnelle w, par :

V71 € la,b], w.(h,g)= max |g(s)—g(T)] — 0.

s€la,b],|s—7|<h h—0

Remarquons qu’il existe iyl € (tj,tj41), tel que,

N-boptjn
[Ru(hyi) =D / (K (tiy 5, u(s),0/(s)) = K (ti; 7y, u(mypp), v/ (714))) ds| <

=0 7t

1 rtin

< /t (s 7y (i), (7i00)) = Kty ulmjg) o/ (70 0)) |+
§=0 7t
+| K (t;, s,u(TjJr%),u’(TjJr%)) — K(t;,5,u(s),u'(s))| ds.
Notons par,

O (h, i) = wr(h, F(ti, ., (1), (7)), Wr(h,r) = we(h, F (., 7,0(r), (1))

8.(0) = wr (15 () (0 ) Foltr) = (St ).

En utilisant (2.1)), (2.2) et (H(1 —2)), on obtient,

R < (0 - ) s (00,00 + 4 (a0 + " () ] +

T€[a,b]

+B [(wxh, m+ [ T () d]) ,

d’une maniére similaire, on obtient,

) < 0 o) mas (80007 fewnth 0+ [y +

T€[a,b]



CHAPITRE 2. ANALYSE D’UNE EQUATION INTEGRO-DIFFERENTIELLE NON
LINEAIRE DE TYPE FREDHOLM. 37

b
+B {(wT(h, M) +/ W (h,7) dr]) :
Par conséquent,
R() = e (1B (i, h)| + |Ra(i, ) — 0
Maintenant, selon le corollaire [2.2.2] définissons I’erreur d’approximation E(N, k) par :

E(N, k) = max {|u(i) — 2"(i)|} + max {|u'(i) — y* ()|} (2.32)

0<i<N 0<i<N

Exemple 1.

Considérons 1’équation,

Vit e [0,1], w(t) = f(t) +/0 %sin[Q(s +t+u(s)) + (1 —s)e® —u'(s)] ds,

1
avec f(t) = te' — R [sin®(1 4 t) — sin®(¢)] et la solution exacte u(t) = te.

Les hypothéses (H(1 — 2)) et les conditions (2.6) (2.7) sont satisfaites, avec,

e

. _ 2
M0:M1: A: B: ’A:—’B:_’
) )

S )
at| =

Y Y

o] =

contrairement & (2.10)), qui n’est pas vérifiée car A + A > 1.

Le tableau présente les erreurs de consistance, relatives au quadratures, ainsi que le

CPUtime du calcul pour les exemples 1.

TABLE 2.1 - R(N), CPUtime(sec) pour I'exemple 1.

Trapéze Gauss-Legendre
N N
R(N) CPUtimes R(N) CPUtimer
5 | 8.5244E-2  2.0280E-1 1.5837E-3  9.3601E-2
10 | 4.2957E-2  3.4320E-1 1.3705E-5  1.2480E-1
50 | 8.6250E-3 1.6068E+0 6.1765E-8  1.5600E-1
100 | 4.3136E-3 7.2852E+0 1.7524E-10  1.8720E-1

500 | 8.6289E-4 3.6777TE+2

[ B SC N \)
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Les valeurs des erreurs d’approximation E(N, k), suivant les valeurs croissantes de N et

k et en considérant le critére d’arrét,
|z®) — 21| <1077, (2.33)
sont présentées dans les tableaux [2.2] 2.3

TABLE 2.2 — E(N, k) pour 'exemple 1 (Trapéze).
N B En(1077) k(10°7)
k=5 k=10 k=15 k=20
5 | 6.275E-3 5.556E-3 5.554E-3 5.554E-3 | 5.554E-3 14
10 | 2.226E-3 1.391E-3 1.389E-3 1.389E-3 | 1.389E-3 14
50 | 1.097E-3 5.748E-5 5.565E-5 5.565E-5 | 5.566E-5 14
100 | 1.069E-3 1.580E-5 1.392E-5 1.391E-5 | 1.393E-5 14

500 | 1.060E-3 2.885E-6 5.609E-7 5.567E-7 | 5.714E-7 14

TABLE 2.3 — E(N, k) pour 'exemple 1 (Gauss-Legendre).

En
N Ex(10-T) k(107
k=5 k=10 k=15 k=20
2 | 2.425E-3 1.670E-3 1.669E-3 1.669E-3 | 1.700E-3 14
3 | 1.037E-3 1.262E-5 1.478E-5 1.478E-5 | 1.477E-5 14
4 | 1.060E-3 2.484E-6 7.344E-8 6.943E-8 | 8.440E-8 14
5 | 1.057E-3 2.447E-6 5.945E-9 1.809E-10 | 2.001E-8 14




CHAPITRE 2. ANALYSE D’UNE EQUATION INTEGRO-DIFFERENTIELLE NON

LINEAIRE DE TYPE FREDHOLM.

39

Ainsi, le profile logarithmique de ces erreurs, suivant le nombre d’itérations, est donné sur

les figures

FIGURE 2.1 — Logarithme de E(N, k) pour 'exemple 1 (Trapéze).
0 : .

Log(E(N.,k))

A
Q

|
[4)]
T

-15

N=5
—H—N=10
—H+— N=50
+ N=100
9 N=500

FIGURE 2.2 — Logarithme de E(N, k)
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D’aprés les figures, on observe que pour chaque N choisi, les erreurs ne sont pas parfaite-
ment décroissantes par rapport a k (notamment dans I'exemple 2). Les valeurs minimales

des erreurs (notées E(N, k*)) avec le CPUtime de calcul, sont montrées dans le tableau

24

TABLE 2.4 — E(N,k*) = min{E(N, k), k = 0,15}, k*, CPUtime(sec) pour ’exemple 1.

Trapeze Gauss-Legendre
N E(N,E*) k* CPUtimer N E(N,k*) k* CPUtime~
5 | 5.5042E-3 15 0.0 2 | 1.6692E-3 15 3.9000E-1
10 | 1.3891E-3 15 3.1200E-2 | 3 | 1.1080E-5 9  4.0560E-1
50 | 5.5653E-5 15  2.6520E-1 | 4 | 7.3445E-8 15 4.2120E-1
100 | 1.3918E-5 15 9.2041E-1 | 5 | 5.9455E-9 15 4.3680E-1
500 | 5.6096E-7 15 2.2792E+1
Exemple 2.

Prenons I'équation,

vt e [0,1], u(t):f(t)+/0 O TP WP ds,

t 2
avec u(t) =t — g(\/_ - g\/ﬁ) et la solution exacte u(t) = t. Le noyau K est de la forme
vue dans la Remarque il remplit, donc, les hypothéses H(1 — 2) et la condition

(2.10), avec,

De méme, les erreurs de consistance, concernant I’exemple 2, sont données dans le tableau

2.0l comme suit :

TABLE 2.5 — R(N), CPUtime(sec) pour l'exemple 2.

Trapéze Gauss-Legendre
N N
R(N) CPUtime~ R(N) CPUtimer

5 | 1.9913E-3  2.1840E-1 2 | 2.2794E-4  1.5600E-1
10 | 4.9745E-4 3.5880E-1 | 3 | 3.1737E-6  2.1840E-1
50 | 1.9893E-5 1.5912E+0 | 4 | 3.5463E-8  3.2760E-1
100 | 4.9733E-6  3.3540E+0 | 5 | 1.05644E-10 4.0560E-1
500 | 1.9893E-7 4.1777E+1
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Les tableaux présentent les valeurs des erreurs d’approximation F(N, k) suivant
N et k, ainsi que celle qui correspond au critére d’arrét ([2.33)).

TABLE 2.6 — E(N, k) pour 'exemple 2 (Trapéze).

N B En(1077) k(1077
k=5 k=10 k=15 k=20
5 | 2.300E-3 2.400E-3 2.400E-3 2.400E-3 | 2.400E-3 10
10 | 5.430E-4 5.904E-4 5.904E-4 5.904E-4 | 5.904E-4 10
50 | 2.327E-5 2.360E-5 2.360E-5 2.360E-5 | 2.360E-5 10
100 | 4.095E-5 5.896E-6 5.901E-6 5.901E-6 | 5.896E-6 10
500 | 4.661E-5 2.315E-7 2.360E-7 2.360E-7 | 2.315E-7 10
TABLE 2.7 — E(N, k) pour I'exemple 2 (Gauss-Legendre).
N il En(1077) k(1077)
k=5 k=10 k=15 k=20
2 | 2.282E-4 2.705E-4 2.705E-4  2.705E-4 | 2.705E-4 9
3 | 4796E-5 3.770E-6 3.765E-6  3.765E-6 | 3.792E-6 9
4 | 4.516E-5 3.774E-8 4.207TE-8  4.207E-8 | 1.451E-8 9
5 | 4.575E-5 4.575E-9 1.255E-10 1.251E-10 | 2.802E-8 9

Comme les erreurs E(N, k) ne présentent pas une décroissance stricte par rapport a k,
alors, il existe une valeur minimale qui correspond & une certaine itération k£* qui n’est

pas forcément grande. Ces erreurs minimales sont montrées dans le tableau :

TABLE 2.8 — E(N,k*) = min{E(N, k), k = 0,15}, k*, CPUtime(sec) pour ’exemple 2.

Trapeze Gauss-Legendre
N E(N,k*) k* CPUtime~ N E(N,k*) k* CPUtime~
5 | 4.0733E-4 3 6.2400E-2 | 2 | 1.8863E-6 4  4.2120E-1
10 | 2.8923E-4 4 1.4040E-1 | 3 | 3.7654E-6 15 4.8360E-1
50 | 1.6237E-5 6 2.4024E40 | 4 | 1.4506E-8 9  5.1480E-1
100 | 1.4615E-6 6 9.1885E+0 | 5 | 1.2552E-10 15 5.4600E-1
500 | 5.4265E-8 8 2.2478E+2
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Les profiles logarithmiques des erreurs calculées ci-dessus sont montrés sur les figures [2.3],

P4 suivantes :

FIGURE 2.3 — Logarithme de E(N, k) pour I'exemple 2 (Trapéze).
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FIGURE 2.4 — Logarithme de E(N, k) pour l'exemple 2 (Gauss-Légendre).
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Discussion des résultats. Les résultats de calcul, montrent la rapidité et la précision
de la quadrature de Gauss-Legendre en comparaison avec la quadrature de trapéze, cela
vient du fait que, pour N +1 points, la quadrature de Gauss-Legendre est exacte pour tout
polynome de degré < 2N. Lorsque K est 9, K sont 2(/N+1) fois continument différentiables
par rapport a la variable d’'intégration s, alors, ’estimation de I’erreur de consistance est

donnée par (voir [14]),

(b _ a)2N+1(N!)4 d2(N+1)K ,
< R
RN < (GA)FEN + 10y \ || g oo el wO)])
d2(N+1) oK ,
| L)) )
— 0,
N—00

Donc, la quadrature de Gausse-Legendre requiert un nombre minimal de points pour avoir
la précision requise ce qui est préférable, notamment, pour les intégrales définies sur de
larges domaines.

Notons encore que, dans les exemples considérés précédemment, la quadrature de Gauss-
Legendre ne marche pas au dela de 5 points et cela revient au fait que les racines 7;
s’accumulent aux frontieres -1 et 1, ce qui rend (%)our un certain nombre de points N + 1)
incalculable les poids de la quadrature w; = / Lj(z)dz, ot {L;, i = 0,N} est la base

-1
de Lagrange.



Chapitre 3

Analyse d’une équation
integro-différentielle non linéaire de

type Volterra-Fredholm.

Ce chapitre représente le contenu intégral des deux articles [8] [4], dans lesquels on a

étudier la résolubilité de I’équation,

¢ b
u(t):f(t)+/ Kv(t,s,u(s),u'(s))ds+/ Kr(t,s,u(s),u'(s)) ds, (3.1)

dans le cas ol les noyaux des intégrales et la fonction f satisfont les hypothéses prélimi-

naires : SK. BK
Ky, Kp, —2 Z—E sont dans C%([a,b])? x R*,R),
(Hl) ot ot
f € C¥([a,l],R).

La fonction inconnue u est a chercher dans C*([a,b]), alors, si cette derniére existe, sa

dérivée est donnée implicitement par :
t
u(t) = f(t)+ Kv(t,t,ut),u(t)) +/ O Ky (t, s,u(s),u'(s)) ds+
a (3.2)
s.

—1—/ O Kp(t,s,u(s),u'(s))d

3.1 Etude théorique.

Comme vu précédemment, 1’étude théorique concerne la recherche des conditions qui
assurent l'existence et I'unicité de la solution avec différents types de noyaux.

La procédure est la suivante :

44
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Cas 1 : On construit un théoréme d’existence basé sur le théoréme de point fixe de
Schauder dans le cas ou les noyaux Ky, Kp sont uniformément bornés c-a-d :

IAMy, Mp, My, Mg > 0 tels que,

mgx‘Kv<t,S,x,y)| < MV? H’ng|KF(t,S,.I',y)| < MF>

0Ky OKp

(2) _ -
—(tﬂS?ny)‘SMVJ mgx —<t787x7y>’§MF7

max
Q

ot ot

avec Q = [a, b]? x R%

Par la suite, on discute I'unicité dans le cas ot les noyaux Ky, K remplissent les pro-

priétés suivantes : 34, B, A, B,C,D,C,D > 0 tels que Vt,s € [a,b], 1,1, 22,y2 €

R:
|Kv(t,s,21,51) — Kv(t,s,22,y2)| < Alzy — 22 + Blyr — val,
i %(TZ 8,71, Y1) — 88%(75’ s, x2,y2)| < Alzy — x2| + Blyr — 1.
e |Kr(t, s, x1,y1) — Kr(t, s, 22, y2)| < Clon — o] + Dlyr — yol,
%(@S,ﬂfbyl) - aa%(t» s, @2, 42)| < Clay — 22| + Dy — 1.

Cas 2 : On établit un résultat d’existence et d’unicité, basé sur le théoréme de point
fixe de Banach, suivant les hypothéses (H3) avec des noyaux non nécessairement

uniformément bornés ((H2) n’est pas vérifiée).

3.1.1 Existence et unicité de la solution.
Considérons, maintenant, les deux cas en détailles. L’équation (3.1 est de la forme,
u(t) = Sy(u)(t), t € la,bl,
o,
t b
St(u)(t) = f(t) +/ Ky (t,s,u(s),u'(s)) ds—l—/ Kr(t,s,u(s),u'(s))ds.
Alors, d’aprés le résultat le Théoréme [2.1.1] Sy est un opérateur compact (comme com-

binaison linéaire de deux opérateurs compactes) de B! dans lui méme.

Théoréme 3.1.1. En considérant les hypothéses (H1), (H2), l’équation (3.1) a, au

moins, une solution dans B'.

Démonstration. Considérons I’ensemble fermé, borné et convexe,

Q = Egl(OBl, ||fHBl + MV + (b - CL)(MV + MF +MV +MF))
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On a,
157 (u)lloo < [[flloc + (b — a)(My + Mp).

D’autre part, la dérivée de Sy(u), est donnée par,
t
Sh(u)(t) = f(t) + Ky(tt,ut), v (t)) + / O Ky (t,s,u(s),u'(s)) ds+
/ at-[(F t,S,U, ) ( ))dS

d’ou,

1SF(Wlloe < 1 lsc + My + (b — a)(My + MF).

Par conséquent, Sy(Q) C @, donc, d’aprés le théoréme de point fixe de Schauder, 'exis-

tence de la solution est assurée.

]

Le théoréme suivant, établit le résultat d’unicité dans le cas o les hypothéses (H3)

sont remplies.

Théoréme 3.1.2. Si les hypothéses (H3) et la condition,

1
min(@l,QQ) < b ,

—a

avec,

lemax(A+C+

B (B+D)(A+(b—-a)(A+C)) B = —
92—max( = (A+C)(b—a) +b_a+B+D,A+C),

sont satisfaites, alors la solution de (3.1)) est unique.

(B+D)(A+(b—a)(A
_l’_

c) B 4 =
1-B—(b—a)B +B+D)’

+
D) 'b—a

Démonstration. Supposons qu’il existe deux solutions différentes uy,us € B!, (u

Donc, par (H3), on obtient V¢ € [a, b]

lur (t) —ua(t)] < A/ |ug(s) — ua(s ]d8+B/ |uf (s) s)| ds+
+O/ ur(s) — uals >|ds+D/ 1y () — ()] ds

et
uy (1) —ua(t)] < Alua(t) — ua(t)| + Bluy(t) — ug(t)|+

—|—Z/ luy(s) — ua(s)|ds —I—E/ [uy(s) — ub(s)| ds+
—l—U/ lui(s) —uﬂs)]ds—i—ﬁ/ ) (s) — uy(s)|ds,

(3.3)

1 # Uz)-
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d’ou,

Jur — uzllee < (b= a)((A+ O)Jur — 2|l + (B + D)l — usl|oo), (3.4)
et

[y =]l < [A+ (b= a)(A+ O)] s —ualloct [B + (b — a)(B + D)] [|u} — |- (3.5)

De la relation ([3.5]), on obtient,

A+ (b—a)(A
1—B—(b—a)
Par substitution dans (3.4)), on aura,

+0O)
[} — uplloe < 41D lur — 2| -

D)

|u1 — usl|oo < (b — a)b|lur — us||oo-

De la méme maniére, (3.4) nous donne,

S |
11— (A+CO)(b—_a)'n M2l

En substituant la derniére relation dans (3.5)), on obtient,

lur — usl|oe < (b—a)

[uh = w5l < (b= a)f2]|u) — Uyl
Finalement, par (3.3)) en déduit que u; = uy dans B*. O

Pour le deuxiéme cas, I'existence et I'unicité de la solution sont obtenues par applica-

tion directe du théoréme du point fixe de Banach.

Théoréme 3.1.3. Sous les hypothéses (H3) et la condition,

1 1
n:max<A(1+b—)+A+O+C B(1+b—)+B+D+D) , (3.6)

—a
léquation (3.1) admet une solution unique.
Démonstration. Prenons uy, us € B!, alors, on utilisant (H3), on obtient,

157 (ur) = Sp(uz)]loo < (b= a)((A+ O)Jur — 2]l + (B + D)|luy — uhl),
et
187 (1) =St (uz)lloo < [A+ (b= a)(A+ O)] [ur—usllowt[B + (b= a)(B + D)] ||t} ~us/lo,
ce qui implique que,

HSf(Ul) - Sf(uz)HBl < (b—a)nllug — usa||pr.

L’existence de I'unique solution est obtenue en appliquant le théoréme de de point fixe de

Banach. O
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Remarque 3.1.1. I- La condition (3.3) est plus générale que (3.6). En effet, si (3.6) est

vérifiée, alors,

B —
max(b —|—B—|—D,A—|—C’)<n,
—a

de plus,
B+ D 1 A+ (b—a)(A+0)
— < , et <1,
1-B—(b—a)(B+D) b—a 1-(A+C)(b—a)
d’otu, on déduit que 6 < 1.
Inversement, sib—a =1 et
1 — 1 1 = 1 1 - 1 3 — 3
A—ﬂ’A—E7B—E7B_§ et C—§,C—§,D—Z,D—1—6,

alors,
B 19 19 -1
TR o1 16

autrre parn on remarque que max -+ .

2- Les hypotheéses (H3), avec la condition (3.6), restent générales dans le cas ot (H2)

ne sont pas satisfaites, par exemple pour le cas linéaire ou pour les noyauz de la forme,

K(t,s,x,y) = K(t,s)\/c+ 22 +y2 c>0,

comme vu dans le chapitre précédent pour ’équation de Fredholm (2.1)).

En résumé, 'existence de la solution de (3.1) est assurée lorsque (H1), (H2) sont satis-
faites, de plus, si les noyauz satisfont encore (H3) avec (3.3), alors la solution est unique.

Autrement, 'unique solution de (3.1]), pour des noyauzr non nécessairement uniformément

bornés, est déduite de (H3) avec la condition relativement forte (3.6|) par rapport a (3.3).

3.1.2 Théoréme alternatif d’existence et d’unicité de la solution.

Dans cette partie de la section, on donne un autre résultat d’existence en considérant
des hypotheéses plus faibles que (H2) et (H3). Le résultat d’unicité sera établi, encore,

sous les hypothéses (H3) mais avec une condition différente (alternative) a (3.6)).
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Commengons par définir Uespace By = (C'([a, b)), ||.[») avec,

lullsy = o {(Ju®)] + ' (®)e ™}, 0 <A < o0

tela,

Il est claire que B; est un espace de Banach [37].
Indiquons que cette norme est équivalente & la norme de B!, ce qui implique la compacité

de l'opérateur intégral.

Notre but est d’établir un résultat d’existence lorsque les noyaux Ky, Ky possédent
les propriétés suivantes :

EIKO? k1, K2, EO; Ela E27 Ko, M1, K2, HOJ Ela ﬁ2 > 07 telles que Vtasax7y € [(l, b] X RQJ

0Ky
ot

OK p o _
|Kr(t,s,z,y)| < po+ ml|z| + palyl, W(t’ s,x,y)| < o + |z + Ty |yl

|Kv(t,57.ﬁlf,y)’ S Ko + I§,1|£IZ" + ’%2’3/‘7 (t,S,LIf,y) S EO —|—E1‘£L" +E2|y’7

(H4)

D’une premiére observation, les hypothéses (H4) sont plus générales que (H2).
Théoréme 3.1.4. Notons par :
a = max(ky, k), [ =max(ky + Ry, ke + Fo), = max(p1 + fiy, o + Tiy),

alors, sous les hypotheéses (H2) et la condition,

a<l e <1 et <In (7ﬁ> , (3.7)

Uéquation([3.1) admet une solution dans B), avec,

1+

11—«

<A<In (7ﬁ> : (3.8)

Démonstration. Soit,

1.
\ <

p=ro+ (b—a)(ko+ po+Fo) + gy =0+
Soit v € B}, alors Vt € [a, b],

[Sp()(0)] < If(t)|+(b—a)(f€o+uo)+/ (k1lv(s)] + ka|v'(s)]) ds+

T / (ualo(s)] + palt/(3)]) ds,
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et
1SF)O)] < | O]+ Ko + ra|v(t)] + r2lv/(E)| + (b — a) (Fo + Tip)+

/m| )| + Rl (8)]) dst
+ [ @)+ mlv ) ds

ce qui implique que,

Sy @) )]+ SO < O]+ 1] +p+ alo®)] + [0+
8 / (o(s)] + [v/(s))e e ds+

#1 [ Quls)l + WDee s

Par sommation on obtient,

[Sr)@)] +[S3) (@) <

t b
< )]+ 1)+ p+ (ae“Jrﬁ st | d) ol

Comme Vt € [a,b], eM — e’ < e alors,

I1Ss()ll sy < 11 £llmy +pe™ + arllvllsy.

f 1 + pe—ka
donc, si on choisit, R > | H]i* , on obtient,
—ax

St (Boy(0py, R) € By (0py, R).
En utilisant le théoréme de point fixe de Schauder, on déduit I'existence de la solution. [

Remarque 3.1.2. Les hypothéses (H4) sont plus générales que (H3). En effet, si (H3)

sont remplies, alors, ¥(t, s, z,y) € [a,b]* x R?,

‘Kv(t,s,.f,y) - Kv(t,S,0,0)‘ S A‘.I" + B‘yl’

et
0K 0K — _
a—tv(t?&x y)_ atv(tusa()vO)‘ §A|$|+B|y|
Alors,
| Ky (t,s,x,y)] < tm?xb] | Ky (t,s,0,0)| + Alz| + Bly|,
,8€[a,
et

ot

K _ _
—V<t,s,o,o>\ + Alz| + Blyl,
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d’une maniere similaire, on obtient,
[Kelt,s,2,)| < max [Ke(t,5,0,0)| +Cla] + Dl
,8€]a,
et

KF(

ot

’8KF

T (t,s,x,y)‘ < max

T t,5€[ab]

t@aﬂ+6m+mm

Le théoréme suivant donne un résultat d’existence et d’unicité en concordance avec

(H3).

Théoréme 3.1.5. Si (H3) sont vérifiées, alors, en considérant la condition (3.7), I"équa-
tion (3.1) admet une unique solution.

Démonstration. De la remarque m, (H4) sont obtenues avec,

a=max(A, B), B=max(A+A B+ B), y=max(C+C,D+ D).
Soit uy,us € B}, alors,

|Sp(un) () = Sp(uz) (B)] + |5 (ua) (£) = Sp(uz)(1)] <

t

gA|u1(t)—u2(t>|+B\ug(t)—ug(t)|+<A+Z)/ s (5) — a(s)| ds-+
+(B+§)/ \u’l(s)—u’Q(s)|d$+(C+€)/ lup(s) — ug(s)| ds+

b
HD+D/WM@—%@Ma

t ¢ b
< <oce’\t+5/ eMdS-l-V/ eAtdS"‘) lur = usl| 5y,

|Sp(ur)(8) = Sp(ua) ()] + 57 (ua) () — S (u2) ()] <

At b
e 4 ve
SC%M+E——1—)Hm—Uﬁg>

par conséquent,

A

c-a-d,

nﬂw—ww@s@+—i——|m—w@

A
En considérant (3.7)) et (3.8), on aura,

A(b—a) 1
a—i—ﬁ++<a+ﬁ+<l,

donc, I'application du théoréme de point fixe de Banach nous garantit I’existence et 1'uni-

cité de la solution. O
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Remarque 3.1.3. Les conditions (3.7) et (3.6) sont différentes, car, si b —a = 1 et

1 - = 7 — — 1
A:B:Z,A:B:E,C’:C:D:D:@, alors,
1+5 22 1
= —<3=1
-« (),
en d’autres termes, est vérifiée.
1 7 1
d’autre part, on a, n = = + — + — > 1, c’est a dire que n’est pas vérifiée.

2 12
— 1
Inversement, sib—a =1 etA:A:B:B:C:C:D:Dzé, alors,

Ol 8 ).

—§ et
=% l—a 5

3.2 Approche numérique.

Dans cette section, on considére la méthode exposée dans le chapitre précédent qui
consiste a discrétiser les intégrales par les régles de quadratures. Prenons, donc, la subdi-
vision :

AN:{G:t0<t1<...<t]\[:b}, N € N*.
Rappelons que la dérivée de la solution de ’équation (3.1]) est donnée par,
W) = F() + Ko (bt ult / DKy (£, 5, u(s), o (s)) ds-+

b (3.9)
/ O Kp(t,s,u(s),u'(s))d

3.2.1 Meéthode de Nystrom.

La projection des équations (3.1]) (3.2)) sur Ay donne Vi =0,1,..., N,

t b
:/ Kv(ti,s,u(s),u’(s))ds—l—/ Kr(t;,s,u(s),u'(s)) ds. (3.10)

t.
tOK
w, = fl+ Ky (t;, ti, i, u}) +/ a—tv(ti, s,u(s),u'(s)) ds+
b a (3.11)
OKp ,
+ —(ti7s7u(8)7u (S>>d87
Y
, . .\ . .y 0Kp
La procédure consiste, premiérement, a remplacer les intégrales contenants Kp et e
par les schémas d’intégration suivants : Vi =0,1,..., N,
b N
/ Kt s, u(s), /() ds = 5wy K p(to ty, up,u) + Oe(N,0), (3.12)

J=0
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b 0K , = OKp N
w(tz, S, U(S), u (8)) ds = Z wj7N7(ti, tj, Uyj, uj) + OF(N, Z), (313)
a =0

oit Or(N, i), Op(N,i) sont les erreurs de consistance locales.

v .
——, on utilise les

ot

schémas d’intégration qui conservent les méme valeurs u; sur Ay (par exemple la régle de

Par la suite, dans le but d’approcher les intégrales contenants Ky et

trapéze composée ou généralement les régles basées sur l'interpolation par Splines [17])

c-a-d : Vi =0,..., N,

t; 7
/ Kot s, u(s), /() ds = 3 00Kt £y, g, u) + Oy (N,0), (3.14)
a §=0
b OKy , L 0Ky =
i W(ti’ s,u(s),u'(s))ds = ]Z%Jj’iwai’tj’ uj, u;) + Oy (N, 1), (3.15)

Supposons que les schémas décrits ci-dessus possédent les propriétés considérées dans le

précédent chapitre c-a-d,
1. Les poids w; x 0;; sont positifs.

2. Les schémas d’intégration sont interpolatoires.

Notons que les schémas d’intégration, utilisés dans (3.12)) (3.13)) (3.14) (3.15]), sont dits

consistants si :

lim ( maXN(\OV(N,i)]+]OF(N,i)|)+iBnaXN(@V(N,M+|6F(N,i)])) = 0.

N—too \i=0,1,...,

S E AT

Si c’est le cas, les équations (3.10]) (3.11]) peuvent étre approchées par le systéme de di-

mension finie suivant : V2 = 0,1, ..., N,

i N
v = fi+ Y 0Ky (tity, vy, 0) + > winKe(ti, t, 25,15), (3.16)
=0 =0
i N
0Ky 0Kp
yi = fi + Kv(ti, ti, zi, yi) + Zaj,iw(tiatjaxjayj) + ij,NW(tiatjaxjayj)- (3.17)
=0 =0

ot v = (Tg, ..., TN, Yo, ---, Yn) st le vecteur inconnu dans R?V+2.
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3.2.2 Existence et unicité de la solution du systéme de dimension

finie.

Le systéme (3.16)), (3.17]) est de la forme :

v="V(v) =
r i N
Ui(v)=| fi + Z 0ilv (i, 1y, x5, y5) + ij,NKF(tiatja Tj, yj)) :
j=0 J=0 i=0,...,N
~ 0K
= fi+ Ky (ti ti, xi,yi) + Zaj,ia—tv(thtjaxjayj)“'
Us(v) = N =
0K
+ij,N7(tiatjvxjayj)-
\ 7=0 i=0,...,N

-----

(3.18)
Le but est d’effectuer une investigation sur les conditions d’existence et d’unicité de la
solution du précédent systéme en concordance avec 1’étude théorique.

Commencons, donc, par le premier cas.

Proposition 3.2.1. Suivant les hypothéses (H1), (H2), l’équation (3.18]) admet, au moins

une solution.

Démonstration. La continuité de ¥ dans R?*V*2 est une conséquence directe de (H1).

Considérons la notation,
dy = || flloo + (b= a)(My + M), dy = ||f'loc + My + (b — a)(My + M)

Alors, on peut voir que Z = [—dy, di]N T X [—dy, do]¥ T est un ensemble compact et
convexe de R2V+2 de plus ¥(Z) C Z.

Par le théoréme de point fixe de Brouwer, on déduit 'existence de la solution. m

La proposition suivante donne le résultat d’unicité analogue a celui obtenu dans le

Théoréme B.1.2]
Proposition 3.2.2. Si (H3), (3.3) sont remplies, alors la solution de (3.18]) est unique.

Démonstration. Définissons la norme :

lollgersz = max [l + max il = 7] + 9]l

slyee =U,1,...,
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et supposons que (3.18)) admet deux solutions vy # vy, alors, en utilisant (H3) et d’aprés

la définition de la norme, on obtient
[21 = alloe < (0 —a) (A + C)llx1 — 22l[cc + (B + D)lyr — 12ll) - (3.19)

ly1=v2lloc < (A+ (b= a)(A+ ) |z1—22lloct (B + (b — a)(B + D)) [ly1—y2ll . (3.20)
Comme dans le Théoréme [3.1.2] 'unicité est obtenue par (3.3). O
Pour le deuxiéme cas, I'existence et 'unicité de la solution de (3.18]) est obtenue d’une

maniére analogue comme dans le Théoréme [3.1.3] Considérons, maintenant, le cas ot les

hypothéses (H4) sont satisfaites, alors on a le résultat d’existence suivant,

Théoréme 3.2.1. Sous (H4),(3.7) et pour N suffisamment grand, ’équation (3.18) ad-

met, au moins, une solution.

Démonstration. Définissons la norme :

[ollgeve = flolly = max {(|z| +[yil)e™"}, (3.21)

.....

Comme dans le Théoréme [3.1.4] les hypothéses (H4) nous donnent

[W1i(0)] + [V (v)] < [[flIx + p+

i N
A At At
+ (ae + 8 E 0jieM 4y E w; Ne J) llv]]x,
=0 j=0
ce qui implique que,

[Wai(0)] + [P (v)] < [[flIx + p+

# (o ( [ g im0+ ( oty RO ) ol

avec R;(N), R(N) sont les erreurs d’intégration de la fonction e*; alors, notons par,
(V) = max_ (e (BIR (V)| +|R(V))

d’ou,
@) Ix < I1f1Ix+pe™ + (ax + e(N)[v]la,

Comme €(N) — 0 lorsque N — 400, il existe Ny, tel que YN > Ny, ¢ + €(N) < 1,
[ f1lx +pe
1— (g +€(N))

U (B(Ogen+2, Ro)) € B(Ogen+2, Ry),

donc, en choisissant Ry > , on obtient,

on conclut, donc, par le théoréme de point fixe de Schauder. O
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Le résultat d’unicité analogue a[3.1.5{pour le cas discret, est donné dans la proposition

suivante,

Proposition 3.2.3. Si (H3) et (3.7) sont obtenues, pour tout N > Ny, la solution de

(13.18) est unique.

Démonstration. Soit vy et vy deux solutions différentes de (3.18)), alors,

[or = val[x < (ax + €(N)[Jor — 2y,

3.2.3 Analyse de convergence.

Ce paragraphe est consacré au traitement de la convergence de la solution v, du systéme
de dimension finie , vers la solution (u, u) des équations lorsque N devient
grand.

On considére toujours les deux cas traités ci-dessus, ainsi que le troisiéme cas (alternatif).

Alors, pour le premier cas, on définit 'erreur d’approximation comme suit :

E(N) = max |z — w;| + max ly; — ug] = Eo(N) + E1(N). (3.22)

Proposition 3.2.4. En envisageant la notation : O(N) = Og(N) + O1(N), avec,

Oo(N) = max (|Ov(N,i)|+|0p(N,i)|), O:i(N)= max (JOv(N,i)|+|Or(N,i)|),

i=0,1,...N i=0,1,...N
alors, en partant de (H3) et (3.3), on arrive aux estimations suivantes :

1. Simin(6y,6,) = 04, alors,

Eo(N) < %, (3.23)
= (Ao
B (b—a)(B+ D)
avec, C; = max <1, = 6(0—a) ) )
2. Simin(6y,02) = 02, alors,
Co(b—a)(B+D)+1—(b—a)by
gy < (SOZAEE D0 o, ey
Ei(N) < %, (3.26)
B B+ (b—a)(B+ D)
avec, Cy = max <1, T G(0—a) > )
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Démonstration. Prenons min(6,, ) = 6y, alors (3.10), (3.11)) et (3.16)), (3.17) impliquent,

Eo(N) < (b—a) ((A+ C)Ey(N) 4 (B + D)E,(N)) + Og(N), (3.27)
et
E/(N) < (A+ (b—a)(A+ C))Ey(N)+ (B + (b—a)(B+ D))Ey(N)+ O1(N). (3.28)

Donc, de ([3.28)), on obtient,

A+ (b—a)(A+C) O1(N)

Ey(N) < T N+ . (3.29
1) < (1—(B—|—(b—a)(B+D))) o(N) 1—(B+ (b—a)(B+ D)) (3.29)
En remplagant (3.29)) dans , on obtient,
Ey(N) < (b—a)t + C1O(N), (3.30)
par conséquent,
C10(N)
< — .
O e T (3.31)
Donc, la substitution de ([3.31)) dans (3.29)) nous ameéne a
A+ (b—a)(A+C) C10(N) O(N)
Ei(N) < +0) _
1-(B+(b-a)(B+D)))1-(b—a)h 1—(B+(b—a)(B+D))
(3.32)
Comme
1—(b—a)y <1— (B+(b—a)(B+D)),
on déduit, finalement, que,
< .
Par la méme procédure, si min(6y, 6,) = 65, alors,
C,0(N)
Pl SV
BN = =0 =0e
et
Cy(b—a)(B+D)+1—(b—a)by
< .
B < (N o)
]

Pour le deuxiéme cas, on a l’estimation suivante,
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Proposition 3.2.5. La considération de (H3) et (3.6) conduit a,

O(V)
P ST

Démonstration. En sommant (3.27)) (3.28)), on déduit (3.33)). O

(3.33)

Maintenant, pour le cas alternatif ((H3) avec (3.7))), considérons 'erreur :

ou,

O(i, N) = |Ov(N,i)| + |Op(N,i)| + [Ov (N, i) + [Op(N,i)|.

Proposition 3.2.6. En tenant compte de (H3) et (B.7), on obtient, VN > Ny,

EA(N) < Ox(N)

S PR (3.34)

Démonstration. En partant des relations (3.10]) (3.11)) et (3.16]) (3.17), on arrive a

Vi=0,..,N, |zi—uw|+]|y—ul<

t; b
< (ae’\t" + 8 (/ eMdt + |R,~(N)|) + 5 (/ e dt + |R(N)|)) E\(N) +O(i, N).
La multiplication de la derniére inégalité par e=* < 1 nous améne, finalement, & (3.34)).
m

Nous avons vu dans ce dernier paragraphe, que, si les régles de quadratures sont
consistantes avec les équations (3.1)), (c-a-d O(N) — 0 lorsque N — +00), alors
la solution exacte v du systéme de dimension finie , converge vers (u,u’). Mais, dans
la pratique, la solution v est, généralement, obtenue par des méthodes approximatives.
Notre choix est, encore, les approximations successives de Picard.

k)

Dans ce contexte, prenons le vecteur initial v(® = (29, y() et définissons la suite v

(x® 4®) (k € N) comme suit, Vi = 0,1, ..., N,

i N
2 = fi+ Z 0 Kv (i, b, xﬁk)7 Z/g(‘k)) + Z w;NKp(ti, b, wg‘k)’ yy('k))’ (3.35)
j=0 1=0
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k+1 k
yz( * ) = f +Kv(t17tl7‘rz 7yz _'_Z ]Z ZJ ]7 5 )Jy§ )>+

k
+Zw]N ti, ]7 g),y]( )>‘

Dans ce qui suit, on va montrer la convergence de cette suite en considérant toujours le

(3.36)

premier, le deuxiéme et le troisiéme cas alternatif.

Proposition 3.2.7. Si (H3) et (3.3) sont satisfaites, alors, v*) converge vers v lorsque

k — 400, pour tout vecteur initial vy dans Bgen+2(0,d; + ds).

Démonstration. La preuve est analogue a celle vue dans le Théoréme pour I'équation
de type Fredholm. Cette derniére découle de la bornitude de la suite v et dont Iidée

est de montrer que

limsup [|2® — z]|o = liminf [z — 2] =0,
k—+o00 k—r+

ainsi que

lim sup [y — ylloc = lim inf [|ly® — y[lo =0.

k—+o00

Supposons que min{f;, 6} = ; et considérons, encore, la notation,
=[lz® —2flee, et Y= [y* —yl,
Vk € N. D’aprés (H2) on a,
O < (b—a)((A+ C)gr + (B + D)), (3.37)
U1 < (b= a)[A+ (b= a)(A+ CO)]gx + [B+ (b~ a)(B + D). (3.38)
Alors, conservant la notation,

¢k = sup ¢r, (b - Hlf ¢7‘ et Ek = sup ¢y, ﬁk = inf 4.
k<r k<r

k<r

Donc, d’apreés les relations (3.37)) (3.38)), on obtient,

Qkﬂ <(b—a)((A+ C’)Qk + (B + D)gk), (3.39)
Yooy S (0= a)[A+ (0 —a)(A+O)g, +[B+ (b—a)(B+D)y,. (3.40)
Comme les suites gﬁk et ﬂk sont croissantes, alors, de , on obtient,
A+ (b—a)(A+CO)
%%§1—3+awaE+EW (3-41)
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En remplagant cette derniére inégalité dans (3.39)), on obtient,

¢, < (b—a)bho,,

donc,

liminf ¢, = lim ¢ =0.

k—+o0 k—4o00 —

Ainsi, de 'inégalité (3.41)), on déduit, également, que

it =l =0

Comme dans le Théoreéme [2.2.1) pour montrer que limsup ¢ = limsup ¢, = 0, considé-
k—> 400 k— 00

rons les trois cas,
1- Les suite ¢, et 1, sont constantes alors, en suivant la méme procédure ci-dessus, on

obtient, B
7 < A+ (b—a)(A+
"“1-B+(-a)(B

) -
+)¢

et
O < (b—a)b1gy.

Par conséquent, lim sup ¢, = limsup ¢, = 0.
k—+o00 k—s+oco

2- La suite ¢, n’est pas constante, tandis que, 1/, est constante, dans ce cas la suite ¢,

est strictement décroissante et minorée par 0, donc lim sup ¢ = 0. D’autre part, on a,
k— 400

A+ (b—a)(A

(= 1— B+ (b—a)(

i ) ¢, — 0 lorsque k — 400,
B+ D)

d’ot, limsup ¢, = 0.

k— 400
De la méme maniere, si la suite ¢, est constante et ¢, ne 'est pas, alors, on a,

limsup ¢, = 0.

k—+o00
D’ailleurs, on a (A+C)(b—a) <1 et
(b—a)(B+ D) 7
(A+O)b—a)™™

Ges o

donc, limsup ¢ = 0.
k—+o00

3- Finalement, si les suite 51@ et Ek ne sont pas constantes, donc elles sont strictement

décroissantes, de plus, elles sont minorées par 0, d’ot,

lim sup ¢ = limsup ¥y, = 0.

k—+o00 k—+o00

La preuve se fait d’une maniére analogue lorsque min{#;, 6,} = 0. ]
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Proposition 3.2.8. Si (H3) et (3.6) sont satisfaites, alors, v*) converge vers v lorsque

k — +00, pour tout vecteur initial vy.

Démonstration. En utilisant (3.16|) (3.17) et (3.35)) (3.36)), on obtient,

lz = 2"Vl < (b= a) (A + O)llz — 2Pl + (B + D)lly = y™l0) .

ly = y** Vo < (A+ (0= a)(A+O)) [lz =2V + (B+ (b= a)(B+D)) |y — 4w,
d’ou,
lo = o™ gz < (b= a)nflo — v®||gan+2,

et par récurrence sur k, on obtient,
lo = v® D [genz < (b= a)i)* v — v |[gana.

Donc, de la condition (3.6)), on déduit que v*) — v lorsque k — +o0. H
De méme pour le troisiéme cas, on a le résultat suivant,

Proposition 3.2.9. En tenant compte de (H3) et (3.7)), la suite (v(k) converge vers

s

v lorsque k devient grand, pour tout N > Ny et pour un choiz quelconque de v®.

Démonstration. Les équations (3.16]) (3.17)), (3.35]) (3.36) nous donnent,

|[E I<:+1 |+ |y y(k-&-l)’ <

t; b
(ae“i +5 (/ et dt + !Ri(N)O + (/ it ‘R(NM)) lo =@,

lo = o@D 5 < (gr + e(N))llo = v @,

d’ou,

et par récurrence sur k, on obtient,
lo = o™V < (gr + (V) o = v,

Comme gy + ¢(N) < 1, alors v¥ — v lorsque k — +o0. O

Finalement, on conclut par le résultat de convergence de la solution approximative

d’ordre k calculée par les approximations successives ((3.35)) (3.36]).
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Corollaire 3.2.1. Définissons les erreurs d’approzimation d’ordre k € N* :

_ *) _ k) _ 1
Ep(N) = max |z —wl+ max [y —u, (3.42)
Eai(N) = max { (1ol =l + |y = uif ) e} (3.43)

Done, d’apres les propositions (3.2.4) (3.2.5) (3.2.6) (3.2.7) (3.2.8) (3.2.9), on a,

Ep(N) < [|[o® — v|jgens2 + BE(N) — 0 lorsque N,k — 400,

Eyi(N) < [ —o|x 4+ Ex(N) — 0 lorsque N,k — +oo.

3.2.4 Remarque sur ’application de la méthode de Nystrom.

Dans ce qui précéde, nous avons vu, que pour I’équation de Fredholm, la quadrature
de Gauss-Legendre donne des résultats précis avec un nombre minimal de points. On a vu,
aussi, que cette méthode ne marche pas a partir d’un certain nombre de points N a cause
de la précision réduite de la machine. Soit f une fonction 2/N continument différentiable
sur un intervalle [a, b] et notons par Ry et Ry, les erreurs de consistance pour la quadrature
de Gauss-Legendre et de trapéze composée respectivement, alors (voir[14]),

(b _ CL)2N+1(N!)4
[(2N)2(2N + 1)

(b—a)’
12N2

RQZ<N7f) = fQN(Sl)a Rtr(Na f) = fN(€2);

en calculant le rapport entre ces deux quantités, on obtient,

12(b — a2V
BN+ D[N = DIP v oioc

Ry(N, f) < o(N)Ru (N, f), aveco(N)=

C’est a dire, la quadrature de Gauss est plus précise, de rapport < o(N), que la quadra-

ture de trapéze composée.

Maintenant, en ce qui concerne ’équation de type Volterra-Fredholm, 1'utilisation de
la quadrature de Gauss-Legendre, pour approximer 'opérateur de Fredholm, n’est pas
recommandée, car, elle n’est pas compatible avec la méthode décrite ci-dessus qui nous
oblige a utiliser la méthode de trapéze ou de splines pour 'opérateur de Volterra, qui ne

fournissent pas la précision requise pour un petit nombre de points.
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D’une autre vision, ’équation de type Volterra-Fredholm (3.1) est une équation de

Fredholm ([2.1)) avec le noyau continu par morceaux (ainsi que sa dérivée par rapport a t),

Ky + Kp, s<t,
K= """ (3.44)
KF, s > t.

ce qui donne la possibilité d’appliquer les régles de quadratures. Mais, cette formulation
engendre une perte de précision a cause de discontinuité du noyau, car, dans ce cas,
I’erreur de consistance est maximale ; par exemple, pour la méthode de trapéze composée,
si le noyau est continu, l'erreur est au plus d’ordre h, par contre si ce noyau est deux
fois continument différentiable par rapport a la variable d’intégration, alors 'erreur est
d’ordre h2. Donc, Pour que cette considération soit efficace, elle doit étre accompagnée
par d’autres techniques comme la régularisation ou d’autres méthode comme, celles de

projection.

3.2.5 Tests numériques.

L’objectif, dans cette partie, est d’examiner l'efficacité de la méthode proposée pré-
cédemment en concordance avec les conditions de ’étude analytique. Considérons, donc,

comme exemples, le premier et le troisiéme cas alternatif.

Pour calculer la solution approchée v*) du systéme (3.16)) (3.17)), on utilise dans ([3.12)
(3.13]) et (3.14) (3.15)) la quadrature de trapéze composée sur la subdivision équidistante :

b—a

N

AN:{ti:aJrih,i:O,...,N,h: ,NeN*}.

Les poids de la quadrature sont :

( h
00, = Wo,N = 9
o-j,i:wj,N:ha jzly 77’_15
, h
otl,1 = 5,
Wi N = h’? J=1 '7N 17
h
w = —.
L N,N 9

Maintenant, on doit prouver que ¢(N) — 0 lorsque N — 400 pour la quadrature
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utilisée. alors, pour tout ¢ = 1, ..., N, nous avons,

ti i
|R(N)| = / Mdt— Y gy | =
St h
= Z/ eMdt — — (M 4 Mt =
j=0 "t 2
-l ety 1
= Z/ M — Z(eMi  eMitt) dt| .
j=0 Y1 2
et + e+t . . . .
Comme — 5 est la moyenne arithmétique de la fonction e* sur [t;,¢;4], alors, il

ex\tj + eAtj+1

t. 1 , N .
5 = e ‘%2 et par le théoréme des accroissements

existe t; 1 € (tj,tj+1) tel que,
finis, on obtient,

tjt1
At 1 .
/ M — e itE dt < hPheMitt < h2Ae??,
t;

d’ou,

|R;(N)| < hA(b — a)e® — 0 lorsque N — 0.

Exemple 1.

Etant donnée I'équation : Vt € [%, %],

Njw

)2 ) Y 4\/§6i(t*%)
R (cos®(u(s))+sin®(su'(s))) ds+/ 3V6 (1 + 2(5) + s2u2(s))

2 2

fit)y=t- 4—18 (t —~ %)3 — 3;:‘/6@103) (arctan (%) — arctan (%)) :

et la solution exacte u(t) = t.

I
—~
~
SN—
|
~
—
~
N—
+
\H\
2
—
~
|
[N

ds,

-

t
Remarquons que (H1), (H2) sont satisfaits, avec,

1 — 1 4 — 1
= My =+, Mp=_—7F, Mp=

24 12 3v3 T 33

Cette équation correspond au cas considéré dans la Remarque [3.1.1] alors, les noyaux

satisfont (H3) et (3.3]) a 'exception de (3.6]). Les constantes dans (H3) sont obtenues par

My =

le théoréme des accroissements finis.
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Le tableau présente les erreurs de consistance pour I'exemple 1.

TABLE 3.1 — Erreurs de consistance pour ’exemple 1.
N O(N) O1(N)
5 1.1781E-3 4.4520E-4
10 4.4355E-4 1.1089E-4
50 1.7720E-5 4.4301E-6
100 4.4299E-6 1.1075E-6
500 1.7719E-7 4.4298E-8

Le tableau donnes les valeurs des erreurs d’approximation Fj(N) suivant les valeurs

croissantes de N et k pour 'exemple 1.

TABLE 3.2 — Erreurs d’approximation Ej(N) pour I'exemple 1.
Ey(N)
k=6

N

k-2 k—4 k=8 k=10

5
10
50

100
500

1.5817E-2
1.7195E-2
1.7634E-2
1.7648E-2
1.7651E-2

1.1135E-3
2.9128E-4
7.2605E-4
7.3962E-4
7.4396E-4

1.7839E-3
4.2075E-4
1.3083E-5
2.6621E-5
3.0953E-5

1.8134E-3
4.5051E-4
1.6746E-5
3.2548E-6
1.1217E-6

1.8147E-3
4.5175E-4
1.7993E-5
4.4573E-6
1.2805E-7

D’apres les profiles des erreurs, on observe que les erreurs d’approximation ne présentent
pas une décroissance parfaite (notamment dans I'exemple 1). Les valeurs minimales de
ces erreurs (notées E;(N)) , ainsi que les erreurs qui correspondent au critére d’arrét
|2®) — 21| <1077 (notées Ez(N)) pour 'exemple 1, sont présentées dans le tableau

0.0

TABLE 3.3 — Erreurs d’approximation E;(N) et Ez(N) pour I'exemple 1.
N | Ei(N) Ei(N) &

>

5
10
50

100
500

1.1135E-3
2.9128E-4
1.3083E-5
3.2548E-6
1.2805E-7

1.8147E-3
4.5182FE-4
1.8059E-5
4.5229E-6
1.9161E-7

11
11
11
11
11
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La figure [3.1] exprime le profile logarithmique des erreurs Ej,(N) suivant le nombre d’ité-

rations k = 1,10 et pour chaque nombre de subdivisions V.

FIGURE 3.1 — Le logarithme des erreurs Ej(N) pour 'exemple 1.

Logarithm of the approximation errors

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Iteration number (k)

Ainsi, le profile logarithmique des erreurs E) (V) est présenté sur la figure suivante :

FIGURE 3.2 — Le logarithme des erreurs E) (V) pour I'exemple 2.

L]
L]
L]
L]

Logarithm of the approximation errors

6 7 8 9 10
Iteration number (k)
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Exemple 2.
Considérons I'équation suivante, qui correspond au cas pris dans Remarque ou (H3)
et (3.7) sont vérifices : Vt € [0, 1],

7t 1 t—1

u(t) = f(t) + /0 t#ln (=0 4 ) ds 4 /0 C TE @) T (sw () ds,

2e3

avec,

() = t—;lsin (%) (2(arctan() — t) + ¢ In(£* + 1))—62;31 <‘/§1n<\/zi) +V@) ?) |

et la solution exacte u(t) = t.

Concernant ’exemple 2, les erreurs de consistance sont données dans le tableaux suivant

B4:

TABLE 3.4 — Erreurs de consistance O,(N) pour l'exemple 2.
N O\N)
5  5.3349E-4
10 1.3713E-4
50  5.5421E-6
100  1.3855E-6
200 3.4641E-7

Le tableau [3.5 montre les erreurs d’approximation E) j (V) pour l'exemple 2.

TABLE 3.5 — Erreurs d’approximation E) (V) pour I'exemple 2.
Ey\k(N)

k=2 k=4 k=6 k=8 k=10

5 | 4.8015E-4 5.0278E-4 5.0286E-4 5.0286E-4 5.0286E-4
10 | 1.0625E-4 1.2557E-4 1.2566E-4 1.2566E-4 1.2566E-4
50 | 1.1614E-4 5.0483E-6 5.1431E-6 5.1433E-6 5.1433E-6
100 | 1.1759E-4 1.1917E-6 1.2866E-6 1.2868E-6 1.2868E-6
200 | 1.1795E-4 8.3000E-7 3.2145E-7 3.2170E-7 3.2170E-7

N
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Le tableau exprime les valeurs minimales des erreurs Ej (V) (notées E, ;(N)) et
celles qui correspondent au critére d’arrét [|z® — z+=D|| < 107 (notées E,\%(N)) pour

I’exemple 2.

TABLE 3.6 — Erreurs d’approximation E, ;(N) et E, () pour I'exemple 2.
N B k] B R

5 4.8015E-4 2 | 5.0286E-4 6
10 | 1.0625E-4 2 | 1.2566E-4 6
50 | 5.0483E-6 4 | 5.1430E-6 6
4 6

6 6

100 | 1.1917E-6 1.2866E-6
200 | 3.2145E-07 3.2145E-7




Conclusion et perspectives.

Ce travail concerne une étude analytique et numérique d’un cas particulier des équa-
tions integro-différentielles de type Fredholm :

— L’équation de type Fredholm avec un noyau régulier.

— L’équation de type Volterra-Fredholm qui est de type Fredholm avec un noyau
continu par morceaux, ainsi que sa dérivée par rapport a la premiére variable.
Nous avons effectué, alors, une investigation sur des conditions pratiques (dans le sens
qu’elles soient respectées dans 'approche numérique) qui assurent l'existence et 1'uni-
cité des solutions de ces équations, avec différentes variétés de noyaux, en utilisant les
théorémes de point fixe classique de Banach et de Schauder. Par la suite, dans le but
d’approcher les solutions de ces équations, une approche numérique simple et efficace a
été mise en ouvre en concordance avec le traitement analytique; cette méthode consiste
en deux procédures : approximer les intégrales par les régles de quadratures, en suite,
résoudre le systéme obtenu de dimension fine par les itérations de Picard. Les résultats
de calcul montrent 'efficacité de I’approche, notamment pour la premiére équation en
utilisant la quadrature de Gauss-Legendre qui a donnée des résultat favorables en temps

et en précision.

L’étude des équations integro-différentielles de Fredholm dans un cadre fonctionnel
élargi, ce qui correspond a une large classe de problémes aux limites, représente une pers-
pective rigoureuse. Alors, l'objectif futur, est d’envisager avec des noyaux apparte-
nant aux espaces de Sobolev W'?(Q, L4(U,R)) (U = Q x R?, Q om)cert R, 1 <p,q<+00),
ce qui demande beaucoup d’outils d’analyse fonctionnelle comme le théoréme de com-
pacité de Fréchet-Kolmogorov dans les espaces LP(1 < p < o00), la notion d’opérateur
de Nemytskii, conditions de Caratheodory ...etc [39]. Ainsi, étudier les questions de sta-
bilité, notamment au sens de Hyers-Ulam et de développer des méthodes numériques

convenables.Une technique, jugée favorable, a été présenté dans [21], 28], ou les auteurs

69
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ont montrée, sous certaines conditions, que la méthode basée sur la linéarisation ensuite
discrétisation converge vers la solution exacte, tandis que, la procédure classique de dis-
crétisation suivie par la linéarisation du systéme de dimension finie, converge vers une
solution discréte. Le schéma de linéarisation utilisé dans ces travaux est la méthode de
Newton, ainsi, comme schéma de discrétisation, il ont utilisé la projection de Kantorovich
qui remplie les conditions imposées, contrairement aux méthodes classiques de Galerkin,

Petrov-Galerkin et de collocation.
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