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Abstract.

This thesis concerns an analytical and numerical study for a nonlinear Fredholm and

Volterra-Frdholm integro-differential equation, in this respect, we treat the conditions

ensuring the existence and uniqueness of the solution for different varieties of kernels,

thereafter, we construct a numerical approach based on the well known Nyström method.

The numerical examples illustrate the efficiency of the proposed method in connection

with the existence and uniqueness conditions.

Keywords : Fredholm integro-differential equation ; Fixed point ; Nyström method ; Suc-

cessive approximations.



Résumé.

Cette thèse concerne une étude analytique et numérique pour des équations integro-

différentielles non linéaires de Fredholm et de Volterra-Fredholm, dans ce contexte, on

traite les conditions d’existence et d’unicité de la solutions pour des types différents de

noyaux. Par la suite, on construit une approche numérique basée essentiellement sur la

méthode de Nyström et on conclut par des exemples numériques exprimant l’efficacité de

l’approche en concordance avec l’étude analytique.

Mots clés : Equation integro-différentielle de Fredholm ; Point fixe ; Méthode de Nys-

tröm ; Approximations successives.



Table des matières

Introduction 3

1 Notions fondamentales et position du problème. 6

1.1 Critères de compacité dans les espaces métriques complets. . . . . . . . . . 6

1.2 Théorème d’Arzela-Ascoli. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3 Théorèmes de point fixe fondamentaux. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.4 Équations intégrales et integro-différentielles. . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4.1 Équations intégrales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4.2 Exemples de problèmes qui se ramènent à des équations intégrales

en dimension 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.4.3 Fonction de Green en dimension 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.4.4 Exemples de problèmes qui se ramènent à une équation intégrale en

dimension supérieure à 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4.5 Équations integro-différentielles. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.5 Position du problème. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2 Analyse d’une équation integro-différentielle non linéaire de type Fred-

holm. 23

2.1 Étude théorique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.1.1 Compacité de l’opérateur intégral. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.1.2 Existence et unicité de la solution. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2 Approche numérique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.2.1 Méthode de Nyström. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.2.2 Existence et unicité de la solution du système de dimension finie. . 30

2.2.3 Analyse de convergence. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

1



2.2.4 Tests numériques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3 Analyse d’une équation integro-différentielle non linéaire de type Volterra-

Fredholm. 44

3.1 Étude théorique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.1.1 Existence et unicité de la solution. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.1.2 Théorème alternatif d’existence et d’unicité de la solution. . . . . . 48

3.2 Approche numérique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.2.1 Méthode de Nyström. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.2.2 Existence et unicité de la solution du système de dimension finie. . 54

3.2.3 Analyse de convergence. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.2.4 Remarque sur l’application de la méthode de Nyström. . . . . . . . 62

3.2.5 Tests numériques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

Conclusion et perspectives. 64

Bibliographie 71

2



Introduction.

Depuis l’apparition du calcul différentiel et intégral, essentiellement dans les travaux

de Newton (1642-1727) et Leibniz (1646-1716), les équations différentielles furent l’outil

de base de la modélisation mathématique, ce qui a engendré un grand intérêt pour cette

théorie. Suite au développent de la science dans les années qui suivent, la construction des

modèles mathématiques devient de plus en plus complexe, rendant inévitable l’utilisation

des équations intégrales.

Dans la communauté scientifique moderne, il est considéré comme traditionnel que les

premières origines de la théorie des équations intégrales remontent au travaux de Fourier

(1768-1830) sur la formule d’inversion de ce qui est connue par " la transformée de Fou-

rier" qui représente, en fait, l’opérateur inverse d’un opérateur intégral. Par la suite Abel

[1, (1823)], [2, (1826)] a introduit une équation intégrale (connue par l’équation d’Abel) de

type convolution provenant d’un problème mécanique qui consiste à trouver une courbe C

dans un plan vertical (xOy) passant par l’origine et sur laquelle se glisse un point matériel

P sans friction et sans vitesse initiale (v0 = 0) jusqu’à atteindre l’origine O en un temps

donné T .

Les équations de type Abel ont été objet de plusieurs analyses, parmi lesquelles de

Liouville [32, 33, (1832)] qui a aussi montrer l’équivalence de certains problèmes à valeurs

initiales à une équation intégrale [34, (1837)](qui serait connue, après un demi siècle, par

l’équation de Volterra de deuxième espèce). En suite, vers la fin du 19ème siècle, une

nouvelle théorie, due à Volterra [46, 47, 48, (1896)], a vu le jour suite à ses travaux sur

l’électrostatique [49, 50, (1884)] concernant la distribution des charges électriques sur un

segment de la sphère. Ainsi, les contributions de Volterra à la théorie d’élasticité [51, 52,

(1906)][53, (1907)] [54, 55, 56, (1909)] et à l’électrodynamique [57, (1909)] ont conduit à

3
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l’apparition de sa théorie sur les équations integro-différentielles (pour plus de détailles

sur la biographie de Volterra voir [59, 1959]). La théorie de Volterra sur les équations

intégrales et intego-différentielles (regroupée dans [58, 1913], [59, 1959]) a contribué d’une

manière cruciale au développement de l’analyse fonctionnelle, dont il est considéré comme

l’un des fondateurs.

Cet époque a été marqué, aussi, par l’apparition de la théorie de Fredholm [18,

(1900)][19, (1903)] concernant l’étude d’un type général d’équation, l’approche de Fred-

holm s’est basée sur l’extension, en dimension infinie, de l’étude du système de dimen-

sion finie x + λAx = B donnant naissance a ce qui est connu par "le déterminant de

Fredholm". Les idées novatrice de Fredholm étaient une source d’inspiration de plusieurs

savants de cette époque , parmi lesquels : Banach (1892-1945), Hilbert (1862-1943), Riesz

(1880-1956), Schmidt (1876-1959), Poincaré (1854-1912), Fréchet (1878-1973), et autres

fondateurs de l’analyse fonctionnelle moderne qui ont ouvert un large champ d’investiga-

tions sur les mathématiques appliquées.

Dans la période récente, la théorie des équations intégrales et integro-différentielles

a connue un considérable enrichissement et de nombreuses applications, par exemples :

L ’électromagnétisme [25, (2016)], modèles de tremblement de terre [41, (2019)], dyna-

mique de population [11, (1977)], physique des plasma et la théorie cinétique des gazes [22,

(2010)]. En raison de l’indispensabilité de l’étude de ce type d’équations, beaucoup de tra-

vaux ont été effectués dans ce contexte dont le but est d’étudier leurs propriétés analytique

et de développer, en parallèle, des méthodes de résolution numériques convenables. Parmi

les références les plus courantes, citons [31, (1985)][5, (1997)][40, (2019)] où on trouve des

théories générales et une collection des méthodes numériques les plus répondues. Ainsi,

une foule de travaux a été publiée sur ce sujet, citons : [9, (1984)][37, (2008)][23, (2014)][36,

(2015)] [30, (2018)] [42, (2019)] et autres qui développe des traitements analytiques et nu-

mériques de plusieurs variétés d’équations avec différentes approches comme la méthode

de Nyström [23, (2014)][36, (2015)], les méthodes de projection (Gallerkin, collocation,

ondelettes ect..) [15, 16, 35, 12, 2019], méthodes de régularisation [13, (2016)][6, (2018)]

et intégration produit [20, (2018)][44, 45, (2019)] pour les équations avec noyaux singuliers.
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Cette thèse est dédiée à l’étude de certaines équations integro-différentielles non li-

néaires de type Fredholm et Volterra-Fredholm de 2ème espèce ; à cet égard, nous présen-

tons une discussion sur les questions d’existence et d’unicité de la solution avec différentes

variétés de noyaux, ensuite, on donne une approche numérique basée sur la méthode de

Nyström selon le traitement analytique. La thèse se compose d’une introduction générale,

sur les gènes de la théorie des équation intégrales et integro-différentielles, de trois cha-

pitres et d’une conclusion.

Dans le premier chapitre, on présente des notion générales sur la compacité dans les es-

paces métriques avec les résultat fondamentaux : le théorème de Hausdorff et le théorème

d’Arzela-Ascoli ; ainsi que les principes de point fixe classiques de Banach et de Schauder.

Le deuxième et le troisième chapitres représentent les résultats essentiels de cette thèse,

où, tous les résultats sont originaux.

Le deuxième chapitre est consacré, alors, à l’étude analytique et numérique d’une

équation integro-différentielle non linéaire de type Fredholm ; cette équation peut être

vue comme une forme générale de l’équation traitée numériquement dans [35, (2019)], qui

peut être considérée, aussi, comme la version Fredholm de l’équation de type Volterra

traitée dans [23, (2014)][42, 41, 2019]. Dans ce chapitre on discute des conditions assurant

l’existence et l’unicité de la solution pour deux différents types de noyaux, ensuite, on

donne une approche numérique basé sur la discrétisation par les règles de quadrature et

la résolution, par la méthode itérative de Picard, du système obtenu de dimension finie.

Á la fin, on examine la performance de l’approche par des tests numériques .

Dans le troisième chapitre, on développe une analyse analogue à celle faite dans le

précédent concernant une équation integro-différentielle de type Volterra-Fredholm qui

représente l’équation dépendante de la dérivée des équations intégrales mixtes considérées

dans [36, (2015)][12, 2019] .



Chapitre 1

Notions fondamentales et position du

problème.

Dans ce chapitre on introduit des notions de base sur la compacité dans les espaces

métriques complets, ainsi que les théorème de point fixe fondamentaux de Banach et de

Schauder. Par la suite, on discute la position du problème étudié dans cette thèse.

1.1 Critères de compacité dans les espaces métriques

complets.

On donne, dans cette section, la caractérisation des parties relativement compactes

dans les espaces métriques complets (théorème de Hausdorff) et particulièrement dans

l’espace Cn([a, b],R)(n ≥ 1, −∞ < a < b < +∞) des fonctions indéfiniment différen-

tiables sur [a, b] (théorème d’Arzela-Ascoli). Tout d’abord on va rappeler quelques notions

fondamentales de compacité.

Définition 1.1.1. [27] On appelle recouvrement d’un espace topologique X, tout ensemble

P composé de parties de X tel que tout élément de X appartient au moins à l’une d’entre

elles.

Un sous-recouvrement d’un recouvrement P est un recouvrement composé de parties ap-

partenant à P .

Un recouvrement est dit fini, s’il est composé d’ un nombre fini de parties de X.

Un recouvrement est dit ouvert, s’il est composé de parties ouvertes de X.

6
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Définition 1.1.2. [27]. Un espace topologique X est dit compact, s’il est séparé (espace

de Hausdorff) et si tout recouvrement ouvert de X contient un sous recouvrement fini.

Notons que le fait d’être compact est une propriété de l’espace topologique lui-même

(car le recouvrement est composé des ouverts de X). Alors, on dit qu’une partie A ⊂ X

est compacte, si A, en tant qu’un sous-espace topologique muni de la topologie induite,

est compact.

Dans le cas d’un espace métrique, une conséquence directe découle de la définition 1.1.2,

est que toute partie compacte (en tant qu’un sous-espace métrique) est nécessairement

bornée ; en effet, considérons une partie quelconque d’un espace métrique et un recouvre-

ment de cette dernière par des boules emboitées de centres l’origine, si cette partie est

compacte, alors, il existe une boule du recouvrement de rayon fini contenant cette partie,

donc elle est nécessairement bornée.

Une caractérisation des espaces métriques compactes est donnée par le théorème sui-

vant de Bolzano-Weierstrass.

Théorème 1.1.1. (De Bolzano-Weierstrass)[27]. Soit A une partie d’un espace métrique

X. Pour que A soit un espace compact, il faut et il suffit que toute suite d’éléments de A

contient une sous-suite qui converge vers un élément de X.

Un conséquence directe de ce théorème est que tout espace compacte est complet

(découle du fait que toute suite de Cauchy, contenant une sous-suite convergente, est

convergente).

Définition 1.1.3. [39]. Soit M un ensemble quelconque d’un espace métrique (X, d) et

soit ε > 0. Un ensemble E ⊂ X est dit ε − réseau de M , si pour tout élément x ∈ M , il

existe au moins un élément yx ∈ E tel que d(x, yx) ≤ ε.

Définition 1.1.4. [27, 39]. Une partie A d’un espace métrique X est dite relativement

compacte, si sa fermeture A est compacte (comme un sous espace métrique compact).

Théorème 1.1.2. (De Hausdorff)[26, 39]. Soit A une partie d’un espace métrique X.

Pour que A soit relativement compacte, il est nécessaire, et suffisant lorsque X est complet,

qu’ il existe dans X un ε-réseau fini pour A pour tout ε > 0.
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Le théorème suivant donne le critère de compacité dans les espaces métriques de di-

mension finie Rn.

Théorème 1.1.3. (De Hein-Borel-Lebesgue)[27]. Les parties compactes de Rn (en tant

que sous-espaces), sont les parties fermées bornées.

1.2 Théorème d’Arzela-Ascoli.

L’un des critères de compacité fondamentaux, est le théorème d’Arzela-Ascoli qui

donne la caractérisation des parties relativement compactes dans l’espace métrique com-

plet B0 = (C0([a, b]), ‖.‖∞).

Théorème 1.2.1. [26, 39] Soit F une partie de B0, alors, F est relativement compacte,

si et seulement si,

1. La famille F est uniformément bornée i.e, ∃M > 0 tel que,

∀f ∈ F, ∀x ∈ [a, b], |f(x)| ≤M.

2. La famille F est équicontinue i.e, ∀ε > 0, ∃δ(ε) tel que ∀f ∈ F ,

∀x, x′ ∈ [a, b], d(x, x′) < δ(ε) =⇒ |f(x)− f(x′)| < ε.

Dans ce qui suit, on va exposer le prolongement du théorème d’Arzela-Ascoli 1.2.1

dans l’espace Bn = Cn([a, b],Rm) muni de la norme ‖f‖Bn =
n∑
i=0

‖f (i)‖∞. Ainsi, on va

donner une preuve originale basée sur le théorème d’Arzela-Ascoli classique dans B0.

Théorème 1.2.2. Soit F une partie de Bn. Notons ∀i = 0, 1, ...n,

Fi = {f (i) (dérivée d’ordre i)/f ∈ F} ⊂ C0([a, b],R) avec f (0) = f,

alors, F est relativement compacte , si et seulement si, les conditions suivantes sont

vérifiées :

1. Chaque famille Fi est uniformément bornée i.e, ∃Mi > 0 tel que,

∀f ∈ F, ∀x ∈ [a, b], |f (i)(x)| ≤Mi.

2. Chaque famille Fi est équicontinue i.e, ∀ε > 0, ∃δi(ε) tel que ∀f ∈ F ,

∀x, x′ ∈ [a, b], d(x, x′) < δi(ε) =⇒ |f (i)(x)− f (i)(x′)| < ε.
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Preuve. Supposons que F est relativement compacte dans Bn, elle est, donc, bornée i.e,

∃M > 0 tel que ∀f ∈ F, ‖f‖Bn =
n∑
i=0

‖f (i)‖∞ ≤M,

d’où, les familles Fi, i = 0, 1, ..., n, sont uniformément bornées.

D’autre part, d’après le théorème de Hausdorff, il existe pour F un
ε

3
-réseau fini {u1, u2, ..., um}

dans Bn i.e, ∀f ∈ F, ∃j∗ ∈ {1, ...,m} tel que,

‖f − uj∗‖Bn <
ε

3
.

Comme ∀i = 0, 1, ..., n, j = 1, ...,m, u(i)
j est uniformément continue sur le compact [a, b],

alors, ∃δi,j(ε) tel que,

∀x, x′ ∈ [a, b], d(x, x′) < δi,j =⇒ |u(i)
j (x)− u(i)

j (x′)| < ε

3
.

Prenons δi = min
j
{δi,j}, on obtient, donc, ∀f ∈ F,

|f (i)(x)− f (i)(x′)| ≤ |f (i)(x)− u(i)
j∗ (x)|+ |u(i)

j∗ (x)− u(i)
j∗ (x′)|+ |u(i)

j∗ (x′)− f (i)(x′)|

≤ ε,

∀x, x′ ∈ [a, b] avec d(x, x′) < δi, d’où, les familles Fi sont équicontinues.

Inversement, supposons que les conditions 1-2 sont vérifiées et considérons n = 1 (le

cas n ≥ 2 se fait d’une manière similaire), alors, d’après le théorème d’Arzela-Ascoli clas-

sique [26, 39], les familles F0, F1 ⊂ B0 = (C0([a, b],R), ‖.‖∞) sont relativement compactes,

donc, il existe, pour chaque famille, un
ε

4
-réseau fini, notés {v0, v1, ..., vl}, {w0, w1, ..., wm}

respectivement i.e,

F0 ⊆
l⋃

i=1

B0

(
vi,

ε

4

)
, F1 ⊆

m⋃
j=1

B0

(
wj,

ε

4

)
,

où B0 est la boule ouverte de B0.

Par conséquent,

F0 × F1 ⊆
l⋃

i=1

m⋃
j=1

B0

(
vi,

ε

4

)
×B0

(
wj,

ε

4

)
⊂ (B0)2.

Remarquons que F ⊂ B1 ∩ (F0 × F1), alors,

F =

l,m⋃
i,j=1

[
F
⋂(

B0

(
vi,

ε

4

)
×B0

(
wj,

ε

4

))]
.
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Comme F est non vide, alors, il existe I ⊆ {1, 2, ..., l} et J ⊆ {1, 2, ...,m} tels que,

∀r = (r0, r1) ∈ I × J, ∃ (hr, h
′
r) ∈ F

⋂(
B0

(
vr0 ,

ε

4

)
×B0

(
wr1 ,

ε

4

))
.

On obtient, donc, F ⊂
⋃

r∈I×J

B0

(
hr,

ε

2

)
×B0

(
h′r,

ε

2

)
,

ce qui implique que, pour toute f ∈ F , il existe r(f) ∈ I × J tel que,

‖f − hr(f)‖B1 = ‖f − hr(f)‖∞ + ‖f ′ − h′r(f)‖∞ < ε,

ce qui confirme que, l’ensemble {hr, r ∈ I × J} constitue un ε-réseau fini pour F dans

B1, donc, d’après le théorème de Hausdorff, F est relativement compacte dans B1.

1.3 Théorèmes de point fixe fondamentaux.

Dans cette section, on rappel les théorèmes classiques de point fixe : de Banach, de

Brouwer et de Schauder.

Soit (X, d) un espace métrique complet et T une application définie de X dans lui même.

Le but est d’étudier la résolubilité de l’équation non linéaire

x = Tx, x ∈ X. (1.1)

Définition 1.3.1. Un point x∗ ∈ X est dit point fixe de l’application T , s’il vérifie :

x∗ = Tx∗ i.e, x∗ est solution de (1.1).

L’application T est dite k-Lipschitzienne, s’il existe une constante k (0 < k < ∞) telle

que : ∀x, y ∈ X (x 6= y), d(T (x), T (y)) ≤ kd(x, y).

L’application T est dite k-contractante, si elle est k-Lipschitzienne avec 0 < k < 1.

Le théorème suivant est la généralisation du théorème d’inversion de Banach pour les

opérateurs linéaires bornés [26].

Théorème 1.3.1. (de point fixe de Banach)[26, 60] Si :

i) M ⊆ X est un sous ensemble fermé non vide de l’espace métrique complet X tel que,

T : M ⊆ X −→M i.e, T applique M dans lui même ;

ii) T est k-contractante ;

alors,

i) T admet un unique point fixe i.e, l’équation (1.1) admet une unique solution x∗ ∈M ;
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ii) La suite des approximations successives, xn+1 = Txn (n ∈ N) converge vers la solution

x∗, pour un choix arbitraire du point initial x0 ∈M , de plus,

d(xn, x
∗) ≤ kn

1− k
d(x1, x0).

Le théorème du point fixe de Banach se base sur des définitions métriques simples,

par contre, les théorème de Brouwer nécessitent des résultats plus avancés concernant les

structures topologiques des espaces de dimension finie.

Théorème 1.3.2. (de point fixe de Brouwer.)[26, 60] Soit M un ensemble non vide,

fermé, borné et convexe de Rn (n ≥ 1) et T : M −→ M une application continue. Alors,

T admet, au moins, un point fixe.

Beaucoup de résultats concernant les opérateurs continues dans Rn restent valables

pour les opérateurs compacts dans les espaces de Banach, comme exemple, le théorème

de point fixe de Schauder qui est obtenu par l’extension du théorème de Brouwer via un

processus basé sur l’approximation d’un opérateur compact par une suite d’opérateurs de

rang fini (connu par le théorème d’approximation pour les opérateurs compacts).

Définition 1.3.2. Soient X, Y deux espaces de Banach. Un opérateur T : D(T ) ⊆ X −→

Y est dit compact, si et seulement si,

i) T est continu ;

ii) T transforme tout ensemble borné en un ensemble relativement compact.

Théorème 1.3.3. (de point fixe de Schauder.)[26, 60] Soit M un ensemble non vide,

compact et convexe d’un espace de Banach X et soit T : M −→M un opérateur continu.

Alors T admet, au moins, un point fixe.

Théorème 1.3.4. (de point fixe de Schauder : version alternative.)[26, 60] Soit M un

ensemble non vide, fermé, borné et convexe d’un espace de Banach X et soit T : M −→M

un opérateur compact. Alors T admet, au moins, un point fixe.

Cette deuxième version est fréquemment utilisée dans les applications où l’ensemble

M est pris comme boule fermée.
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1.4 Équations intégrales et integro-différentielles.

Cette section est consacrée à la discussion de la problématique traitée dans cette thèse

ainsi que sa relations avec des travaux récents. Tout d’abord, on va exposer certaines

notions générales sur les équations intégrales et integro-différentielles.

1.4.1 Équations intégrales.

Une équation intégrale est une équation contenant au moins une opération d’intégra-

tion sur la fonction inconnue.

Soit U un ensemble d’un espace euclidien Kn(= Rn ouCn, n ∈ N∗). Une équation intégrale

contenant une opération d’intégration est de la forme (dite de troisième espèce) :

g(x)u(x) = f(x) +

∫
x∈V

K(x, s, u(s)) ds, x ∈ U, V ⊆ U, (1.2)

où, f, g : U −→ K, K : U × U ×K −→ K.

2) Une équation intégrale est dite :

– Linéaire, si le noyauK est linéaire par rapport à la troisième variable i.e,K(x, s, u(s)) =

K0(x, s)u(s), sinon, elle est dite non linéaire.

– De première (deuxième) espèce, si ∀x ∈ U, g(x) = 0(= const).

– Homogène (non homogène), si ∀x ∈ U, f(x) = 0( 6= 0).

– De type Fredholm par rapport à xi, i ∈ {1, ..., n}, si l’ensemble V est borné dans la

direction xi.

– De type Volterra par rapport à xi, si l’ensemble V dépend de la variable indépen-

dante x dans la direction xi(V = V (xi)) et borné dans cette direction.

– Singulière par rapport à xi, si, le noyau K ou l’ensemble V , sont non bornés dans

la direction xi.

– De Fredholm (de Volterra, singulière), si elle est de Fredholm (de Volterra, singulière)

dans toutes les directions.

Notons que toute équation de type Volterra par rapport à, au moins, une direction quel-

conque xi,

g(x)u(x) = f(x) +

∫
x∈V (xi)

K(x, s, u(s)) ds, x ∈ U, V (xi) ⊆ U,

est une équation de type Fredholm,

g(x)u(x) = f(x) +

∫
x∈U

K(x, s, u(s))ds, x ∈ U,
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où, K(x, s, u(s)) =

 K(x, s, u(s)), s ∈ V (xi),

0, s ∈ CUV (xi).

Exemples :

Transformée de Fourier et son inverse (représentent l’équation et sa solution et vis versa.)

t ∈]−∞,+∞[,


1√
2π

∫ +∞

−∞
eitsu(s)ds = f(t),

1√
2π

∫ +∞

−∞
e−itsf(s)ds = u(t).

Ce sont des équations linéaires de première espèce singulières.

Équations d’Abel, ∫ t

0

K(t, s)u(s)

(tp − sp)α
ds = f(t),

avec p > 0, 0 < α < 1 et K une fonction régulière. Cette équation est de type Volterra

de première espèce et singulière.

Équations de Volterra linéaires,

t ∈ [a, b],


∫ t

a

K(t, s)u(s)ds = f(t), (de première espèce),

u(t) = f(t) +

∫ t

a

K(t, s)u(s)ds, (de deuxième espèce).

Équations de Fredholm linéaires,

t ∈ [a, b],


∫ b

a

K(t, s)u(s)ds = f(t), (de première espèce),

u(t) = f(t) + λ

∫ b

a

K(t, s)u(s)ds, (de deuxième espèce).

Équation Wiener-Hopf, (linéaire, de deuxième espèce, non homogène, singulière),

λu(t) = f(t) +

∫ ∞
0

K(t− s)u(s)ds, t ∈ [0,∞[.

1.4.2 Exemples de problèmes qui se ramènent à des équations

intégrales en dimension 1.

Parmi les exemples instructifs on distingue ceux liés aux problèmes à valeurs initiales

pour l’équation différentielle ordinaire, y′ = f(t, y(t)), (t, y) ∈ U
ouvert

⊆ R2,

y(t0) = y0 (t0, y0) ∈ U,
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laquelle est équivalent à l’équation intégrale de Volterra,

y(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, y(s))ds.

Ainsi, les systèmes de la forme, y′(t) = A(t)y(t) + f(t, y(t)), (t, y) ∈ U
ouvert

⊆ R× Rm,

y(t0) = y0 (t0, y0) ∈ U,

sont équivalents à l’équation intégrale,

y(t) = Φ(t)Φ−1(t0)y0 +

∫ t

t0

Φ(t)Φ−1(t)f(s, y(s))ds,

où, Φ est la matrice fondamentale de solutions du système y′(t) = A(t)y.

On montre aussi, par des intégrations successives, que les problèmes à valeurs initiales, y′′(t) + y′(t) = f(t, y(t)), (t, y, y′) ∈ U
ouvert

⊆ R3,

y(t0) = y0, y
′(t0) = y1, (t0, y0, y1) ∈ U,

sont équivalents à l’équation intégrale de Volterra,

y(t) = y0 + (t− t0)y1 +

∫ t

t0

∫ s

t0

f(r, y(r))drds =
p.part

y0 + (t− t0)y1 +

∫ t

t0

(t− s)f(s, y(s))ds.

Considérons, maintenant, le problème aux limites, y′′(t) = f(t, y(t)), t ∈]a, b[,

y(a) = ya, y(b) = yb.

En Intégrant deux fois cette équation de a à t on obtient,

y(t) = ya + (t− a)y′(a) +

∫ t

a

(t− s)f(s, y(s))ds, t ∈ [a, b].

La différence entre cette équation et la précédente est que le terme y′(a) est inconnu et

qui peut être obtenu en imposant la condition y(b) = yb, alors,

y′(a) =
1

b− a

(
yb − ya −

∫ b

a

(b− s)f(s, y(s))ds

)
,

d’où,

y(t) = ya +

(
t− a
b− a

)(
yb − ya −

∫ b

a

(b− s)f(s, y(s))ds

)
+

∫ t

a

(t− s)f(s, y(s))ds,

= ya +

(
t− a
b− a

)
(yb − ya) +

∫ t

a

[(
t− a
b− a

)
(s− b) + (t− s)

]
f(s, y(s))ds+

+

∫ b

t

(
t− a
b− a

)
(s− b)f(s, y(s))ds,
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ce qui implique,

y(t) = ya +

(
t− a
b− a

)
(yb − ya) +

∫ b

a

G(t, s)f(s, y(s))ds,

où,

G(t, s) =


(
s− a
b− a

)
(t− b), s ≤ t,(

t− a
b− a

)
(s− b), s ≥ t,

est la fonction de Green (pour plus de détailles sur la méthode de la fonction de Green

en dimension 1 voir [3, 43]).

1.4.3 Fonction de Green en dimension 1.

Dans la pratique, plusieurs phénomènes, à une dimension de l’espace, peuvent être

décrits par des problèmes aux limites sous la forme :

L(y)(x) = p0(x)y′′(x) + p1(x)y′(x) + p2(x) = f(x), x ∈]a, b[, (1.3)

Ba[y] = a0y(a) + a1y
′(a) = A,

Bb[y] = b0y(b) + b1y
′(b) = B,

(1.4)

où, p0(x) 6= 0, ∀x ∈ [a, b]. Notons que le problème (1.3) (1.4) est dit singulier si l’une des

bornes a, b est infinie ou si la fonction p0 s’annule, au moins, en un point.

Les conditions aux limites (1.4) représente le cas général qui contient les cas particuliers

suivants :

1. Conditions de type Dirichlet : y(a) = A1, y(b) = A2.

2. Conditions de type Neumann : y′(a) = A1, y
′(b) = A2.

3. Conditions mixtes : y(a) = A1, y
′(b) = A2 ou y′(a) = A1, y(b) = A2.

Le problème homogène associé à (1.3) (1.4) est,

L(y)(x) = p0(x)y′′(x) + p1(x)y′(x) + p2(x) = 0, x ∈]a, b[, (1.5)

Ba[y] = 0,

Bb[y] = 0,
(1.6)

Définition 1.4.1. La fonction de Green est le noyau intégral G(x, t) qui permet de repré-

senter la solution du problème (1.3) avec les conditions homogènes (1.6) sous la forme :

y(x) =

∫ b

a

G(x, t)f(t)dt.
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Pour obtenir la forme de la Définition 1.4.1, considérons la méthode classique de résolu-

tion des équations non homogènes de type (1.3) qui consiste à trouver la solution générale

de l’équation homogène (1.5) et une solution particulière de (1.3) i.e, y = ygh + yp avec

ygh = C1y1 +C2y2 où y1, y2 sont deux solution fondamentales (indépendantes) de l’équa-

tion homogène (1.5) et yp est la solution particulière de (1.3) à déterminée par la méthode

de la variation de constantes.

Considérons, donc, yp = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x). Par substitution dans (1.3) on obtient

le système, 
C ′1(x)y1(x) + C ′2(x)y2(x) = 0,

C ′1(x)y′1(x) + C ′2(x)y′2(x) =
f(x)

p0(x)
,

ce qui détermine les fonctions C ′1(x), C ′2(x) d’une manière unique (car le Wronskian

W (y1, y2)(x) 6= 0). On a, donc,
C ′1(x) =

−y2(x)f(x)

W (y1, y2)(x)p0(x)
,

C ′2(x) =
y1(x)f(x)

W (y1, y2)(x)p0(x)
,

=⇒


C1(x) =

∫ x

a

−y2(s)f(s)

W (y1, y2)(s)p0(s)
ds,

C2(x) =

∫ x

a

y1(s)f(s)

W (y1, y2)(s)p0(s)
ds.

D’où,

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) +

∫ x

a

(y1(s)y2(x)− y2(s)y1(x))f(s)

W (y1, y2)(s)p0(s)
ds.

En imposant les conditions homogènes (1.6), on obtient le système,
Ba[y1]C1 +Ba[y2]C2 = 0,

Bb[y1]C1 +Bb[y2]C2 = −
∫ b

a

(y1(s)Bb[y2]− y2(s)Bb[y1])f(s)

W (y1, y2)(s)p0(s)
ds.

Donc, si ∆ =

∣∣∣∣∣∣ B1[y1] B1[y2]

B2[y1] B2[y2]

∣∣∣∣∣∣ 6= 0 (c-à-d que le problème homogène (1.5) (1.6) admet

uniquement la solution triviale), alors la fonction y est déterminée d’une manière unique

et on a, 
C1 =

Ba[y2]

∆

∫ b

a

(y1(s)Bb[y2]− y2(s)Bb[y1])f(s)

W (y1, y2)(s)p0(s)
ds,

C2 =
−Ba[y1]

∆

∫ b

a

(y1(s)Bb[y2]− y2(s)Bb[y1])f(s)

W (y1, y2)(s)p0(s)
ds.

Notons que pour que la condition (∆ 6= 0) soit vérifiée, il suffit d’avoir y1 et y2 telles que

Ba[y1] = 0 et Bb[y2] = 0, car, dans ce cas, Ba[y2] et Bb[y1] sont non nulles (cela vient du
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fait que y1 et y2 sont indépendantes). Dans ce cas,
C1 =

∫ b

a

y2(s)f(s)

W (y1, y2)(s)p0(s)
ds,

C2 = 0,

et la solution y du problème (1.3) (1.6) sera donnée par :

y(x) =

∫ b

a

G(x, s)ds, (1.7)

où,

G(x, s) =
1

W (y1, y2)(s)p0(s)

 y2(x)y1(s) s ≤ x,

y1(x)y2(s) s ≥ x.

La solution ỹ du problème (1.3) (1.4) sera, donc, obtenue sous la forme :

ỹ(x) = y0(x) + y(x) = y0(x) +

∫ b

a

G(x, s)f(s)ds,

où y0 est la solution du problème (1.5) (1.4) obtenue par combinaison linéaire convenable

de y1 et y2.

Si la fonction f dépend d’une manière non linéaire de la fonction inconnue y, alors, la

méthode de la fonction de Green nous amène à une équation intégrale non linéaire de

Fredholm.

1.4.4 Exemples de problèmes qui se ramènent à une équation

intégrale en dimension supérieure à 1.

La transformation des problèmes aux limites en des équations intégrales ou integro-

différentielles se fait par plusieurs techniques comme les transformations intégrales et la

méthode de fonction de Green. Comme exemple, prenons le problème au limites pour

l’équation de Laplace [38],



uxx + uyy = 0, x, y > 0, (a)

u(0, y) = 0, y > 0, (b)

uy(x, 0) = 0, x > 0, (c)

u(x, 0) = f(x), 0 < x < 1, avec f(0) = 0, (d)

u −→ 0 lorsque x2 + y2 −→ +∞. (e)

(1.8)
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Considérons la transformée de Fourier en sinus de u par rapport à x,

U(α, y) =

√
2

π

∫ ∞
0

u(x, y) sin(αx)dx, α > 0, (1.9)

donc, la formule d’inversion nous donne,

u(x, y) =

√
2

π

∫ ∞
0

U(α, y) sin(αx)dα, (1.10)

de telle sorte que la condition (b) soit vérifiée. Alors, en substituant cette dernière relation

dans (a), on obtient l’équation,

Uyy − α2U = 0,

dont la solution est :

U(α, y) = A(α)e−αy. (1.11)

Observons que U −→ 0 lorsque y −→∞, ce qui est compatible avec (e) et (1.10) et que,

Uy(α, 0) = −αA(α) =

√
2

π

∫ ∞
0

uy(x, 0) sin(αx)dx,

donc,

U(α, y) = −
√

2

π

e−αy

α

∫ ∞
0

uy(x, 0) sin(αx)dx,

ce qui implique que,

u(x, y) = − 2

π

(∫ ∞
0

e−αy

α

∫ ∞
0

uy(t, 0) sin(αt) dt

)
sin(αx)dα =

= − 2

π

∫ ∞
0

uy(t, 0)

(∫ ∞
0

e−αy

α
sin(αt) sin(αx) dα

)
dt.

L’évaluation de l’intégrale intérieur (par rapport à α) nous donne,

u(x, y) =
1

2π

∫ ∞
0

uy(t, 0) ln

(
(x− t)2 + y2

(x+ t)2 + y2

)
dt.

Cette fonction vérifie bien l’équation de Laplace avec les condition (b) (e). Ainsi, les

conditions (c) (d) nous donnent,

u(x, y) =
1

2π

∫ 1

0

uy(t, 0) ln

(
(x− t)2 + y2

(x+ t)2 + y2

)
dt, (1.12)

f(x) =
1

π

∫ 1

0

uy(t, 0) ln

∣∣∣∣x− tx+ t

∣∣∣∣ dt, 0 < x < 1. (1.13)

Alors, la solution du problème aux limites (1.8) est donnée par (1.12) où la fonction

uy(t, 0), (0 ≤ t ≤ 1) est à chercher depuis l’équation intégrale de Fredholm de première
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espèce singulière (1.13).

Considérons, encore, le problème aux limites pour l’équation de Poisson :

−∆u = f, dans U,

u = g, dans ∂U,
(1.14)

où U ∈ Rn, (n ≥ 2) ouvert et borné avec une frontière ∂U de classe C1.

La méthode de la fonction de Green donne la formule de représentation générale de la

solution de l’équation (1.14) sous la forme (voir [29, 43] pour le détail) :

u(x) =

∫
U

f(y)G(x, y)dy −
∫
∂U

g(y)
∂G

∂ny
(x, y)dS(y), (1.15)

où
∂G

∂ny
est la dérivée normale de G par rapport à y.

La fonction de Green représente un outil puissant de résolution des problèmes aux limites,

à condition qu’on puisse construire cette fonction qui dépend de l’ouvert U ce qui semble

difficile lorsque U a une géométrie complexe. Notons que dans le cas où f dépend d’une

manière non linéaire de la fonction l’inconnu u ou de ses dérivées directionnelles, alors, la

relations (1.15) représente une équation intégrale ou integro-différentielle non linéaire de

Fredholm.

1.4.5 Équations integro-différentielles.

Une équation integro-différentielle est une équation contenant, au moins, une opération

d’intégration et une opération de dérivation.

Une équation integro-différentielle contenant une opération d’intégration est de la forme :

F

(
x1, ..., xn, u(x),

∂u

∂x1

(x), ..., Dαu(x)

)
= f(x)+

∫
V

K

(
x, s, u(s),

∂u

∂x1

(s), ..., Dβu(s)

)
ds,

où, Dα =
∂|α|

∂xα1
i ...∂x

αn
n

, α = (α1, ..., αn) ∈ Nn et |α| = α1 + ... + αn (et de même pour β)

avec |α| et |β| ne s’annulant pas simultanément.

L’ensemble V et les fonctions f et K se définissent comme dans l’équation (1.2).

Comme ce qu’on l’a vu précédemment, beaucoup de problèmes peuvent se ramener à

des équations intégrales par plusieurs techniques ; par exemple, les problèmes en dimen-

sion 1 de la forme (1.3) (1.4) où la fonction f dépend d’une manière non linéaire de la
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fonction inconnue y. Si, de plus, f dépend des dérivées de y i.e, f = f(x, u, u(i)), i = 1, 2,

le problème sera, donc, équivalent à une équation integro-différentielle non linéaire de

Fredholm.

1.5 Position du problème.

Dans cette thèse, on s’intéresse à l’étude des équations integro-différentielles de type

Fredholm et de type Volterra-Fredholm suivantes :

u(t) = f(t) +

∫ b

a

K(t, s, u(s), u′(s)) ds, (1.16)

u(t) = f(t) +

∫ t

a

KV (t, s, u(s), u′(s)) ds+

∫ b

a

KF (t, s, u(s), u′(s)) ds, (1.17)

où K,KV , KF : [a, b]2 × R2 = U −→ R sont des noyaux continus sur U ainsi que leurs

dérivées par rapport à la première variable t avec f ∈ C1([a, b],R).

Dans la section précédente, nous avons vu que l’équation (1.17) est une équation de

Fredholm non linéaire de la forme (1.16) avec,

K =

 KV +KF , s ≤ t,

KF , s > t.
et ∂tK =


∂tKV + ∂tKF , s < t,

δtKV , s = t,

∂tKF s > t,

où noyau K et sa dérivée par rapport à t sont discontinus au point t = s (continus par

morceaux).

L’équation (1.16) peut être vue comme une forme générale de l’équation résolue nu-

mériquement, par la méthode de Galerkin et de Galerkin itérée, dans [35] :

u(t) = f(t) +

∫ 1

0

G(t, s)K(s, u(s), u′(s)) ds,

où, G est le noyau de Green. Sauf que, dans ce cas ∂tG est discontinue au point t = s. Cette

équation trouve son origine dans les problèmes aux limites (1.3) avec f = f(t, u(t), u′(t)).

L’équation (1.16) est, aussi, la version de type Fredholm l’équation :

u(t) = f(t) +

∫ t

a

K(t, s, u(s), u′(s)) ds. (1.18)

traitée dans [23] analytiquement ; en étudiant les conditions assurant l’existence et l’unicité

de la solution et, numériquement, par la méthode de Nyström, ainsi, dans [42], les auteurs
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ont donnée une approche numérique, pour la même équation, en utilisant une technique

basée sur le changement de variables v = u′ ; ce qui donne u(t) = f(a) +

∫ t

a

v(s) ds.

Cette procédure a donnée des résultats meilleurs par rapport à la méthode de Nyström

classique. Cette équation a trouvé, aussi, son application dans un modèle de tremblement

de terre construit dans [41].

L’équation (1.17) est une forme analogue, dans le cas integro-différentiel, de l’équation

intégrale :

u(t) = f(t) +

∫ t

a

KV (t, s, u(s)) ds+

∫ b

a

KF (t, s, u(s)) ds, (1.19)

résolue dans [12, 36] par la méthode de collocations à pas multiples et la méthode des

itérations de Picard respectivement ; cette dernière méthode consiste à utiliser les itéra-

tions, premièrement, dans l’équation continue, en suite, à procéder par discrétisation par

la méthode de Nyström. Ces deux méthodes ont donné des résultats précis même avec un

petit nombre de points de discrétisation.

On peur voir, aussi, dans [15], la résolution d’ une version d’équations integro-différentielles

de la forme, u′(t) = f(t) + α

∫ t

a

KV (t, s, u(s)) ds+ β

∫ b

a

KF (t, s, u(s)) ds,

u(a) = ua,

(1.20)

par la transformation basée sur les ondelettes de Haar rationalisées, dans le cas où les

fonctions u et f , ainsi que les noyaux intégrales, sont à valeurs complexes.

D’autres traitements, concernant des équations integro-différentielles avec noyaux fai-

blement singuliers, ont été effectué récemment, comme dans [20] pour l’équation de type

Volterra :

u(t) = f(t) +

∫ t

a

p(t− s)K(t, s, u(s), u′(s)) ds,

(H)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
K, ∂tK continues dans [a, b],

p ∈ W 1,1(0, b− a),

p(0) = 0, lim
τ−→0+

p′(τ) = +∞.

(1.21)

et dans [44, 45] pour l’équation de Fredholm et de Volterra-Fredholm suivantes :

u(t) = f(t) +

∫ b

a

p0(|t− s|)K(t, s, u(s), u′(s)) ds, (1.22)
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u(t) = f(t)+

∫ t

a

p1(t−s)V (t, s, u(s), u′(s)) ds+

∫ b

a

p2(|t−s|)F (t, s, u(s), u′(s)) ds, (1.23)

avec K, V, F, pi (i = 0, 1, 2) vérifiant (H).

Dans ces travaux, les auteurs ont établi une étude analytique sur les conditions d’exis-

tence et d’unicité de la solution, ainsi qu’une étude numérique basée sur la méthode de

l’intégration produit. La différence est que, l’équation de type Volterra donne la possibilité

d’avoir le résultat d’existence locale en considérant des conditions relativement faibles que

pour l’équation de type Fredholm.

Notons, aussi, que l’équation (1.16) a été l’objet d’une étude théorique pure dans [37].

Notre étude va se positionner, donc, sur la discussion des conditions assurant l’existence

et l’unicité de la solution des équations (1.16) (1.17) et la construction d’une approche

numérique convenable et efficace en respectant les conditions du traitement analytique .



Chapitre 2

Analyse d’une équation

integro-différentielle non linéaire de

type Fredholm.

Le présent chapitre est consacré à la présentation de l’étude effectuer dans l’article [7],

de l’équation suivante :

u(t) = f(t) +

∫ b

a

K(t, s, u(s), u′(s)) ds, −∞ < a ≤ t ≤ b < +∞, (2.1)

où, le noyau K et la fonction f satisfont les hypothèse préliminaires,

(H1)

∥∥∥∥∥∥∥
K,

∂K

∂t
sont dans C0([a, b]2 × R2,R),

f ∈ C1([a, b],R).

Notons que si la fonction inconnue u existe dans C1([a, b],R), alors, sa dérivée est donnée

par :

u′(t) = f ′(t) +

∫ b

a

∂K

∂t
(t, s, u(s), u′(s)) ds. (2.2)

2.1 Étude théorique.

Comme point de départ, on va étudier des conditions assurant l’existence et l’unicité

de la solution de l’équation (2.1). Premièrement, considérons l’espace B1 = C1([a, b],R)

constitué par les fonctions continument différentiables sur [a, b] et équipé par la norme,

‖u‖B1 = max
t∈[a,b]
{u(t)|}+ max

t∈[a,b]
{|u′(t)|} = ‖u‖∞ + ‖u′‖∞.

ce qui rend B1 un espace de Banach.

23
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2.1.1 Compacité de l’opérateur intégral.

Soit f ∈ B1 et σ : [a, b] −→ [a, b] une fonction continument différentiable (σ ∈

C1([a, b])).

Considérons l’opérateur :

∀t ∈ [a, b], Tσ,f : B1 −→ B1

u 7−→ Tσ,f (u)(t) = f(t) +

∫ σ(t)

a

K(t, s, u(s), u′(s)) ds.

Proposition 2.1.1. Pour toute u ∈ B1, t ∈ [a, b], la dérivée de Tσ,f (u) est donnée par :

T ′σ,f (u)(t) = f ′(t) + σ′(t)K(σ(t), σ(t), u(σ(t)), u′(σ(t)))+

+

∫ σ(t)

a

∂K

∂t
(t, s, u(s), u′(s)) ds.

(2.3)

Démonstration. Prenons h ∈ R∗ et t ∈ [a, b], alors,

Tσ,f (u)(t+ h)− Tσ,f (u)(t)

h
=
f(t+ h)− f(t)

h
+

+
1

h

(∫ σ(t+h)

a

(K(t+ h, s, u(s), u′(s))−K(t, s, u(s), u′(s)) ds)

)
+ ω(K,h),

(2.4)

avec,

ω(K,h) =
1

h

(∫ σ(t+h)

a

K(t, s, u(s), u′(s)) ds−
∫ σ(t)

a

K(t, s, u(s), u′(s)) ds

)
.

Observons que, si σ(t+ h) > σ(t), alors,

ω(K,h) =
1

h

∫ σ(t+h)

σ(t)

K(t, s, u(s), u′(s)) ds.

Remarquons en plus qu’ il existe th ∈ (t, t+ h) vérifiant σ(t+ h)− σ(t) = σ′(th)h, donc,

ω(K,h) =
σ′(th)

σ(t+ h)− σ(t)

∫ σ(t+h)

σ(t)

K(t, s, u(s), u′(s)) ds.

Par analogie, si σ(t+ h) < σ(t), alors, σ(t)− σ(t+ h) = −σ′(th)h avec th ∈ (t, t+ h) et

ω(K,h) =
σ′(th)

σ(t)− σ(t+ h)

∫ σ(t)

σ(t+h)

K(t, s, u(s), u′(s)) ds.

Finalement, en appliquant le théorème des accroissements finis, on obtient,

ω(K,h) = σ′(th)K(t, sh, u(sh), u
′(sh)), sh ∈ (σ(t+ h), σ(t)).

La formule (2.3) s’obtient à partir (2.4) en passant à la limite lorsque h tend vers 0.
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Théorème 2.1.1. Sous les hypothèses (H1), Tσ,f est un opérateur compact.

Démonstration. Soit u0 ∈ B1, alors,

‖Tσ,f (u)− Tσ,f (u0)‖B1 ≤ sup
t∈[a,b]

∫ σ(t)

a

|K(t, s, u(s), u′(s))−K(t, s, u0(s), u′0(s))| ds+

+ sup
t∈[a,b]

{|σ′(t)||K(σ(t), σ(t), u(σ(t)), u′(σ(t)))−K(σ(t), σ(t), u0(σ(t)), u′0(σ(t)))|}+

+ sup
t∈[a,b]

∫ σ(t)

a

∣∣∣∣∂K∂t (t, s, u(s), u′(s))− ∂K

∂t
(t, s, u0(s), u′0(s))

∣∣∣∣ ds.
Donc, de la continuité de K et

∂K

∂t
, on déduit que,

‖Tσ,f (u)− Tσ,f (u0)‖B1 −→ 0 lorsque ‖u− u0‖B1 −→ 0.

Prenons, maintenant, l’ensemble borné G ⊂ B1 c-à-d

∃M > 0 telle que ,∀u ∈ G, ‖u‖B1 ≤M .

Considérons l’ensemble :

Tσ,f (G) = {g = Tf (u), u ∈ G}.

Donc, on conclut que,

∀g ∈ Tσ,f (G), ‖g‖B1 ≤ ‖f‖B1 + max
t∈[a,b]
{|σ′(t)|}L0 + (b− a)(L0 + L1) = L , (2.5)

où,

L0 = max
Ω
|K(t, s, u(s), u′(s))| , L1 = max

Ω

∣∣∣∣∂K∂t (t, s, u(s), u′(s))

∣∣∣∣ ,
avec, Ω = [a, b]2 ×BR2(0R2 ,M).

Cette preuve serait complète, si on montre que Tσ,f (G) est relativement compacte dans

B1.

Premièrement, notons par B0 = (C0([a, b]), ‖.‖∞) et considérons les deux familles, F0 =

{Tσ,f (u) ∈ B0, u ∈ G}, F1 = {T ′σ,f (u) ∈ B0, u ∈ G}. Les familles F0 et F1 sont uniformé-

ment bornées dans B0 (d’après (2.5)). D’autre part, K, ∂tK sont uniformément continues

dans Ω, ainsi que f , f ′ dans [a, b], par conséquent, F0 et F1 sont équicontinues. Donc,

d’après le théorème d’Arzela-Ascoli généralisé 1.2.2, Tσ,f (G) est relativement compacte

dans B1.
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2.1.2 Existence et unicité de la solution.

Dans ce qui suit, on va discuter les conditions d’existence et d’unicité de la solution

pour deux types de noyaux. Tout d’abord, observons que l’équation (2.1) est de la forme,

u = Tb,f (u), (σ ≡ b).

Théorème 2.1.2. Supposons qu’il existe M0, M1 > 0, telles que ∀(t, s, x, y) ∈ [a, b]2×R2,

|K(t, s, x, y)| ≤M0, |∂tK(t, s, x, y)| ≤M1, (2.6)

et considérons l’ensemble fermé, borné et convexe Q = BB1(0, ‖f‖B1 + (b−a)(M0 +M1)),

alors, sous les hypothèses (H1), Tb,f admet un point fixe dans Q.

Démonstration. On a vu que Tb,f est un opérateur compact de B1 dans lui même, de plus,

Tσ,f (Q) ⊆ Q. Alors, le théorème de point fixe de Schauder 1.3.4 garantit l’existence du

point fixe.

L’unicité de la solution peut être obtenue sous les hypothèses,

(H2)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
∃A, B, Ā, B̄ > 0, tels que ∀t, s ∈ [a, b], ∀u1, v1, u2, v2 ∈ R :

|K(t, s, u1, v1)−K(t, s, u2, v2)| ≤ A|u1 − u2|+B|v1 − v2|,∣∣∣∣∂K∂t (t, s, u1, v1)− ∂K

∂t
(t, s, u2, v2)

∣∣∣∣ ≤ Ā|u1 − u2|+ B̄|v1 − v2|,

comme dans [23] pour l’équation de type Volterra.

Théorème 2.1.3. Notons par,

β1 = max

{
B,A+

BA(b− a)

1−B(b− a)

}
, β2 = max

{
A,B +

BA(b− a)

1− A(b− a)

}
.

Sous les hypothèses (H2) et si

β = min{β1, β2} <
1

b− a
, (2.7)

alors, la solution de (2.1) est unique.

Démonstration. Supposons qu’il existe deux solutions u1, u2 (u1 6= u2), alors, d’après

(H2),

‖u1 − u2‖∞ ≤ (b− a)(A‖u1 − u2‖∞ +B‖u′1 − u′2‖∞), (2.8)

‖u′1 − u′2‖∞ ≤ (b− a)(A‖u1 − u2‖∞ +B‖u′1 − u′2‖∞). (2.9)
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En supposons que β = β1, l’inégalité (2.9), nous donne,

‖u′1 − u′2‖∞ ≤
(b− a)A

(1− (b− a)B)
‖u1 − u2‖∞.

d’où, (2.8) nous amène à,

‖u1 − u2‖∞ ≤ (b− a)β1‖u1 − u2‖∞.

De même, lorsque β = β2, l’inégalité (2.8) donne,

‖u1 − u2‖∞ ≤
(b− a)B

(1− (b− a)A)
‖u′1 − u′2‖∞.

Par substitution dans (2.9), on obtient,

‖u′1 − u′2‖∞ ≤ (b− a)β2‖u′1 − u′2‖∞.

Remarque 2.1.1. D’après les hypothèses (H2), l’opérateur Tb,f vérifie,

‖Tb,fu1 − Tb,fu2‖B1 ≤ (b− a)α‖u1 − u2‖B1 .

Donc, si

max{A+ A,B +B} = α <
1

b− a
, (2.10)

l’existence de l’unique solution est garantie par le théorème du point fixe de Banach.

La condition (2.7) est plus générale que (2.10). Effectivement, supposons que (2.10)

est vérifiée, alors, max(A,B) <
1

b− a
, ce qui implique que

A <
1− (b− a)A

b− a
et B <

1− (b− a)B

b− a
,

d’où,

max

(
B(b− a)

1−B(b− a)
,

A(b− a)

1− A(b− a)

)
< 1,

donc, (2.7) est vérifiée.

Inversement, soit b − a = 1, A =
1

3
, A = 1, B =

1

4
, B =

1

2
, alors, α =

4

3
et β1 =

5

6
, ce

qui veut dire que, (2.7);(2.10).

En d’autres termes, si (2.6) est non vérifiée, alors, l’unique solution est obtenue par le
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théorème du point fixe de Banach en utilisant (H2) et (2.10), comme dans le cas où K

est de la forme,

K(t, s, x, y) = G(t, s)
√
c+ x2 + y2, (C > 0 : constante),

avec G et ∂tG sont uniformément bornés.

Dans le cas oùK est linéaire i.e, K(t, s, x, y) = G(t, s)(cx+dy), (c, d 6= 0 : constantes),

alors, les hypothèses (H2) sont obtenues automatiquement avec A = M1c, B = M1d, A =

M2c, B = M2d, où,

M1 = max
t,s∈[a,b]

|G(t, s)|, M2 = max
t,s∈[a,b]

|∂tG(t, s)|,

donc, la condition (2.10) sera,

max(c, d) <
1

(M1 +M2)(b− a)
,

ce qui implique l’existence et l’unicité de la solution suivant le théorème du point fixe de

Banach. Notons que cette condition est équivalente à ‖Tb,f‖ < 1, qui donne l’unique solu-

tions suivant le théorème de Banach (connu aussi par le théorème de Neumann) pour les

opérateurs linéaires bornées.

Indiquons, aussi, que les versions linéaires des équations (2.1) (2.2) sont de la forme

v = f + Tv, où T est définit de l’espace de Banach B̃1 = {v = (u, u′), u, u′ ∈ B0} dans

lui même, avec B0 = (C0([a, b], ‖.‖∞)) et ∀t ∈ [a, b],

T (v)(t) =


∫ b

a

K(t, s)(cu(s) + du′(s)) ds,∫ b

a

∂tK(t, s)(cu(s) + du′(s)) ds.

L’existence et l’unicité de la solution de cette équation peut être obtenue, aussi, par l’alter-

native de Fredholm [18] i.e, si T est un opérateur compact, alors, l’équation (λI − T )v =

f, (λ 6= 0) admet une solution unique (c-à-d, (λI − T )−1 existe et borné), si et seulement

si, l’équation homogène (λI − T )v = f admet, seulement, la solution triviale v = 0(voir

[5]).
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2.2 Approche numérique.

L’approche numérique consiste, premièrement, à réduire les équations continues (2.1)

et (2.2) en un problème de dimension finie en utilisant la méthode de Nyström, ensuite,

résoudre le système algébrique par la méthode des approximations successives de Picard.

2.2.1 Méthode de Nyström.

Soit N ∈ N∗ et considérons la subdivision ∆N = {t0 < t1 < ... < tN} ⊂ [a, b], alors

pour tout i = 0, 1, ..., N ,

u(ti) = f(ti) +

∫ b

a

K(ti, s, u(s), u′(s)) ds, (2.11)

u′(ti) = f ′(ti) +

∫ b

a

∂K

∂t
(ti, s, u(s), u′(s)) ds. (2.12)

En utilisant la formule de quadrature, les équations (2.11) (2.12) deviennent,

ui = fi +
N∑
j=0

wjK(ti, tj, uj, u
′
j) ds+R1(N, i), (2.13)

u′i = f ′i +
N∑
j=0

wj
∂K

∂t
(ti, tj, uj, u

′
j) ds+R2(N, i), (2.14)

où u(ti) = ui, f(ti) = fi et wj, R1,2(N, i) dépendent de la règle de quadrature. Notons

que la règle de quadrature utilisée est dite consistante, si lim
N−→∞

(
max

0≤i≤N
|R1,2(N, i)|

)
= 0,

dans ce cas, en négligeant l’erreur de consistance locale R1,2(N, i), on obtient le système

algébrique suivant : ∀i = {0, 1, · · · , N},

xi = fi +
N∑
j=0

wjK(ti, tj, xj, yj), (2.15)

yi = f ′i +
N∑
j=0

wj
∂K

∂t
(ti, tj, xj, yj). (2.16)

Pour l’instant, supposons que la règle de quadrature possèdent les caractéristiques sui-

vantes :

1. Les poids de la quadrature sont positives,

2. La règle de quadrature est interpolatoire, c-à-d elle est exacte pour tout polynôme

PN de degré ≤ N , dans ce cas, si PN ≡ 1, alors,
∫ b

a

PN(x) dx =
N∑
i=0

wi = b− a,

ce qui correspond à une large variété de règles (formules de Newton-Cotes fermées, simple

ou composées ; formules de Gauss ou de Chebychev ; formules d’intégration par splines).
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2.2.2 Existence et unicité de la solution du système de dimension

finie.

Notons par η = (x0, y0, x1, y1, ..., xN , yN) le vecteur inconnu dans R2N+2, alors, le

système est de la forme η = Φ(η). L’existence de la solution de cette équation est montrée

dans la proposition suivante.

Proposition 2.2.1. En considérant les hypothèses (H1) et (2.6), le système (2.15) (2.16)

admet, au moins une solution.

Démonstration. La continuité de Φ est obtenue directement de (H1).

Notons par Ie, Io, les ensembles d’indices paires et impaires respectivement, tels que

{0, 1, ..., 2N + 1} = Ie ∪ Io et soit

d0 = ‖g‖∞ +M0(b− a) et d1 = ‖g′‖∞ +M1(b− a),

alors, ∀i ∈ Ie, ηi ∈ [−d0, d0] et ∀i ∈ Io, ηi ∈ [−d1, d1], ce qui implique la compacité et la

convexité de l’ensemble E = ([−d0, d0]× [−d1, d1])N+1 ⊆ R2N+2, de plus, Φ(E) ⊂ E, par

conséquent, l’existence du point fixe est assurée par le théorème du point fixe de Brouwer

1.3.2.

L’unicité de la solution est obtenue, aussi, comme dans le Théorème 2.1.3.

Proposition 2.2.2. Sous les hypothèses (H2) et si les conditions, (2.10) ou (2.7), sont

vérifiées, alors la solution de (2.15) (2.16) est unique.

Démonstration. Considérons, dans R2N+2, la norme,

‖η‖R2N+2 = max
i∈Ie
{|ηi|}+ max

i∈Io
{|ηi|},

Soit η1 et η2 deux solutions différentes, alors,

max
i∈Ie
|η1,i − η2,i| ≤

∑
j∈Ie

|wj|A|η1,j − η2,j|+
∑
j∈Io

|wj|B|η1,j − η2,j|,

max
i∈Io
|η1,i − η2,i| ≤

∑
j∈Ie

|wj|A|η1,j − η2,j|+
∑
j∈Io

|wj|B|η1,j − η2,j|.

Comme la formule de quadrature est interpolatoire et les poids wi sont positifs, on a,

∑
j∈Ie

|wj| =
∑
j∈Io

|wj| =
N∑
j=0

|wj| = b− a,
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alors, l’utilisation de (2.10) nous donne,

‖η1 − η2‖R2N+2 ≤ (b− a)α‖η1 − η2‖R2N+2 .

Autrement, (2.17) implique que,

max
i∈Io
|η1,i − η2,i| ≤

(
(b− a)A

1−B(b− a)

)
max
j∈Ie
|η1,j − η2,j|,

par conséquent,

max
i∈Ie
|η1,i − η2,i| ≤ (b− a)β1 max

i∈Ie
|η1,i − η2,i|.

La preuve se fait d’une manière similaire pour β2 comme dans le Théorème 2.1.3.

2.2.3 Analyse de convergence.

Dans ce paragraphe, on va analyser la convergence de la solution discrète (x, y), du

système de dimension finie (2.15) (2.16), vers la solution exacte des équations (2.1) (2.2),

lorsque N devient grand. Par la suite, on donnera le résultat de convergence de la solution

approchée du système (2.15) (2.16), obtenue par le processus itératif du Picard, vers (x, y).

La proposition suivante donne l’estimation de l’erreur de discrétisation par la méthode de

Nyström.

Proposition 2.2.3. Considérons la notation,

R(N) = max
i=0,...,N

|R1(N, i)|+ max
i=0,...,N

|R2(N, i)|, ‖v‖RN+1 = ‖v‖∞ = max
i=0,...,N

|vi|,

C1 = max

(
1,

B(b− a)

1− β1(b− a)

)
, C2 = max

(
1,

A(b− a)

1− β2(b− a)

)
,

alors, suivant les hypothèses (H(1− 2)) et les conditions (2.10) et (2.7), on a les estima-

tions d’erreurs suivantes :

‖u− x‖∞ + ‖u′ − y‖∞ ≤
R(N)

1− α(b− a)
, (2.17)

‖u− x‖∞ ≤
C1R(N)

1− β1(b− a)
, (2.18)

‖u′ − y‖∞ ≤
(
A(b− a)C1 + 1− β1(b− a)

[1− β1(b− a)]2

)
R(N), (2.19)

‖u− x‖∞ ≤
(
B(b− a)C2 + 1− β2(b− a)

[1− β2(b− a)]2

)
R(N), (2.20)

‖u′ − y‖∞ ≤
C2R(N)

1− β2(b− a)
. (2.21)
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Démonstration. (H2) nous amènent à,

‖u− x‖∞ ≤
N∑
j=0

|wj|(A|uj − xj|+B|u′j − yj|) + max
i=0,...,N

|R1(N, i)|, (2.22)

‖u′ − x‖∞ ≤
N∑
j=0

|wj|(A|uj − xj|+B|u′j − yj|) + max
i=0,...,N

|R2(N, i)|. (2.23)

La sommation de (2.22) et (2.23) nous donne,

‖u− x‖∞ + ‖u′ − y‖∞ ≤ (‖u− x‖∞ + ‖u′ − y‖∞)α
N∑
j=0

|wj|+R(h).

Comme
N∑
j=0

|wj| = b− a, alors, l’inégalité (2.17) est satisfaite.

Autrement, de (2.23), on a,

‖u′ − y‖∞ ≤
(b− a)A

1−B(b− a)
‖u− x‖∞ +

max
i=0,...,N

|R2(N, i)|

1−B(b− a)
. (2.24)

Donc, par substitution de (2.24) dans (2.22), on obtient,

‖u− x‖∞ ≤ (b− a)β1‖u− x‖∞ + C1R(N).

Par conséquent, (2.18) est obtenue.

Finalement, comme 1 − β(b − a) ≤ 1 − B(b − a), alors, la substitution (2.18) in (2.24)

implique (2.19).

On procède de la même manière pour obtenir les estimations de (2.20) (2.21) lorsque

β = β2.

Corollaire 2.2.1. (‖u− x‖∞ + ‖u′ − y‖∞) −→ 0 lorsque N −→∞.

Obtenir la solution exacte (x, y) est, dans la majorité des cas, difficile ou impossible,

pour cette raison, les méthode d’approximation (généralement les méthodes itératives)

sont largement utilisées. Notre choix est la méthode itérative de Picard. Considérons,

donc, la suite de vecteurs, (x(k), y(k)), (k ∈ N) définie par la relation,

x
(k+1)
i = fi +

N∑
j=0

wjK(ti, tj, x
(k)
j , y

(k)
j ), (2.25)

y
(k+1)
i = f ′i +

N∑
j=0

wj
∂K

∂t
(ti, tj, x

(k)
j , y

(k)
j ), (2.26)

avec un vecteur initial (x(0), y(0)). Le but est d’examiner la convergence de la suite (2.25)

(2.26) vers la solution exacte (x, y) dans les deux cas,
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– Les hypothèses (2.6) et (H2) avec la condition (2.7).

– Les hypothèses (H2) avec la condition (2.10).

Théorème 2.2.1. En tenant compte de (2.6) et (2.7), la suite (2.25) (2.26) converge vers

(x, y), pour tout vecteur initial (x(0), y(0)) dans BR2N+2(0, d0 + d1).

Démonstration. Prenons min{β1, β2} = β1 et notons par,

φk = ‖x(k) − x‖∞, et ψk = ‖y(k) − y‖∞,

∀k ∈ N. On a, donc,

φk+1 ≤ (b− a)(Aφk +Bψk), (2.27)

ψk+1 ≤ (b− a)(Aφk +Bψk). (2.28)

Les suites φk et ψk sont positives et comme la suite (x(k), y(k)) et la solution exacte (x, y)

sont dans BR2N+2(0, d0 + d1), alors,

0 ≤ φk, ψk ≤ 2(d0 + d1),

i.e, φk, ψk sont bornées, donc, les limites supérieurs et inférieurs existent. Alors, notons

par,

φk = sup
k≤r

φr, φk = inf
k≤r

φr et ψk = sup
k≤r

ψr, ψk = inf
k≤r

ψr.

Le but est de montrer que

lim sup
k−→+∞

φk = lim inf
k−→+∞

φk = 0, ainsi que lim sup
k−→+∞

ψk = lim inf
k−→+∞

ψk = 0.

Dans ce cas, nous aurons,

lim
k−→+∞

φk = lim
k−→+∞

ψk = 0.

Alors, d’après les relations (2.27) (2.28), on obtient,

φ
k+1
≤ (b− a)(Aφ

k
+Bψ

k
), (2.29)

ψ
k+1
≤ (b− a)(Aφ

k
+Bψ

k
). (2.30)

Remarquons que les suite φ
k
et ψ

k
sont croissantes, alors ψ

k
≤ ψ

k+1
, donc, de l’inégalité

(2.30), nous aurons,

ψ
k
≤ (b− a)A

1−B(b− a)
φ
k
, (2.31)
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En remplaçant cette dernière inégalité dans (2.29), on obtient,

φ
k
≤ (b− a)β1φk,

donc, ∀k ∈ N, φ
k

= 0 i.e, la suite
(
φ
k

)
k∈N

est constante (=0), d’où,

lim inf
k−→+∞

φk = lim
k−→+∞

φ
k

= 0.

Ainsi, de l’inégalité (2.31), on déduit, également, que

lim inf
k−→+∞

ψk = lim
k−→+∞

ψ
k

= 0.

Maintenant, on doit montrer que lim sup
k−→+∞

φk = lim sup
k−→+∞

ψk = 0. Pour cela, considérons les

trois cas,

1- Les suite φk et ψk sont constantes alors,

φk = φk+1 et ψk = ψk+1,

donc, en suivant la procédure précédente, on obtient,

ψk ≤
(b− a)A

1−B(b− a)
φk

et

φk ≤ (b− a)β1φk,

par conséquent, lim sup
k−→+∞

φk = lim sup
k−→+∞

ψk = 0.

2- La suite φk n’est pas constante, tandis que, ψk est constante, dans ce cas la suite φk
est strictement décroissante et minorée par 0, donc lim sup

k−→+∞
φk = 0. D’autre part, on a,

ψk ≤
(b− a)A

1−B(b− a)
φk −→ 0 lorsque k −→ +∞,

d’où, lim sup
k−→+∞

ψk = 0.

De la même manière, si la suite φk est constante et ψk ne l’est pas, alors, on a,

lim sup
k−→+∞

ψk = 0.

Comme A(b− a) < 1 et

φk ≤
(b− a)B

1− A(b− a)
ψk,
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alors, on déduit, également, que lim sup
k−→+∞

φk = 0.

3- Finalement, si les suite φk et ψk ne sont pas constantes, donc elles sont strictement

décroissantes, de plus, elles sont minorées par 0, d’où,

lim sup
k−→+∞

φk = lim sup
k−→+∞

ψk = 0.

La preuve se fait d’une manière analogue lorsque min{β1, β2} = β2.

Théorème 2.2.2. En considérant les hypothèses (H2) et la condition (2.10) et pour un

vecteur initial quelconque (ρ(0), σ(0)), la suite (x(k), y(k)) converge vers (x, y) lorsque N

devient grand.

Démonstration. Les relations (2.15) (2.16) et (2.25) (2.26) implique que,

‖x(k+1) − x‖∞ + ‖y(k+1) − y‖∞ ≤ (b− a)α(‖x(k) − x‖∞ + ‖y(k) − y‖∞).

Donc, par récurrence en k,

‖x(k+1) − x‖∞ + ‖y(k+1) − y‖∞ ≤ ((b− a)α)(k+1)(‖x(0) − x‖∞ + ‖y(0) − y‖∞).

Comme (b− a)α < 1, alors, ‖x(k+1) − x‖∞ + ‖y(k+1) − y‖∞ −→ 0 lorsque k −→∞.

Finalement, selon le Corollaire 2.2.1 et les Théorèmes 2.2.2 2.2.1, on obtient,

Corollaire 2.2.2.

(‖u− x(k+1)‖∞ + ‖u′ − y(k+1)‖∞) ≤

≤ ‖u− x‖∞ + ‖x− x(k+1)‖∞ + ‖u′ − y‖∞ + ‖y − y(k+1)‖∞) −→
k,N−→∞

0.

2.2.4 Tests numériques.

Soit (x0, y0) = (f0, f
′
0, ..., fN , f

′
N) le vecteur initial et (x(k), y(k)), k ∈ N∗, l’approxi-

mation d’ordre k de la solution, du système de dimension finie (2.15) (2.16), obtenue en

utilisant la quadrature du trapèze sur la subdivision équidistante,

∆N =

{
ti = a+ ih, i = 0, ..., N, h =

b− a
N

, N ∈ N∗
}
.

et la quadrature de Gauss-Legendre sur la subdivision,

∆N,l =

{
ti =

b+ a

2
+
b− a

2
τi, , i = 0, ..., N

}
,
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où, τi ∈]− 1, 1[ sont les racines du polynôme de Legendre d’ordre N ,

PN(x) =
1

2NN !

dN

dxN
[
(x2 − 1)N

]
.

Les poids de la quadrature de Gauss-Legendre sont tous positifs. En effet, comme le

polynôme L2
i (x) est d’ordre 2N , alors,

0 <

∫ 1

−1

L2
i (s) ds =

N∑
j=0

wjL
2
i (sj) = wi,

car les polynômes de Lagrange {Li}Ni=0 vérifient Li(sj) = δi,j.

Premièrement, on donne une preuve simple de la consistance de la quadrature du trapèze

utilisée pour approcher les intégrales dans (2.1) (2.2).

Soit g une fonction continue sur [a, b], on définit la fonctionnelle wτ par :

∀τ ∈ [a, b], wτ (h, g) = max
s∈[a,b],|s−τ |≤h

|g(s)− g(τ)| −→
h−→0

0.

Remarquons qu’il existe τj+ 1
2
∈ (tj, tj+1), tel que,

|R1(h, i)| =

∣∣∣∣∣
N−1∑
j=0

∫ tj+1

tj

(K(ti, s, u(s), u′(s))−K(ti, τj+ 1
2
, u(τj+ 1

2
), u′(τj+ 1

2
))) ds

∣∣∣∣∣ ≤
≤

N−1∑
j=0

∫ tj+1

tj

|K(ti, τj+ 1
2
, u(τj+ 1

2
), u′(τj+ 1

2
))−K(ti, s, u(τj+ 1

2
), u′(τj+ 1

2
))|+

+|K(ti, s, u(τj+ 1
2
), u′(τj+ 1

2
))−K(ti, s, u(s), u′(s))| ds.

Notons par,

Θτ (h, i) = wτ (h, F (ti, ., ϕ(τ), ϕ′(τ))), Ψτ (h, r) = wτ (h, F (., r, ϕ(r), ϕ′(r)))

Θτ (h, i) = wτ

(
h,
∂F

∂t
(ti, ., ϕ(τ), ϕ′(τ))

)
, Ψτ (h, r) = wτ

(
h,
∂F

∂t
(., r, ϕ(r), ϕ′(r))

)
.

En utilisant (2.1), (2.2) et (H(1− 2)), on obtient,

|R1(h, i)| ≤ (b− a) max
τ∈[a,b]

(
Θτ (h, i) + A

[
(wτ (h, f)) +

∫ b

a

Ψτ (h, r) dr

]
+

+B

[
(wτ (h, f

′)) +

∫ b

a

Ψτ (h, r) dr

])
,

d’une manière similaire, on obtient,

|R2(h, i)| ≤ (b− a) max
τ∈[a,b]

(
Θτ (h, i) + A

[
(wτ (h, f)) +

∫ b

a

Ψτ (h, r) dr

]
+
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+B

[
(wτ (h, f

′)) +

∫ b

a

Ψτ (h, r) dr

])
.

Par conséquent,

R(h) = max
0≤i≤N

(|R1(i, h)|+ |R2(i, h)|) −→
h−→0

0.

Maintenant, selon le corollaire 2.2.2, définissons l’erreur d’approximation E(N, k) par :

E(N, k) = max
0≤i≤N

{|u(i)− xk(i)|}+ max
0≤i≤N

{|u′(i)− yk(i)|}. (2.32)

Exemple 1.

Considérons l’équation,

∀t ∈ [0, 1], u(t) = f(t) +

∫ 1

0

1

5
sin[2(s+ t+ u(s)) + (1− s)es − u′(s)] ds,

avec f(t) = tet − 1

5

[
sin2(1 + t)− sin2(t)

]
et la solution exacte u(t) = tet.

Les hypothèses (H(1− 2)) et les conditions (2.6) (2.7) sont satisfaites, avec,

M0 = M1 =
1

5
, A =

2

5
, B =

1

5
, Ā =

4

5
, B̄ =

2

5
,

contrairement à (2.10), qui n’est pas vérifiée car A+ Ā > 1.

Le tableau 2.1 présente les erreurs de consistance, relatives au quadratures, ainsi que le

CPUtime du calcul pour les exemples 1.

Table 2.1 – R(N), CPUtime(sec) pour l’exemple 1.

N
Trapèze

N
Gauss-Legendre

R(N) CPUtime≈ R(N) CPUtime≈

5 8.5244E-2 2.0280E-1 2 1.5837E-3 9.3601E-2

10 4.2957E-2 3.4320E-1 3 1.3705E-5 1.2480E-1

50 8.6250E-3 1.6068E+0 4 6.1765E-8 1.5600E-1

100 4.3136E-3 7.2852E+0 5 1.7524E-10 1.8720E-1

500 8.6289E-4 3.6777E+2
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Les valeurs des erreurs d’approximation E(N, k), suivant les valeurs croissantes de N et

k et en considérant le critère d’arrêt,

‖x(k) − x(k−1)‖ ≤ 10−7, (2.33)

sont présentées dans les tableaux 2.2, 2.3.

Table 2.2 – E(N, k) pour l’exemple 1 (Trapèze).

N
EN,k

EN(10−7) k(10−7)
k=5 k=10 k=15 k=20

5 6.275E-3 5.556E-3 5.554E-3 5.554E-3 5.554E-3 14

10 2.226E-3 1.391E-3 1.389E-3 1.389E-3 1.389E-3 14

50 1.097E-3 5.748E-5 5.565E-5 5.565E-5 5.566E-5 14

100 1.069E-3 1.580E-5 1.392E-5 1.391E-5 1.393E-5 14

500 1.060E-3 2.885E-6 5.609E-7 5.567E-7 5.714E-7 14

Table 2.3 – E(N, k) pour l’exemple 1 (Gauss-Legendre).

N
EN,k

EN(10−7) k(10−7)
k=5 k=10 k=15 k=20

2 2.425E-3 1.670E-3 1.669E-3 1.669E-3 1.700E-3 14

3 1.037E-3 1.262E-5 1.478E-5 1.478E-5 1.477E-5 14

4 1.060E-3 2.484E-6 7.344E-8 6.943E-8 8.440E-8 14

5 1.057E-3 2.447E-6 5.945E-9 1.809E-10 2.001E-8 14
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Ainsi, le profile logarithmique de ces erreurs, suivant le nombre d’itérations, est donné sur

les figures 2.1, 2.2.

Figure 2.1 – Logarithme de E(N, k) pour l’exemple 1 (Trapèze).

Figure 2.2 – Logarithme de E(N, k) pour l’exemple 1 (Gauss-Legendre).
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D’après les figures, on observe que pour chaque N choisi, les erreurs ne sont pas parfaite-

ment décroissantes par rapport à k (notamment dans l’exemple 2). Les valeurs minimales

des erreurs (notées E(N, k∗)) avec le CPUtime de calcul, sont montrées dans le tableau

2.4.

Table 2.4 – E(N, k∗) = min{E(N, k), k = 0, 15}, k∗, CPUtime(sec) pour l’exemple 1.

N
Trapèze

N
Gauss-Legendre

E(N, k∗) k∗ CPUtime≈ E(N, k∗) k∗ CPUtime≈

5 5.5542E-3 15 0.0 2 1.6692E-3 15 3.9000E-1

10 1.3891E-3 15 3.1200E-2 3 1.1080E-5 9 4.0560E-1

50 5.5653E-5 15 2.6520E-1 4 7.3445E-8 15 4.2120E-1

100 1.3918E-5 15 9.2041E-1 5 5.9455E-9 15 4.3680E-1

500 5.6096E-7 15 2.2792E+1

Exemple 2.

Prenons l’équation,

∀t ∈ [0, 1], u(t) = f(t) +

∫ 1

0

ts

3

√
1 + u(s)2 + u′(s)2 ds,

avec u(t) = t− t

3
(
√

3− 2

3

√
2) et la solution exacte u(t) = t. Le noyau K est de la forme

vue dans la Remarque 2.1.1, il remplit, donc, les hypothèses H(1 − 2) et la condition

(2.10), avec,

A = B = A = B =
1

3
.

De même, les erreurs de consistance, concernant l’exemple 2, sont données dans le tableau

2.5 comme suit :

Table 2.5 – R(N), CPUtime(sec) pour l’exemple 2.

N
Trapèze

N
Gauss-Legendre

R(N) CPUtime≈ R(N) CPUtime≈

5 1.9913E-3 2.1840E-1 2 2.2794E-4 1.5600E-1

10 4.9745E-4 3.5880E-1 3 3.1737E-6 2.1840E-1

50 1.9893E-5 1.5912E+0 4 3.5463E-8 3.2760E-1

100 4.9733E-6 3.3540E+0 5 1.0544E-10 4.0560E-1

500 1.9893E-7 4.1777E+1
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Les tableaux 2.6, 2.7 présentent les valeurs des erreurs d’approximation E(N, k) suivant

N et k, ainsi que celle qui correspond au critère d’arrêt (2.33).

Table 2.6 – E(N, k) pour l’exemple 2 (Trapèze).

N
EN,k

EN(10−7) k(10−7)
k=5 k=10 k=15 k=20

5 2.300E-3 2.400E-3 2.400E-3 2.400E-3 2.400E-3 10

10 5.430E-4 5.904E-4 5.904E-4 5.904E-4 5.904E-4 10

50 2.327E-5 2.360E-5 2.360E-5 2.360E-5 2.360E-5 10

100 4.095E-5 5.896E-6 5.901E-6 5.901E-6 5.896E-6 10

500 4.661E-5 2.315E-7 2.360E-7 2.360E-7 2.315E-7 10

Table 2.7 – E(N, k) pour l’exemple 2 (Gauss-Legendre).

N
EN,k

EN(10−7) k(10−7)
k=5 k=10 k=15 k=20

2 2.282E-4 2.705E-4 2.705E-4 2.705E-4 2.705E-4 9

3 4.796E-5 3.770E-6 3.765E-6 3.765E-6 3.792E-6 9

4 4.516E-5 3.774E-8 4.207E-8 4.207E-8 1.451E-8 9

5 4.575E-5 4.575E-9 1.255E-10 1.251E-10 2.802E-8 9

Comme les erreurs E(N, k) ne présentent pas une décroissance stricte par rapport à k,

alors, il existe une valeur minimale qui correspond à une certaine itération k∗ qui n’est

pas forcément grande. Ces erreurs minimales sont montrées dans le tableau 2.8 :

Table 2.8 – E(N, k∗) = min{E(N, k), k = 0, 15}, k∗, CPUtime(sec) pour l’exemple 2.

N
Trapèze

N
Gauss-Legendre

E(N, k∗) k∗ CPUtime≈ E(N, k∗) k∗ CPUtime≈

5 4.0733E-4 3 6.2400E-2 2 1.8863E-6 4 4.2120E-1

10 2.8923E-4 4 1.4040E-1 3 3.7654E-6 15 4.8360E-1

50 1.6237E-5 6 2.4024E+0 4 1.4506E-8 9 5.1480E-1

100 1.4615E-6 6 9.1885E+0 5 1.2552E-10 15 5.4600E-1

500 5.4265E-8 8 2.2478E+2



CHAPITRE 2. ANALYSE D’UNE ÉQUATION INTEGRO-DIFFÉRENTIELLE NON
LINÉAIRE DE TYPE FREDHOLM. 42

Les profiles logarithmiques des erreurs calculées ci-dessus sont montrés sur les figures 2.3,

2.4 suivantes :

Figure 2.3 – Logarithme de E(N, k) pour l’exemple 2 (Trapèze).

Figure 2.4 – Logarithme de E(N, k) pour l’exemple 2 (Gauss-Légendre).
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Discussion des résultats. Les résultats de calcul, montrent la rapidité et la précision

de la quadrature de Gauss-Legendre en comparaison avec la quadrature de trapèze, cela

vient du fait que, pour N+1 points, la quadrature de Gauss-Legendre est exacte pour tout

polynôme de degré≤ 2N . LorsqueK est ∂tK sont 2(N+1) fois continument différentiables

par rapport à la variable d’intégration s, alors, l’estimation de l’erreur de consistance est

donnée par (voir [14]),

R(N) ≤ (b− a)2N+1(N !)4

[(2N)!]3(2N + 1)
max

i=0,1,...,N

(∥∥∥∥d2(N+1)K

ds2(N+1)
(ti, ., u(.), u′(.))

∥∥∥∥
∞

+

+

∥∥∥∥d2(N+1)(∂tK)

ds2(N+1)
(ti, ., u(.), u′(.))

∥∥∥∥
∞

)
−→
N−→∞

0,

Donc, la quadrature de Gausse-Legendre requiert un nombre minimal de points pour avoir

la précision requise ce qui est préférable, notamment, pour les intégrales définies sur de

larges domaines.

Notons encore que, dans les exemples considérés précédemment, la quadrature de Gauss-

Legendre ne marche pas au delà de 5 points et cela revient au fait que les racines τi

s’accumulent aux frontières -1 et 1, ce qui rend (pour un certain nombre de points N + 1)

incalculable les poids de la quadrature wi =

∫ 1

−1

Lj(x) dx, où {Li, i = 0, N} est la base

de Lagrange.



Chapitre 3

Analyse d’une équation

integro-différentielle non linéaire de

type Volterra-Fredholm.

Ce chapitre représente le contenu intégral des deux articles [8] [4], dans lesquels on a

étudier la résolubilité de l’équation,

u(t) = f(t) +

∫ t

a

KV (t, s, u(s), u′(s)) ds+

∫ b

a

KF (t, s, u(s), u′(s)) ds, (3.1)

dans le cas où les noyaux des intégrales et la fonction f satisfont les hypothèses prélimi-

naires :

(H1)

∥∥∥∥∥∥∥
KV , KF ,

∂KV

∂t
,
∂KF

∂t
sont dans C0([a, b]2 × R2,R),

f ∈ C1([a, b],R).

La fonction inconnue u est à chercher dans C1([a, b]), alors, si cette dernière existe, sa

dérivée est donnée implicitement par :

u′(t) = f(t) +KV (t, t, u(t), u′(t)) +

∫ t

a

∂tKV (t, s, u(s), u′(s)) ds+

+

∫ b

a

∂tKF (t, s, u(s), u′(s)) ds.

(3.2)

3.1 Étude théorique.

Comme vu précédemment, l’étude théorique concerne la recherche des conditions qui

assurent l’existence et l’unicité de la solution avec différents types de noyaux.

La procédure est la suivante :

44
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Cas 1 : On construit un théorème d’existence basé sur le théorème de point fixe de

Schauder dans le cas où les noyaux KV , KF sont uniformément bornés c-à-d :

∃MV ,MF ,MV ,MF > 0 tels que,

(H2)

∥∥∥∥∥∥∥
max

Ω
|KV (t, s, x, y)| ≤MV , max

Ω
|KF (t, s, x, y)| ≤MF ,

max
Ω

∣∣∣∣∂KV

∂t
(t, s, x, y)

∣∣∣∣ ≤MV , max
Ω

∣∣∣∣∂KF

∂t
(t, s, x, y)

∣∣∣∣ ≤MF ,

avec Ω = [a, b]2 × R2.

Par la suite, on discute l’unicité dans le cas où les noyauxKV ,KF remplissent les pro-

priétés suivantes : ∃A,B,A,B,C,D,C,D > 0 tels que ∀t, s ∈ [a, b], x1, y1, x2, y2 ∈

R :

(H3)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

|KV (t, s, x1, y1)−KV (t, s, x2, y2)| ≤ A|x1 − x2|+B|y1 − y2|,∣∣∣∣∂KV

∂t
(t, s, x1, y1)− ∂KV

∂t
(t, s, x2, y2)

∣∣∣∣ ≤ A|x1 − x2|+B|y1 − y2|.

|KF (t, s, x1, y1)−KF (t, s, x2, y2)| ≤ C|x1 − x2|+D|y1 − y2|,∣∣∣∣∂KF

∂t
(t, s, x1, y1)− ∂KF

∂t
(t, s, x2, y2)

∣∣∣∣ ≤ C|x1 − x2|+D|y1 − y2|.

Cas 2 : On établit un résultat d’existence et d’unicité, basé sur le théorème de point

fixe de Banach, suivant les hypothèses (H3) avec des noyaux non nécessairement

uniformément bornés ((H2) n’est pas vérifiée).

3.1.1 Existence et unicité de la solution.

Considérons, maintenant, les deux cas en détailles. L’équation (3.1) est de la forme,

u(t) = Sf (u)(t), t ∈ [a, b],

où,

Sf (u)(t) = f(t) +

∫ t

a

KV (t, s, u(s), u′(s)) ds+

∫ b

a

KF (t, s, u(s), u′(s)) ds.

Alors, d’après le résultat le Théorème 2.1.1, Sf est un opérateur compact (comme com-

binaison linéaire de deux opérateurs compactes) de B1 dans lui même.

Théorème 3.1.1. En considérant les hypothèses (H1), (H2), l’équation (3.1) a, au

moins, une solution dans B1.

Démonstration. Considérons l’ensemble fermé, borné et convexe,

Q = BB1(0B1 , ‖f‖B1 +MV + (b− a)(MV +MF +MV +MF )).
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On a,

‖Sf (u)‖∞ ≤ ‖f‖∞ + (b− a)(MV +MF ).

D’autre part, la dérivée de Sf (u), est donnée par,

S ′f (u)(t) = f(t) +KV (t, t, u(t), u′(t)) +

∫ t

a

∂tKV (t, s, u(s), u′(s)) ds+

+

∫ b

a

∂tKF (t, s, u(s), u′(s)) ds.

d’où,

‖S ′f (u)‖∞ ≤ ‖f ′‖∞ +MV + (b− a)(MV +MF ).

Par conséquent, Sf (Q) ⊆ Q, donc, d’après le théorème de point fixe de Schauder, l’exis-

tence de la solution est assurée.

Le théorème suivant, établit le résultat d’unicité dans le cas où les hypothèses (H3)

sont remplies.

Théorème 3.1.2. Si les hypothèses (H3) et la condition,

min(θ1, θ2) <
1

b− a
, (3.3)

avec,

θ1 = max

(
A+ C +

(B +D)(A+ (b− a)(A+ C))

1−B − (b− a)(B +D)
,

B

b− a
+B +D

)
,

θ2 = max

(
(B +D)(A+ (b− a)(A+ C))

1− (A+ C)(b− a)
+

B

b− a
+B +D , A+ C

)
,

sont satisfaites, alors la solution de (3.1) est unique.

Démonstration. Supposons qu’il existe deux solutions différentes u1, u2 ∈ B1, (u1 6= u2).

Donc, par (H3), on obtient ∀t ∈ [a, b]

|u1(t)− u2(t)| ≤ A

∫ t

a

|u1(s)− u2(s)| ds+B

∫ t

a

|u′1(s)− u′2(s)| ds+

+C

∫ b

a

|u1(s)− u2(s)| ds+D

∫ b

a

|u′1(s)− u′2(s)| ds

et
|u′1(t)− u′2(t)| ≤ A|u1(t)− u2(t)|+B|u′1(t)− u′2(t)|+

+A

∫ t

a

|u1(s)− u2(s)| ds+B

∫ t

a

|u′1(s)− u′2(s)| ds+

+C

∫ b

a

|u1(s)− u2(s)| ds+D

∫ b

a

|u′1(s)− u′2(s)| ds,
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d’où,

‖u1 − u2‖∞ ≤ (b− a)((A+ C)‖u1 − u2‖∞ + (B +D)‖u′1 − u′2‖∞), (3.4)

et

‖u′1−u′2‖∞ ≤
[
A+ (b− a)(A+ C)

]
‖u1−u2‖∞+

[
B + (b− a)(B +D)

]
‖u′1−u′2‖∞. (3.5)

De la relation (3.5), on obtient,

‖u′1 − u′2‖∞ ≤
A+ (b− a)(A+ C)

1−B − (b− a)(B +D)
‖u1 − u2‖∞.

Par substitution dans (3.4), on aura,

‖u1 − u2‖∞ ≤ (b− a)θ1‖u1 − u2‖∞.

De la même manière, (3.4) nous donne,

‖u1 − u2‖∞ ≤ (b− a)
B +D

1− (A+ C)(b− a)
‖u′1 − u′2‖∞.

En substituant la dernière relation dans (3.5), on obtient,

‖u′1 − u′2‖∞ ≤ (b− a)θ2‖u′1 − u′2‖∞.

Finalement, par (3.3) en déduit que u1 = u2 dans B1.

Pour le deuxième cas, l’existence et l’unicité de la solution sont obtenues par applica-

tion directe du théorème du point fixe de Banach.

Théorème 3.1.3. Sous les hypothèses (H3) et la condition,

η = max

(
A

(
1 +

1

b− a

)
+ A+ C + C , B

(
1 +

1

b− a

)
+B +D +D

)
<

1

b− a
, (3.6)

l’équation (3.1) admet une solution unique.

Démonstration. Prenons u1, u2 ∈ B1, alors, on utilisant (H3), on obtient,

‖Sf (u1)− Sf (u2)‖∞ ≤ (b− a)((A+ C)‖u1 − u2‖∞ + (B +D)‖u′1 − u′2‖∞),

et

‖S ′f (u1)−S ′f (u2)‖∞ ≤
[
A+ (b− a)(A+ C)

]
‖u1−u2‖∞+

[
B + (b− a)(B +D)

]
‖u′1−u′2‖∞,

ce qui implique que,

‖Sf (u1)− Sf (u2)‖B1 ≤ (b− a)η‖u1 − u2‖B1 .

L’existence de l’unique solution est obtenue en appliquant le théorème de de point fixe de

Banach.
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Remarque 3.1.1. 1- La condition (3.3) est plus générale que (3.6). En effet, si (3.6) est

vérifiée, alors,

max

(
B

b− a
+B +D, A+ C

)
< η,

de plus,

B +D

1−B − (b− a)(B +D)
<

1

b− a
, et

A+ (b− a)(A+ C)

1− (A+ C)(b− a)
< 1,

d’où, on déduit que θ1,2 < η.

Inversement, si b− a = 1 et

A =
1

24
, A =

1

12
, B =

1

16
, B =

1

8
et C =

1

2
, C =

1

8
, D =

3

4
, D =

3

16
,

alors,

η = max

(
19

24
,

19

16

)
> 1.

D’autre part, on remarque que, θ1 = max

(
13

24
+

13

40
,

3

8

)
< 1.

2- Les hypothèses (H3), avec la condition (3.6), restent générales dans le cas où (H2)

ne sont pas satisfaites, par exemple pour le cas linéaire ou pour les noyaux de la forme,

K(t, s, x, y) = K(t, s)
√
c+ x2 + y2, c > 0,

comme vu dans le chapitre précédent pour l’équation de Fredholm (2.1).

En résumé, l’existence de la solution de (3.1) est assurée lorsque (H1), (H2) sont satis-

faites, de plus, si les noyaux satisfont encore (H3) avec (3.3), alors la solution est unique.

Autrement, l’unique solution de (3.1), pour des noyaux non nécessairement uniformément

bornés, est déduite de (H3) avec la condition relativement forte (3.6) par rapport à (3.3).

3.1.2 Théorème alternatif d’existence et d’unicité de la solution.

Dans cette partie de la section, on donne un autre résultat d’existence en considérant

des hypothèses plus faibles que (H2) et (H3). Le résultat d’unicité sera établi, encore,

sous les hypothèses (H3) mais avec une condition différente (alternative) à (3.6).
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Commençons par définir l’espace B1
λ = (C1([a, b]), ‖.‖λ) avec,

‖u‖B1
λ

= sup
t∈[a,b]

{
(|u(t)|+ |u′(t)|)e−λt

}
, 0 < λ <∞.

Il est claire que B1
λ est un espace de Banach [37].

Indiquons que cette norme est équivalente à la norme de B1, ce qui implique la compacité

de l’opérateur intégral.

Notre but est d’établir un résultat d’existence lorsque les noyaux KV , KF possèdent

les propriétés suivantes :

∃κ0, κ1, κ2, κ0, κ1, κ2, µ0, µ1, µ2, µ0, µ1, µ2 > 0, telles que ∀t, s, x, y ∈ [a, b]× R2,

(H4)

∥∥∥∥∥∥∥∥
|KV (t, s, x, y)| ≤ κ0 + κ1|x|+ κ2|y|,

∣∣∣∣∂KV

∂t
(t, s, x, y)

∣∣∣∣ ≤ κ0 + κ1|x|+ κ2|y|,

|KF (t, s, x, y)| ≤ µ0 + µ1|x|+ µ2|y|,
∣∣∣∣∂KF

∂t
(t, s, x, y)

∣∣∣∣ ≤ µ0 + µ1|x|+ µ1|y|.

D’une première observation, les hypothèses (H4) sont plus générales que (H2).

Théorème 3.1.4. Notons par :

α = max(κ1, κ2), β = max(κ1 + κ1, κ2 + κ2), γ = max(µ1 + µ1, µ2 + µ2),

alors, sous les hypothèses (H2) et la condition,

α < 1 et γ < 1 et
1 + β

1− α
< ln

(
γ
−1
b−a

)
, (3.7)

l’équation(3.1) admet une solution dans B1
λ, avec,

1 + β

1− α
< λ ≤ ln

(
γ
−1
b−a

)
. (3.8)

Démonstration. Soit,

p = κ0 + (b− a)(κ0 + µ0 + κ0) + µ0, qλ = α +
β + γeλ(b−a)

λ
< 1.

Soit v ∈ B1
λ, alors ∀t ∈ [a, b],

|Sf (v)(t)| ≤ |f(t)|+ (b− a)(κ0 + µ0) +

∫ t

a

(κ1|v(s)|+ κ2|v′(s)|) ds+

+

∫ b

a

(µ1|v(s)|+ µ2|v′(s)|) ds,
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et
|S ′f (v)(t)| ≤ |f ′(t)|+ κ0 + κ1|v(t)|+ κ2|v′(t)|+ (b− a)(κ0 + µ0)+

+

∫ t

a

(κ1|v(t)|+ κ2|v′(t)|) ds+

+

∫ b

a

(µ1|v(s)|+ µ2|v′(s)|) ds,

ce qui implique que,

|Sf (v)(t)|+ |S ′f (v)(t)| ≤ |f(t)|+ |f ′(t)|+ p+ α(|v(t)|+ |v′(t)|)+

+β

∫ t

a

(|v(s)|+ |v′(s)|)e−λseλs ds+

+γ

∫ b

a

(|v(s)|+ |v′(s)|)e−λseλs ds.

Par sommation on obtient,

|Sf (v)(t)|+ |S ′f (v)(t)| ≤

≤ |f(t)|+ |f ′(t)|+ p+

(
αeλt + β

∫ t

a

eλs ds+ γ

∫ b

a

eλs ds

)
‖v‖B1

λ
.

Comme ∀t ∈ [a, b], eλt − eλa < eλt, alors,

‖Sf (v)‖B1
λ
≤ ‖f‖B1

λ
+ pe−λa + qλ‖v‖B1

λ
.

donc, si on choisit, R ≥
‖f‖B1

λ
+ pe−λa

1− qλ
, on obtient,

Sf

(
BB1

λ
(0B1

λ
, R
)
⊆ BB1

λ
(0B1

λ
, R).

En utilisant le théorème de point fixe de Schauder, on déduit l’existence de la solution.

Remarque 3.1.2. Les hypothèses (H4) sont plus générales que (H3). En effet, si (H3)

sont remplies, alors, ∀(t, s, x, y) ∈ [a, b]2 × R2,

|KV (t, s, x, y)−KV (t, s, 0, 0)| ≤ A|x|+B|y|,

et ∣∣∣∣∂KV

∂t
(t, s, x, y)− ∂KV

∂t
(t, s, 0, 0)

∣∣∣∣ ≤ A|x|+B|y|.

Alors,

|KV (t, s, x, y)| ≤ max
t,s∈[a,b]

|KV (t, s, 0, 0)|+ A|x|+B|y|,

et ∣∣∣∣∂KV

∂t
(t, s, x, y)

∣∣∣∣ ≤ max
t,s∈[a,b]

∣∣∣∣∂KV

∂t
(t, s, 0, 0)

∣∣∣∣+ A|x|+B|y|,
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d’une manière similaire, on obtient,

|KF (t, s, x, y)| ≤ max
t,s∈[a,b]

|KF (t, s, 0, 0)|+ C|x|+D|y|,

et ∣∣∣∣∂KF

∂t
(t, s, x, y)

∣∣∣∣ ≤ max
t,s∈[a,b]

∣∣∣∣∂KF

∂t
(t, s, 0, 0)

∣∣∣∣+ C|x|+D|y|.

Le théorème suivant donne un résultat d’existence et d’unicité en concordance avec

(H3).

Théorème 3.1.5. Si (H3) sont vérifiées, alors, en considérant la condition (3.7), l’équa-

tion (3.1) admet une unique solution.

Démonstration. De la remarque 3.1.2, (H4) sont obtenues avec,

α = max(A,B), β = max(A+ A,B +B), γ = max(C + C,D +D).

Soit u1, u2 ∈ B1
λ, alors,

|Sf (u1)(t)− Sf (u2)(t)|+ |S ′f (u1)(t)− S ′f (u2)(t)| ≤

≤ A|u1(t)− u2(t)|+B|u′1(t)− u′2(t)|+ (A+ A)

∫ t

a

|u1(s)− u2(s)| ds+

+(B +B)

∫ t

a

|u′1(s)− u′2(s)| ds+ (C + C)

∫ b

a

|u1(s)− u2(s)| ds+

+(D +D)

∫ b

a

|u′1(s)− u′2(s)| ds,

≤
(
αeλt + β

∫ t

a

eλt ds+ γ

∫ b

a

eλt ds+

)
‖u1 − u2‖B1

λ
,

par conséquent,

|Sf (u1)(t)− Sf (u2)(t)|+ |S ′f (u1)(t)− S ′f (u2)(t)| ≤

≤
(
αeλt +

βeλt + γeλb

λ

)
‖u1 − u2‖B1

λ
,

c-à-d,

‖S(u1)− S(u2)‖B1
λ
≤
(
α +

β + γeλ(b−a)

λ

)
‖u1 − u2‖B1

λ
.

En considérant (3.7) et (3.8), on aura,

α +
β + γeλ(b−a)

λ
< α +

β + 1

λ
< 1,

donc, l’application du théorème de point fixe de Banach nous garantit l’existence et l’uni-

cité de la solution.
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Remarque 3.1.3. Les conditions (3.7) et (3.6) sont différentes, car, si b − a = 1 et

A = B =
1

4
, A = B =

7

12
, C = C = D = D =

1

2e3
, alors,

1 + β

1− α
=

22

9
< 3 = ln

(
γ−1
)
,

en d’autres termes, (3.7) est vérifiée.

d’autre part, on a, η =
1

2
+

7

12
+

1

e3
> 1, c’est à dire que (3.6) n’est pas vérifiée.

Inversement, si b− a = 1 et A = A = B = B = C = C = D = D =
1

6
, alors,

η =
5

6
et

β + 1

1− α
=

8

5
> ln(3).

3.2 Approche numérique.

Dans cette section, on considère la méthode exposée dans le chapitre précédent qui

consiste à discrétiser les intégrales par les règles de quadratures. Prenons, donc, la subdi-

vision :

∆N = {a = t0 < t1 < ... < tN = b}, N ∈ N∗.

Rappelons que la dérivée de la solution de l’équation (3.1) est donnée par,

u′(t) = f(t) +KV (t, t, u(t), u′(t)) +

∫ t

a

∂tKV (t, s, u(s), u′(s)) ds+

+

∫ b

a

∂tKF (t, s, u(s), u′(s)) ds.

(3.9)

3.2.1 Méthode de Nyström.

La projection des équations (3.1) (3.2) sur ∆N donne ∀i = 0, 1, ..., N,

ui =

∫ ti

a

KV (ti, s, u(s), u′(s)) ds+

∫ b

a

KF (ti, s, u(s), u′(s)) ds. (3.10)

u′i = f ′i +KV (ti, ti, ui, u
′
i) +

∫ ti

a

∂KV

∂t
(ti, s, u(s), u′(s)) ds+

+

∫ b

a

∂KF

∂t
(ti, s, u(s), u′(s)) ds,

(3.11)

La procédure consiste, premièrement, à remplacer les intégrales contenants KF et
∂KF

∂t
par les schémas d’intégration suivants : ∀i = 0, 1, ..., N,∫ b

a

KF (ti, s, u(s), u′(s)) ds =
N∑
j=0

wj,NKF (ti, tj, uj, u
′
j) +OF (N, i), (3.12)
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∫ b

a

∂KF

∂t
(ti, s, u(s), u′(s)) ds =

N∑
j=0

wj,N
∂KF

∂t
(ti, tj, uj, u

′
j) +OF (N, i), (3.13)

où OF (N, i), OF (N, i) sont les erreurs de consistance locales.

Par la suite, dans le but d’approcher les intégrales contenants KV et
∂KV

∂t
, on utilise les

schémas d’intégration qui conservent les même valeurs uj sur ∆N (par exemple la règle de

trapèze composée ou généralement les règles basées sur l’interpolation par Splines [17])

c-à-d : ∀i = 0, ..., N ,∫ ti

a

KV (ti, s, u(s), u′(s)) ds =
i∑

j=0

σj,iKV (ti, tj, uj, u
′
j) +OV (N, i), (3.14)

∫ ti

a

∂KV

∂t
(ti, s, u(s), u′(s)) ds =

i∑
j=0

σj,i
∂KV

∂t
(ti, tj, uj, u

′
j) +OV (N, i), (3.15)

Supposons que les schémas décrits ci-dessus possèdent les propriétés considérées dans le

précédent chapitre c-à-d,

1. Les poids wj,N σj,i sont positifs.

2. Les schémas d’intégration sont interpolatoires.

Notons que les schémas d’intégration, utilisés dans (3.12) (3.13) (3.14) (3.15), sont dits

consistants si :

lim
N−→+∞

(
max

i=0,1,...,N
(|OV (N, i)|+ |OF (N, i)|) + max

i=0,1,...,N

(
|OV (N, i)|+ |OF (N, i)|

))
= 0.

Si c’est le cas, les équations (3.10) (3.11) peuvent être approchées par le système de di-

mension finie suivant : ∀i = 0, 1, ..., N ,

xi = fi +
i∑

j=0

σj,iKV (ti, tj, xj, yj) +
N∑
j=0

wj,NKF (ti, tj, xj, y
′
j), (3.16)

yi = f ′i +KV (ti, ti, xi, yi) +
i∑

j=0

σj,i
∂KV

∂t
(ti, tj, xj, yj) +

N∑
j=0

wj,N
∂KF

∂t
(ti, tj, xj, yj). (3.17)

où v = (x0, ..., xN , y0, ..., yN) est le vecteur inconnu dans R2N+2.
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3.2.2 Existence et unicité de la solution du système de dimension

finie.

Le système (3.16), (3.17) est de la forme :

v = Ψ(v) =

=



Ψ1(v) =

(
fi +

i∑
j=0

σj,iKV (ti, tj, xj, yj) +
N∑
j=0

wj,NKF (ti, tj, xj, yj)

)
i=0,...,N

,

Ψ2(v) =


f ′i +KV (ti, ti, xi, yi) +

i∑
j=0

σj,i
∂KV

∂t
(ti, tj, xj, yj)+

+
N∑
j=0

wj,N
∂KF

∂t
(ti, tj, xj, yj).


i=0,...,N

.

(3.18)

Le but est d’effectuer une investigation sur les conditions d’existence et d’unicité de la

solution du précédent système en concordance avec l’étude théorique.

Commençons, donc, par le premier cas.

Proposition 3.2.1. Suivant les hypothèses (H1), (H2), l’équation (3.18) admet, au moins

une solution.

Démonstration. La continuité de Ψ dans R2N+2 est une conséquence directe de (H1).

Considérons la notation,

d1 = ‖f‖∞ + (b− a)(MV +MF ), d2 = ‖f ′‖∞ +MV + (b− a)(MV +MF ).

Alors, on peut voir que Z = [−d1, d1]N+1 × [−d2, d2]N+1 est un ensemble compact et

convexe de R2N+2, de plus Ψ(Z) ⊆ Z.

Par le théorème de point fixe de Brouwer, on déduit l’existence de la solution.

La proposition suivante donne le résultat d’unicité analogue à celui obtenu dans le

Théorème 3.1.2.

Proposition 3.2.2. Si (H3), (3.3) sont remplies, alors la solution de (3.18) est unique.

Démonstration. Définissons la norme :

‖v‖R2N+2 = max
i=0,1,...N

|xi|+ max
i=0,1,...,N

|yi| = ‖x‖∞ + ‖y‖∞,
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et supposons que (3.18) admet deux solutions v1 6= v2, alors, en utilisant (H3) et d’après

la définition de la norme, on obtient

‖x1 − x2‖∞ ≤ (b− a) ((A+ C)‖x1 − x2‖∞ + (B +D)‖y1 − y2‖∞) . (3.19)

‖y1−y2‖∞ ≤
(
A+ (b− a)(A+ C)

)
‖x1−x2‖∞+

(
B + (b− a)(B +D)

)
‖y1−y2‖∞. (3.20)

Comme dans le Théorème 3.1.2, l’unicité est obtenue par (3.3).

Pour le deuxième cas, l’existence et l’unicité de la solution de (3.18) est obtenue d’une

manière analogue comme dans le Théorème 3.1.3. Considérons, maintenant, le cas où les

hypothèses (H4) sont satisfaites, alors on a le résultat d’existence suivant,

Théorème 3.2.1. Sous (H4),(3.7) et pour N suffisamment grand, l’équation (3.18) ad-

met, au moins, une solution.

Démonstration. Définissons la norme :

‖v‖R2N+2 = ‖v‖λ = max
i=0,...,N

{
(|xi|+ |yi|)e−λti

}
, (3.21)

Comme dans le Théorème 3.1.4, les hypothèses (H4) nous donnent

|Ψ1,i(v)|+ |Ψ2,i(v)| ≤ ‖f‖λ + p+

+

(
αeλti + β

i∑
j=0

σj,ie
λtj + γ

N∑
j=0

wj,Ne
λtj

)
‖v‖λ,

ce qui implique que,

|Ψ1,i(v)|+ |Ψ2,i(v)| ≤ ‖f‖λ + p+

+

(
αeλti + β

(∫ ti

a

eλt dt+ |Ri(N)|
)

+ γ

(∫ b

a

eλt dt+ |R(N)|
))
‖v‖λ,

avec Ri(N), R(N) sont les erreurs d’intégration de la fonction eλt, alors, notons par,

ε(N) = max
i=0,...,N

(
e−λti(β|Ri(N)|+ γ|R(N)|)

)
,

d’où,

‖Ψ(v)‖λ ≤ ‖f‖λ + pe−λa + (qλ + ε(N)‖v‖λ,

Comme ε(N) −→ 0 lorsque N −→ +∞, il existe N0, tel que ∀N ≥ N0, qλ + ε(N) < 1,

donc, en choisissant R0 ≥
‖f‖λ + pe−λa

1− (qλ + ε(N))
, on obtient,

Ψ(B(0R2N+2 , R0)) ⊆ B(0R2N+2 , R0),

on conclut, donc, par le théorème de point fixe de Schauder.
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Le résultat d’unicité analogue à 3.1.5 pour le cas discret, est donné dans la proposition

suivante,

Proposition 3.2.3. Si (H3) et (3.7) sont obtenues, pour tout N ≥ N0, la solution de

(3.18) est unique.

Démonstration. Soit v1 et v2 deux solutions différentes de (3.18), alors,

‖v1 − v2‖λ ≤ (qλ + ε(N))‖v1 − v2‖λ,

3.2.3 Analyse de convergence.

Ce paragraphe est consacré au traitement de la convergence de la solution v, du système

de dimension finie (3.18), vers la solution (u, u′) des équations (3.1) (3.2) lorsqueN devient

grand.

On considère toujours les deux cas traités ci-dessus, ainsi que le troisième cas (alternatif).

Alors, pour le premier cas, on définit l’erreur d’approximation comme suit :

E(N) = max
i=0,...,N

|xi − ui|+ max
i=0,...,N

|yi − u′i| = E0(N) + E1(N). (3.22)

Proposition 3.2.4. En envisageant la notation : O(N) = O0(N) +O1(N), avec,

O0(N) = max
i=0,1,...,N

(|OV (N, i)|+ |OF (N, i)|) , O1(N) = max
i=0,1,...,N

(
|OV (N, i)|+ |OF (N, i)|

)
,

alors, en partant de (H3) et (3.3), on arrive aux estimations suivantes :

1. Si min(θ1, θ2) = θ1, alors,

E0(N) ≤ C1O(N)

1− (b− a)θ1

, (3.23)

E1(N) ≤
(
C1[A+ (b− a)(A+ C)] + 1− (b− a)θ1

(1− (b− a)θ1)2

)
O(N), (3.24)

avec, C1 = max

(
1,

(b− a)(B +D)

1− θ1(b− a)

)
.

2. Si min(θ1, θ2) = θ2, alors,

E0(N) ≤
(
C2(b− a)(B +D) + 1− (b− a)θ2

(1− (b− a)θ2)2

)
O(N), (3.25)

E1(N) ≤ C2O(N)

1− (b− a)θ2

, (3.26)

avec, C2 = max

(
1,
B + (b− a)(B +D)

1− θ2(b− a)

)
.
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Démonstration. Prenons min(θ1, θ2) = θ1, alors (3.10), (3.11) et (3.16), (3.17) impliquent,

E0(N) ≤ (b− a) ((A+ C)E0(N) + (B +D)E1(N)) +O0(N), (3.27)

et

E1(N) ≤ (A+ (b− a)(A+ C))E0(N) + (B + (b− a)(B +D))E1(N) +O1(N). (3.28)

Donc, de (3.28), on obtient,

E1(N) ≤
(

A+ (b− a)(A+ C)

1− (B + (b− a)(B +D))

)
E0(N) +

O1(N)

1− (B + (b− a)(B +D))
, (3.29)

En remplaçant (3.29) dans (3.27), on obtient,

E0(N) ≤ (b− a)θ1 + C1O(N), (3.30)

par conséquent,

E0(N) ≤ C1O(N)

1− (b− a)θ1

. (3.31)

Donc, la substitution de (3.31) dans (3.29) nous amène à

E1(N) ≤

(
A+ (b− a)(A+ C)

1−
(
B + (b− a)(B +D)

)) C1O(N)

1− (b− a)θ1

+
O(N)

1−
(
B + (b− a)(B +D)

)
(3.32)

Comme

1− (b− a)θ1 ≤ 1−
(
B + (b− a)(B +D)

)
,

on déduit, finalement, que,

E1(N) ≤
(
C1[A+ (b− a)(A+ C)] + 1− (b− a)θ1

(1− (b− a)θ1)2

)
O(N).

Par la même procédure, si min(θ1, θ2) = θ2, alors,

E1(N) ≤ C2O(N)

1− (b− a)θ2

,

et

E0(N) ≤
(
C2(b− a)(B +D) + 1− (b− a)θ2

(1− (b− a)θ2)2

)
O(N).

Pour le deuxième cas, on a l’estimation suivante,
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Proposition 3.2.5. La considération de (H3) et (3.6) conduit à,

E(N) ≤ O(N)

1− η(b− a)
. (3.33)

Démonstration. En sommant (3.27) (3.28), on déduit (3.33).

Maintenant, pour le cas alternatif ((H3) avec (3.7)), considérons l’erreur :

Eλ(N) = max
i=0,...,N

{
(|xi − ui|+ |yi − u′i|) e−λti

}
,

avec λ vérifiant (3.8). On définit, ainsi, l’erreur de consistance par :

Oλ(N) = max
i=0,...,N

{
O(i, N)e−λti

}
,

où,

O(i, N) = |OV (N, i)|+ |OF (N, i)|+ |OV (N, i)|+ |OF (N, i)|.

Proposition 3.2.6. En tenant compte de (H3) et (3.7), on obtient, ∀N ≥ N0,

Eλ(N) ≤ Oλ(N)

1− (qλ + ε(N))
. (3.34)

Démonstration. En partant des relations (3.10) (3.11) et (3.16) (3.17), on arrive à

∀i = 0, ..., N, |xi − ui|+ |yi − u′i| ≤

≤
(
αeλti + β

(∫ ti

a

eλt dt+ |Ri(N)|
)

+ γ

(∫ b

a

eλt dt+ |R(N)|
))

Eλ(N) +O(i, N).

La multiplication de la dernière inégalité par e−λti < 1 nous amène, finalement, à (3.34).

Nous avons vu dans ce dernier paragraphe, que, si les règles de quadratures sont

consistantes avec les équations (3.1), (3.2) (c-à-d O(N) −→ 0 lorsque N −→ +∞), alors

la solution exacte v du système de dimension finie (3.18), converge vers (u, u′). Mais, dans

la pratique, la solution v est, généralement, obtenue par des méthodes approximatives.

Notre choix est, encore, les approximations successives de Picard.

Dans ce contexte, prenons le vecteur initial v(0) = (x(0), y(0)) et définissons la suite v(k) =

(x(k), y(k)), (k ∈ N) comme suit, ∀i = 0, 1, ..., N,

x
(k+1)
i = fi +

i∑
j=0

σj,iKV (ti, tj, x
(k)
j , y

(k)
j ) +

N∑
i=0

wj,NKF (ti, tj, x
(k)
j , y

(k)
j ), (3.35)
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y
(k+1)
i = f ′i +KV (ti, ti, x

(k)
i , y

(k)
i ) +

i∑
j=0

σj,i
∂KV

∂t
(ti, tj, x

(k)
j , y

(k)
j )+

+
N∑
i=0

wj,N
∂KF

∂t
(ti, tj, x

(k)
j , y

(k)
j ).

(3.36)

Dans ce qui suit, on va montrer la convergence de cette suite en considérant toujours le

premier, le deuxième et le troisième cas alternatif.

Proposition 3.2.7. Si (H3) et (3.3) sont satisfaites, alors, v(k) converge vers v lorsque

k −→ +∞, pour tout vecteur initial v0 dans BR2N+2(0, d1 + d2).

Démonstration. La preuve est analogue à celle vue dans le Théorème 2.2.1 pour l’équation

de type Fredholm. Cette dernière découle de la bornitude de la suite v(k) et dont l’idée

est de montrer que

lim sup
k−→+∞

‖x(k) − x‖∞ = lim inf
k−→+∞

‖x(k) − x‖∞ = 0,

ainsi que

lim sup
k−→+∞

‖y(k) − y‖∞ = lim inf
k−→+∞

‖y(k) − y‖∞ = 0.

Supposons que min{θ1, θ2} = θ1 et considérons, encore, la notation,

φk = ‖x(k) − x‖∞, et ψk = ‖y(k) − y‖∞,

∀k ∈ N. D’après (H2) on a,

φk+1 ≤ (b− a)((A+ C)φk + (B +D)ψk), (3.37)

ψk+1 ≤ (b− a)[A+ (b− a)(A+ C)]φk + [B + (b− a)(B +D)]ψk. (3.38)

Alors, conservant la notation,

φk = sup
k≤r

φr, φk = inf
k≤r

φr et ψk = sup
k≤r

ψr, ψk = inf
k≤r

ψr.

Donc, d’après les relations (3.37) (3.38), on obtient,

φ
k+1
≤ (b− a)((A+ C)φ

k
+ (B +D)ψ

k
), (3.39)

ψ
k+1
≤ (b− a)[A+ (b− a)(A+ C)]φ

k
+ [B + (b− a)(B +D)]ψ

k
. (3.40)

Comme les suites φ
k
et ψ

k
sont croissantes, alors, de (3.40), on obtient,

ψ
k
≤ A+ (b− a)(A+ C)

1−B + (b− a)(B +D)
φ
k
, (3.41)
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En remplaçant cette dernière inégalité dans (3.39), on obtient,

φ
k
≤ (b− a)θ1φk,

donc,

lim inf
k−→+∞

φk = lim
k−→+∞

φ
k

= 0.

Ainsi, de l’inégalité (3.41), on déduit, également, que

lim inf
k−→+∞

ψk = lim
k−→+∞

ψ
k

= 0.

Comme dans le Théorème 2.2.1, pour montrer que lim sup
k−→+∞

φk = lim sup
k−→+∞

ψk = 0, considé-

rons les trois cas,

1- Les suite φk et ψk sont constantes alors, en suivant la même procédure ci-dessus, on

obtient,

ψk ≤
A+ (b− a)(A+ C)

1−B + (b− a)(B +D)
φk,

et

φk ≤ (b− a)θ1φk.

Par conséquent, lim sup
k−→+∞

φk = lim sup
k−→+∞

ψk = 0.

2- La suite φk n’est pas constante, tandis que, ψk est constante, dans ce cas la suite φk
est strictement décroissante et minorée par 0, donc lim sup

k−→+∞
φk = 0. D’autre part, on a,

ψk ≤
A+ (b− a)(A+ C)

1−B + (b− a)(B +D)
φk −→ 0 lorsque k −→ +∞,

d’où, lim sup
k−→+∞

ψk = 0.

De la même manière, si la suite φk est constante et ψk ne l’est pas, alors, on a,

lim sup
k−→+∞

ψk = 0.

D’ailleurs, on a (A+ C)(b− a) < 1 et

φk ≤
(b− a)(B +D)

1− (A+ C)(b− a)
ψk,

donc, lim sup
k−→+∞

φk = 0.

3- Finalement, si les suite φk et ψk ne sont pas constantes, donc elles sont strictement

décroissantes, de plus, elles sont minorées par 0, d’où,

lim sup
k−→+∞

φk = lim sup
k−→+∞

ψk = 0.

La preuve se fait d’une manière analogue lorsque min{θ1, θ2} = θ2.
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Proposition 3.2.8. Si (H3) et (3.6) sont satisfaites, alors, v(k) converge vers v lorsque

k −→ +∞, pour tout vecteur initial v0.

Démonstration. En utilisant (3.16) (3.17) et (3.35) (3.36), on obtient,

‖x− x(k+1)‖∞ ≤ (b− a)
(
(A+ C)‖x− x(k)‖∞ + (B +D)‖y − y(k)‖∞

)
,

‖y − y(k+1)‖∞ ≤
(
A+ (b− a)(A+ C)

)
‖x− x(k)‖∞ +

(
B + (b− a)(B +D)

)
‖y − y(k)‖∞,

d’où,

‖v − v(k+1)‖R2N+2 ≤ (b− a)η‖v − v(k)‖R2N+2 ,

et par récurrence sur k, on obtient,

‖v − v(k+1)‖R2N+2 ≤ ((b− a)η)k+1‖v − v(0)‖R2N+2 .

Donc, de la condition (3.6), on déduit que v(k) −→ v lorsque k −→ +∞.

De même pour le troisième cas, on a le résultat suivant,

Proposition 3.2.9. En tenant compte de (H3) et (3.7), la suite
(
v(k)
)
k∈N∗ converge vers

v lorsque k devient grand, pour tout N ≥ N0 et pour un choix quelconque de v(0).

Démonstration. Les équations (3.16) (3.17), (3.35) (3.36) nous donnent,

|x− x(k+1)|+ |y − y(k+1)| ≤(
αeλti + β

(∫ ti

a

eλt dt+ |Ri(N)|
)

+ γ

(∫ b

a

eλt dt+ |R(N)|
))
‖v − v(k)‖λ,

d’où,

‖v − v(k+1)‖λ ≤ (qλ + ε(N))‖v − v(k)‖λ,

et par récurrence sur k, on obtient,

‖v − v(k+1)‖λ ≤ (qλ + ε(N))k+1‖v − v(0)‖λ.

Comme qλ + ε(N) < 1, alors vk −→ v lorsque k −→ +∞.

Finalement, on conclut par le résultat de convergence de la solution approximative

d’ordre k calculée par les approximations successives (3.35) (3.36).
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Corollaire 3.2.1. Définissons les erreurs d’approximation d’ordre k ∈ N∗ :

Ek(N) = max
i=0,...,N

|x(k)
i − ui|+ max

i=0,...,N
|y(k)
i − u′i|, (3.42)

Eλ,k(N) = max
i=0,...,N

{(
|x(k)
i − ui|+ |y

(k)
i − u′i|

)
e−λti

}
. (3.43)

Donc, d’après les propositions (3.2.4) (3.2.5) (3.2.6) (3.2.7) (3.2.8) (3.2.9), on a,

Ek(N) ≤ ‖v(k) − v‖R2N+2 + E(N) −→ 0 lorsque N, k −→ +∞,

Eλ,k(N) ≤ ‖v(k) − v‖λ + Eλ(N) −→ 0 lorsque N, k −→ +∞.

3.2.4 Remarque sur l’application de la méthode de Nyström.

Dans ce qui précède, nous avons vu, que pour l’équation de Fredholm, la quadrature

de Gauss-Legendre donne des résultats précis avec un nombre minimal de points. On a vu,

aussi, que cette méthode ne marche pas à partir d’un certain nombre de points N à cause

de la précision réduite de la machine. Soit f une fonction 2N continument différentiable

sur un intervalle [a, b] et notons par Rgl et Rtr les erreurs de consistance pour la quadrature

de Gauss-Legendre et de trapèze composée respectivement, alors (voir[14]),

Rgl(N, f) =
(b− a)2N+1(N !)4

[(2N)!]3(2N + 1)
f 2N(ξ1), Rtr(N, f) =

(b− a)3

12N2
fN(ξ2),

en calculant le rapport entre ces deux quantités, on obtient,

Rgl(N, f) < σ(N)Rtr(N, f), avec σ(N) =
12(b− a)2(N−1)

(2N + 1)[(N − 1)!]2
−→

N−→+∞
0.

C’est à dire, la quadrature de Gauss est plus précise, de rapport ≤ σ(N), que la quadra-

ture de trapèze composée.

Maintenant, en ce qui concerne l’équation de type Volterra-Fredholm, l’utilisation de

la quadrature de Gauss-Legendre, pour approximer l’opérateur de Fredholm, n’est pas

recommandée, car, elle n’est pas compatible avec la méthode décrite ci-dessus qui nous

oblige à utiliser la méthode de trapèze ou de splines pour l’opérateur de Volterra, qui ne

fournissent pas la précision requise pour un petit nombre de points.
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D’une autre vision, l’équation de type Volterra-Fredholm (3.1) est une équation de

Fredholm (2.1) avec le noyau continu par morceaux (ainsi que sa dérivée par rapport à t),

K =

 KV +KF , s ≤ t,

KF , s > t.
(3.44)

ce qui donne la possibilité d’appliquer les règles de quadratures. Mais, cette formulation

engendre une perte de précision à cause de discontinuité du noyau, car, dans ce cas,

l’erreur de consistance est maximale ; par exemple, pour la méthode de trapèze composée,

si le noyau est continu, l’erreur est au plus d’ordre h, par contre si ce noyau est deux

fois continument différentiable par rapport à la variable d’intégration, alors l’erreur est

d’ordre h2. Donc, Pour que cette considération soit efficace, elle doit être accompagnée

par d’autres techniques comme la régularisation ou d’autres méthode comme, celles de

projection.

3.2.5 Tests numériques.

L’objectif, dans cette partie, est d’examiner l’efficacité de la méthode proposée pré-

cédemment en concordance avec les conditions de l’étude analytique. Considérons, donc,

comme exemples, le premier et le troisième cas alternatif.

Pour calculer la solution approchée v(k) du système (3.16) (3.17), on utilise dans (3.12)

(3.13) et (3.14) (3.15) la quadrature de trapèze composée sur la subdivision équidistante :

∆N =

{
ti = a+ ih, i = 0, ..., N, h =

b− a
N

, N ∈ N∗
}
.

Les poids de la quadrature sont :

σ0,i = w0,N =
h

2
,

σj,i = wj,N = h, j = 1, ..., i− 1,

σi, i =
h

2
,

wj,N = h, j = i, ..., N − 1,

wN,N =
h

2
.

Maintenant, on doit prouver que ε(N) −→ 0 lorsque N −→ +∞ pour la quadrature



CHAPITRE 3. ANALYSE D’UNE ÉQUATION INTEGRO-DIFFÉRENTIELLE NON
LINÉAIRE DE TYPE VOLTERRA-FREDHOLM. 64

utilisée. alors, pour tout i = 1, ..., N , nous avons,

|Ri(N)| =

∣∣∣∣∣
∫ ti

a

eλt dt−
i∑

j=0

σj,ie
λtj

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
i−1∑
j=0

∫ tj+1

tj

eλt dt− h

2
(eλtj + eλtj+1)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
i−1∑
j=0

∫ tj+1

tj

eλt − 1

2
(eλtj + eλtj+1) dt

∣∣∣∣∣ .
Comme

eλtj + eλtj+1

2
est la moyenne arithmétique de la fonction eλt sur [tj, tj+1], alors, il

existe tj+ 1
2
∈ (tj, tj+1) tel que,

eλtj + eλtj+1

2
= e

λt
j+1

2 et par le théorème des accroissements

finis, on obtient, ∫ tj+1

ti

eλt − eλtj+1
2 dt ≤ h2λeλtj+1 ≤ h2λeλb,

d’où,

|Ri(N)| ≤ hλ(b− a)eλb −→ 0 lorsque N −→ 0.

Exemple 1.

Étant donnée l’équation : ∀t ∈ [1
2
, 3

2
],

u(t) = f(t)+

∫ t

1
2

(
t− 1

2

)2

48
(cos2(u(s))+sin2(su′(s))) ds+

∫ 3
2

1
2

4
√

2 e
1
4(t− 3

2)

3
√

6 (1 + u2(s) + s2u′2(s))
ds,

avec,

f(t) = t− 1

48

(
t− 1

2

)3

− 4

3
√

6
e

1
4(t− 3

2)
(

arctan

(
3√
2

)
− arctan

(
1√
2

))
,

et la solution exacte u(t) = t.

Remarquons que (H1), (H2) sont satisfaits, avec,

MV =
1

24
, MV =

1

12
, MF =

4

3
√

3
, MF =

1

3
√

3
.

Cette équation correspond au cas considéré dans la Remarque 3.1.1, alors, les noyaux

satisfont (H3) et (3.3) à l’exception de (3.6). Les constantes dans (H3) sont obtenues par

le théorème des accroissements finis.
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Le tableau 3.1 présente les erreurs de consistance pour l’exemple 1.

Table 3.1 – Erreurs de consistance pour l’exemple 1.

N O0(N) O1(N)

5 1.1781E-3 4.4520E-4

10 4.4355E-4 1.1089E-4

50 1.7720E-5 4.4301E-6

100 4.4299E-6 1.1075E-6

500 1.7719E-7 4.4298E-8

Le tableau 3.2 donnes les valeurs des erreurs d’approximation Ek(N) suivant les valeurs

croissantes de N et k pour l’exemple 1.

Table 3.2 – Erreurs d’approximation Ek(N) pour l’exemple 1.

N
Ek(N)

k=2 k=4 k=6 k=8 k=10

5 1.5817E-2 1.1135E-3 1.7839E-3 1.8134E-3 1.8147E-3

10 1.7195E-2 2.9128E-4 4.2075E-4 4.5051E-4 4.5175E-4

50 1.7634E-2 7.2605E-4 1.3083E-5 1.6746E-5 1.7993E-5

100 1.7648E-2 7.3962E-4 2.6621E-5 3.2548E-6 4.4573E-6

500 1.7651E-2 7.4396E-4 3.0953E-5 1.1217E-6 1.2805E-7

D’après les profiles des erreurs, on observe que les erreurs d’approximation ne présentent

pas une décroissance parfaite (notamment dans l’exemple 1). Les valeurs minimales de

ces erreurs (notées Ek̂(N)) , ainsi que les erreurs qui correspondent au critère d’arrêt

‖x(k) − x(k−1)‖ ≤ 10−7 (notées Ek(N)) pour l’exemple 1, sont présentées dans le tableau

3.3.

Table 3.3 – Erreurs d’approximation Ek̂(N) et Ek(N) pour l’exemple 1.

N Ek̂(N) k̂ Ek(N) k

5 1.1135E-3 4 1.8147E-3 11

10 2.9128E-4 4 4.5182E-4 11

50 1.3083E-5 6 1.8059E-5 11

100 3.2548E-6 8 4.5229E-6 11

500 1.2805E-7 10 1.9161E-7 11
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La figure 3.1 exprime le profile logarithmique des erreurs Ek(N) suivant le nombre d’ité-

rations k = 1, 10 et pour chaque nombre de subdivisions N .

Figure 3.1 – Le logarithme des erreurs Ek(N) pour l’exemple 1.

Ainsi, le profile logarithmique des erreurs Eλ,k(N) est présenté sur la figure 3.2 suivante :

Figure 3.2 – Le logarithme des erreurs Eλ,k(N) pour l’exemple 2.
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Exemple 2.

Considérons l’équation suivante, qui correspond au cas pris dans Remarque 3.1.3 où (H3)

et (3.7) sont vérifiées : ∀t ∈ [0, 1],

u(t) = f(t) +

∫ t

0

sin
(

7 t
3

)
4

ln
(
eu(s)−su′(s) + s2

)
ds+

∫ 1

0

et−1

2e3

√
1 + (u(s))2 + (su′(s))2 ds,

avec,

f(t) = t−1

4
sin

(
7t

3

)(
2(arctan(t)− t) + t ln(t2 + 1)

)
−e

t−1

2e3

(√
2 ln(

√
(2) +

√
(3))

4
+

√
3

2

)
,

et la solution exacte u(t) = t.

Concernant l’exemple 2, les erreurs de consistance sont données dans le tableaux suivant

3.4 :

Table 3.4 – Erreurs de consistance Oλ(N) pour l’exemple 2.

N Oλ(N)

5 5.3349E-4

10 1.3713E-4

50 5.5421E-6

100 1.3855E-6

200 3.4641E-7

Le tableau 3.5 montre les erreurs d’approximation Eλ,k(N) pour l’exemple 2.

Table 3.5 – Erreurs d’approximation Eλ,k(N) pour l’exemple 2.

N
Eλ,k(N)

k=2 k=4 k=6 k=8 k=10

5 4.8015E-4 5.0278E-4 5.0286E-4 5.0286E-4 5.0286E-4

10 1.0625E-4 1.2557E-4 1.2566E-4 1.2566E-4 1.2566E-4

50 1.1614E-4 5.0483E-6 5.1431E-6 5.1433E-6 5.1433E-6

100 1.1759E-4 1.1917E-6 1.2866E-6 1.2868E-6 1.2868E-6

200 1.1795E-4 8.3000E-7 3.2145E-7 3.2170E-7 3.2170E-7
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Le tableau 3.6 exprime les valeurs minimales des erreurs Eλ,k(N) (notées Eλ,k̂(N)) et

celles qui correspondent au critère d’arrêt ‖x(k) − x(k−1)‖ ≤ 10−7 (notées Eλ,k(N)) pour

l’exemple 2.

Table 3.6 – Erreurs d’approximation Eλ,k̂(N) et Eλ,k(N) pour l’exemple 2.

N Eλ,k̂(N) k̂ Eλ,k(N) k

5 4.8015E-4 2 5.0286E-4 6

10 1.0625E-4 2 1.2566E-4 6

50 5.0483E-6 4 5.1430E-6 6

100 1.1917E-6 4 1.2866E-6 6

200 3.2145E-07 6 3.2145E-7 6



Conclusion et perspectives.

Ce travail concerne une étude analytique et numérique d’un cas particulier des équa-

tions integro-différentielles de type Fredholm :

– L’équation de type Fredholm (2.1) avec un noyau régulier.

– L’équation de type Volterra-Fredholm (3.1) qui est de type Fredholm avec un noyau

continu par morceaux, ainsi que sa dérivée par rapport à la première variable.

Nous avons effectué, alors, une investigation sur des conditions pratiques (dans le sens

qu’elles soient respectées dans l’approche numérique) qui assurent l’existence et l’uni-

cité des solutions de ces équations, avec différentes variétés de noyaux, en utilisant les

théorèmes de point fixe classique de Banach et de Schauder. Par la suite, dans le but

d’approcher les solutions de ces équations, une approche numérique simple et efficace a

été mise en ouvre en concordance avec le traitement analytique ; cette méthode consiste

en deux procédures : approximer les intégrales par les règles de quadratures, en suite,

résoudre le système obtenu de dimension fine par les itérations de Picard. Les résultats

de calcul montrent l’efficacité de l’approche, notamment pour la première équation en

utilisant la quadrature de Gauss-Legendre qui a donnée des résultat favorables en temps

et en précision.

L’étude des équations integro-différentielles de Fredholm dans un cadre fonctionnel

élargi, ce qui correspond à une large classe de problèmes aux limites, représente une pers-

pective rigoureuse. Alors, l’objectif futur, est d’envisager (2.1) avec des noyaux apparte-

nant aux espaces de Sobolev W 1,p(Ω, Lq(Ũ ,R)) (Ũ = Ω×R2, Ω ⊂
ouvert

R, 1 ≤ p, q ≤ +∞),

ce qui demande beaucoup d’outils d’analyse fonctionnelle comme le théorème de com-

pacité de Fréchet-Kolmogorov dans les espaces Lp(1 ≤ p < ∞), la notion d’opérateur

de Nemytskii, conditions de Caratheodory ...etc [39]. Ainsi, étudier les questions de sta-

bilité, notamment au sens de Hyers-Ulam et de développer des méthodes numériques

convenables.Une technique, jugée favorable, a été présenté dans [21, 28], où les auteurs

69
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ont montrée, sous certaines conditions, que la méthode basée sur la linéarisation ensuite

discrétisation converge vers la solution exacte, tandis que, la procédure classique de dis-

crétisation suivie par la linéarisation du système de dimension finie, converge vers une

solution discrète. Le schéma de linéarisation utilisé dans ces travaux est la méthode de

Newton, ainsi, comme schéma de discrétisation, il ont utilisé la projection de Kantorovich

qui remplie les conditions imposées, contrairement aux méthodes classiques de Galerkin,

Petrov-Galerkin et de collocation.
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