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Hésumé

Dans cette étude, on utilise deux méthodes numériques pour résoudre une équation intégrale
de premiere espece. La premiére est basée sur la méthode de collocation régularisée, et la
seconde emploie les approximations de Sinc combiné avec une procédure de régularisation de
type Tikhonov.

Il a été montré que ces méthodes peuvent nous fournir des solutions approximatives précises.
Dans cette investigation, on montre des résultats de convergence pour ces approches, et on
donne le bilan d'erreur. Enfin, des exemples numériques sont inclus pour démontrer la
validité et I'applicabilité de ces techniques d'approximation.

Abstract

In this study, we use two numerical methods for solving an integral equation of the first kind.
The fusi meihod is based on reguiarized coliocation meihod, and ihe second is ihe reguiarized
Sinc-Collocation.

It was shown that these methods can provide us accurate approximate solutions. We show a

convergence results for these methods, and we give the error estimates. Finally, numerical
examples are included to demonstrate the validity and applicability of these approaches.



Université 8 Mai 1945 GUELMA

Faculté de Mathématiques et de I'Informatiques
et des Sciences de la Matiére

Mémoire de MAGISTER

RESOLUTION NUMERIQUE D’UNE CLASSE DE PROBLEMES INVERSES I

©2012 BECHOUAT Taher Dirigé par : Dr. BOUSSETILA Nadjib



REMERCIEMENT

Mes premiers remerciements vont a monsieur BOUSSETILA Nadjib qui a accepté de me prendre
sous sa direction. Sans ses conseils précieux, sa grande disponibilité et sa patience, ce mémoire n’au-
rait jamais vu le jour. Je le prie de croire a I'expression de ma trés profonde gratitude.

J e suis trés sensible a I'honneur que m’a fait le Docteur BADRAOUI Salah en acceptant de présider
mon jury de soutenance et d’examiner mon mémoire.

]e tiens & remercier vivement le Professeur REBBANI Faouzia, les Docteurs HITTA Amaraet ZOUYED
Fairouz qui ont accepié de faire partie du jury.

Mes sinceéres remerciements a tous mes enseignants et les responsables de I'école doctorale, qui
m’ont donné la chance d’approfondir mes connaissances et de m’orienter vers plusieurs axes de re-

cherches,

Ie remercie également tous les membres du département de Mathématiques de 'université de Guelma,
pour toute 'aide qui m’a été accordée.



C%DEDICACE

To my parents and my family, for their
love, support, and encouragement



Table des matieres

Introduction 7
1 Rappels et notations 9
1) POUatioNSIIEOTAIES 5 min oo 0 5 5 5 0 580 5 0 5 505 5 50 5 505 o m e s ros 5 o0 a0+ 130 & 203 5 577 3 199 2 750 8 530 o 0 40 9
1.1.1 Opérateurs compacts et théoriede Riesz-Fredholm . . . . . . ... .. ... .. ... .. ... 9
1.1.2 Diagonalisation des opérateurs auto-adjointscompacts . . . . .. .. ...ttt 11
1.1.3 Equations intégralesde premi€reespéce . . .. .. .. . .. . ..ttt 13
1.2 Problémesinverses et problémesmalposés . . .. .. ... ... . ... 19
1.2.1 Déliuilivus el teninulugie des problémes i pusls ..o 0000 o . 22
122 Outils d'anulysc des problémes mal posés .. .o o o e 23
Lds Methodes Qe TEEUHATISALIBIL .« «: o w4 o s o w0 v s s s e s e 5 & %6 6 8 6 @0 8 %0 56 & 8 6 9 o0 5 0 3 25
13 Intégration humerique etformulesdequadratiizes o . ws o6 v n s i s s bar e 28
1.3.1 Laméthodedesrectanglesagauche . . . . . . .. ... . ... . . ... 28
132 LamethodedespontsmilieUXi ¢ v v msws s eme@ame on ol e ¥ s Mo @ MEEs o 29
133 Methode deSirMPSOnic c s o v w5 5 55 555 55 50§55 5 5 .05 50 5 oo o o o o o s om0 29
1.3.4 Méthode desStrap@Zes . . . . . . v v it i ittt e e e e e e e 29
1.4 Methodedesing:: wsws evswipemimimims s er MR s iRIEE a0 MmN 31
2 Méthode de collocation régularisée pour une équation intégrale de Fredholm de premiére espéce 37
2.1 Posibondirprobleme ;. iwsasgs vs sr sm e mems wa s SH I BRI B I RERI G S5 50 37
2.2 Procédurede Régularisation .. .. .. ... .. ... ..t 49
2.3 Choixduparametre deregulariSation .« . w s w o v s e v v s s e e w8 & s b e % 90 8 6 5 ) 3 % % @1 3% 5 54

3 Méihode de Sinc-Collocation régularisée pour une équation intégrale de Fredholm de premiére es-
péce 59
3:1 Positionduprobleme! . cuvrmem e mim M 1098 $6 P EIEI B IR E IR BT a0 Y 5 59
3.1.1 Approximationde Sincsurladroiteréelle . ... ... ... . .. .. ... .. 59
3.2 Méthode de Sinc-Collocationrégularisée . . . . . . . . . . . ot i it it e 61
33 ANAYSEOCCONVEIPETIEE 5 55 ¢ v 65 #5965 F 9 ¢ S8 B8N W5 FRF BT R T Eimambasomnmas s s 63
A Programme MATLAB 69
B Tests numériques 79
Bl Methode de.COUDCATIBN. « wu + i s o 5 v 5 1 5 o 50 iy o s 2o 2 50 4 250 08 30 B R B 3640 90 560 50 2 580 & 2 79
B2 MEthodedeSING : «ov e ms w505 5 5 05515 55 55 0007 95 5 5 W55 5 00 5 ail 5owl & e oar 8 co0 s o inp o 10 84
REFERENCES 89

JECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques u GUELMA



=i
[

roduc

[sucsieioi] ]
=l

n on

Theéme de recherche

Plusieurs problemes inverses en sciences et technologie définis sur un espace unidimensionnel, peuvent étre
modeélisés par des équations intégrales de Fredholm de premiére espéce, i.e., des équations de la forme :
b
Kj{= jp k(L 8)j(s)ds = g(n, (IEFK)
a

ot k(.,.) € I*(a, b) est le noyau, qui est en général non dégénéré, g € I*(a, b) est la donnée et f € I(a, b) est
I'inconnu recherché.
Ces problémes sont mal posés au sens de Hadamard, et leur traitement numérique pose un probléme trés
délicat '
Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes numériques ont été développées pour traiter cette caté-
gorie de problémes instables [10].
Parmi ces méthodes, on distingue deux variétés les plus utilisées : les méthodes de quadrature-collocation
(méthodes de Nystrém) qui sont basées sur I'approximation numérique des intégrales par des sommes pondé-
rées supportées sur un ensembles de points (noeuds). La seconde variété est connue sous le nom méthode de
Galerkin (méthodes de projection) qui consiste a projeter 1'éguation sur un sous-espace de dimension finie,
ou la solution recherchée s’écrit comme combinaison linéaire des éléments de base de cet espace [10].
Dans les deux cas, il a été démontré que le taux de convergence de ces méthodes est d’ordre polynémial, i.e.,
lela forme O(1/N7), p = 1, ot N représente la dimension finie de I'espace dans sur lequel se fait la projection
u le nombre de points de la formule de quadrature.
Jans {29], il a été démontré, que pour une certaine classe de fonctions assez réguliéres, 'approximation de
sinc donne un taux de convergence exponentiel, i.e., de la forme O{e""'ﬁ), ¢ > 0. Ce résultat a été ensuite
:xploité avec succes, pour approcher numériquement beaucoup de problémes d’'EDE, d’équations intégrales

le deuxiéme espéce. Les résultats obtenus ont montré Vefficacité de la méthode de Sinc-Collocation comme

1. Les problémes mal-posés sont les plus contraignants d"un point de vue pratique mais les plus attrayants d’un point
le vue mathématique

{ECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques u GUELMA



8 Introduction

un outil d'approximation numérique. Récemment, dans les travaux [19, 20, Maleknejad et all, 2010, 2011}, les
auteurs ont appliqué cette derniére & une classe d’équations intégrales de premiére espéce, ot ils ont montré
des résultats de convergence, et ont justifié numériquement la validité de la méthode.

Le présent travail est une continuité dans la méme direction. Dans notre investigation, on propose l'étude de
la méthode de Sinc-Collocation régularisée, i.e., la méthode de Sinc-Collocation combinée avec une procédure
de régularisation de type Tikhonov. On montre ia convergence de cette approche, et on donne le bilan d’erreur

jusiiiié par des expérimeniaiions numerigues,

Contenu du mémoire

Le présent travail porte sur I'étude numérique d'une classe d'équations intégrales de premiére espéce.

Le mémoire est composé de trois chapitres. Le premier chapitre est consacré au vocabulaire lié a cette thé-
matique, et les autres constituent la contribution principale de la problématique étudiée dans ce mémoire de
recherche.

Dans le Chapitre 1, on rappelle quelques résultats de la théorie de Riesz Fredholm pour les opérateurs com-
pacts, et les théorémes de diagonalisation.

On donne aussi un apergu sur les problémes inverses et les problémes mal posés pour faciliter la lecture et
comprendre ie caraciére mai posé des équations intégraies de premiére espéce.

Pour les méthodes d’intégration numérique, on a rappelé uniquement les méthodes de base.

Le chapitre 2 est une décortication de l'article "Regularized collocation method for Fredholm integral equa-
tions of the first kind" de NAIR et PEREVERZEV " . Complex., (2007)", qui traite la méthode de collocation régu-

larisée appliquée a une €équation intégrale de premiére espéce. On doit mentionné ici que dans cet article, les

autcurs onl donnd undgucincni Vanalysc théorigue de la méihode. Noie coninibuiion C’¢laii done la validaiion
numeérique de cette approche par des exemples concrets.

Quant au chapitre 3, on développe la méthode de Sinc-Collocation combinée avec une procédure de régu-
larisation de Tikhonov. Notre contribution est originale et généralise les travaux qui ont étés développés par

Maleknejad et all 2192011,

BECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques U GUELMA



1

Rappels et notations

1.1 Equations intégrales

On se place dans un cadre normé (E; — Ey), ol E; et E» sont deux espaces de Banach sur K = R ou C, les

normes sont notées respectivement par .4, fi.[l2.

Définition 1.1.1. Un opérateur linéaire est une application A : 9(A) € E; — E; linéaire, olit 2(A) est le do-
maine de définition de 'application lin€aire A, qui est un sous-espace vectoriel de Ej, que I'on suppose en

général dense dans E;. Lopérateur A:%(A) = E} — E» est dit borné si la quantité
LAl = sup {l Aulle,, ueD(A), lulg, =1}

est finie. Dans ce cas A est une application linéaire continue sur 2(A), et lorsque 2(A) est dense dans E;, A

vétend de maniére unique 4 1n anérateur horné sur F; .

Notations. On note par £ (Ej, Ez) (resp. Z(E) si E = E; = Ep) 'espace vectoriel des applications (opérateurs)

Ae B By Atz sup VAUIE
Ac P(E, B, BAl= sup A
0#uck; flull E;

Jn vérifie que, si B est un espace de Banach (complet), alors £(E), E») est un espace de Banach.

o d AN cavad cand v sisvaver_svcwmciessy weescsdeariaa) Jda DL O
i 110 A1) YUl ©oL ULl SUUDS-CopalT VOULULICI Ut £) X &y

1éfini par G(A) = {(v, Av), veD(A)}.

Jour tout opérateur linéaire A: %(A) € E; — Ep, on note par:

N(A) ={h€2(A), Ah=0}(noyaude A), R(A)={hy = Ahy, h; € D(A)} (image de A).

\ECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques U GUELMA



10

Rappels et notations
Définition 1.1.2. Soient E et F deux espaces de Banach. Une application T € L(E, F) est dite compacte si
Vimage T(Bg(0,1)) par I'application T de la boule unité de E est relativement compacte, i.e., T{Bg(0,1)) est

un ensemble compact pour la topologie forte de F <= Pour toute suite bornée (x,) de E, la suite (Tx,) admet
une sous-suite qui converge dans F.

Onnote & (E, F) (resp. £ (E) si E= F) 'ensemble des applicau’ons linéaires compactes de F dans F.

Sidim(R(T)) estfinie, on dit alors que T est de rang fini. On note %, (E, F) (resp. £p(E) si E = F) 'ensemble des
applications linéaires de rang fini de E dans F.

Remarque 1.1.1. 1l est clair que tout opérateur T de rang fini est compact. En effet, 'ensemble T(Bg(0,1)) est

alors un ensemble borné d'un espace vectoriel de dimension finie, donc il est relativement compact {tous e.v.n
de dimension finie esi iocaiemeni compacij.

La proposition suivante donne des propriétés fondamentales de stabilit¢ des opérateurs compacts.

Proposition 1.1.1. Soient E et F deux espaces de Banach. Alors :

{i} A{E,F) est un sous-espace vectoriel fermé de £(E, F).

(i1} Soient E, F et G des espaces de Banach, S € £(E,F) et T € £(FG). Si S ou T est compacte alors TS est
compacte. En particulier, # (E) est un idéal bilatére de ¥ (E).

Proposition 1.1.2. Soit T un opérateur continu de I'espace de Hilbert Hy dans I'espace de Hilberr Ho. Les deux
énoncés suivants sont équivalents :

(i) T estcompact.

(ii) Pour toute suite (xp)c Hy,onax, — x => Tx, — Tx.
Thinrdonea 1 11 Oais T oo ondratour conting dz Vornaee Ao IBIhors I, donme Poonars Ao THlbozs TT. T oo daz:s
RERTURTRIT Relkele OUNL 1 L7 UUTiUITUT LUTEIIL BT P TOUQLT BT JL0Cr b 11 LGLris 55..‘.;.-‘:’5&‘6 LT TILETTT L D47, LTS LA
énoncés suivants sont équivalents :
(1) T estcompact.
(ii) Pour toute suite orthonormale (e,) € Hy, on a Te, — 0.

Proposition 1.1.3. Soit T un opérateur borné de l'espace de Hilbert Hy vers l'espace de Hilbert H. Alors T est
compact si et seulement si T* est compact.

Théoréme 1.1.2. & (H) = #o(H), i.e., pour tout T € % (H) il existe une suite (Ty) € &4 (H) telleque | T— Tall —
0 guand n — oo.

BECHOUAT Taher

E.D. de Mathématiques

U curLma



1.1 Equations intégrales 11

1.1.2 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts

Théoréme 1.1.3. [Alternative de Fredholm : V1]Soit T € £ (H, Hz). On a les propriétés suivantes :
(i) N(T)=R(T*)".
(ii) N(T*)=R(D)* .
(iid) R(D=N(T*)".
(iv) R(TH =MD"
Théoréme 1.1.4. [Alternative de Fredholm : V2] Soient T € £ (H) un opérateur compactet A #0. Ona
(i) N(T - AD est de dimension finie et dim(N(T — AD) = dim(N(T* - A1),
(ii) R(T —AI est sous-espace fermé dans H.
(ii1) R(T—-AD=R(T—AD=N(T*-AD".

(iv) H=R(T-AI) <> N(T* - AD ={0} & N(T-AD) ={0} < R(T* - A = H.

L L S T 1™ EFa /o
ERICUFCINIT 2.2.8. ST A T ST

{E} gvee aim{E) —so. Alsrsona:
(@) 0eo(K),
(b) o(KO\MO} =0, (K)\ {0},
(c) l'une des situations suivantes :
. oubieno(K) = {0},
s Suphisnar(EAIOL ot fing
. ou bien g (K)\{0} est une suite qui tend vers 0.
Théordme 1.1.8. Saif H un espace de Hilbert séparable et A< ¢ (H). Si A ost hermitien (auto-adioing), il existe

un ensemble A < C qui est fini ou dénombrable avec 0 comme unique valeur d’adhérence et des projections ortho-
sonales P) sur des espaces vectoriels fermés N deux a deux orthogonaux, de dimension finie sauf éventuellement

nour A =0, tels que

A=Y APy, aky
AEA

Snfait A=0(A), Ny=N(A- AN etH= @ N, . En particulier, A a une valeur propre de module || Al| = sup|A/.
AeA AeA
e résultat vaut encore si A est normal lorsquelK = C.

/équation (1.1.1) signifie que pour tout € > 0 il existe A} < A fini tel que <E.

A=) Apa
;{EAl

ECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques u GUELMA



Rappels et notations

12
Théoréme 1.1.7. Soient H un espace séparable et A € ¢ (H). 1l existe des systémes orthonormés (v;) et (w;) et
(1.1.2)

une suite réelle (s;) qui décroit vers O tels que

Aw)=) sj{v,vj)w; pourtoutve H
ec les vecteurs nronres

énétées selan leur multinlicité et g,

En fait, les s; son

v; : ce sont les valeurs singuliéres de A
Théoréme 1.1.8. On suppose que H est séparable. Soit T € % (H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors H

admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propresde T
VxeH, x=xq+) (xedex, xaeN(T), Tx=}Y Arer.
k=1 k=1

Equations opérationnelles et Alternative de Fredholm
On suppose que H est séparable. Soit T’ € % (H) un opérateur auto-adjoint compact donnée par sa décompo-

ho eN(A), Th= Z Axer.
k=1

sition spectrale :
YheH, h=ho+ Y (h epeg,

k=1

(1.1.3)

Considérons I'équation

(o o] [o.0]
ol f=fo+ . fnen =80+ 2 gnen sont deux vecteurs de H donnés

n=1 n=1
¢ S5i A ¢ 0(A), la solution de 'équation (1.1.3) est donnée par
[ &n 8o
r=5m)
,;1 An=2

n— ‘1"
* Si A= A; #0, 'équation (1.1.3) n'a de solution que si g5 = 0 (<= g € N(T— A7)} ) et dans ce cas les solutions

sont données par:
[e0]
En 8o
F= ( ]en -— | +G;,
‘AAp—A4 As
ou G, est un Sldment arbitraire de N{T - A 5.
» Si A =0, pour que I'équation T f = g ait une solution il faut et il suffit que
fo=8+ FER(DIL =R
et que la série
i 1gnl®
2
n=1 ﬂ'ﬂ
ED. de Mathérmatiaues U cueLma

BECHOUAT Taher



1.1 Equations intégrales 13

soit convergente. Dans ce cas les solutions sont données par :

ol Gy est un élément arbitraire de N(T).

1.1.3 Equations intégrales de premiére espéce

Définition 1.1.3. [Opérateurs de Hilbert-Schmidt] Soit H un espace de Hilbert séparable. On dit que T €
% (H) estun opérateur de Hilbert-Schmidt (on note T € %), (H) :=ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt

n=co

définis sur H s'il existe une base hilbertienne (e,),>; de H telle que Z I Tenll < co. On note cette quantité par
n=1

T e

Théoréme 1,1.9, Sojent H un espace de Hilbert séparable, et T ¢ p,(H). Ona:
te) Seifmimel O3F eorte cretre bose fntbertenne de 1, ators

n=co m=ea
a ) llepll= Y 11" fml.
n=1 m=1

n=co m=cc
b Pour toute base hiibertienne (ém)m=1de H, ) ([Teqli= )} [iTénii.
n=1 m=1
(i7) T estcompact.
i) On supposegue H — I{0), o8 O ost un owvers doR’ . 89i k() 10 % O — K{-R,C) une fonstion LHQ »
Q). Alors lopérateur intégral défini par :
WEESETN [‘ o IS VR BT A g |
DL} = j LA, ety )
Qx0

est compact.

(iv) Tout opérateur de Hilbert-Schmidt sur H = L*(Q) s’écrit de maniére unique sous la formeK.

Considérons I'équation intégrale de Fredholm de premiére espéce (resp. de seconde espéce)

b
fk(x,y)f(y)dy:g(x}, (1.1.4)
Qa
b
100-2 [ ke f)dy = g, (115)
a
vitle nayau k € I7(1a, hixla, hD), le secand memhbre g € I2(a h) etle multiplicateur A € C\{0} sont donnés, Natre

»ut est d’étudier I'existence d'une solution f € L?(a, b) a ces équations et, si possible, de la représenter.

JECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques U GUELMA



14 Rappels et notations

On sait que, sous la condition k € L?(a, b(x]a, b), 'opérateur K défini dans H := L?(a, b) par :

b
wr rr Y [‘ 1 r R o 4 A | _F T
Kfixi= j xcix, yifiyiay, x€ia, i
a
est du type Hilbert-Schmidt {donc compact) et nous réduirons les équations intégrales envisagées aux formes
abstraites

Kf=g U-AKf=g,

Pour toutes fonctions f et g € L?(a, b) une application du théoréme de Fubini donne

bf b b b
ff r \_ r r -
{Kj, g = j l ] kix, y) f‘(y)dyJ gixjdx= j j*(y}a‘y{ j kix, y)g(x)a‘xJ dx=
a a a a

b - b

[ Jld y( | kix, y)gix)dx jdx={f, K g),
Jro J

a

b
si bien que l'adjoint K* est défini par K" g(x) = f k(y,x}g(y)dy et I'opérateur K est auto-adjoint ssi k(y, x) =
a

k(x,y) p.p. dans la, b(x]a, b|.

Une application directe de I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

b b %
IK] < ( f f e y)ldxdy) = 11Kl .

a a

Définition 1.1.4. On dit que A # 0 est une valeur singuliére de 'opérateur K si 'équation
(I-AKf=0

1
admet une solution f # 0i.e., N(I - AK) # {0}. Comme cette équation §'écrit encore [XI - K) f> on voit que A
1
est une valeur singuliere de K si et seulement si y = n est une valeur propre de K. Les solutions non nulles
de (I - AK) f = 0 seront encore appelées éléments propres et le nombre d’éléments propres linéairement indé-

pendants associés & une méme valeur singuliére A définit la multiplicité de celle-ci.

On sait bien qu'un opérateur compact K admet un nombre fini ou une suite de valeurs singuliéres dont les
modules croissent vers +co. Chaque valeur singuliére est de multiplicité finie et A est valeur singuliére de K si
et seulement si A est valeur singuliere de K*, avec la méme multiplicité.

En vertu du Théoréme (1.1.4), on déduit le résultat suivant connu sous le nom "alternative de Fredholm".

BECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques U GUELMA



1.1 Equations intégrales 15

Théoréme 1.1.10. SoitKe % (H). Alors
(i) Ou bien Péquation (I- AK) f = 0 n'admet que la solution f =0 [N(r—;‘uq = {0}) et léquation (I-AK) f =g
admet une et une seule solution quel que soit le second membre g € H.

(i1} Ou bien l'équation homegene (I — AK) f = 0 admet des solutions non nulles | N{(I1— AK) # {O}) et l'équation

T B O . S Sy Spr S e S e Py . i P R NI SR L Sy Ly FUNPE S [
(2 = AR J = B GEAFF600 WRT SULRIIUNT O TP STDITFFOUNIE 50 00 STV RS FROUFFOLA 5 TUB A EFELS FICEE SELAAL ST WDIIVIIY BT
I'équation homogene adjointe (I - AK*)f =0 [g eNU —}{K*)J')

Preuve. Puisque A # 0, I'équation (I — AK) f = g peut s'écrire (K = —I‘ f= ——2

1 1
Dans la premiére éventualité, — n'est pas une valeur propre de K et I"opérateur (K— II) est inversible dans

A
Z£(H), puisque pour un opérateur compact K, o(K) = 0 p(K) U {0}. Léquation (I — AK) f = g admet donc une

3 =1
solution unique donnée par f = 7 [K— IIJ g.
1
Dans la scconde éventualité, cst valcur propre de K et 'équation (7 - 1K) f — g n'est résoluble qu'a la condi-

tion nécessaire et guffisante
1 1.\t —_—
geR [K— —1) = N(K* - :IJ = N[I—AK ]
A F)
On peut représenter la (les) solution(s) de I'équation non homogeéne de seconde espéce lorsque K est auto-

adjoint, i.e., la condition k(x, y) = k(y, x) est satisfaite.

fhéordme 1.1.11. jAliernaiive de Fredhoim} Soieni 7 un espace de Hilberi séparabie ei K un opdiraieur auio-
adjoint compact. Notons A, = — € R les valeurs singuliéres deK, oit (1, e,) sont les couples propres deK, i.e.,
Hn

Ken=nt; (8rm8u) =0 VREH A L(h en)en + ho, ho € N(K).
n=1

Léguation (1— AK) f = g sécrit

Z(l AunXfrenden+ fo= Z(g, en)en+go, fo,80 € N(K).

1
v Si A nest pas une valeur singuliere de K (<= ~ ¢ a(K), alors

(g en) (8 en)
=g+ =g+ =
f 8o Z:ll )l 80 nZI]-_—ﬂv n= eplen =
/1 4 + f'{.
o+Z L T(genen=go+ Z(g,en>en+ )L A en>en—g+/’»Z T & e en
n=1 =1
1 = 1 I
Si A nest pas une valeur singuliere de K. alors f=g+ 213 (g:enden.

n=1‘'n
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16 Rappels et notations

1
o Si A est une valeur singuliére deK, ie, A=A = #— pour un certain s € N. Alors l'équation (I - AK)f = g est
§

résoluble ssi g € R(K— ) = N(K— )t = N(I - A;K)%, et dans ce cas les solutions f sont données par

(g,enen+ G, 0L Gy € N(I = AK).
;l:nj -— /1

Considérons maintenant I’équation de premiére espéce sous sa forme abstraite Kf = g, avec K opérateur com-

pact dans H séparable. Cette équation n'admet une solution que si g € R(K).

Proposition 1.1.4. Onsupposequeg e RIK)=N (K, alorsona

Kf=g—=KKf=K'g. (GS)
Preuve Eneffet flestimmédiataue K f = g —= K"K f = ¥* gz ot nour Vimnlication inverse il suffit deromarauer
bt G =l G e J o J o r e ¢ 4 R ST Remey = - 1

K'Kf=K'g = (K’Kf,h)=(K*g,h), VheH
= (Kf,Kh)=(g,Kh), YheH
= (Kf, )= (g, ), VheRK
= Kf-g,h =0, VheRK.

g € R(K) par hypothése et Kf € R(K), donc Kf — g € R(K). Puisque I'égalité (Kf — g, i) = 0 est vraie pour tout
h € R(K), en particulier pour ﬁsz—g, ilvientdonc(Kf—-g,Kf—g)=0,douKf-g=0—=Kf=g.

Proposition 1.1.5. Soit T € £ (H). Alors N(T*T) = N(T) et N(TT*) = N(T").

Preuve. e N(T) = Tv=0= T"Tv=0= ve N(T*T) = N(T) € N(T*T). Pour 'autre inclusion on a
T*Tv=0=(T"Tv,0) =0=(Ty, Tv) = |Tv|? = Tv=0= ve N(T).
Pour la deuxiéme égalité, il suffit de remplacer T par T* et d'utiliser I'égalité T** = T.

Lopérateur K"K est auto-adjoint compact (donc diagonalisable) et ses valeurs propres sont positives ou nulles.

D'apres le théargéme de diagonalisation des anérateurs auta-adiaints campacts, K™K admet un nambre fini au

 Ga S A e e s

une suite de valeurs propres décroissantes vers 0 et si on répéte les valeurs propres non nulles o, selon leur

multiplicité. Notons (0, ¢r) les couples propres de K*K, i.e.,

K'K@n=0n9n  (Pn.@m)=08nm.

BECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques u GUELMA



1.1 Equations intégrales 17

On pose
1
Ani= v Wn= AnKon,

d’olt

K*'w:’z = K*{/‘-nK‘Prz) = AnK*K‘Pn =VO0nPn.

Théoréme 1.1.12. La famille {y} est totale orthonormée dans R(K) et la famille {¢n} est totale orthonormée

dans R(K*).

Preuve. Il est évident que les 1, appartiennent a R(K) et ils sont orthonormés, puisque
W ¥m) = (AnK@n, AmKpp) = ﬁ-nﬁ—m(K*K‘fpm Pm) = AnAm{0n@n, @m) =

-
/'{-n.AmU n(q)m ‘Pm) =ApApu nYnm = 6:1»1»

il sont totaux dans R(K), puisquesi he R(K) =N (K*)* véritie {h,¥ ) =0pour tout n € N, il vient h = 0. En effet,
pna

(hrWH} =0= (h9 f"/nK(pn) = ln(th(PrJ = /ILJI(K* hs‘Pn);

pour tout n avec A, >0, d’olt

KKK h=) 0,{K % ¢a)pn=0,

n=1

2t KK*h € N(K*). De 13, puisque k € N(K*)*, (h,KK*h) = 0, soit encore (K*h,K*h)=0= |[K*h[? =0, et h €
N(K*). Donc he N(K*)n N(K*)* = {0}, d’ot1 h=0.
2assons aux . Ills appartiennent 2 R(K*) et sont orthonormés. 1l sont totaux dans R(K*), puisque si h €

R(K*) = N(K)* vérifie (h,@n) =0 pour tout n €N, il vient h = 0. En effet, on a
(hr(ﬂrz} = 0 = (hr an*Wn} = ﬂ'ﬂ{hs K*Wn} = A'H{Khr Wn};

your tout n avec A, > 0, d’ott (Kh,y,) = 0 pour tout n et Kk = 0 par la totalité des 1, dans R(K). Ainsi h €
VK) N NK)"* = {0}, donc h =0.

)éfinition 1.1.5. La suite des triplets {(¢,, ¥ ,,0,), n € N} est dite systeme singulier pour K

Chéoréme 1.1.13. [de PICARD] Orn suppose que H est un espace de Hilbert séparable. Soient K € % (H) un
pérateur compact et {(@n, Wn,0n), n € N} son systeme singulier. Alors I'équation Kh = g admet une solution si

it seulement si

(i) ge NK*)* =RK.
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18 Rappels et notations

(i) Y, A28, wn)l? <oo.
n=0

o Si N(K) = {0}, cette solution est unique et elle est donnée par :
(e0)
= E An{g Y n)Pn. (S1)
n=1
¢ Si N(K) # {0} i.e. 0 est une valeur propreK, alors la solution générale est donnée par:
o0
=Y An(@UnYPn+80, 8o €NEK. (82)
n=1

Preuve. Si 'équation Kk = g admet une solution, alors g € N(K*)* = R(K) et K*Kh = K*g (cf Prop (1.1.4),
formule (SG)).
Légalité

H=NK"K e N(K'K' = N(K) & N(K' = N(K) & R(K"),

nous permet d'écrire

v&el,

ey

oo
= Z @ @n+S0, §o€NEK).

En développant les deux cotés de 'équation K*Kh = K* g dans la base (¢,) ® N(K), on obtient

K'Kh= Z Ol 0o, =K g= T (20K @n,
- 1 o
d'oti {h,pp) = ;—(K g,@n). Ainsi
n

o0 1 2
( ] (K" g, on)|* —2(0—) (g Kepm)|* =

n=1

2

n=1

oo o) - [o5) . o __
Z[ J K&, vanym| = ZA‘l(g,wnM‘ 3 Khnd < Y 1R, @ud)* + I holl* = I1RI%,
=1 n=1 n=1

et la solution s s’exprime par la série
h= Z (R, @nYpn+hg= Z A& Wn)Pn+hy, hoe N(K) = NK'K).
n=1
On en déduit

Kh= Z A»n(gr'Wn)K‘Pn +Khy = Z An{Kf, yn)Kyp, + Khyp,

n= n=1

et, en comparant ce développement avec

S AnlKF ) U,
n=1

on obtient Tho =0, L.e,, ky € N(K}. Ce qui achéve d’établir la condition nécessaire et la formule de la solution.
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1.2 Problemes inverses et problemes mal posés 19

Réciproquement, siles conditions (i) et (ii) sont satisfaites, 'élément

h= Z Anlg W) @n+ Mo

n=1

o0
est bien défini, car ) A2 Kg, wn) 2 + Il holl* < +o0. De plus, cet élément k est une solution de I'équationKh =g,

n=1
car
cO [eo]
Kn=) An(gUn)K@n=) (&Wn)Wn,
n=1 n=1
puisque g € R(K) et que les 1, sont totaux. |

1.2 Problémes inverses et probléemes mal posés

Etant donné un domaine Q < RY, on ¢’intéresse aux solutions  :
Qx[0,w[3 () — ulx,r) e Lde

us +F(t,x,6§1‘ u_....,dfc;’u) =f, dans Q,
B ju=g, surdQx(0,c0l,

l u(x,0) = up(x) dans Q.

1 Problémes inverses en EDP
A partir d’'une connaissance partielle de la solution u de I'EDP (mesures internes, mesures frontiéres), retrou-
ver:

e f,81,... 85 — Identification de sources.

e yy — Identification de données initiales.

¢  — Identification de coefficients.

¢ () — Identification géométrique.
= Toute problématique directe génére une famille de problemes inverses.
-a difficulté principale des probiémes inverses est leur caractére généralement mal posé. .
J Sensibilité des vecteurs propres aux perturbations additives. Le probleme du calcul d’'un vecteur propre
:ommun est mal posé au sens de Hadamard, comme le montre I'exemple suivant :

wient

1 0 11 1 ¢
A—(O I]’ B—(O 1). AE_(E l),0<e<<1.

1. Alors que les mémes causes pravoquent les mémes effets, des effets identiques peuvent avoir de multiples causes :
35 problémes inverses sont mal posés.
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20 Rappels et norations

Par un simple calcul exact, on trouve les couples propres suivants :

{Af‘j =1

A}
1]
(o)
e
<
e
I
——
(= B
—
o
Il
i

J)l.l(g}:'l+s; wlz[ i ‘; 3.2[.9:):1—5,11)2={ -1 n,
( \ 1y v 1))

g
=
M~
(3]
]
=
(o]
[1:]
=+
3
Q
=]
—+
=
]
2 5
&
=
]
=
Q
s
)
(]
§
=
=
&
1l
T ——
QD -

présence d’erreurs d’arrondies. En effet les perturbations sont susceptibles de transformer un couple, ayant
un vecteur propre commun, en un couple qui ne vérifie pas cette propriété. La raison topologique derriére ceci
est due au fait que I'ensemble des matrices qui n’ont aucun vecteur propre en commun est dense dans

I'ensemble de tous les couples de matrices.

Cet exemple montre que les vecteurs propres sont sensibles aux perturbation additives (erreurs d’arrondi, er-

reurs de troncature) : deux matrices proches avec deux configurations spectrales divergentes!
Théoréme 1.2.1. Pour A€ My(C), on note EV(A) l'ensemble des vecteurs propres de A et
S:={(A,B) e My(C) xMy(O) : EV(A)NEV(B) = ¢}

i.e., l'ensemble de tous les couples de matrices qui n'ont aucun vecteur propre commun. Alors S est dense dans

My (C) x Mn(C) (S =Mpy(C) x My (C).

Exemple 1.2.1. Probléme de Cauchy pour Péquation de Laplace. Considérons le probléme suivant :

Au=0, (x,y)eRx(0,c0),
u{x,0)=0, xelR, (1.2.1)
U Oyulx, 0 =ge{x), xeR,
oll ¢.(x) = esin(x/¢), € > 0. On vérifie aisément que u.(x, y) = g sinh(y/g)sin(x/€) est une solution du pro-

bléme (1.2.1). On remarque que (@, — 0, € — 0) mais (u.(x, y) — oo, £ — 0) pour tout x > 0 fixé. Ce qui

prouve que les solutions de (1.2.1) ne dépendent pas continiiment des données initiales.

Exemple 1.2.2. Probléme rétrograde pour Féquation de la chaleur. Trouver u(x, 0) = uy(x) (condition initiale

inconnue), sachant que le champ de temperature u(x, t) vérifié :

e 2l

( L;—lUyy=0, xe€{0a),i€(0, 1)
wx, T)=y(x), O0<x<m, (BCP)
u(O, )=u(r, )=0, 0=<t=<T,
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1.2 Problemes inverses et problemes mal posés 21

ot € L(0, m) est une fonction donnée. Par la méthode de Fourier, on peut expliciter la solution du probleme
(BCP) sous la forme:

X T
airai= Y e yeitn),
n=1

ol 1, est le coefficient de Fourier d’ordre n de v :

Yn={y,en) = \/gfw(x}sin(nx) dx, ep(x)= ‘/gsin(nx].
0

Soit @{x) = upix, 0) la temperature initiale. Alors d'aprés i'égalité de Parseval, ona:

lol?= Y ™ Tly P2,

n=1

On considére maintenant le probléme (BCP) avec des données bruitées :

1
Wy =w+—ep(x).
k

: 1 2.
On remarque que o — ¢l = — — 0, k — +oo mais July;0) — u(y; 0 = Ee’” T 400, k — +00. On voit
trés clair que le probléme (BCP) est instable donc mal posé. C'est pour cela, qu'on dit que les phénom2nes de

la chaleur sont irréversibles.
La solution de I'équation de la chaleur avec la condition initial u(x, 0) = ¢(x) € L»(0, 7) est donnée par la for-
mule :

n

oo 2 2 oo
ux, )=y e " ‘pnen(x) :-:f{—]; > e_"ztsin(nx)sin(n{)}tp{{) dé.
n=1 n=1
0

Ainsi, u est solution du probléme (BCP) ssi ¢ satifait 'équation de Fredholm de premiére espce :

Ko=y, uxD=| K@ Op@dé=yn), 0<x<m,
0

s 2 = —nZT . .
i K(x, &) = - Y 7" sin(nx)sin(né).
n=1
Jopérateur intégral % est du type Hilbert-Schmidt (donc compact), d’ot1 %~ n’est pas borné. Ce qui montre

e caractére mal posé du probléme (BCP).
ixempie 1.2.3. Equation hyperbolique avec conditions de Dirichiet. Considérons ie probiéme suivant :

use (D) + Au(t) =0, 0<t<T,
(HCP)

u@=¢, uw(l)=vy,

11 ¢, ¥ sont des fonctions données dans H, et A: @(A): H— Htelque A= A" et A=§>0.
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22 Rappels et notations

Si Ax = (km)*/T?, k=1,2,---, ne sont pas des valeurs propres de A, alors 'opérateur [sin{T\/E)] est injectif,

et la solution formelle du probléme (HCP) est donnée par :
-1 -1
u(t) = sin(T - HVA) [sin(T\/Z)} ¥ +sin(tVA) [ sin(T\/Z]J .

(km?IT? k—1,2 Lhg
(km) ,kE—1,2 1o

,1 IESEEEER R

A AY A A
p\ai 7Y

Inversement, si{1; —

Cependant, le probléme (HCP) est mal posé au sens d HADAMARD dans les deux cas : les valeurs A = (kn/ T)?, k=

1,2,---, peuvent étre proches des valeurs propres de A:

[6,+c0[2 A — n'est pas bornée au voisinage des A.

sin(TV/2)
» On remarque d’apres les exempies donnés, qu'il y a deux questions sérieuses liées & cetie catégorie de pro-
blémes :

I La non unlchid, Pour cerre questlon, 1 nons faur des iInfarmarlons supplémentaires sure la solulion el nne
bonne connaissance de la nature physique du probléme, pour récupérer 'unicité.

2 Linstabilité. Ce caractére est le plus problématique, surtout dans l'implémentation numérique. Cela veut
dire qu’'il est impossible de donner un schéma numérigue conveigeant et stable guel gue soit la performance
de la méthode proposée. Pour traiter ce caractére d’instabilité, on régularise par un probléme proche (dans un
certain sens) qui est stable. Les méthodes de régularisation sont variées, chaque probléme nécessite un traite-

ment spécifique selon sa complexité et son degré de mal position (Pour une bonne référence sur les méthodes

de régularisation, on cite le livre de H.W. Engel.

1.2.1 Définitions et terminologie des problémes mal posés

On peut schématiser un probléme inverse comme suit :

(INPUT) s | Mod2le = matrice, EDO, EDB, Equation intégrale I—» (OUTPUT)

INPUT = vecteur, données initiales, conditions aux limites, parametres, géométrie du domaine...

OUTPUT = solution = état du systéme physique, quantité matérielle, propriétés qualitatives
Probléme direct : OUTPUT = solution = Modéle(INPUT)

Probléme inverse : INPUT = Modéle ~! (OUTPUT)

O Formulation abstraite

On peut toujours écrire un probléme inverse sous une formulation vectorielle abstraite (input-output).
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1.2 Problemes inverses et problemes mal posés 23

Définition 1.2.1. [Hadamard 1923] Soient X, Y deux espaces de Banach, et A: X 2 D(A) — Y un opérateur
{linéaire ou non-linéaire). Le probléme inverse Ax = y est bien posé au sens de Hadamard si

Existence : Pour tout y € Y il existe x € X tel que Ax=y.
Unicité : Pour tout y € Y, il y a au plus une solution x€ X.

Stabilité : La solution x dépend continiment de la donnée y.
Si au moins une de ces irois condiilions n'est pas vérifiée, alors le probieme esi dii mal posé. En pratique, ceia
veut souvent dire qu’il n'existe pas de solution unique ou que, si elle existe, unelégére modification des données

conduit a des solutions trés différentes.

Le choix des espaces de départ et d’arrivée X et Y est bien siir trés important dans cette définition. La stabilité
est une condition primordiale. En effet, §'il y a un probléme de stabilité, le calcul numérique de la solution peut

devenir impossible & cause des erreurs de mesures ou d’arrondis.

Kemarque 1.2.1. Ladéhmtion donnée par Hadamard est trés contraignante dans la pratique. U faut donc relaxer

la définition d'un probléme bhien

Définition 1.2.2, [Lavrentiev 1959] (Stabilité conditionnelle) Soit A: X = D(A) — Y un opérateur fermé, den-
sément défini. On dit que le probléme Ax = y est conditionnellement stable (ou correct au sens de Tikhonov)

sur M c 2(A) s’ il existe une fonction
w:R., — R., continueen 0 avec w(0) =0,

‘elle que 'on ait

Ixe 3l <ol A% - Axil), Vaz,x € M.

~ensemble M est appelée ensemble des contraintes (ou ensemble des informations a priori). L'appartenance

le 1 2 M signifie certaine régularité ou certaine bornitude vérifiée par la solution .
1.2.2 Outils d’analyse des problémes mal posés
Jans 'étude des équations de la forme :

B:D(B)c H — H>, u— Bu=1y,

a fermeture de R(B) est une propriété cruciale, pour que l'inverse de B soit borné. Le Théoréme de Banach

10us fournit une caractérisation topologique sur cette question :
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Théoréme 1.2.2. [Théoréme de Banach surl'inversion bornée] On suppose que B est injectif. Alors B~* : R(B) —

Hj est borné ssi R(B) est fermée.

Dans des situations pratiques, la vérification de la fermeture de I'image est souvent une tache trés difficile, et
en général, on n'a pas beaucoup d’outils pour étudier cette question. Sila carte spectrale de I'opérateur est bien
connue, cette information peut éire exploiter pour étudier ia fermeture de son image. On a dans cette direction

la caractérisation spectrale suivante :

Théoréme 1.2.3. (cf Kulkarni et al 2992998 (11, 12]) Soit B: D(B) € H, — H, un opérateur fermé densément
défini. Alors R(B) est fermée ssi il existe r > 0 tel que 0(B”™ B) < {0} U [r, +ool.

Side plus, Hy = H, et B=B", alors R(B) est fermée ssi0 n'est pas un point d'accumulation de o(B).

s Considérons maintenant un opérateur compact T € % (H;, Hz), oll Hy, H, sont deux espaces de Hilbert sé-
parables. Une des approches les plus pratiques pour étudier le probléme inverse Th; = h», consiste & utiliser
la décomposition en valeurs singuliéres (SVD)* de I'opérateur T. Cette représentation propose des bases pour

les espaces de Hilbert H; et H> permettant d'exprimer et de résoudre simplement le probléme.

Définition 1.2.3. Soient H;, H> deux espaces de Hilbert séparables et T € & (H;, Hy). On appelle valeur singu-

ligre de I'opérateur T, le réel positif s = V', oi1 A est une valeur propre de 'opérateur K = T*T: H; — H;.

Théoréme 1.2.4. [Décomposition en valeurs singuliéres (SVD)] Soit T € & (H,, H) et Prg la projection ortho-

gonale sur N(T). Alors il existe une suite de valeurs singuliéres (s,) et deux systémes orthonormés {¢y, @2, ---} <
Hy, {y1, Y2, -} € Hy tels que:

(D) (sn) estdécroissante, s, — 0, n — co.
(i) Tor=si¥r, T Y= SkQk.

(iii) Yhe Hy, h=)_ (h, @p)gr+Proh.
k=1

(iv) Yhe Hy, Th=Y sp(h@vk.
k=1

(v) YheHy, T'h=Y sp(h, ¥k

L=1
Le systeme {(Si; @, Wi)ti=1 est appelé le systéme singulier de T.
La famille (p,,) est une base hitbertienne de N{ 4 ia famille (y ;) est une base hitbertienne de R(T).

Remarque 1.2.2. Le calcul des valeurs singuliéres et I'étude de leur vitesse de décroissance peut donc fournir

des renseignements sur le caractére mal posé d'un probléme donné.

2. Lz notion de valours cis
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Théoréme 1.2.5. [Théoréme de Picard]

Soit K € ¢ (Hy, Hp) un opérateur compact, et {(on, @n, ¥n), 1 €N} son systeme singulier. Alors le probleme :
Kf=g

est résoluble ssi

_ 1
geNK* ) =REK) et Y —Ng ¥n)l*<+oo.

neN=Ohp

Dans ce cas, la solution est donnée par la formule :

1
f=Y — (&Yt fo, foeNE.

nef* ¥'n
» Afin de proposer une stratégie de reguiarisation éfficace, on doit mesurer tout d’abord la complexité du pro-
bléme posé. En général, on ne dispose pas d'un cadre théorique permettant de donner des réponses a ce type
e questinns, mais dans des cas particuliers, on a des eritéres qni earactérisent que tels prahlémes sont farte-
ment mal pasés ou faiblement mal posés.

» Pour les opérateurs compacts, on utilise le critére suivant :

Csnaws LT IF Anveer mnosannn Aa IT T awd afsvnwalilasn T~ 2 7TT IX Y atannitlameahhllicin fvvvraraa
SJUITCLIL L1, 117 UTUA CBPG.L-CD UT L1ycLLy DCPGJG.UAED, 4 TS L 11, 112}, TLOUILL 1T PJ.UULC 1 LVCLOT .
T-H — H, u— Tu=uw. (E)

Définition 1.2.4. On dit que le probleme (E) est faiblement mal posé (resp. fortement mal posé), si les valeurs

C
singulieres s, de K = T* 7 sont équivalentes 2 = {resp. Ce™™), o1 Cet p sont des constantes positives.

1.2.3 Méthodes de régularisation

-a régularisation des problémes mal posés, due initialement a Tikhonov [33], cherche a redéfinir les notions
Tinversion et de solution (quasi-solution, solution approchée, ...), de facon que la "solution régularisée" obte-
e par "inversion régularisée” dépende continfiment des données et soit proche de la solution exacte (sup-
josant que celle-ci existe pour des données proches des valeurs effectivement obtenues par la mesure). En
T'autres termes, on remplace le probléeme initial mal posé par un autre "proche dans un sens" du premier et
Jui est bien posé.

“onsidérons un opérateur inverse Ki = hy ot K : ) — H> est un opérateur compact injectif. > On suppose

jue hy € R(K), i.e., le probléme inverse posséde une solution unique. *

3. Le fait de choisir K injectif n’est pas trés contraignant car on peut toujours restreindre I'espace H; au complément
irthogonal de N(K), o1 N désigne le noyau.
4. 1l faut noter que notre probléme Kh = A inverse est toujours mal posé 3 cause de la non continuité de K.
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Définition 1.2.5. Une famille d’opérateurs linéaires bornés R, : Ho» — H;, (@ > 0) est dite " famille régulari-

sante" pour 'opérateur K si
Vhy e Hy, limO(RaK}hl = hy, i.e., RgK — Isimplement.
EZ—‘

Remarque 1.2.3. Si R, est une famille régularisante pour 'opérateur X : H) — H», oll ) est de dimension
infinie, alors les opérateurs R, ne sont pas uniformément bornés, i.e., il existe une suite (a,) < R; telle que
nl'gnm | Rg, Il = +oo.

La donnée initiale 7y € A» n'est jamais connue exactement : il y a toujours un bruit qui vient la perturber.
Notons hg la donnée perturbée oli le nombre 17 > 0 est le niveau du bruit, i.e., |hy — hgl <1.

Notons h,"" = Ry ] I'approximation de la solution du probléme inverse K#; = h; obtenue avec I'opérateur de

régularisation et la donnée perturbée. En utilisant I'inégalité triangulaire sur |h; — h'f "I on obtient
thy — by = (h1 = Raho) + (Rabp — by "M < i Rall + 1Ry — Ra Bl (1.2.2)

Le premier terme de droite de'équation (1.2.2) représente la majoration de I'erreur due au niveau de bruit. Par
la Remarque (1.2.3), nous avons vu que ||Ryfl — +oo quand @ — 0. 1l ne faut donc pas choisir « trop petit
sinon 'erreur peut devenir trés grande. Par contre le second terme de droite de (1.2.2) tend vers 0 quand «
tend vers 0 par définition de R,. Nous allons faire tendre le niveau de bruit 7 vers 0 et nous allons choisir une

stratégie de régularisation de maniére & ne pas commettre une trop grande erreur sur la vraie solution #;.

Définition 1.2.6. Une stratégie de régularisation n— n(n) est admissible si pour tout by € H,

lim a(n) =0 et lim [ sup {{Ra{n)hg—hll tel que |Khy —~th sn}) =0. (1.2.3)
=l =0 thHg

Les stratégies de régularisation sont variés, chaque probléme nécessite un traitement spécifique selon son de-
gré de complexité, pour plus de détails (cf [3, 8, 7, 22]). Parmi les méthodes les plus connues en problemes
inverses et en calcul matriciel mal conditionné, on a la méthode de Tikhonov et la méthode de la troncature
spectrale.

» Le principe de la régularisation de Tikhonov pour stabiliser le probléme inverse mal posé Kf = g est de

choisir comme solution I'élément f; qui minimise la fonctionnelle
IKf -gi> +alfi?, a>0. (1.2.4)

Lexistence et 'unicité du minimum est assurée grice 4 la coercivité et stricte convexité de f — |f|°. Le para-
metre a est appelé le parametre de régularisation et le terme | f|° est appelé le terme de correction. Le choix du
parameire @ est basé sur un critere d'équilibre entre I'erreur due au terme de correction et le gain de ia stabiiiié.

On a le Théoréme suivant :
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1.2 Problemes inverses et problémes mal posés 27

Théoreme 1.2.6. Soit K € £ (H,, Hy). Alors la fonctionnelle de Tikhonov admet un unique minimum fy. L'élé-

ment f, est la solution de I'éguation normale
Safe=(@I+K*'K)fa=K"g. (1.2.5)

La famille d’opérateurs R, = (al+ K*K)'K* : H, — H, ° est appelée famille régularisante de Tikhonov. On
a |Rell = i et tout choix de a(n) — 0 avec °a(n) — 0 est admissible. Pour les résultats de la vitesse de
convergence, on peut consulter les références [8, 22] pour plus de détails.

> Le parametre de régularisation a > 0 est choisi via le principe d'écart (en anglais : discrepancy principle) de
Morozov [8, 22], ce principe consiste a fixer le parameétre « tel que la solution correspondante ait une erreur
égale au niveau de bruit cf [8, 22].

Le choix optimal est extrémement difficile et les critéres qui existent sont d’application délicate, et nécessitent
des méthodes itératives pour étre nis en ocuvre. B7

» Dans la pratique nous supposerons qu'un parametre a est valable si l'erreur appartient a un petit intervalle

contenant la valeur du niveau de bruitn > 0 (cf [?7], page 172).

5. (Sa = 8%, (Sah, k) = ISh + alhi? = alhi®, Yh e HIJ = (a{sa) cla S = 0¢ p(Sa}), e, S existe et S;! €

Z(H).
6. Méthodes a priori : utilisent I'information sur le niveau d’erreur 7 et sur 'opérateur K.
7. Méthodes a posteriori : utilisent aussi les données g;,.

topt i= max{a K fz— gy sn}, ot fy =i?f{IKfa —g,,lz+alf12}.
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1.3 Intégration numérique et formules de quadratures

Soit f une fonction réelle intégrable sur 'intervalle [a, b]. Le calcul explicite de 'intégrale définie

I(f)=f:f(x) dx
peut étre difficile, voire impossible.
On appelle formule de quadrature ou formule d’inté gration numérique toute formule permettant de calculer
une approximation de 1(f).
Une possibilité consiste a remplacer f par une approximation f, , oll n est un entier positif, et calculer I(f;)

au lieu de I(f). En posant I,(f) = I(f),ona

In(f)z.[;fn(x)dx, n=0.

Si f € C%({a, b)), Verreur de quadrature E,(f) = I(f) — I(f) satisfait

|En(f)|sfblf(xl—fn(x)ldxsw—m I f=fallo

< g, alors |EL(f)] = e(b- a).

Dong, si pour un certain z, || £~ fn |,

Lapproximation f, doit étre facilement intégrable, ce qui est le cas si, par exemple, f;, € Py,.
En général la formule de quadratures est donnée par
n
r 0 N £
In\J)— 2. @i JXi)
i=0
Cette formule est une somme pondérée des valeurs de f aux points x;, pour i =0,..., . On dit que ces points

sont les noeuds de la formule de quadrature, et que les nombres a; € R sont ses coefficients ou encore ses

poids. Les poids et les noeuds dépendent en général de .

1.3.1 Laméthode des rectangles a gauche

En prenant les points x; équidistants dans [a, b] ; c'est- a- dire

. a .
xi=a+i i=0,---,1,

etles coefficients a; tous égauxa (b —a) / n, pour i compris entre 0 et n—1, le coefficient a, étant nul, on obtient

la formule des rectangles a gauche:
b—a n—i

In(f)=*'—n—;j Fxi)

Soit f une fonction de classe C ! sur [a, b] et n un entier naturel non nul, alors :

oA 2 a2
I/ Moo (0 — )

I5n( Pl < e
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1.3.2 Laméthode des points milieux

Cette méthode consiste a utiliser les sommes de Riemann avec le point milieu €; = (x; + x;.1) /2 ,la formule des

points milieux est donnée par
I ( ) g— (xt + Xi+1 )

Soit f une fonction de classe C? sur [a, b] et n un entier naturel non nul, alors :

(b-a)®

24?12 ”f(Z] "oo

1Bn(N)]oo =

1.3.3 Méthode de Simpson

Nn “mplaue f, sur chaque segment [x;,x;.:] par son nnhmnmp d’:ntpmnlzhnn D de Taoran

ayant les mémes valeurs que f aux bornes de I'intervalle et en son milieu .

La valeur approchée de I'intégrale de f sur [a, b] par la méthode de Simpson est donnée par

In(f)= b f[a)+f[b)+2z f(xf)+42f{x'+x‘“J)

Si f est de classe C” sur [a, b], alors, pour tout entier naturel » nonnul , on a

BNl =

8
@
N
=
Ca

1.3.4 Méthode des trapezes

Princine
| ot

Jn remplace la courbe représentative de f , sur chaque segment de la subdivision, par le segment qui joint(
¢, f (xi)) & (Xi+1, [ (xi+1)) - Celarevient donc a interpoler la fonction f surle segment [x; , X;+1] par le polyndéme

ie Lagrange de degré 1 aux points x; et x;4.

roposition 1.3.1. La valeur approchée de l'integrale de f sur[a , b] par la méthode des trapézes est alors donnée

wuar

b- +f(b) nl
4 fmjzf” Y Fx)
i=1

I(f) =

‘reuve :

.aire du trapéze de base [x;, x;51] est

(X341 — %) (f (x3) + f (x:41))
2
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On en déduit que

n—1 - _ n-1
:\_‘M{fﬁvw_._#rv . [f(““f(bhvrﬂ\
L 2 Wy wvis T +i7j)— n \ 2 T l.:_IJ a”}

hy
a
o

=

Evaluation de Perreur

Proposition 1.3.2. Si f est de classe C* sur [a , b], alors on a, pour tout entier n non nul
P

i

]IE zfm B D
1En (oo ———

On en déduit que I, (f) converge vers I{f) .

Preuve:
Cette méthode consist a remplacer f surle segment [x; , x;41] par son polynome d’'interpolation P; de Lagrange

de degré 1 ayant les mémes valeurs que f aux bornes de l'intervalle, et comme [ est de classe C?, on a

f(z) (x)

Vxe[x;,xi1], F(R)-Pi(x)=(xiq1—x)(x—x;)

On en déduit que
I72]
f (f-Pix)dx| = | (Xis1 — %) (x— x3) | ——=d
X Xi 2
Xi+1 2)
= [ (11 = D = p1) |+ (K1 = X) (i1 — %) [)dx I7 - leo
JX; =
el Pl
= (xir1 = x| 12
Pour conclure, il suffit de remarquer que
n—1 R
IEn(D)| = Zf (f)- P,(x))dx
|i=au(
n—1 3
< ) lfm—ﬂmwx
=0 X
. 2 1fP) n{¥)3l|f‘2]llm P b
= i : —ill— —={pb—ay
ié(‘} I+1 =~ 4 12 12 on

donc
1 .«-!9} i

|En(P) < (b—a 1L_leo ”

BECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques u GUELMA



1.4 Méthode de sinc

31

1.4 Méthode de sinc

Dans cette section, on donne guelques propriétés de la fonction sinus cardinal, notéde sincl)) et gui est définie
par:
sin(wr
sinc( = 307D 40, Sinc(0) = 1.
e
—6m —4x —2x 47 b
T I I T | I | 1 1
1.0 4
_ sin{x)
0.8+ r 5]
sin{wx
osl L __sin(zz) |
nr
04—
0.2
0 @Q,;éém{f),@\ A
—0.2}
o BT | ' i et o oo bty o gty gt 1 '
20 15 =10 D 0 5 10 15 20
Jn montre facilement les propriétés suivantes :
(i) lafonction Sinc est paire, i.e.,, V£ € R, Sinc(—t) = Sinc(1),
(i) Z(Sinc)={teR:Sinc(y) =0} =277,
+00 +00
r o -
(iii) j Sinc(f)dt = j Sinc(¢)*dt=1.
—00 -0
sour k> 0 et k € Z, on définit 1a k*™ fonction de Sinc(.) de taille k par:
. t
Stk W) (1) = Smc(z - k).
Jn remarque que
WL W R b )
S(k,h)(jh) —Smc( . k) =Sinc(j— k) —6Jk—{ o, J#k.
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Définition 1.4.1. Pour h > 0, on désigne par B(h) (espace de Paley-Wiener)® I'ensemble des fonctions f

entiéres (analytiques) vérifiant les conditions suivantes :
() fel’®),
o [zl ce
(ii) |f(2)|=Kexp l—h—~J, z€C, K et hsont deux constantes positives indépendantes de z.

Une fonction analytique vérifiant la propriété (ii) est dite fonction de type exponentiel o = %

), la série de Fourier de f dans

=y

Définition 1.4.2. Si f est une fonction périodique de période p et f € L? (Tp

la base orthonormée {€; ()} c7 = { =y exp (ZHikt)} est donnée par:
k keZ \/ﬁ p = .
[e2]
Fi= Z akexp(zmkt] f Floe ( kat)dt.
k=—co _—

; " " —nn o ; g
Exemple 1.4.1, Soient 2 € C un parametie ixéet L € (? : -_’;) . B2 0. Considérouns la fonction (1) — exp(—izl)

2n
qui 3t périndique de période p - W Le développement de Tourier de f dans la base orthonormée {&), (0D}, 7

est:
00
f=Y arexp(ikho),
k=-co
oli
h 7k k
Gp = — [ exp(—izt)exp(-ikht)di= ) , B}z
2 J—m’h k=(
D’ol1 le développement de Fourier de la fonction f () = exp (—izf) est
[s.0]
exp(—izt)= ) exp(ikht)S(k, h)(2). (1.4.1)
k==—c0

Puisque la fonction f est continiiment différentiable, la série (1.4.1) est uniformément et absolument conver-

gente.

Théoréme 1.4.1. {Téoréme de Paley-Wiener] Supposons que la fonction f est de classe B(h), alors

F(f)e?(== ”,E} et f(z) = —fﬁ f) (%) exp (—ixz) dx,
&
oir F () est la transformation de Fourier donnée par :

Z(f) (x}:f f(0) explixt)dt.

8. Pour plus de détails sur I'espace de Paley-Wiener, on renvoie le lecteur aux références de base :
1 L.Lundin and E Stenger, Cardinal-Type Approximations of a Function and Its Derivatives, SIAM J. Math. Anal, 10 (1979),
139-160.
2 ]. McNamese, E Stenger, and E. L. Whitney, Whittaker’s Cardinal Function in Retrospect, Math. Comp., 25 (1971), 141-154.
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- d
Théoréme 1.4.2. [Téoréme de Parseval] Notons H=L?(R,dt), H=L? (IR, EE) Soient f et g deux fonctions de
L*(R), on aalors

foou= T8 ie. j;;f(r)mdrzﬁjlgf[ )0 F (g) (Wdx

1 t—
Proposition 1.4.1. Le systéme { —Sinc ( L ) } est un ensemble orthonormé dans B(h).
\/E h keZ

Preuve. En appliquant le Téoréme de Parseval avec

F£(6) =Sine[ = kh]ELZ(R} et g(8) =ste[ =" e 2 m),
\ (S|
on peut écrire
m:um,”—Mﬂ"in{:‘rt_nh‘a'z—i er._%'f"me(,{t_khn X :’#""{Sin(,”_mq\n x)dx
Wil TR R W Rt BNl bt WV | Rl b BV )
Ona
I i r
z—ij_wll_hl%l(x)mjﬂ ”nd‘_ﬁqm‘{h)
gt
1 1 e 1
;Sinc(,—t_} i F {,—Slnc{,—{n (x)exp(—ixtdx,
i \fi) ZiT J—po T \rij)
donc
1 0 t
9( Smc( ))(x) f —Slnc( )e (ixt)dt= (x).
n n) P M)

En faisant le changement de variable r = { — mh, on obtient

5 sl =)= [ e[

]eXp(zx{)d( hexp(zxmh)x{

e |=
kel

>e qui donne
[~ unc{r_kh\si“c{t_nh‘dr = LR o W explixkh)exp(—ixnh)y? (xydx
Joo U R ]JTTU R 27 J-co e
= B epurnpemdi=ntug=| B 2=
T o2x; % P YEM0RE= g, n#k
S Lo ft=k :
e qui montre que ¢ —Sinc est un ensemble orthonormé dans B(h). |
vh P |

t—kh
h

1
lemarque 1.4.1. [Hardy, 1941] Le systéme {TSmc( ]} est une base orthonormée dans L?(R). La
HEc?
yreuve repose sur le Théoréme suivant :
"héoréme. Un systéme orthonormé () repy dans un espace de Hilbert séparable H est total (complet) ssi

(2.2
Vi, geH, <f,g>=) <[, 0r><g@Pr>.
k=1
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Théoréeme 1.4.3. [Développement de Sinc] Si f de classe B(h), alors pour tout z€ C, ona

ol

[es]
flay= 3 flkmStk.h)(z),

k=-c0

Preuve. Puisque f € B(h), le téoréme de Paley-Wiener, nous permet d’ écrire

et du développement

on ohtient

f@

1 (& )
f[z)—E}-f_%ﬁ[f]{x)exp(—axz)dx,

exp(-iz)= Y. exp(ikht)S(k, h)(2)

Lo=w

1 i 5
— zgf(f](x) > exp(ikhx)S(k,h)(2)dx

2n % k=-o0
nlh

o0
= 2 Skh@| =] F(
k:L-—‘oo [273-1—1!!}! \

~1

}(x)exp(iichx}dxj

= Y f(-kh) Sk )2

k=—cc

S fkh)Stk, h)(2).

k=-c0

D’autre part, on a le développement

f(2)

d’ol1

L [# F [x2) d
"2-5.[; (F}(x) exp(—ixz)dx

=N

i A rwf(r}exp(ixt}dr] exp{—ixz)dx
2n J—% L’—oo J

1 [« i )
gf_mf(t) {f_zexp(zx(t—z}}dxldr

h
1 g exp(in (t-2) /h) —exp(~im (t—2) [ h)
2Jrf—oofm[ i(t—2z) Idt

1 [e@ : t-z
% _mf(t)Smc(T)dt,

1 (s a]
fkh) = ""f f(t)S(k, h)(r)dt.
hJ-oo
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Corollaire 1.4.1. Si f € B(h) et f € L' (R), alors

oo o0

f fwdt=h ) f(kh
-0 k=—co
Preuve. Soit f € B(h), alors d'aprés le Théoréme 1.4.3, on a le développement
o0
f@= ) f(kh) Sk h)(z), zeC. (1.4.2)

k=—co

En remplacant z par £ € R et en intégrant les deux c6tés de I'égalité (1.4.2) sur la droite réelle, on obtient
cO o0

o0
Flodr = 3 f(kh)S(k,h)(1)dt

k=—c0v—

> o0
Y fah [ Stk mwad,
k=—c0 J—co

et de I'égalité

{eu] o0
[ Sk, hy()det=h [ Sinc(s)ds=h
(o0} J—=00

g
i résulte donc

f fwdt=h Y f(kh

k=—m
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Vi

Methode de collocation régularisée pour
une équation integrale de Fredholm de
premiére espéce

Ce chapitre est consacré a la résolution numérique d'une EQUATION INTEGRALE DE PREMIERE ESPECE, ol la
procédure numérique est basée sur un schéma de discrétisation de type collocation régularisée. Il est bien
connu gque sk on dispose une Information a priorl sur la viresse de décrolssance des valeurs singulire de la
matrice de collocation, cette méthode peut donner des bons résultats, et dans ce cas le nombre de collocation
joue le réle du parametre de régularisation. Dans le cas contraire, i.e,, si 'information mentionnée ci-dessus
n’est pas disponible, alors le recours aux méthode de régularisation de type Tikhonov est nécessaire pour filtrer
.anuisance des hautes fréquences de maniére selective.

Notre objectif ici est de donner un formalisme assez général, pour une méthode de collocation régularisée,
lont I'approche utilisée repose essentiellement sur le degré de régularité de la solution exacte. Dans ce but,
n introduit un échelle hilbertien de mesure de régularité, i.e., une classe de sous espaces définis par une
‘onction monotone d’opérateurs auto-adjoints positifs. Ce choix couvre une variété tres large de tous les types
le régularité étudiés dans la théorie de régularisation de Tikhonov. De plus, en utilisant un calcul a posteriori, le
yarameétre peut étre choisi de maniére contrélée, ce qui nous permet d’atteindre un ordre optimal d’exactitude,

orsque le niveau du bruit est déterministe.

2.1 Position du probléme
Jans I'espace de Hilbert H = L?(0,1), on considére I'equation intégrale de Fredholm de premiére espeéce :
rl
j k(s,)x(ndt=y(s), 0<s<], (2.1.1)
0

i le noyau k(.,.) est non-dégénéré.
£ probléme (2.1.1) peut s'écrire sous la forme

Kx=y, (2.1.2)
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38 Méthode de collocation régularisée pour une éguation intégrale de Fredholm de premiére espéce

ol K est un opérateur intégral donné par son noyau k(.,.), x estla solution recherchée et y estla donné.
s On suppose que ¥y € € ([0,1];R) et k(,,.) € € ([0,1} x [0, 1];R).
Pour la résolution numérique du probléme (2.1.1), on propose un schéma de collocation standardisé, qui est

une forme particuliére de discrétisation en remplacant le probléme continu par un probléme discret posé dans

I’ espace Euclidean R".

Rappelons que pour tout entier positif 7, une procédure de collocation est donnée par le couple (A,,T4,), olt

A, est'ensemble des point de collocation :
Ap=Iell. o<lB 1], Osaletlaunnils],

etles opérateurs I'a, sont donnés :
Ta,: €U0 =R, Ta,f=(f(e]),F (53} F(77))-

Dans un schéma de collocation basé sur (A, T a,,), le probléme original (2.1.1) est remplacée par une équation

linéaire dans R”, qui peut étre écrite de maniére abstraite sous la forme :

Knx=Tpa,y {2.1.3)

ou K, =Ta,K.

Puisque le probléme (2.1.1) est mal posé (car I'opérateur integral K est compact), le probléme discret sera mal
conditionné, et les méthodes de résolution directes ne sont pas applicables en présence des données bruitées
¥2,38,-,¥5 de y(z7),y(z}),--,y(r7), cette situation peut changer radicalement I'inversion et donne des
résultats ambigus, donc on aura besoin a des filtres de régularisation, gqui sont capables de contrdler le mauvais
conditionnement de la matrice de collocation du probléme (2.1.3).

Dans la literature des problémes inverses, on remarque que les méthodes de collocation régularisée ont été
largement exploitées pour des problémes faiblement mal posés, ot1 il a été supposé que la solution exacte % de

(2.1.1) possede le degré de régularité suivant :
z=(K*K)"v, vel?(@©1), (2.1.4)

Cette propriété peut étre interprétée comme étant une appearance a un espace de Soboley, i.e,, 2 € WZZ” (0,1).
Dans cette investigation, on considére un cas plus général, plus précisément, on suppose que la solution exacte

possede un degré de régularité donné par la formule suivante :
t=¢(K*K)y, veI*(QD, (2.1.5)

oil ¢ une fonction monotone d’opérateurs.
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(H1) Cette hypothése est similaire a celle utilisée par Groetsch [9] :
on suppose qu'il existe une constante w, un ensemble de poids positifs {w ?};Ll associés aux points de collo-
cation {r}'}_,, n.=1,2,... etune suite décroissante {7} de nombres réels positifs tels que :

(i) 7n —0quand n— oo,

n
() af=o-n=Y.2.,

i=1
1 n
(iii) ﬂf k(r, k(r,)dr- Y ofk{r!,.)k(t", )l 2612 < 7n, pour n suffisamment grand,
0 i=1
oll

1 p1
lg G ey 2 = jo fo g (s, 02 dsdt.

; l y ; P % :
Exemple2.1.1. Soit7} = i 1,2,...n,les point de collocation de la formule du trapéze, le poids w{ =w), =
n_
et w; =—,i=2,3,..,n-1
2{_?1‘,—1) i n— ’ pudpueey
[ T Ty 0 T Y o | ¢ G Ervvting £ PR 1LY atasvmvse o = 0 men n Dantismnsiam A R s va3
LL TOL LITILL LU ! & 1 J- LsJ; til.l.C, lJUul. ULIT LULILLIUILL J' T U Uy Ly, ©L PUl.nll. e — &y ULl A 1L COULLIAUULL U TLIT UL SuUl
vante 5
sup |f@ (1)
[‘1 B wsranl . 1Em
f@di-Y) ol (i) s ————. (@)

ar TN
IJU i=1 I AL\ — 1)

Si k (s, 1) est deux fois contintiment différentiable par rapporta s, et siy > 0 telle que :

ai
sup{lﬁk{s, t)], s te [(},l];i=0,1,2¥ <7,
Ljos* | J
alors il est facile de verifier que la formule de trapéze mentionnée ci-dessus satisfait la condition (i) de '’hypo-
(n-1"*

8 T
Jn remarque que la suite 7, décroissante, 7, > 0 pour n = 2 et limz, = 0 quand » — oo, de plus, de la

‘hése (H1), avecw=1et @, =

1
1éfinition des pGidS w? = ;Z—--l—, i= 2,3,.,n—1, wil =m:’: = 2(” 1) !

onda

Y wi=T=uo
i=1
1 nous reste qu'a montrer le point (iii). Notons k(z, s) k(z, £} = f;,; (1) Vs, t,T € [0,1]. D'prés l'estimation {«), on

yeut écrire

e qui implique

supi%k(r,s)k(r,t)!

1 n
k{t? 1) -, V1,5 1€(0,1],
32(n—-1)>2 :

If kit,)k(r,0dr- ) wik(z? sjk(t?, rjl <
0 i=1
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40 Méthode de collocation régularisée pour une équation intégrale de Fredholm de premiére espéce

et de la condition

Sup{‘a—.k(s, ;s e [0.1};i=0,1,2}sy,
ast

il s’en suit que

<4y?,

02
c—iﬁkﬁ'ﬂk{?'ﬂ

sup

d'olr

—_ 12
< oy

s

1 n
1 [ ke 9k -3 orkr k(e
4] =1
1 1
L

1 n
IIJ[ kiz.Ykir.ddr— Y olk{zl. Je{th . Jlpep s ma
0

i=1

o
Z

1 n
f k(r,s)k(r,0dr—-)_ olk(z!,s)k(z}, 1)| dsdt<n,,
0 i=1

» Cet exemple montre que 'hypothése (H1) est non vide.
On définit le produit scalaire (-, )., sur R” par :
]
(U, Vo= ) wluv;, uveR™

i=l

Dans la suite, on note R}, I'espace R"” muni du produit scalaire (-,-),, , et de la norme correspondante ||-||,,.

Proposition 2.1.1. Soit K, = Ta, K : [*(0,1) — R? l'opérateur de collocation défini comme dans le schéma

(2.1.3). Alors sous les conditions de I'hypothése (H1), on a
(@ |K*K-K; K| <nn, ot K;, est ladjoint de l'opérateur Ky, tel qu K, : R — 12(0,1) est donne par:

M) (K u)()=) olk(z],Jui; ueR™
i=1

Preuve. (b) Pour tout x € L?(0,1), u € R”, on peut écrire

n 1
Kt W= Y 0w | k(0,0 x @) ds,
i=1 JO

etde

1 1
Knx:I‘A,,(Kx]:(f k(rf,t]x(t}dt,...,f k(r:,t}x(r]dt‘
Wg % ¢ Jo T ]

ona

1 n
(Knx,u}m.ﬁr [Y,w?uzk(r?,ﬂlx(ﬂds
Jo iz - 7 7]
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I
= <x,2w?u,-k(r?,s)> =Ky W 5
i=1 I2(0,1)
et par identification en utilisant 'unicité de 'opérateur adjoint, on trouve
n
(Kaw) ()= ) wfk(z},) wi

i=1

(a) En utilisant la formule de I'adjoint de 'opérateur K qui est donné par la formule
1
(K" y)(s) =f0 k(z,8)y(r)dr,

on peut écrire

1

1
{K*Kx)[s):flk(r,s){[ k{‘:,ﬂxmdr] [0 l;k{r,s)k[r,r)drx[t)dt.
0

Jo

De méme, ona
(K KnX) (5) = Zm”k j k(t% ) x(Ddt = j Zw"k (z7,s) k(7 t) x(n)dt,
i=
ce qui implique

1 1 n
(K*Kx—K,”,‘Knx)(s)=f [f k(r,s)k(r,r)dr—Zw;’k[r;‘,s)k(r;’,r)}x(t)dt,
0 [JO i=1

pll pl n
|(I(*I(‘x-—K;Knx)(s)|$j0 “0 k(r,9)k(r,0dr-) olk(tls) k(t?,
i=1

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwartz et en utilisant la condition (i) de ’hypothése (H1), on obtient

[(K*Kx - K3 Knx) O

hxll , =<mplxl
120, 2,0 £20,1)

. )
< f k(@ k() dr-Y wk(z?,) k(z7,")
0 i=1

12012
st done

|K*K-K; Kn| < 7p.

Ze qui achéve la démonstration de la Proposition 2.1.1 |
Zomme on I'a déja mentionné, notre stratégie consiste & stabiliser le probléme inverse (2.1.3) en utilisant
ine filtre de Tikhonov. On suppose donc, que les données aux points de collocation {T } sont entachées du
bruit. Soient les mesures de y (s) effectuées aux points s;, pour i = 1,2,...,, m, qui ne coincident pas avec 7,7 =
{,2,.., n. On note ici, que dans la pratique, ces mesures sont effectuées généralement en présence d’un petit

ruit, que I'on suppose bruit additif, i.e., les mesures observées sont :

y-—y[sf)+<f,, P, (2.1.6)
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42 Meéthode de collocation régularisée pour une équation intégrale de Fredholm de premiére espéce

ou ¢; désignel'erreurdela j ®Me mesure au point ;. On se limite dans notre étude au cadre déterministe dans
lequel les erreurs {; sont bornées de sorte que |<f j| ={pourtout j=1,2,..,met{>0.

Pour qu’on puisse utiliser les données de mesure aux niveau des point de la collocation, il faut qu’on dispose
un jeu d’approximation, pour pouvoir calculer les valeurs yf ~ y{r7) de (2.1.6). Dans ce but, on suppose qu’ il
existe un systéme de fonctions :

{gr}, cemw, m=1z..

telle que
<em|ly||, selo], 2.1.79

m
=3 y(s;)g]"®
j=1

pour tout y € R (K), ol [ji-fii est une semi-norme définie sur R (K) et {g,,} est une suite de nombres reels positifs,
telle que €,, — 0 quand m — co. On suppose de plus, qu'il existe une constante x = 0 tell que

n ., '
. 4 ',q.‘,'_ , --.1'8.
Jej o] @16

aglE:

U

j
pourtoutse|U,lletm=1,2,....

Exemple 2.1.2. Considérons I'opérateur intégral X avec le noyau & (s, £) comme dans 'exemple (2.1.1), et soit

la semi-norme

PRy | - rn w3l - T sEm
($)],5€0,1i}, yeR(K).

-1
Pourtout m=2,3,.., posons s; = h, j=1,2,...m, et soit f,, (£} une fonction definie comme suit :

-1 1
ﬁm(f]zo, pour {¢ [““_—1,—_1],
Bm (D) =Bm(-0),
n=1 e L o]
=14+ - , te ,O1.
l B (1) (m-1)t, pour 1m~1 J
On vérifie aisément que
e fa_ <M _1
L | FPmd o)) =4
j=1
En effet,ona
Bm(s)= 1+(m-1)s, pour se[ = _,O],
lm—-1 |

1
m(8)= 1-(m-1)s, |
4 Bm(s) (m—-1)s, pour SE[O m—l]

Bin : pourse| 1, ' |,
[lm-1"m-1]
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2.1 Position du probléme 43

et pour tout j=2,3...m,

-2 j-1
Bm(s=s;)=1+m-1)(s—s;}, S—SJE[J 1,1 }
fm—1 m—1]
-1
{ s—5ij=1—-(m—-1){s—s;), s—s$;€ ,—
Bm(s=5)=1-tm-(s-5), s-sj¢| LI, —L]
S o] P2 J]
Bm(s—sj)=0, S—Sﬁ:[rn—l"n—l,
donc, pour tout s € [s;, S;41], i =1,2,...m—1, on obtient :
m
S o . Yoo b io we iqf o b fao A _a, s P = Ny 1
LN Pmi3— 5| = | Pm =8|+ | Pm{s—Sim)| =2+ (m—1)(5; —5i+1) =1

[
Il
-

Maintenait, pour une fonction y possédant une dérivée bornée, alors on a I'estimation suivante :

| iyl

m
¥ = y(si)Bm(s—sj)| = som 12"

=

En effet, pour tout s € [s;, $;111, £ = 1,2,...m—1,, on peut toujours approcher la fonction y (s) par un polynéme

p (s) vérifiant :

{ p(s)=as+h,
p(s) = y(s), plsiv) = y(sit1).

Dans ce cas, pour tout s € [s;,8;+11,  =1,2,...m—1, on peut écrire
m

2 Y{(8)Bm(s=s))=m=-D [yl - ylsien] s+ m=D [ y(sie1) 101 = y(s)s:]+ y(s) + ylsinn),
j=i

Y(8;) Bm(si—s;) = y(s1),

y(87) Bm (511 = 57) = ¥(50.,),

M8

IS
y
I

1
Tol
m
2 V(i) Bm{s—sj)=p(s).
j=1
in utilisant un développement de Taylor, on obtient

2
pls+) = y)+{ yV () + b 74 (5,

ps-0= ys)-¢y® [S)+%y(2’(s@),

your tout (s,{) telque s+{, s—{ €D < [s5,5:41], {>0etl < .
2(m-1)

e qui entraine

|y ()= p(s)] 5% sup | y? ()],

SE[s;,85:1]
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44 Méthode de collocation régularisée pour une équation intégrale de Fredholm de premiére espéce

donc
¥ =2 y(sj) Bm(s—s))

=1

vl
-_ b V ¥ o
*Bim-nz <O

> Les conditions (2.1.7) et (2.1.8) sont donc satisfaites, avec £, = xk=1et g/ ()= Pm(s—s;),Jj =

8(m—1)2’
1,2,..m.

» Notons que le systéme de fonctions { g}"} avec les propriétés (2.1.7) et (2.1.8) peut étre employé pour pro-
duire une quantité arbitraire de données de collocation perturbées a partir d'un packet de mesures bruitées

(2.1.6).

e 11

ry
En effet, on peut calculer { y}’} a4 partir de { y}} | en posant:

i=1 e
5_ % £
yi:Zng}”[r?], i=1,2,---,n.
=

D’aprés ce qui précéde, la quantité

(1) -4 =

' i
3
i

AR

peut étre estimée comme suit

Iy (1)~ 2] = !y(r?)— £ v+ (-t e o1

v - L y(s)eren|+ |3 (- v(s)] e )

=

=1 =
<|yen)- i y(s7) g (e + jilly;f ~y(s)| e @)
<em ||yl +¢x.
On obtient donc I'estimation
) -5 = em iyl + e @19

> Cette estimation montre que dans cadre déterministe, il est trés raisonnable de choisir le nombre d’obser-
vations m = m(¢), de facon que €,, = ¢ (I'expression a = b signifie qu'il existe deux constantes positive c_ et ¢,
tellesquec_a<b<c;a).

» Del'estimation (2.1.9), on voit également que dans un cadre déterministe, le niveau du bruit
6 i { ny _ ] Y
=max{|y(t})-y|, i=12..n

dépend du niveau du bruit { produit par les m mesures bruitées, mais il ne dépend pas du nombre de points

de collocation.

e Pour poursuivre I'analyse de notre méthode de calcul, on aura besoin aussi & hypothése suivante :
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2.1 Position du probleme 45

(H2) On suppose que, pour tout n = 1,2..., et pour § € (0,1) suffisamment petit, les données de collocation

perturbées y‘f, yg . )) sont telles que

'y[r?)—y}sl =0 - =12

n
En tenant compte de '’hypothése (H2) et la condition Z w! < w (voir (H2)), le niveau du bruit du vecteur per-
i=1

turbé 3% := [yf, ¥, ....yﬁ) de yn:=(y(z1}),¥(75), ..y (1)) par rapport a la norme de R}’ est donné par :

1

— 3 z . 2)2
Yn—a =(Zw?l(Kx){r?)—yf’) <Vws. (2.1.10)
w,n i=1
En effet,
— 3P s B TP IR O DR 1
Yn—=Vn :(J’n—}’n;h—}’”)w,n:Z"”; J’(T;)—}"-f :Z""; I(I(T'}[Tl)_yll
< i=1 i=1
511° - 2
s{maxly[rf]—yf } Zlmxf‘sw(‘)‘ ;
i=
d'ol1 ;
— & e s i 51212
Yn—¥n =) w] (Kx)(r,-)—y,-' <Vwé.
wn  \i=1

On sait que la solution (analytique) de I'équation intégrale (2.1.1) est fournie par le Théoréme de Picard via la

décomposition en valeurs singuliéres de I'opérateur K. Soit

[s,]
(K (8) = }_ ap(vp, ) , ug (8)
k=1
i {vi} et {ug} sont deux systémes orthonormés engendrés par les de fonctions propres des opérateurs K™ K et
KK" respectivement, et af,ag, ...ai sont les valeurs propres correspondantes.

-a solution exacte (instable) X de (2.1.1) est donnée par :
2 et (2.1.11)
a

;ous la condition du critére de Picard soit satisfait : & € L% (0, 1) si et seulement si

2
oo I(ukry>L2
— < 0.
k=1 ay

.e Théoréme de Picard nous fournit un critére théorique et pratique, dans e cas o1 on connait explicitement
e systéme singulier de I'opérateur K.
temarque 2.1.1. On remarque que le terme général de la série (2.1.11) est un produit de deux quantités avec

les vitesses opposées :
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46 Meéthode de collocation régularisée pour une éguation intégrale de Fredholm de premiére espéce

2

[
a

* les hautes fréquences 1/ a; — +oo.

s le coefficient — 0 (terme général d'une série convergente, il tend donc vers 0),

A partir de cette remarque, il clair que la convergence de la série (2.1.11) ne pourrait étre garantie sauf si le
coefficient de fourier {ug,y),, posséderait une certaine vitesse de décroissance qui peut contrdler la vitesse
des hautes fréquences.
Par conséquent il semble naturel de mesurer la régularité de X par la vitesse de décroissante des coefficients de
Fourier (uy, y) ,, plus precisement, on a besoin d'une condition forte de type:
= (U,
k=1 ak(tg (ak) <
ol1 ¢ est un fonction continue croissante, définie surl'intervalle [0, g] {ai} avec ¢ (0) = 0. Pour se référer & ces
propriélés, on nole : conditions (VHS) 4

Diapnes (2.1.11), vt a

20 =Y o(a)(vvp, v = (p(K*K)v) (1), (2.1.12)
k=1

m(.)
Z yu" — w, € I2(0,1).
k=1 a

La condition 5
co ( Uy, y) 12
k=1 ai(pz (d%)
exprime donc une certaine régularité en terme d'une fonction d'indexation ¢.

<0,

Pour une famille de fonctions @ = {17} vérifiant les propriétés (VHS), on introduit la famille de sous-espaces,
notée Hyp = {H, € H, p € O}

Notation. Silasolution exacte % posséde la régularité donné par (2.1.5)

20 ={p(K*K)v) (1),

[=.o]
Z eIy,

[k)

on dit alors que £ est de type H,,.
Puisque I'image R(K) < L?(0,1), tandis que I'image R(K;,) c R", alors la théorie des perturbations présentée

dans le livre de Vainikko [34, Chap.4] ne peut pas étre appliquée pour les méthodes de collocation régularisée,

1. VHS signifie en anglais : Variable Hilbert Scales

BECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques u GUELMA



2.1 Position du probleme 47

du fait qu'on peut pas estimer la norme de ¢ (K" K) — ¢ (K}; K,,) en s'appuyant sur les arguments de perturba-
tion. Pour contourner cette difficulté, on fait appel a la théorie des fonctions monotones d’opérateurs.

Notation. On note par A(H) I'ensemble des opérateurs auto-adjoints sur H, i.e.,
AH) ={Ae L(H): A= A"}

Cordre partiel A < B sur A(H) signifie que {Ax, x) < (Bx,x) pour tout x € H.

Définition 2.1.1. Soitg:J =1[0,4] c R — R une fonction continue. On dit que p est une une fonction mono-

tone d’opérateurs, si pour toute paire d’opérateurs bornés A, B € £ (H) avec g(A), o(B) c ], on ait

w(A)=@(B), pourA=<B.
On note par Mg 4;(H) I'ensemble des fonctions monotones d’opérateurs :

Mg (H) = {Q‘?: [0,al — R:@(A) <@(B)siA< B, A,Be A(H) eto(4),5(B) <0, a]}.

Théoréme 2.1.1. (Mathé & Pereverzer [24]) solent A,B deux opératers auto-adjoinis positifs, et soit b une
constante positive telle quemax{|| All, | Bll} = b. Supposons que @ est une fonction monotone sur(0,al, oitb< a,

alors il existe une constante ¢, = cy(a, b) telle que

lo (A - B < coplA-BID. 2.1.13)
De plus, il existe d, > 0 relle que
| b (2.1.14)
o) e i

pourtout,0<i<rt=a.

\insi, la fonction ¢ (fonction monotone d’opérateurs) nous permet d’estimer lanorme de ¢ (K"K} - @ (K} Kp).

’our cela, on introduit 'hypothése suivante.
(H3) On suppose que la solution exacte % de 'équation (2.1.1) satisfait la conditions de régularité (2.1.5), i.e.,
2@ =(p(KK)v)(0), (2.1.15)
pour une certaine fonction monotone d’'opérateurs ¢ sur 'intervalle [0, a] tel que :
max{|K*K|,|K;Ka|} <b<a, VYn=12,--, (2.1.16)

ol les opérateurs K, K, sont donnés par les expressions (2.1.1), (2.1.3) respectivement.
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48 Meéthode de collocation régularisée pour une équation intégrale de Fredholm de premiére espéce

Remargue 2.1.2. Considérons 'operateur integrale X avec le noyau k (s, r) comme dans 'exemple 2.1.1. Alors,

ona

[K* K| = IKI? <sup{lk(s, 0%, st€[0,1]}<y*

et de la preuve de la proposition 2.1.1, il s'ensuit que
n
|K;Kn| =sup ) ol |k(r},s)k(z], £)| =v*w, st€00,1]
i=1

ol w est définie dans I'énoncé de 'hypothése (H1).

En effet, le premiére estimation découle immédiatement de 'inégalité de Cauchy-Schwartz et de la bornitude

du noyau k(.,.). Pour la deuxiéme estimation, on peut écrire
(K K,;)l(.s‘)—f Zw"k Lt x(ndt,
et de I'inégalité de Cauchy-Schwartz, il découle

skl k(] 2)x(D

in
dfﬁf Y o k(zF, s)k(zF, )| Ix(Dldt <
0 =1

i
| i) 20 = [
0 |i=1

n 1 n
sup Zw?ik{r?,s)khf,t][[) ix(t}idtssupzwf[k(r?,s}k(r?,t}jﬁxﬂLE,
i=1

s, te[0,1] j=1
d'olt
! * 2 1 2
fg | (K7 Kn)x(s)ds] Sfo sf;{)pﬂZw”]k(rl,s k(xf i,
» I
On obtient donc
J(KaKn) x| < sup Zw"{k s k(z] )il
i ]_
ce qui donne
n
K K]l < g ;wf[k{r?,s}k[r;’,t][, 2.1.17)
» » =

et le coté droit de (2.1.17) peut étre estimé comme suit

n
|KsKn|| < sup |k(z],s)k(z], 1) Y 0} <y w. (2.1.18)
S, 1€ [0 i=1

» On voit donc, que si 'opérateur K satisfait les conditions (H1) et (H2), alors la condition (2.1.16) dans ’hy-

pothése (H3) est satisfaite si on choisit une fonction ¢ € My, 4 (H) avec max{y?,y’w} < a.

Exemple2.1.3. (i) Lesfonctions ¢(#) = ¥, 0 < ;1 < 1 sont des fonctions monotones d’opérateurs sur {0,c0].
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1 1
(ii) Les fonctions ¢ (1) =log™# (E) ou @ (1) =log™# (h)g(;)), 0 < p =1, sont des fonctions monotones d'opé-
rateur sur [0,1[.2

Remarque 2.1.3. Sous la condition {2.1.15), ces classes de fonctions peuvent étre exploitées dans notre cadre

d’étude. Pour se faire, il suffit de modifier I'opérateur K par un Ky = 0K, 0 > 0 de fagon que o (K, Kp) < [0, 1[.

2.2 Procédure de Régularisation
Dans ce qui suit, on suppose que I'équation (2.1.1) admet une solution % dans I, soit alors
y(®)=(Kz)(1).
D’aprés 'hypothése (H2), les les données de collocation qu’on dispose sont en nombre fini, de plus elles sont

ertachées d'erreurs : yﬁ = (yf, yg, yfl) €R”, de plus, d’aprés (2.1.10) vn a

<+wéb,

w,n

<+vwé, (2.2.1)

an

]'—‘AHK J?:.-yg

Vn=S

ol1 w estla constante indiquée dans "hypothése (H1).

Notre but ici est de reconstruire X a partir de yﬁ. Considérons donc le probléme matriciel suivant :
Eax=32, (2.2.2)

Puisque le probléme (2.2.2) est mal conditionné, on ne peut pas donc le résoudre directement. Pour pallier

cette pathologie, on considére alors le probléme approché (régularisé)suivant :
ax+ K, Knx=K, yﬁ (Régularisation de Tikhonov) (2.2.3)

it & >0 est le parametre de régularisation,

2our tout a > 0, I'unique solution xﬁ’n de (2.2.3) est considérée comme une approximation de collocation
‘égularisée pour .

\vant d'analyser cette procédure, il est important de connaitre la représentation de

0] * -1 *_5
xa,n:(ax-:-f(nf(n] K, vn-

2. Dans la littérature des problémes mal posés, ces classes de fonctions ont été largement exploitées dans la régulari-
:ation de Tikhonov. Pour plus de détails, on peut consulter les références :
B H.W. Engl, M. Hanke, A. Neubauer, Regularization of Inverse Problems, Kluwer, Dordrecht, 1996
B T. Hohage, Regularization of exponentially ill-posed problems, Numer. Funct. Anal. Optimiz. 21 {20600) 439464. Applica-
ions, vol. 517, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 2000, pp. 67-98.
B S.V. Pereverzey, E. Schock, Morozov’s discrepancy principle for Tikhonov regularization of severely ill-posed problems
n finite-dimensional subspaces, Numer, Funct. Anal. Optim. 21 (7-8) (2000) 901-916.

JECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques U GUELMA
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1 est clair que x3 , € R{K}). D’autre part, de la proposition 2.1.1, on sait que R{K)} est engendrée par
a,n n n g

{wnk( 4 )}?zl’
(Kru)()=> olk(z], )ui, ueR™
i=1

Par conséquent
n
=3 etk (e5). (2.2.4)
j=t

En remplacgant (2.2.4) dans 'équation (2.2.3), on obtient
& + & . 5
axa,n"'KnKﬂxa,n =Kp¥Vn»
% ]
n n —_ *
agcjmjk( ]+K K,,chw (Tj,.)—Knyn,

- n n n Iy n - < n n J
Q:-;.Cj&}jk(fj,) Zw kfehklale ZCJ k(rj,.]dt—Za)jk(rj,.Jyj,

j=

23 clk(s] ]+i(i

j=1 i=1

on arrive enfin a I’écriture

j=1

n n n 1 n
a) colk(t!,)+) (Z m;’f k[r;‘, t] k(z],t)de cj) wik(r}, )=} wik(t},.) ¥,
i=1 i=1 0 Y

ou les coefficients ¢; sont calculés & partir du systéme d’équations linéaires :
n 1 5
n n n =
ac; + Z‘im}. j; k(r}., t] k(z},t)drc;=y?,
J:

n
ac;+ Z ajjcj = yf, i=1,2..n.
j=1

1
ai; =w§f0 k(e e k(e e, ij=12..n

Ce systéme s'écrit sous la forme matricielle

—_
—_

aC+AT =2, T=(c1,cmCn) (2.2.5)

A:[a”] L,j=12,.,n
1
A:[ Jfa k[rf,t}k(z?,t}dr], doli=z Lo o

A:{m?mfj], mijzﬁlk[r?,t)k(r?,r)dt
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On remarque que

n n n n
WMy Wymyz2 - WyMIp iy Mz --- Hun Wy 0 e 0
n n . H n :
Wy Mz WMoz - i _ myy M2 - . 0 Wy ... .
= 1
A= = x 5
: . . : . . . . . . ‘. 0
7 e n
Wy My ceo WMy Mpy  *++  ++ Mppn 0 - 0 wy

donc on peut écrire la matrice A sous la forme A= MW, M = [m;;] et W =diag (0w}, 0}, ... w}).

n
Dela définition de (&, V)w,n = Z wf u; v; = (Wu, v)pn, on peut écrire
i=1

(AH, v)w,ﬂ = (WAuJ y)lﬁ" = (WMWU., v)l}?" - (ul (WMW)* v)gn

={u, wrMrw*® U)Rn ={u, WMWI")En =(Wu, MWU),—‘n = {Wu,AU}R,, = (ulAv}m,n;

de sorte gue

<'4”1 ”)&J.n = (”.l A")IJ.HJ V”i Ve Imfz

On voit que A est auto-adjoint pour le produit scalaire (-, )y, n, de plus {(Au, u)y, , = (MWu, Wu)p» = 0. En effet,
soit @ () = [@1 (1), @2(8), ... @n ()] tel que @; (D = k(zF,£), i=1,2,..,n,0na
1

n n
Y Y @i (D) (Dwlouu;ds

n n 1
(MWu,Wu)mrl:Z,qu cp,—(t}<pj(t)w?m;3ugujdt =
i=1j=1

i=1j=1

1| n n 1/ n 2
= f (Z w} @; (£) u,—) (Z wfp; (D) uj) dr =f (Z wly; (f) u,—) 20.
0 \i=1 j=1 0 \i=1
Ainsi, pour toute valeur du parametre de régularisation « > 0, la matrice al + A du systéme (2.2.5) est un opé-

rateur strictement positif et auto-adjoint sur R;,. En conséquence, le systéme (2.2.5) est uniquement résoluble.

’ Lemme 2.2.1. Sous les conditions (H;),i = 1,2,3, on a lestimation

‘ vy J
| |+~

- Vo
= <élpla)+@lmn)] +m6

‘ot la constante ¢ est indépendante de « et n. En particulier, pour a > 0 apparienant au domaine de @, et si

n:= n(a) est le plus petit entier positif tel que 7t piq)< @, alors

<2 ép(a) + —@6.
a

IZ 2/a

[+

dreuve. Soit g, (£) = (a+ 1)~'. En utilisant cette notation, on peut écrire %°  sous la forme
g D n,a

xg,a =(a I+I(,,’:K,,,]—1 K;yg =B [K;KH}K;yg.
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52 Méthode de collocation régularisée pour une équation intégrale de Fredholm de premigre espéce

En vertu de la proposition 3 (cf. [25]), on a pour toute fonction ¢ satisfaisant (2.1.14),

sup |(1-ga(8) r)(p(t)[‘:q’{ o (2.2.6)
a

te[0,a]
oli dy, estla constante indiquée dans le théoréme 2.1.1.

Ona

= x5 0= 2— 8a (K Kn) K5y Vo + 8a (Kiy K ) Ky Kn 2 — 8o (K Kin) Ky K,
Kp&=Ta, KX,
d’ot
% - x5, = ga (KK Kyt (ré,,Kfc— yﬁ) + (I - go (K} Kn) K2 Kn) 2. (2.2.7)

En utilisant (2.2.1) et le calcul fonctionnel des opérateurs auto-adjoints, on peut estimer le premier terme du

chHté droit comme suit

rﬂnKi_ygﬂ

0 (KiK) 3 (T, K 215 | < 0 (2K K g -

w,n

<ssup|Vi(a+™|Vws,
£=0

1
et de I'inégalité sup Vi (a+ )~ = ——, on obtient
g tzg ( ) 2va

£ (2.2.8)

\/_

D’autre part, en tenant compte de (2.1.5) (X = ¢ (K™ K) v), on peut décomposer le deuxiéme terme de (2.2.7)

e (R -7

comme suit

(1- 8o (KnKn) Ky Kn) 2 = (I - g (K7 Kn) K5 Kn) 0 (K7 K ) v
~ (I~ 8a (K Kn) Ky Kn) 9 (K Kn) v+ (I = 8o (K Kn) Ky Kn) @ (K K) v,
d’oit
(71— 8a (K Kn) Ky Kn) £ = (I - ga (K;; Kn) K Kn) 9 (K Kn) v
+ (I - ga (K5 Kn) Ky Kn) (@ (K*K) = ¢ (K7 K )) v.

En utilisant la condition (2.2.6) ainsi que le calcul fonctionnel des opérateurs auto-adjoints, on obtient les

estimations suivantes :

(7~ ga (K Kn) K K)o (K5 Kin) ]| = [[(1 - 8 (K Kn) K K 0 (K K 101
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< sugl ga(t)r)qo(t)lllvn<urp( )
t=

Puisque

(- ge (K2 Ka) K3 K)| < sup|(1-ga (0 1) <1,
le théoréme 2.1.1 et la proposition 2.1.1, nous permettent d’écrire
1(I - ga (K Kn) K Kn) (0 (K K) - 0 (K5 Kn)) v]| = 101 | (@ (K K) - 0 (K} K)) |
=Cp IIUIIQOUIK*K—K;K,!")S(;"u”{p(ﬂn) (2.2.9)

En combinant les estimations (2.2.8) et (2.2.9), on trouve

”im .. = 2”/\/*_6+ ucp (@) +clivligtrn) < é[p @+ @]+ 5%6,
oll £ = max { hdyll cll v%l} Siae %, tel que n, < a, alors @ (a) = ¢ (n,) entraine
0]
”:?:—xg,n & <2ép{a)+ %6.
Ce qui achéve la preuve du lemme 2.2.1. ]

Soit la fonction © (£) définie par: © (£) = Vg (f) , t € [0, | K[?]. Cette fonction peut nous servir au choix a priori
du paramétre de régularisation. Notons que pour & >0, @ = @7 (8) si et seulement si ¢ (@) = %

a
On note ici, que pour « > 0, n () désigne le plus petit entier positif satisfaisant 7, =< @, ol1 {7} est la suite

introduite dans 'hpothése (HI).

Théoréme 2.2.1. On suppose que les conditions (H;), i = 1,2,3 sont satisfaites. Soientd > 0 tel que 6 € R(©) et

a =071 (8). si n=n(a) est le plus petit entier positif tel que 7t .z, < e, alors

|#=2 ], <cole™ @), (2.2.10)

ot la constant c ne depend pas ded.
’reuve. D’apréslelemme2.2.1,0na

5 5 v

"x— xf;,n(a} - < 2¢8p (o) + 2\_/56'
Je plus, de la définition du parametre « :
=07 O =o@= L
@ T
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54 Meéthode de collocation régularisée pour une équation intégrale de Fredholm de premiére espece

il vient
) )
e ®)= , —=¢(@7©)
o )= 7= = & ¢ ( )
ce qui donne
w
ﬂ:‘c—xﬁmm 2 =28 C )R gt’p{@_l @) = [25+ ?){p[@_l ©) = cp{071(5),
< % w
ollc=20+—. 8
2

On voit donc, si la condition de de régularité est exprimée en fonction d'une fonction monotone d’opérateur g
{(voir (2.1.5)), alors on peut utiliser le théoréme 2.2.1 pour établir un bon ordre de précision. Pour cela, il suffit
de choisir @ =©7! (§) et n=n(a) comme dans la théoréme 2.2.1.

Remarque 2.2.1. Notons que dans le travail [25], il a été démontré, que I'ordre de la précision ¢ (07 (6)) ne
pent Btre nmclioed en géndenl aond In condition (21 5) Par conséaqnent, ce tany pent gerir camme &tant 1 de
repere d'évaluarion d’erreur.

Plusieurs auteurs ont étudié des schémas d’approximation K™K de K K, dépendant de a.

» Dans [9], il a été montré que la condition |K*K — K K,|| = @® donne un ordre optimal si la condition de
régularité est exprimée en fonctionde ¢ (f) = t#,0< u < 1.

» Il est important de noter que I'estimation (2.2.10} est un résultat général. Elle englobe tous les types de régu-
larité” qui ont été étudiés dans les procédures de régularisation. De plus, I'ordre de précision obtenu sous la

condition (2.1.15) est optimal.

2.3 Choix du parametre de régularisation

Dans la pratique, il est trés difficile et parfois impossible de choisir de maniére optimale le paramétre a. Ce
constat est di au fait que la solution qu’on cherche est inconnue, et les information a priori dont on dispose
sont limitées, ce qui rend certains résultats théoriques inapplicables, notamment dans les problémes d’aspect
expérimental.

8 La question est donc comment faire un choix de fagon & obtenir ordre quasi-optimal relativement acceptable
vis-a-vis I'objectif souhaité.

Dans ce but, on suitla méthode développée dans [25] et qui a été généralisée dans [28].

3. Type Holdérien: (1) =, 0<pu<1.
Type logarithmique : ¢ (1) =log # (%] oug(#) =log™ (log(%)), O<pu<l.

4. Les problemes pratiques sont de nature irés complexe et leurs traitement ne se fait pas par des méthodes
standards. On doit penser donc & d’autres méthodes sophistiquées qui peuvent traiter cette complexité.
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Pour poursuivre les calculs, on aura besoin d'un résultat crucial démontré dans [27, lemme 3]. Ce résultat se

résume comine suit :

soient ¢ est une fonction monotone d’opérateurs et 77 un réel strictement positif. Alors il existe deux

constantes positives c_ (7, ¢}, ¢+ (7, ¢) ne dépendent que de ¢ et 7 telles que

c-(m, P @) < p(nt) < c.m,@)p (1), 2.3.1

pour tout f tel que ¢ et f7f appartiennent au domaine de .

Dans la pratique, les valeurs du parameétre de régularisation a sont souvent choisis parmi certaines suites géo-
méfriques :

G?:{[xl‘:agqi, iznu]r"'M}J

oit ay = 62, g > 1 et M est déterminé selon le critére qM" ap=1l< qMau.

En vertu du lemme 2.2.1, on peut proposer une stratégie adaptative pour choisir le nombre 7 de collocation en
fonctionde o € Gi‘;" , telle que I'influence de I'erreur de discrétisation n'amplifie pas de maniére brutale le bilan
d'erreur global.

D’aprés lelemme 2.2.1,0n a

N . N
”x— xg,n(a) 2= 28 (a)+ ﬁé (2.3.2)
Notons que si n > n(a) l'erreur ”J‘C- xg,n - demure valable, mais la taille du systéme linéaire algébrique qui

donne la solution xﬁ,n augmente.

Dans la suite, on suppose que &g (6%) < I Ce cas n’est pas une restriction, car dans le cas contraire, le c6té

w
Iroitde (2.3.2) est superieur a la constante —\/4— pour touta € Gg"' :

in vertu de l'estimation (2.3.2) et le [28, théoréme 1.7.1], on montre gue si

2Vw
= M. || & 5 . .
a+—max{ajEGq. Xajn(a;) ™ Xainia) _.\_/%__5, 1—0,1...]}, (2.3.3)
dors
,i—x§+,n(a+] Lzsl?-é\/ﬁrp(&], (2.3.4)
= ) VSN V()
1 a estla solution de I'équation 2¢¢ (@) = ——4.
2Va
dreuve. Ona
2-2 szap{&]a»i“ié,
a,n(a) 12 2\/;
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donc

D’autre part, on a

) ) A
X —X =——5=8¢& (a}
an(a] as,nia:) - = e i
et
P ' _l= ) & )
A= Xanla) ;2 SN "% (YT X oy T Xa, nay)
L a,na a,n{a 2
<fz-x0 _ +"z-xg+m(a+J |L254égo(&]+8€go(&],
II,YI(II] L‘?'
ce qui donne
5 I
"xc = Xa, @) || 2 = 12¢¢ {a:),
Il résulte enfin
[ESEA e ek 2.3.5)

Théoréme 2.3.1. Sous les conditions (H;),i=1,2,3,0na

-

”x— xg_‘,nm;) <cp(071 ),

12

oit la constante ¢ ne dépend pas de d.

Preuve. Remarquons que a dans (2.3.5) peut étre représentée comme suit

a=0"1(c,8), ouc, = —4@

En effet, ©(f) = Vtp(t), et on a 26:,0[&] = %6, donc \/grp(&] = gﬁ = @(a), soit @'1(\‘:?6) =a=
2Va

87! (c,6)).

Si ¢y =< 1, alors la preuve du théoréme decoule immédiatement de (2.3.4). Supposons que ¢, > 1, i.e.,
a > aop:=071(5).

vo_ola)

Dec, = 5 {car@(&} = gﬁ), etd =0 (aope) = \/m(p (@ope), on a
o)  Vapla) vi . ]
= 0 (aopr) VTopip (Topt) = B T [“ Filgppe= tp(af] = cp(rxap;]],
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En utilisant (2.3.1) et (2.3.4), on obtient

A

5
“x ~*a.,n@)

2 S128V/70 [ aope)y lL e @aps=> (p[c"c] <@ aop)),

etde (2.3.1),0ona

@ (ng,) a:apz} = CE,QD (aﬂpf) 4

donc

Y 5 P
”x_ Ko nle.) 2 = 126\/50549 (aopt] .

Or
9 (o) =9 (07 0) = |- 55 niar |, <126vGC20 (07 ®)),

donc, si ¢ = 12é/gc?, il résulte alors

<cp(071 ().

T Yag,n(as)

”:’c P

I2
u

Remarque 2.3.1. A partir du théoréme 2.3.1, on voit que cette stratégie adaptative de choix du parametre de
régularisation &, donne une erreur optimale de l'ordre ¢ {07 (§)). De plus, elle n’exige aucune connaissance

sur la régularité de la solution exacte.
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3

Méthode de Sinc-Collocation régularisée
pour une équation intégrale de Fredholm
de premiere espece

3.1 Position du probléme

Le but de cette étude est de développer une méthode numérique d’ordre de précision trés élevé, pour une

classe d’équations intégrales de Fredholm de premiére espéce :

b
f&:(s,t}g:(s)d&—y{.ﬁ), {€ [a, 1], (8.1.1)
a

3.1.1 Approximation de Sinc sur la droite réelle

Uapproximation de Sinc d’une fonction x(f) définie sur I'intervalle (—oo,c0) est donnée par :

N
x(0)= Y x(kh)S(k, h)(). #.12)
k=—-N

1faut mentionner ici que cette approximation est formelle.
Définition 3.1.1. On note par D, la bande infinie de largeur 2d (d > 0) du plan complexe :
Dg:={zeC:lz|<d}.
dour < £ < 1, soit
Dyle) = {ze C:|Im(z)l < d(1-¢g), |Re(z)| < é}

Jnnote par H' (Dy) 'espace de Hardy sur Dy, i.e., 'ensemble des fonctions analytiques sur Dy, telles que
N(f,Da):= ?_1:%( f |f(z)[1dzi] <co.
aDy
. théoréme qui suit, démontré par Stenger ', précise le taux de convergence de I'approximation de Sinc, qui
st de type exponentiel si la fonction qu’on veut 'approcher appartenant a 'espace de Hardy H' (D) et décroit

xponentiellement sur la droite réelle. Pour plus de détails, on renvoie le lecteur aux références

1. E Stenger, Numerical Methods Based on Sinc and Analytic Functions, Springer, Berlin, New York, 1993.
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Théoréme 3.1.1. Soienty, P et d des constantes positives, et soit f une fonction vérifiant les conditions suivantes
(i) feH'(Dy),

(i) |f(D]<yexp(-Bltl), VieR.

Alorsona
N
sup |f(0— Y fUkRSKR0)]|<cN? exp[-(dpNE],
—oo< [<co k=-=N
s cune costante posiive, et = {22
0u ¢ Une consianie posiilve, € = ﬁ—N i

Soit £ = ¢{z) une application conforme qui transforme le domaine D (de frontiére D) vers une bande D telle
que
¢((a, b)) = (—o0,00), limg(£) = oo, lirr;(,o(t} =00
= P

Maintenant, pour appliquer I'approximation de Sinc sur un intervalle fini (a, b) , on choisit la fonction () :

i—a
=1n|22],
e b—t]

Cette fonction transforme le domaine complexe

{z:x+iy'.]arg[z::”<dsg}

vers la bande infinie
D — — 5 . d
d_{iz_y+tﬁ.]ﬁ|< <—2}.

Les fonctions de base sur l'intervalle fini (a, b) deviennent :
sin [7(¢(2) - kh)/ k]
L (p(t) — kh'

= Sinc [(¢(2) — kh) / k).

Deplus,ona
av_so_J L k=]
S(k,h)uh}—akj—{ i il
Dongc, les noeuds de la fonction S(k, 12) o () seront :
s a+ be*"
tp = kh)= ——,
ek 1+ ekh

et les formules d’interpolation et de quadrature pour une fonction x() sur |4, b] seront données par les expres-

sions:
N N
x(0)= Y x()Sk,hop®)= Y x(p~'(kh)S(k,h)op(D), (3.1.3)
k=-N k=-N
b N
fx(r)d.tzh ﬂ (3.1.4)
a k:—N(P (tk)
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Théorgéme 3.1.2. Supposons que, pour un changement de variable x = ¢~ (1), la fonction f(p~ () satisfait les

hypotheéses (i) — (ii) du théoréme 3.1.1, pour certaines constantes positivesy, f et d. Alorson a

N
f@ =Y flo  (kh)Sk, h)op(x)

< cNZexp [—(n—dﬁm%), (3.1.5)
k=—N

sup
a<x<b

- el |2
il ¢ est une constante positive, et h = (ﬁ_N) :

3.2 Meéthode de Sinc-Collocation régularisée
Dans cette partie, on considére le probléme régularisé suivant :
[(aI+K*K}x§] (5)=(K*y°)(s), s€labl, 3.2.1)

En utilisant I'approximation de Sinc, on transforme le probléme continu (3.2.1) en un probléme discret en
limension finie. Cette étape intervient les opérations suivantes :

Jn commence tout d’abord par une approximation de la solution régularisée xg (£) comme suit :

N
B =Py =Y xie 7 (kh)Sk, h)op(s) (3.2.2)
k=—N

Remarque3.2.1. Pour tr = ¢ (kh) € (g, bl,ona
x5 (t) = Pn(xd)(ty), jEI-N,NI.
in effet, ona

N N
Pyt =Y. e km)Sk,Wop(ty) = Y. x5 (kh)Stk, b op(p™ (jh)

k:_N k=A—rN
= Y L kh)Sk, B (jh)
k=-N
N
— S = 0) _
= k:Z_Nx“((p LEm)sS) = 25)).

in substituant I'expression (3.2.2) dans I'équation (3.2.1), on obtient deux expressions

N
({aHK*K) Y xﬁ(cp“i(kh))S(k,h}ogo) ()= (K*y°)s), selabl, (3.2.3)
k=—N

N
Rf,"ﬁ(s)={(a1+K*K) i xf,(tp_l(kh))S(k,h)otp(S)J—36(5), s€la,b]
k==N

u RY () est la fonction résiduelle.
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62 Méthode de Sinc-Collocation régularisée pour une éguation intégrale de Fredholm de premiere espéce

Pour résoudre 'équation intégrale (3.2.3), on emploie une méthode de collocation standard, comme dans le
calcul des intégrales. On fixe donc un ensemble de points de collocations {s;} < [a, b], et puis on calcule les
valeurs de la fonction recherchée aux points de collocation.

Pour
a+ be'm
1+eih

si=@ Wik = , i€[-N,N],

ona

N
(@l+K*K) Y. 2207 (km)Stk, Wop(D)|(s;) = (K*y*)(s;), i€Sn,
k=—N

RY%(sn=0, ieSn.

Ainsi, 'équation (3.2.3) prend une nouvelle écriture matricielle

AyXy = by, (3.2.4)
ol
[ b pb N
Ay= aS(k,h}o(p(si]+ff k(z,s)k(r, Sk, h)op(Ddtdr ;
a Ja k=—-N
[ 8 N
et

by =[g%s»], ieSw.

En utilisant la formule de quadrature (3.1.4), on peut évaluer les élément de la mairice Ay comme suit: On a

aS(k, i) o (s)) = aS(k, k) o @9~ (ih)) = aS(k, h)(ih) = ab'?,

et
b b b b
ff k(r,s,—}k(‘r,I)S(k,h}ow(t}dtdr=f k(t,s;) [f k(r,nS(k,h)cp(t)dt| dt.
a a a a
b N k(z, t7)S(k, h)op(2)) a+bel"
=~ | k(z,s)|h - dt, = il =——= JE[=N.N].
L (%50 j=Z—-:N @ () noh=Eeun 1+eih JEL=N,N]
be {0)
Kz, Stk oglty) N KT 185, _ ko
=N @' (1)) =N 9 @' (1)
il vient
b k(t, 1) 2 k(Ty,s:) k(Ty, t) a+ be™
kT,S' h_—r—’_‘d‘r:h . T ’ ’ "= % h’ TR T _NJ
fa FE oy WD g Y PP TEENN
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3.3 Analyse de convergence 63

On trouve donc N
N -
An=|abQ+H Y MT"’S‘} k(rr”’tk)]
: n=—N ¢ (Tn) @ (1) Ji,k:—N

De méme, pour le vecteur by, on trouve

b
gy = [K*yﬁ](si)=f k(r, sy (1) dr
a
A )
=~ h —_— 9 'E '_Nr 3
n;N o) i€[-N,N]
ie.,
N k(znsi)y® (@)
by=1|h —_— 1, i[€e[-N,N].
N ,,:Z_N @ (Tn) (=N,

3.3 Analyse de convergence

Cette partie est consacrée a 'analyse de convergence de la méthode Sinc-collocation, appliquée a notre équa-
iion intégrale de premiére espéce (3.1.1).
Pour établir le résultat de convergence, on commence tout d’abort par le résultat préparatoire suivant :

a+ bef
tell (™!
T elle que xg (¢~ ()

satisfair les hypothéses (i) et (ii) du théoréme 3.1.1, oix %8 est la solution de Uéguation régularisée {3.2.1). Seit
yp a 4 8t

Praposition 3.3.1. On suppose que k(.,.} € €({a, b] x {a, b];R), et soit (,0"1{() =

N
PR = Y, x40 (o (kh)S(k, ) o p(2),
k=—N
"approximation de Sinc de x, pour un pas de taille h, oit les coefficient x™™° (¢~ " (kh)) sont la solution de

"équation matrictelle Ay X = by. Alors sous ses conditions, on a l'estimation d'erreur suivante :
| -Ppmid)| <V [er+ e | AR o M exp(-c2VR), (3.3.1)
)L Cy,Co et cq = (@) sont des constantes positives.

reuve. Soit

N
L@ =PFmS) =Y«  (kh)S(k, h) o p(t)
k=—N

i x4 (=1 (kh)) sont les coefficients de approximation de Sinc de la solution régularisée x2, évalués nu-

nériquement en résolvant I'équation matricielle (3.2.4). Notons aussi
= 1
Pyx)()= ). xo(p  (kR)S(k, h)op(n),
k=—N
approximation de Sinc de la solution régularisée x2, ot x?*™ (¢~ (kh)) sont les coefficients de I'approxima-

ion en valeurs exactes aux points ¢~ (kh).
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64 Meéthode de Sinc-Collocation régularisée pour une équation intégrale de Fredholm de premiére espéce

En ciithetitiiant D"“m{xa\ ﬁ'oen n. (1-5\\ Aare Pdmiatinn (3.2.7). ok nat nrvru-n
uuuuuuuuuuuuuuu N s Spre 4 [V ATVl wARALAG 2 Tifrenaiaisaa )y Cii o

g9 =(al+ K K)PF™D)](9), selabl, (3.3.2)
:’\6 * 5
g (9=|(al+K"K)Py)(0] (), selabl. (3.3.3)

En donnant ala variable sles valeurs {si};__,;, on convertitles (3.3.2) et (3.3.3) sous forme de systémes linéaires,

a partir desquels, on calcule les coefficients :

[x?“m'5(w_lfkh)ﬂ =4t s N

lk==N ri=—N

S, —1 !
[xa[(,o (kh))]k_ —AN [g (sl)]
==-N z——N

sup [x2m™ (o7 (eh)) - 22 o7 (eh)| < | Ay i) B lg (s)-§ (sa’ (3.3.4)

n.r_uN

D’autre part, on a
[(ar+ k" K1 Pu )] (9= 22 (9 - [(aT+ K KV 220y - e ),

ce qui donne

[
g 9=g"@-|(al+K"K)(5w) - Py ).

Puisque la fonction k(.,.) est continue sur [a, b] x [a, b], soitalors M = sup |k(f,s)|. Une estimation directe en

ast,s<h
utilisant I'inégalité triangulaire donne
| 5 A0 I s 5.l | . S |
sup [g (5il—8 lSIJ’ <05”x" I’Ntx&J” +(b- CU' sup IIC[TrSJ!CLI,SJIHJC&—Fle&J",
i€[-N,N] t,5,7€[0,1]
ou encore
A8
sup |g(s)-g (59| (a+(b- M) |25
ie[-N,N]

En vertudu théoréme 3:1.1,0na

%6 - Prd) " <aVNexp(-cVN]

etdonc

(a+(b-@*M?) e VNexp (-, VN) (3.3.5)

sup Ig‘s(s;]—g (si)] =

Enfin, en substituant I'estimation (3.3.5) dans l'estimation (3.3.4), on obtient

sup

32 ™ (7 (o)) - xb (97 (k)| < (e + (b - @*M?) | A7} | 1V exp [~ c VN).
ke[-N,N]
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3.3 Analyse de convergence 65

Maintenant, en faisant une estimation uniforme, la quantité “ Py(xd) - prim( “ peut étre estimée comme

?‘,‘“f’
sup |(P(xd)-PR“m(xd)) (0] = sup > [ teny) - <2 (o™ (k) | Sk, h)orpm
re[a,b] fela,b] |k=—N
< |20t (khy) ~ 22 (0™ (kh))| sup Y Sk, Yo (0)]
i tela,bl k=—N
<(a+(b-a)*M?) ]]ANlﬂcl\/_exp( cz\/_] e Z [S(ic h)o (1),
N 2 2
etde sup )} |S(k, h)o<p(t)|s;{3+log(N)} (¢f. Stinger [29], pour N assez grand, on peut remplacer — {3 +log(N)}
tefa,b] g=—N b4
par N de facon que
sup |Py(x3)— PR (x8)| < (@ + (b- @2 M2) | A 1 N2 exp (-2 V).
1€la,b) "’ * ’ :
De
|- premed|_ <[ - vt | + |Pwiehy - BB
2 - Dy _=a v Nexp (—czx/ﬁJ +(a+M?*) | AR @ N exp [—cz\/ﬁ)
lonc
|x3-Prmed)| < vVNle + ol 47 Nexp[-cVE),
M ¢y = [@+ (b— a)>M?| . =

>roposition 3.3.2. Soit K un opérateur linaiér bornée et a > 0, alors

1

ﬁ[aHK*K}‘EK*ﬁ S5

>reuve. Posons R, = {al+K*K)™' K*, alors l'opérateur
RaR}= (@l +K'K) KK (al+K'K) " = (I +K*K) °K*K
15t un opérateur auto-adjoint positif. D’aprés la théore spectrale des opérateurs auto-adjoints, on a
IRl = | RaRy || =sup{A (A + @) *: Ae o (K*K)},
't donc

1

A
IRl :SUP{I‘/:_E :A€U(K*K)} 52

3
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66 Méthode de Sinc-Collocation régularisée pour une équation intégrale de Fredholm de premiére espéce

Proposition 3.3.3. Pourtouta>0,0>0,0na

|4l = 5%
(44 all — 2 \/E ’
ol X (Tesp. xg ) est la solution régularisé de l'équation 3.1.1 pour les données exactes y (resp. les données bruitées

yé), avec ﬂyﬂy‘s | <é.
Preuve. Ona

Ixe = x5l = @I+ K" 7K (y- Y2 < | (@l + K* K K|

e

Théoreme 3.3.1. S0ir X ia soiurion exacre de i équarion 3.1.1. On suppose que % e R{{K"K}"), pour un cerrain

v €]0,1]. Alors

seomax{af",%},

. ]
-

Preuve. Ona

2= [0K) " K% e+ Ty

ce qui implique

(@l + K" K)¥=ax+K"y,

et donc

L L GL I S St
Comme par hypothése £ € R((K*K)"), il existe donc u € L*(a, b) tel que % = (K*K)" u, ce qui nous permet
d’écrire
%= xell = a|(@l+K*K)™ (K*K)"|| llull. (3.3.6)

Or, 'opérateur K™ K est auto-adjoint positif, donc d’aprés la théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints, on

a
ﬂ‘v
laI+K* K (KK ] = supd - el K). (3.3.7)
N - A+ W )
On remarque que, pour A>0etvel0,1],ona
A
‘A"v = ~v=1 (E}V = ‘::‘\’—1 e Ma W2 3
A+a 1+ o~
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3.3 Analyse de convergence 67

£3.3.6), (3.3.7)21(3.3.8), il réculte

1%— Xell < llulla® (3.3.9)

DYaprés la proposition 3.3.2 et Uinégalité (3.3.9), il découle

)
z-x‘ﬁ”s 2= xgll+ <lula’ +—,
|- ] =12-xal >
donc
5. d
“x— X scomax{a”,ﬁ},
ol ¢g = 2max{|u|, 1} B

h 3 S R . | B GEF  Mel ooy e Tag e 1 4 3 —————— s ool e T2 L Lol P LR ..
nernudiyue J.9.1,. LT UITULTILHT 1.5.0 1HIUVLIUT U ULl PTUL LLIUISIL U CLL lULILLIVLL UT U UT 1ayUlLL Juc

2\/ a ’ )

luréa(é‘) 0 et hm——:(}.

7=

LAY

Iheoreme 3.3.2. Sous ies condirions de ia proposirion 3.3.1 et ia condition X € R{{K~ K ), pour certainv € 10, i],
alorsona

—— <q,max{a ,v‘s_}ﬂ/—[zclﬂa 450 N exp(~c2V),

ol ¢y, €1, C2 ef ¢y = c(a) > 0 sont des constantes positives.

Preuve. Lapreuve repose sur la proposition 3.3.1 et le théoréme 3.3.1. En effet, on a

|# - xaem2] < VN [2¢1 + ca | A7 oo N] exp (- e2VE),

S qul LIplyue

[#= wzemt] < 2= w2+ [ azem?]

=0y max{

?}w VN 201+ ca || Ay | o N] exp (_sz)

ml
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%

clc;clear all;close all;

k=input(’k=7); A
a=input(’a=’); yA
hinnnt (k=) - Y
y=input (’y=’); A
N=input (’N=’); yA

exacte=input (’exacte=’); ¥
epsilon=input (’epsilon=’);%
A(1)=(b-a) /(2% (N-1)):

Al =(b-a) /(2% {§-1));

for i=1:N

PROGRAMME COLLOCATION

le

la

la

le

la

le

novau k

borne inférieure de 1’intervalle d’intégration
hAarna evn-:—\r‘n--inn-u-n An T 2dn+aritalla .q:-:n+a‘.-.:1——,\+«' (atal
donnée exacte

nombre de discrétisation

solution exacte

niveau du bruit

taux(1)=(((i-1)*(b-a))/(N-1))+a;

and

‘or i=2:N-1
W ly=\b—ady/ =1y ;
mnd

I

‘or j=1:N
g St el

S0=0;

or n=1:N
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70 Programme MATLAB

S2(i,j)=S0+W(j)*W(n)*k (taux(j),taux(n))*k(taux (i), taux(n));
BO=5911 1)

end

end

end

52

%calcul v delta

for i=1:N

f(i)=y(taux(i));

N maqinemandes Fod =

anstlandsznlds ! raxy .
CPoiiChTignlunibgs 1i7

< L :
%calcul delta
della=noruyi-ydelia)

%calcul de alphamax et alphamin et alpha (MOROZOV)

1=0:

E2=1;

ST A T N AAT A0

L=L+1;

B=0.75"L*delta*eye{length(S2))+82;

C=inv(B)*ydelta’;

for i=1:N
DO=0;
for j=1:N

X2(i)=DO+C (G )*¥W (i) *k(taux{(j) ,taux(i));

e wrs N

D0=32{ij;
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end
x2w
for i=1:N
D20=0;
for n=1:N
N2 CI=N20+W Y k(e (tany (3) +any (MmN *kX¥2(n)) -
D20=D2(i);
end
end
D2;
E2=max (abs(vdelta-D2))
end
L

alphamax=0.7b " L*delta’

bael
=03

J2=alphamax;
viile vz N deliia

1=1+1;

B=0.75"1xdelta*eye(length(S2))+82;

C=inv(B)*ydelta’;

‘or i=1:N
DO=0;

‘or j=1:N
X2(1)=DO+Ci)*W (i) *xk(taux(4) .taux(i)):

DO=X2(i};
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72 Programme MATLAB

end

X2;
for i=1:N
D20=0;
for n=1:N
D2(1)=D20+W(n) * (X (taux (i) .taux(n) )*X2(n)):
D20=D2(iJ;
end
end
D2;

V2=max{abs(ydelta-D2))

alpunamin=0.75 \(1-i)=deliaz
alpha=(alphamin+alphamax)/2

%calcul de la solution approchée par la méthode de collocation

B=alpha*eye(length(S2))+52;

M Sl DV tse ATl I &

e e Y Rt

for i=1:N
DO=0;

for j=1:N
X201 =D0+CENFW () ¥k (taux (1) taux(i)):
DO=%2(1);

end

end

X2;

Y%calcul de la solution exacte
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EX(i)=exacte(taux(i));
EX;
ERRcollocation=max (abs (X2-EX))
figure(1),
plot(taux,X2,’g’),
hald on
plot(taux,EX,’r’),
figure(2),

plot (taux,abs(X2-EX),’r’),

% DPROGHAMME SINC

clc;clear all;close all;

[E U T T U A G Eempmess W
i i i oai ' at. BaTs k
a=input (*a=’); % la borne inférieure de 1’intervalle d’intégration
s=input (*b=’); % la borne supérieure de 1’intervalle d’intégration

281=@(T) (b-a)/((T-a)*(b-T));

y=input(Cy="); % la donnée exacte
J=-inrm11("h]'="\: Y1a nomhra da discrdticatinn
:xacte=input(’exacte=’); % la solution exacte

:)psilon=input (’epsilon="); % le niveau du bruit

1=pi/(N~0.5);

%les points de collocation

t (i+N+1)=(a+bxexp(i*h))/(1+exp(ixh));

end

%calcul de la matrice S

for i=1:0%N+1

R(i)=psi(t(i));

ECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques

U curLMA
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end

for j=1:2#N+1
for i=1:2%N+1
s0=0;
for n=1:2xN+1
s(i.9)=s0+(k(t (@) .t (1)) /R@N*&E& @) .t ())/RG:
sO=s{i,jJ;
end
end
end
¥o-tcoul de vdelta

f-aii-lii UT yusiLua

1oL 1=1:z*NT1

H(i)=y(t(i));

end
H
ydelta=H+epsilon*randn(size(H))

delta=norm(H-ydelta)

%calcule le vecteur Bn
for i=1:2%N+1
h0=0:
for n=1:2%N+1
b(i)=b0+(k(t(n),t(i))*ydelta(n))/R(n);
b0=b(i);
end

end

o
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B=h*b’

%calcule de alphamin et alphamax et alpha (MOROZOV)

e=0;
E=1:;
while E > delta

a=a+1 -

A=0.7"ex(delta*10)*eye(length(s))+h~2%s ;

X=inv(A)*B ;

for i=1:Z#N+1
DO=0;
tor n=1:2%N+1
D(1)=D0+(k(t(i),t(n))*X(n))/R(n);

DO=D(i);

and

end
L
i=max(abs (ydelta-F))
:nd

1lphamax=0.7"e*(delta*10)

=e;
'=alphamax;
thile V < delta

K=K+1:
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Programme MATLAB

A=0.7"K*(delta*10)*eye(length(s))+h~2*s ;

¥=inv{AY%xR -

for i=1:2%N+1
D0=0;

for n=1:2%N+1

D{i)=D0+{&{t{i),t{n))*X{n))/R{n);

DO=D(i);

end

R-1i;
alphamin=0.7"(K-1) *alphamax

alpha=(alphamax+alphamin)/2

ﬁ——\‘inh—a*nwn(\‘l Anctrh oYY Ah "V a
chivva ke Fa i

-e r J T N e — 3

X=inv(A)*B

for i=1:2xN+1
EX(i)=exacte(t(i)):

end

EX

Z=max(abs (X-EX’))

figure(1),

%la solution exacte

%les figures
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figure(2),
plot(t,abs(X-EX’),’g’),

ECHOUAT Taher

E.D. de Mathématiques

U GueLMA






B

Tests numériques

On considere ies deux exempies suivants :

Exemplel

b4

2 . 3 T . 3
[4s+1]sin(3s° + 21— 1)x(Ddt = 3 [4s+1]sin(3s”),
0

1 la solution exacte est x(f) = cos(2t—1).

= LT Y

SACILL IO &

1
f {s—I)esz+t_1x{t)dr=—é{e”z—l)(s—l)esz,

GG =

i1 la solution exacte est x(f) = 1.

3.1 Méthode de Collocation

ixemplel
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Tests numeériques

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

T

T

1

sol aprochée (collocation)
sol exacte

1 1 I

0.2

0.4

1 1
0.6 0.8

1 1.2 1.4

N=20, delta=0.01
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B.1 Méthode de Collocation

81

x 10

15

T ¥

courbe d'erreur

/ \
F, \\
.f/ \‘a
Ub —/ \ 4
\
\
\ /
\ J
e
/
U 1 1 I 1 1 I 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16
' N =20, delta=0.01
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Exemple2

sol aprochée {collocation)
sol exacte

0.3

0.8

0.7

06

0.5

04f = 2

1 1 1 1 1 1 i

1 1
0 c1 02 03 04 05 06 07 08 09
N =10, delta=0.01

BECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques U GUELMA
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0.02 11 1 § 1 1 T T 1§ T 1§
courbe d'erreur

0.018

0.016

0.014

0.012

0.01

0.008

0008 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 089

N =10, delta =0.01

ECHOUAT Taher E.D. de Mathématiques u GUELMA
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B.2 Méthode de Sinc

sol aprochée (sinc)
sol exacte

08

06t

62

-
i =9
T

086 1 1 L I 1 1 i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1b

N =20 , delta=0.01
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B.2 Méthode de Sinc

85

10
515, 1 : . , . . :
courbe d'erreur
/’\ TRy
2k / i
\ 4
sl Fd -
kY //
/
1L \ "y i
¢
\/
s |
05} 5 // .
\\__\‘/ ;
O i 1 ] 1 1 1 1
0 02 0.4 06 08 1 1.2 1.4
N=20, delta=0.01
xemple2
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86 Tests numeériques
1 .1 i ] 1 i i ] ] i i
— sol aprochée (sinc)
T sol exacte
d9r
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18 ¥ 1 1 i T 1§ T i i
courbe d'erreur

3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 089

N=10 , delta=0.01

~ommentaire. On remarque d’apres l'expérimentation numérique que la méthode de Sinc est meilleure par

apport 4 la méthode de collocation standard.
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