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Abstract

We analyse the Rosenblatt process which is non-Gaussian, a selfsimilar process with
stationary increments and which appears as limit in the so-called Non Central Limit
Theorem (Tagqu (1979)).

We give its representation as a Wiener-Ité multiple integral with respect to the Brow-
nian motion on a finite interval and we develop a stochastic calculus with respect to it by

using both pathwise type calculus and Malliavin calculus.
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Résumé

Dans ce mémoire on analyse le processus de Rosenblatt qui est un processus mon
gaussien, autosimilaire & accroissements stationnaires, défini comme étant une limité au
sens du théoréme de la Limite Non Centrée (Tagqu (1979)).

On donne sa représentation comme une intégrale multiple de Wiener-It6é par rapport
au mouvemnent Brownien sur un intervalle fini et on développe un calcul stochastique par
rapport 4 ce processus, en tenant compte des deuz types de calcul : le calcul trajectoriel
(ou de pathwise) et le calcul de Malliavin.



Introduction

Les processus autosimilaires ont un intérét trés important dans la pratique, puisque
les caractéres d’autosimilarité apparaissent dans de nombreux phénoménes comme les
télécommunications, les sciences économiques, ’hydrologie et les turbulences, etc.....

De nombreux travaux sur ces phénomeénes ont été réalisés, dont les plus importants
sont : Taqqu [17] comme guide sur les intéréts de autosimilarité dans beaucoup d’ap-
plications ; Samorodnitsky et Taqqu [10] sur les monographies et Embrechts et Maejima.
[21] sur ’étude compléte sur les processus autosimilaires.

Dans ce mémoire, on ce propose de faire une analyse d'une classe spéciale des processus
autosimilaires qui sont définis comme une limite au sens du théoréme de la limite non
centrée (voir Taqqu [18]).

Rappelons briévement le contexte général :

Considérons (£,),, .  une suite de variables Gaussiennes stationnaires d’espérances

nulles, de variances égales 4 1 et de fonction de corrélation

I =1

r(n) == B[€o€,] = n* %L (n) (0.1)

od H € (3,1) et L (n) est une fonction a variation lente & Vinfini (voir [21]).On note par

H,, (z) Le polynéme d’Hermite du degré m donné par

—22/2

-1)" d™e
Hu () = (m)' e da™

Soit g une fonction telle que E[g(&)] = 0 et E[g(£)°] < co. On suppose que le

rang d’Hermite est égal 4 & ; au sens que si g admet une suite de développements par les



polynémes d’Hermite
9(2) =Y afi(), o = 2 [g (60) Hi (&)
=0 )

alors :

EE{ a0}

Notons que k > 1 a cause du fait que E[g (§,)] = 0. Il résulte du théoréme de la limite

non centrée (voir [18]) que :
[nt]

;11? Z g9(&)
3=1

converge vers le processus

ZE () = c(H, k) /R ) / (H (s—y,-)l(”“%)ds) dB,dB,,....dB,  (0.2)
0 \j=t

au sens des distributions finies-dimensionnelles quand n — oo; Ou z, = max (z,0) et
Pintégrale ci-dessus est une intégrale stochastique multiple de Wiener- It6 par rapport au
mouvement brownien (B,), g - La constante de normalisation c(H, k) est positive et est
telle que E [Z¥ (1)°] = 1. Le processus Z% (t) est appelé le processus d’Hermite. C’est
un processus H-autosimilaire dans le sens ol pour tout ¢ > 0, (Z% (ct)) L (FZE @),
o “2 7 signifie 1'équivalence de loutes les distributions finies-dimensionnelles. Notons
qu’il est aussi 4 accroissements stationnaires.

Lorsque k¥ = 1, le processus donné par (0.2) n’est rien d’autre que le mouvement
Brownien fractionnaire de parametre de Hurst H € (1,1). Il est clair que si k > 1,
le processus n’est pas Gaussien. Lorsque k = 2, alors le processus donné par (0.2) est
appelé, selon M.Taqqu [16], le processus de Rosenblatt.

Pour se familiariser avec la théorie des processus de Rosenblatt, le lecteur pourra
consulter les ouvrages suivant : Dans [13] et [14] J.M. Albin a étudié des propriétés
extrémales de la distribution du processus de Resenblatt. Le théoréme de la limite non



centrée a été donné, par Leonenko et Ahn dans [19]. Pipiras [26] et Pipiras et Abry [27]
ont étudié I'expansion du type-ondelette du processus de Resenblatt.

Dans ce mémoire notre objectif est de développer un calcul stochastique par rapport
au processus de Rosenblatt. Bien que la commmunauté scientifique porte un intérét no-
tamment au mouvement brownien fractionnaire, puisque c’est le processus le plus étudié
dans la classe des processus d’Hermite 4 cause de son importance significative dans les
problémes de modélisation, le processus de Rosenblatt est aussi important de part ces ap-
plications pratiques en raison de son autosimilarité, la stationnarité de ces accroissements
et sa dépendance & mémoire longue.

Notre travail se compose essentiellement de quatre Chapitres :

Dans le premier chapitre, on introduit les notions de base sur les processus 4 temps
continu tels que les processus autosimilaires, le mouvement brownien fractionnaire, I’in-
tégrale multiple de Wiener-1t6, les processus d’Hermite et le théoréme de la limite non
centrée.

Dans le deuxiéme chapitre, on définit les processus de Rosenblatt et on démontre
particuliérement une représentation du processus de Rosenblatt sous forme d’intégrale
stochastique sur un intervalle, qu’on utilisera pour introduire un calcul stochastique par
rapport & ce processus. Pour finir ce chapitre on introduit les intégrales de Wiener par
rapport au processus de Rosenblatt.

Dans le troisiéme chapitre, on définit le processus de Rosenblatt & valeur dans les
espaces de Hilbert et on étudie ’équation d’évolution stochastique par rapport i ce
processus.

Le quatriéme chapitre est consacré au calcul stochastique par rapport au processus
de Rosenblatt. On décrit les applications du calcul stochastique trajectoriel introduite
par F.Russo et P. Vallois [9] du processus de Rosenblatt et on définit I'intégrale au sens
de Skorohod, on termine ce chapitre par la mise en évidence du lien entre 'intégrale de

Skorohod et P'intégrale trajectorielle, et par la formule d’It6 au sens de Skorohod.



Chapitre 1

Introduction sur les processus a

temps continu

1.1 Généralités
Soit (2, F,P) un espace probabilisé.

Définition 1.1 Un processus aléatoire & temps continu est un famille de variables aléa-

toires (Xy),cg définies sur (2, F,P). On peut également le voir comme une fonction aléa-

toire

X :  §)— {fonction de R, dans R}

Définition 1.2 - Une filtration est une famille (.‘)t;;)teR+ de sous tribus de F tel que :
F. CFs Yi>s>0

Définition 1.3 - Un processus (X;),cq est adapté o (Fi),cg si X; est F—mesurable
Vt>0
10



- La filtration naturelle d’un processus (X;),.p est donné par (.EX ) ter, 5 OU FF =

0(X;;0<s<t).

1.1.1 Processus a accroissements indépendants et stationnaires

Définition 1.4 Un processus stochastique (X;),.g est & accroissements Indépendants si
(X: — X,) est indépendante de FX; Wt > s> 0. (1.1)

Définition 1.5 Un processus stochastique (X;),.p est & accroissements stationnaires si

la variable aléatoire X;.p, — X; est & méme loi que Xi>o.
(e Xyn—XpnX;—Xo VYh > 0). (1.2)

Définition 1.6 Un processus (X:),-, est appelé processus & trajectoires continues (ou

stmplement continu) si

P{weQ, t — X;(w) est continue }) = 1.

1.1.2 Mouvements browniens

Définition 1.7 Un mouvement brownien standard (m.b.s) est un processus aléatoire &
temps continu (B;),.p+ tel que

i) By=0 presque sirement (p.s).

i) (Bt)s>g €8t @ accroissements indépendants stationnaires.

ii) B, ~ N(0,8) V&> 0.

i) (Bt)s>q €5t @ trajectoires continues.
Remarque 1.1 D’apreés cette définition, on a :
Vi>s>0 B;—B;«~N(0,t—s).

11



On notera que dans ce cas
E(B;—B,)=0, E(B,—B,)’=t—s.

Proposition 1.1 Un mouvement Brounien standard (By),, est un processus & trajec-

toires continues, -gaussien -avec m(t) =0 et cov(Xy, X;) = min {t,s} =t A s.

Preuve. Il faudrait vérifier que C1B;, +........ + Cp B, et une variable aléatoire gaus-
sienme. Remarquons que : By + B; = (B; — B;) + 2B, est gaussien comme étant une

somme de deux variables aléatoires gaussiennes. Soit maintenant ¢ > s> 0

m(t) = E(B)=0
R(t,s) = cov(B:,B,) =E(B;B;)
= E(B;— B,)E(B,) + (B(B,))’

= 0+s
dou R(t,s) =tAs. m

1.1.3 Martingales & temps continu

Définition 1.8 Un processus (My),o adapté & (), tel que
) E (M) <0, VE>0
i) B(My | Fs) < M, (respEB(M; | Fs) > M,) ps Vt>s>0.
est appelé sousmartingale (resp. surmartingale).
Lorsque (M), est & la fois une sousmartingale et surmartingale, on dira que (Mz)e=0

est une martingale.

Proposition 1.2 ( ¢f. [20]) Le mouvement Brownien standard (B;),,, est une martin-

gale par rapport & sa filtration naturelle (FF),. .

12



Théoréme 1.1 ( cf. [20]) (Théoréme de lévy) Soit (X;),, un processus & trajectoires
continus, adapté & une filtration (Ft),, et tel que

i) (Xt)¢»o €St une martingale par rapport & (F3)q

ii) X2 —t est une martingale par rapport a % -

Alors (X;) est un mouvement brownien standard.

1.2 Processus autosimilaires

Soit (€2, F,P) un espace des probabilités. Dans tout ce qui suit, on utilisera la nota-
tion suivantes : X; = Y, Vit > 0, lorsque le processus (X;),, et (Y;)tzﬂ ont une méme

distribution pour tout ¢ > 0.

Définition 1.9 i) On dira que (Xt);>p est continu stochastiquement a t, si pour tout
e >0,

hLéﬂ'gP{!Xt+h —Xi| > e} =0.
it) On dira aussi que (Xt)i>g est trivial, si (X;) est constant presque sdrement pour tout

t>0.

Définition 1.10 Un processus stochastique (Xi),., est dit autosimilaire de paramétre

d’autosimilarité H > 0, si pour tout a > 0

X 2 aBX,. (1.4)

Théoréme 1.2 Le mouvement Brounien (By),qest 1 —autosimilaire.

Preuve. Il suffit de montrer que pour tout a > 0, (a_%Bat) est aussi un mouvement
Brownien; les conditions i),ii) et iv) découlent des propriétés de (B;). Pour iii) on a :
comme (B,;) est un processus gaussien d’espérance nulle alors (a"%Ba,,) Pest aussi. De

2
plus, on a E ‘(a_%Bat) =1, d'ou '(a_%Bm) est un mouvement brownien standard. =

13



Proposition 1.3 ( cf. [20]) Soit (X),, un processus autosimilaire de paramétre d’au-
tosimilarité H. Le comportement limite de (Xy),, quand t tend vers Uinfini est donné
par X £ iR X

. 8i H <0, alors X, % 0

. St H=0, alors X; il Xi

. Si H >0; et X, # 0, alors | X;| 2% co.

Théoréme 1.3 Soit (X;);,, un processus non-trivial, H-autosimilaire et & accroisse-

ments stationnaires. Supposons que E [|X1]*] < co. Alors on a :

E[X,X,] = % {tﬂf +s2H |- s[m} E|X[. (1.5)

Preuve. D’aprés autosimilarité et la stationnarité des accroissements de (X3),q,

on a:

E[XX] = 2 {B[X/]+E[X]] -E[X,- X}
= % {B[X7] +E[X?] -E X ]} (proposition (1.3))
= -;- {t2H + 27 |t — s‘]zH} E{|1x1]%] .
]
Proposition 1.4 i (X;),, est H—autosimilaire et H > 0,alors Xo =0 p.s.
Preuve. D’aprés la définition 1.10, X, ~ a¥ Xy, doncon a Xp =0 p.s. m
Remarque 1.2 La proposition 1.4 n’est pas valide quand H = 0.

Exemple 1.1 Soient (Y;), g un processus strictement stationnaire, £ une variable aléa-

toire indépendante de (Y;). On définit (Xy),5, par :

Xt — Yiogt: t> 0}
£, t=0.

14



Pourt > 0,

d
Xat = Yl-ogat = 1/logtz+lctgt = Yiogt =X

donc on a

{(th)t:»o ? f } i {(Xt)t>0 € }

qui entraine que (Xi),, est 0-autosimilaire, pourtant Xo # 0.

Théoréme 1.4 (cf. [21]) On suppose que (Xt)so est H—autosimilaire, & accroissements
stationnaires et tel que H > 0 et (X;),5q est non-trivial Vt > 0.Alors on a :

i) SiE|X17| < oo pour 0 <y <1, alors H < 1/7.

it) Si B |X;| < oo, alors H < 1.

i) SiE|X;|<ocoet0< H<1, alorsE[|X;] =0 Vt>0.

w) SiE|[X1| < oo et H=1, alors X; =tX; p.s.

Théoréme 1.5 Soit (X;),., est H—autosimilaire, & accroissements stationnaires avec

H>1. Alors on o E [(Xl)I/H] = 00.

Preuve. Supposons E [Xll/ H] < 00. Comme 7 = 1/H < 1, alors on a d’aprés le
théoréme (1.4); i) H < 1/ = H, ce qui est absurde. m

1.3 Dépendance & mémoire longue

On considére maintenant le cas ol 0 < H <1 et E [|X1[2] < 00, On pose :

En, = -X!'J.-l-l = Xn, n=0_0,1,23,..... 5
r{n) = E[&,], n=01,23,.....,

15



ou &, est une suite de variables aléatoires gaussiennes stationnaires et r (n) la fonction
de corrélation alors on a :

r(n) ~ H (2H — 1)n*#2E [|X1°], quand n — oo, si H # 1

T {n)=10; quand n > 1, si H = 7.
En effet, d’aprés la proposition (1.4) on a Xo =0 p.s et d’aprés le théoréme (1.3), on

a:

r(n) = El§é.] =E[X: (Xny1 — Xa)]
= E[X1Xpu] - E[X1X,]
_ _;_ {(n + 1)2H _on2H | (n— 1)2H} E [|X1|2]

pour n > 1, d’ou le résultat..

Corollaire 1.1 Soit r (n) la fonction de corrélation d’un processus H— autosimilaire et
& accroissements stationnaires, avec 0 < H < 1 et E []lez] < oo. Alors on a :

1)0< H<3=>32 |r(n)| < oo,

8) H =1, (€ (n))ay sont non corrélées,

8) 2 <H<1=> donc Y2, |r(n)| = oo.

Définition 1.11 - Si 0 < H < 3, r(n) < 0 pour tout n > 1, on dira qu’on a une

corrélation négative.
- 5i -;- < H <1, r(n) >0 pour tout n > 1, on dira qu’on a une corrélation positive.

- 8i 32 o lr (n)] = oo, on dira que le processus est a dépendance & mémoire longue.

1.4 L’intégrale multiple de Wiener-Ité

On considére P'espace de Hilbert séparable L? (T, 3, 1) , ot (T, 8) est un espace mesu-

rable et i est une mesure o —finie. Dans ce cas les processus Gaussien W sont caractérisés

16



par la famille de variables aléatoires {W (A),A € 8,1 (A) <oo }, o0 W (A) =W (14),
iti W (A) est uiie mesure A valeur dans E* Q, F,P).

1.4.1 Construction de I'intégrale stochastique multiple.

Soient By = {A €[ :pu(A) < oo} et &, (m > 1 fixé); Pensemble de fonctions élé-

mentaires de la forme

Vi k€ {1,..,m}.

Définition 1.12 Soient f € £, {A€f:pu(A) < oo} et m > 1; On définit lintégrale
stochastique I, (f) de la fonction f € L*(T™, 8™, i™) par :

()= 3 GpinW (Ai) W (4s,). (1.7)
$titm=l
D’aprés cette définition on a les propriétés suivantes :
Proposition 1.5 (cf. [6]) Soit I, (f) Uintégrale définit par (1.7), alors on a

(v) I, est inéarre

Gy Lidfi=1Is ( f) ou f dénote la fonction symétrique de f.
. F (¢ 3
1.€ f( 1,....,tm) = ﬁzf (ta(l),....,tc(m))
oeD ;
La somme % représente l’ensemble de toutes les permutations de {1,...,m},

(@#) B(In(f) L (9) = {‘;l (7.3 sim g

— 8i m=gq

17



Définition 1.13 Soient f € L?(T?), g € L?(T9) des fonctions symétrigue. Pour tout
1 <r < min(p,q) la contraction de r du f et g est noté par f ®, g, elle est définit par

On note que f ®, g € L? (TPHi%r).

Proposition 1.6 (cf. [6]) Soit f € L? (T?) une fonction symétrique (z’.e Fe f) et soit
g€ L2 (T). Alors on a :

L(HL(9) =L (f®9) +phL1(f@19). (1.8)

Proposition 1.7 (cf. [6]) Soient f € L? (T?) et g € L*(T9) deuz fonctions symétrique.

Alors en a :

L g)= Y ! ( i ) ( ! ) Lptg-ar (f ©r 9)- (1.9)
r J.

r=0 r

Proposition 1.8 (cf. [6]) Soient H,, (z) “le polynéme d’Hermite” d’ordrem eth € H =
L*(T) un élément -de norme égale a. 1. Alors on a :

miH,, (W (h)) = / B (t1) b () W (dtr) W (dtn) . (1.10)

1.5 Mouvement brownien fractionnaire

Définition 1.14 Un processus gaussien centré (Bf'),. est dit mouvement brownien
fractionnaire de paramétre de Hurst H € (0,1), s’il admet comme fonction de covariance

la fonction :
Ry (t,s) =E(BEBE) = % (52H P s|2H) : {1.11)

Proposition 1.9 (cf. [6]) Le mouvement brownien fractionnaire (Bf),. ; est le seul pro-

cessus qui vérifie :

18



(¢) La H—autosimilarité.

(#2) La stationnarité des accroissements. En particulier :
E(|BF-BE))=|t—-s* Vvts>0.
(433) Bf ~ N (0,t) et admet comme fonction de covariance
Ry (t,s) =E(BFBH) = % (323 + 27 — |t - s|2H) ;

Remarque 1.3 i) Si H = 3, Bf est le mouwvement Brownien standard,

i) Si H # §, BF n'est ni une semimartingale ni un processus de Markov (voir [6])

Définition 1.15 Soient ¢ : R — C et 0 <y < 1. Alors ¢ est dite héldérienne continue

d’indice -y s’il existe une constante c tel que :
lo(@) —e @) <clz—y Vz,y €R. (1.13)

Lemme 1.1 (¢f. [21]) (Version Générale du Critére de Kolmogorov) Soit (Xy),s,

un processus stochastique satisfaisant :
E [[Xt - ij“} <Clt—s™  Ws>0. (1.14)

Pour 6 >0, e >0 et C > 0. Alors (X),, admet une modification & trajectoires héldé-

riennes continues d’indice y € [0,£/6]

Théoréme 1.6 Le mouvement brounien fractionnaire (Bff ) o € paramétre de Hurst

H € (0,1) admet une modification & trajectoires héldériennes continues d’indice v €

[0, H].
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Preuve. Choisissons 0 < S < H . Alors on a d’aprés ’autosimilarité et la stationna-

rité des accroissements de (BtH ) .

B[|B7 - B7"] = B[|BiL "]
= [t—s/""E||BI["]

Il résulte du critére de Kolmogorov qu’il existe une modification d’indice y < (H/8 — 1) 8 =
H — B et comme 3 est trés petit (3 — 0),doncy < H. =

1.5.1 Représentation du mouvement brownien fractionnaire dans
un intervalle

Soit (Bf),. o,z (T est fixé), un mouvement brownien fractionnaire de parametre de
Hurst H € (0,1), on note par £ 'ensemble de fonctions étagées définies sur R, . Soit H
Pespace de Hilbert défini comme étant ’adhérence de £ par rapport au produit scalaire

<1[0vt}’ 1[91‘9]>‘}{ = RH (t7 S) -

La fonction 1jp — B; peut se prolonger en une isométrie entre H et I’espace gaussien
H,associé avec (Bf), cjo,7] » ©0 1ote cette isométrie par ¢ — B () . Alors {B (¢) , ¢ € H}
est un processus gaussien ironormale (au sens do définition 1.16) asvocit uvee Peopuce de

Hilbert H.

Définition 1.16 On dira que le processus W = {W (h),h € H} défini sur un espace
de probabilité complet (2, F,IP) est un processus gaussien isonormale (ou un processus

gaussien dans H) si W est une famille de variables aléatoires centrées tel que

E(W ()W (g)) = (h,g) Vh,g € H.
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Dans cette partie on veut établir une représentation du mouvement brownien frac-

tionnaire comme étant un processus de Volterra. Pour cela on ne considére que le cas o
1

Il est simple de voir qu’en peut écrire la covariance de mouvement brownien fraction-

naire comme suit :

Ry (t,s) = a(H) fo /U | r — u** 2 dudr. (1.17)

ot a(H) = H(2H — 1) . Cette formule implique que

T T
0,8y, = a(H) [e /ﬁ Ir — ™2 4 dudr;. (1.18)

pour chaque paire de fonction ¢ et ¥ de £. On peut écrire alors

P2 _ (TU)H_%
B(2—2H,H-1)

TAWL
x j o1 2H (r — ) HF (y _ )3 gy, (1.19)
0

|r —u

oil 3 la fonction Beta. En effet, on suppose que r > u et par un changement de variables

___1‘—1) r .
z=_—etx=_—-,ona:

f v 28 [ 'u)H_g (u— ’U)H_% dvu
0

_ (Tqu)za—ajm(zu_ 1-2H _H-3 ..
= (ru)tH (r— w)?H2 / (1—2)""2H pH-1q

on a fB(pgq) = folch“"l (1—2)"'dz V p,q > 0, donc jg(l—w)l_ﬂf ~3dz =
B(2—2H,H-1),

alors,
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/u Rl (e ’U)H_% (uw— v)H_% dv=2; (2 —2H,H — %) (ru)%"H (r—u)?H 2.
0

Considérons le noyau de carré intégrable
3 t
Ky (t,5) = e(H) st-F f (w— o) % uF-day, (1.20)
1/2

ot ¢(H) = {W%} et t > s.

On déduit des formules (1.17) et (1.19) que le noyau Ky est vérifie

ﬂmsKH (t,u) Kg (s,u)du = c(H)Q/mS (ft (y—-u)H‘% yH*%dy)

([ (z— )72 ;034 )ul”*szu
= ¢(H) ﬁ(z 2H, H — )ff ly — 22772 dzdy

= Ru(ts). (1.21)

la formule (1.21) implique que le noyau Ry est bien défini.
D’aprés (1.20) , on obtient

aKH OKu )—c(H)( )H" (t— )75 (1.22)

Considérons K}, 'opérateur linéaire de £ dans L? ([0, T]) définie par

T
Eo) 0= [ 002 ¢9)a (1.23)
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noter que
(Kilpg) (s) = Ku (¢, 8) 1o (5) - (1.24)

L’opérateur K7 est donne une isométrie entre € et L? ([0, T']) qui se prolonge 4 ’espace

de Hilbert H. En effet, pour tout s,t € [0,7] on a d’apres les formules (1.24) et (1.21)

(K;Ilt{,,t],K}}l[o,g])Lz([oﬂ) = (Ku(t,.)1pg Ky (-‘3,-)1[0,3]);:2([0,1"])
tAs
_ f Ky () K (6, 0) s
0
= Ry (t,s) = (Log, L)y -

D’aprés les formules (1.22), (1.23) et (A.1), Popérateur K}, peut s’exprimer en terme

d’intégrales fractionnaires :
- 1 -2 (8 -3, H-1
(Kip)(s)=c(H)T | H— 5)8 ( U 2 (u)) (8)= (1.25)

pour chaque a € [0,7], on a:

(Kz) ™ (Loar) = - @ Pl( 7o) st H (Di“%uff‘%) () Lo, (5)- (1.26)

Proposition 1.10 Soit W = (m)tE[O,TI , processus défini par
We=B ((Kz)™ (1pa)) -

Alors W est un processus de Wiener et le processus (B{?),., admet comme représentation

intégrale
4
Bff=/ Ky (t,s) dW,.
0

de plus, pour chaque ¢ € H on a :

B(p) = fo K (ip) dWi.
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Preuve. En effet, pour tout s,¢ € [0,7] on a :

E(W:W,) = E(B((K7) ™" (1pg)) B ((Ki) ™ (1p.4)))
= ((K;{)kl (1[0,t]) ) (K;f)_l (1[9:51) )71'

= (1(011], 1[°=3]>L2([D,T]) =sAt.

1.6 Le processus d’Hermite

On donne dans cette partie quelques propriétés du processus d’Hermite

Définition 1.17 Le processus d’Hermite Z% = (ZI’} (t))zem d’ordre k > 1, k € Z de pa-
ramétre de Hurst H € (1/2,1) est un processus stochastique défini par l’intégrale multiple

de Wiener-Ito d’ordre k par rapport au mouvement brownien standard (By), g est de la

forme

ot z, = max (0, z)

Remarque 1.4 Un suppose que H € [3,1].

i) Si k = 1, Z% est le mouwvement brownien fractionnaire de paramétre de Hurst
Helo,1].

i) Si k > 2, le processus Z% est non gaussien (voir [15])

#t) Si k =2, le processus Z¥ est appelé le “processus de Rosenblatt”.

Proposition 1.11 La fonction de covariance du processus de Hermite est défini par

1_ 1-H 2H-2\k
R(t,s) =E[Z% (t) 2% (s)] = c(H,k)? 2 (21-1 (21’;1 - 1’3 ) % (t”" +88F |t — 3|2H) .
(1.28)
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ot B est la fonction Beta et

1_1-H 2H-2\k\ 7}
c(Hk)? = (6 (23(251-1’3 ) ) ) (1.29)

Preuve. D’aprés le théoréme de Fubini et ’isométrie de I'intégrale multiple de Wiener-

It6. on

R(t,s)

Soit 3

on a:

a :

t s K 1, 1-H (141=H
= c(H,k)szK (/; ./0 ]__'[(u*yi);(E F )(""“yi)+(2+ " )d”’dﬂ) 1,7, R Ay
i=1

= c¢(H,k)® /Ot fns '[nﬁ’ L]i! (u— yi);(%+¥) (v— y,-);(%_'-%) dyl.......dyk] dvdu

= e | t I [ [ =) g 5 dyrdvdu

(p,q) = jg 2271 (1 - 2)"1dz; V p,q > 0, la fonction Beta, de I’identité

fk f (1= )" (v —)* dy = B (a, 20 — 1) [u — o™

1 1—H 2H-2\* 1t r* am_2\ k
R(t,s) = c(H,k)zﬂ(—-— ; )/] u—v| * dvdu
2k k g . (' | )

= c(H, k) Ba & 21?2)K1 (t2H +82H |- SI2H)
’ H((2H -1) 2 |

on choisit ¢ (H, k)de sorte que E (Z% (1)) = 1, d’oit

_(B(k—5E, 2=2) -1
C(H’k)z_( 2H(2§f—lk) ) '

et on a :

R(t,s) = (tzH—i- $2H |t - s|2H) ;

[N
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Remarque 1.5 De I’H-autosimilarité et de la stationnarité des accroissements du pro-

cessus (ZF (t)) on a pour tout p > 1:

teR’
E[|Z5 (t) - Z5 ()] = c(p, H, B) [t — s

d’ot il résulte que les trajectoires du processus d’Hermite sont presque strement holdé-

riennes d’indice ¢ tel que § < H , et que tout les moments sont finis.

1.7 Théoréme de la limite non centrée

Rappelons que (cf. [21]) : Si X, X5, .....une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées, avec E(X;) =0 et E(X}) =1. Alorson a :

1 [nt]
Z X; converge en loi vers B;. (1.30)
=1

-1
ne ;
oll B; est un mouvement Brownien standard. Si on fixe ¢t > 0 on obtient le théoréme

classique de la limite centrale (TCL)

Théoréme 1.7 (cf. [21]) Supposons (Xy),., est continu stochastiquement. S’l eziste un
processus stochastique (Y;) 1, ot un nombre réel {a (X}, X > 0} aveca()) > O,Alim al)) =

—00

oo tel que
1 en loi
—— Y5 28 X, quand A —s oo (1.31)

a(A)

Alors pour quelque H > 0, (Xt)i>o est H—autosimilaire, d’ailleurs; a () est de la forme
a(A) =XIL())

ot L est fonction a variation lente
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Définition 1.18 L (\) est dite & variation lente si
Ali.m L{cA)/L(N)=1 Ve > 0.

Théoréme 1.8 (cf. [21]) Soit {£,} une série gaussienne stationnaire telle que : B[¢,] =
0,E[6]] =1 et E[€,¢,,4] ~ n'L(n) quand n — oo. VH € (3,1) et pour tout

fonction a variation lente L, on définie une autre série stationnaire (X, i)jen PAT

X;=86-1. (1.32)
alors;
1 « en loi
= Yy X; 75z (1.33)
7=1

ol Z est une variable aléatoire non gaussienne et sa fonction caractéristique est donnée

par :

i07] (21 ) o(H-1) T4 2H-1)
Ele E <oy » 171 — Tp] Iz — =il dz o (1.34)
p=2 R

=2

D’apreés ce théoréme Taqqu [16] a considéré une version du processus (1.32) et il a ob-
tenu un processus de limite de n=# ;_1 X;. Ce processus de limite est H—autosimilaire
d’apres le théoréme (1.9) et est le premier exemple de processus autosimilaire non gaus-
sien, de plus il est référé par un processus de Rosenblatt.

On introduit maintenant le théoréme de la limite non centrée, on considére une série
stationnaire de variables aléatoires gaussienne (f :i)j ez avecE (ff) =1 et sa fonction de

corrélation

r(n) =B[gt,] = n*"
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Soit g une fonction dans R de la forme :

oo

g(@) =) aH/z)

=0

tel que
Elg&)] =0 et E[g(£)*] <oo.

ou H; (z) est le polynéme d’Hermite
et
1
a= ﬁ]E [9 (€0) Hi (€0)] -

Comme E [g (§,)] =0, on a k > 1, ol k est définie le rang d’'Hermite de la fonction g.

On introduit aussi une série des processus donné par :

[nt] 0

n 1 . 1
Z W=z 9(&) (20 e ZM=— > g() (@<0),
7=1 Jj = —[nu}-1
(1.36)
d’apreés [18] (voir aussi le théoréme 3.4.1 dans [21]), on a :
2B ik quand 7 — oo.
on utilise aussi la notation suivante; si f une fonction dans R; tel que :
= J
@)= 3 £ (L) 1140 @, (1.57)

Jj=—o0

o () = i f ('g';) i) (), for(e)= _in (%) 11,40 (2) -

i=0 "

aussi
f+_ + =

n n,007 fn- = Jn,00-
Théoréme 1.9 (cf. [15]) Soit f € |H| tel que f,* € |H| pour tout n > 1 et supposons
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que

|fa — flgg—0 quand T — co.

Alors, quand n — oo,

#f(D)ae) 2 a [ 1@z 0. (1.38)

JEZ

ou g est une fonction de la forme > -, ciH; (z). avec un rang de Hermite égale a K.
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Chapitre 2

L’intégrale de Wiener par rapport

au processus de Rosenblatt

2.1 Le processus de Rosenblatt

Dans cette section on analyse quelques propriétés de base du processus de Rosenblatt,
en particulier sa représentation comme une intégrale stochastique sur un intervalle fini.

On a d’aprés la formule (0.2) avec k =2 :

zy )= z=a) [ [ ([ -wi® (=) 7 ds) dBudB,  (21)

ol (By), g est un mouvement Brownien standard réel. La constante a (H) est positive

et est telle que E (Z%) = 1. La formule (1.29) avec k = 2 donne :

. (BEHE-1)"\"
a(H) _( H(2H—1) )

Rappelons que le processus (Z¢),c(o 1) est H—autosimilaire, & accroissements station-
naires et admet une modification a trajectoires holdériennes presque sirement continues

d’ordre § < H. De plus d’apres le corollaire 1.1 le processus (Zt)te[l),T] est 4 dépendance
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4 mémoire longue lorsque H € (3,1).

La représentation (2.1) n’est pas trés commode pour construire un calcul stochastique
par rapport au processus (Zt);cp 715 d’oll la nécessite de représenter (Zt)sepo.r comme un
intégrale stochastique par rapport au mouvement brownien dans un intervalle de temps
[0, 7.

Rappelons que le mouvement brownien fractionnaire (Bf),, de paramétre de Hurst

H > 0 admet la représentation suivante :
t

B{{=/ K" (t,8) dW,
0

ot (W),o,77 st un processus de Wiener standard,

K¥ (t,s)=c(H)s1 ¥ /t (u— s)H_% T 2dy (t>3) (2.3)
et L
3 H(2H-1) :

c(H) = (,6(2-——2H,H—%)) ) (2.4)

Proposition 2.1 Soient K le noyau défini par (2.3), (Zt)te[gﬂ le processus de Rosenblatt
de parameétre de Hurst H. Alors on a :

t ot t aKH’ BKH'
Z (‘i‘) d(H) ] / [f T (u-.- ?!1) —5‘—_ (u'.' y2) du:| dB?h dBT"f (2'5)
0 Jo y1Vyz “ u,

0t (Bt),eo,7y €5t un mouvement brownien standard,

ff:# (2.6)

et
d(H) = — iid . 7
( )_H+1(4(2H—1)) (2:0)

Lemme 2.1 i) La constante d(H) est une constante de normalisation, elle est choisie
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de sorte que,

E(Z2,) = (t2H +s?H |t 3|2H) .

z
2

it) On peut montrer avec difficulté que le processus

Z, = d(H)/ ] [jy:vm OK™ (u, yl) (u Y2) du] dB,,dB,,

Défini un processus H-autosimilaire & accroissement stationnaires.

Preuve.i) On a:

E(ZZ2,) = d(H) / ~ f dy,dys

s HKH 8KH K OKH
% ( / [ 2 ) 2 ) 2 0,40 2 (v,yz)dudv)
vivyz Jy Ou

v OU

- d(H)ﬁf:/:dvdu (fAv%f( ) il — (&, yg)dyl)z
= d(H)? (H (2ﬂ—1))2£t£8 |u-—v|2H'"2dvdu=R(s,t).

ii) Pour tout c >0 ona:

Zy = ff U; 8KH( u, 1 ]) (u ’llz)du} dB,,dB,,
= /f [-/;\/—3 5 (cu 4;1)6 (cu, y2) deu| dBy,dBy,

c

LU ]

et comme By, =@ c3By et 2K (cu,cy;) = H-32K7 (y, ;) on obtient

Zu L M,
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La relation
K7 (t+h,s)— K¥(t,s)= KT (t—s,h) Vs,te[0,T], s<t et h>0

donne la stationnarité des accroissements du Z. m

Preuve. (De la proposition 1) : Soit th le processus de Rosenblatt comme défini dans

(2.5) . Montrons d’abord que les variables aléatoires

Z b;ZtI et Z b;ZtI

=1

ont méme loi, pour tout b, ....,b, € R et ty,....,t, € [0,T]
On emploie le critére de Fox et Taqqu (voir [22]) stipule que si f € L? ([O, T]2) est une
fonction symétrique, alors la loi de I'intégrale multiple de Wiener-It6 I (f) est déterminée

d’une maniére unique par ses coefficients.

(2.8)
autrement dit, si deux fonctions symétriques f, g € L? ([0, 7]*) ont les mémes coefficients,
alors les intégrales multiple de Wiener-1t6 I, (f) et I3 (g) d’ordre deux ont méme loi.

Il suffit donc de montrer que pour tout ¢,s € [0, ; les variables aléatoires Z; + Z,

et Z, + Z, ont la méme loi.

Notons que
Zt -+ Zs =I(fis)
ou
¢ AKH KH'
frs (W2) = lpg (v1) Log (v2) f —3;;“( u, Y1) —— (u,y2) du
y1Vy2
s 9KH aKH’
+1po,q (31) Ljo,9) (92) u W) —— (wy2)du  (29)
Y1Vy2
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Posons a (m) = -(-ﬂ——l)—?“d (H)™. Alorson a :
Cm (fs,t)
= ) [ oo 0010) o s 90) i

= a(m)/ dys....dYm

t SKH s gKH KH
X (llvw B ( Uy, 311) (ula y?) duj_ +f au (’U;l, ?)‘1) (ul,yz) d’u]_)

y1Vye
t GKH aKH' s QKH aKff
X ( f “u (ug, y2) —— (u2,ys) dug + f v (u2,y2) —— (u2,ys) duy
yavys U yavys U
owws
¢ 9KH K H s 9KH KH’
X f (Um, Ym) —— (um,yl) duty, + f —— (Um, Y1) (% Ym) dm
YmVy1 3u ymVy: Ou

et d’aprés le théoréme classique de Fubini on a :

Cm (fst)

= a(m) Z f ...... dul ..... du,

t;e{t,s}

i aKH’ aKH’
X ( /0 ( 1,y1) (um,yl) dyz)

uy Aug BKH KHJ
X (fo o (u 1,y2) (Uz yz)dyz)

U —1 Nt aKH' BKH’
X —1ydm) o s Ym d m
fo aum_(umly) (umy)y
tl tm
= d(m) Z / ...... f duy.....du,,
t;e{t,s} 0 0
7 ¥
|‘Ml""'112|21EI’_2|’M2—M:’.I2H 2 um U1[2HJ_2 (2.10)



avec 4 (m) =a(m) (H (2H —-1))".
Un calcul similaire donne :

Zi+ Z, = I (g.;) s5,t €[0,7]

ol
5 H=2 H=2 “’ H-2 H-2
ane =) ([ -0 - dut [ o) ) ).
0

Posons b(m) = L’-’—‘;—l)!2"‘ a (H)™ et le m®™ coefficient du noyau g,; est donné par :

cm (9s¢) = b(m) _/ dyi....dys
R
t H-2 H-2 @ H-2 H=2
([ (w1 — y1)+2 ('U»1 = y2)+2 duy +/ (uy — Zh)+2 (ﬂ1 = ?1’2)+2 dul)
0 0

% H=2 H-2 . H=2 H-2
( /0 (ug —y2); 7 (up —y3),% dus+ [ (ug — y2)4 % (u2 — y3), 2 duz)
0

: H=2 H-2 4 H-2 H-=2
(/0 (U — Ym)4” (Um —91)17 dtm + / (Um — Ym)s® (um —11)3° d“m)
0
51 tm
= b(m) Z / duy....du,
t;eft,s} 70 a

H=-2 H-2 H-2 H-2
/ (w1 =)\ (e —10), din f (1 — )T (o — 1)y dug
R R .

H=2 H-2
------- ] (um—l - ym)+2 ('u’m - ym)+2 dym-
R
Et comme pour tout a > 0

/R (w—y) (v—y)i dy=B(a,2a—1) Ju—v|*,



alors

) = b (Fo1-1)" ¥ [ [ v

t;e{t,s}

g — uH 2 fug — u3|23’—2 oo [t — [P 2 (2.12)

Les deux formules (2.10) et (2.11) résultent du fait que @' (m) =b (m). =m

Dans la suite, on considére la représentation

2, = (/) j f [ /:WQ aKH( ,yl) (u yz)du] dB,,dB,,.

On termine cette section en montrant que le processus de Rosenblatt, peut étre approché

par une suite de semimartingales.
Il apparait que, si on échange “formellement” I'intégrale stochastique et I’intégrale de
Lebesgue dans (2.5), alors

" g4
= d(H) / (f K ) 2 (. 15) aB,4B, )du

Notons que cette expression n’a pas de sens. En effet ; parce que le noyau (u Y1
n’appartient pas & L? ([0, T] ) msque la dérivé partielle de 25— (u Y1) se comporte sur

H-—
la diagonale comme (u  y,) 7 T

Pour cela, on procéde de la maniére suivante : on pose pout tout € > 0 :

17 t 13 aKH
z - d(H)/[U L
0 Jo y1Vyz
" (u+siyl)

oo [ ([ [

~a(m | "2 G,

oK"Y
(u+¢e,41) 50 (u+¢€,12) du| dB,,dB,,

oKH
£ (u+e,10) dByldByz) du
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ol

(u +¢€,%2) dBy,dB,,

Ac(w) = ff—*(m-syl)

Comme A, (t) € L? ([0, T]* x Q) pour chaque ¢ > 0 et comme le processus (A, (£)) est
adapté, alors Z; est une semimartingale.

Proposition 2.2 Pour chaquet € [0,T], on a :

L2 ()
t T Lt

Preuve. On a

— 7 = d(H) / / dB,,dB,,

(/ (W(ﬁeyl) O o) - 2 () 2 (uy2)) )

d’ont

t
E(|Z - Z)] = d#H)? / f dirdys f dvdu
y1Vy2 Jy1Vy

OKE - )K - )_aKH’( )aKH‘
5u uten) 5 (ute ) — ——(u5) —5— (u, y2)

OKH aKﬂ’ oKH OKH
( (U + &, yl) ('UI + g, y2) 3[0 (U! yl) av (’U7 92))

Il apparait clairement que la quantité

OKH OKH OKH KH’
—-—-—(u—i-e,yl) (u+5:y2) - ""'_"( ?yl) (u y2)

converge vers zéro quand € — 0 pour touts u, y1, y2 et d’aprés le théoréme de convergence

dominée on a le résultat. =
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2.2 L’intégrale de Wiener

La structure de covariance du processus de Rosenblatt permet de construire des inté-
grales de Wiener par rapport & ce processus; on se référe a la définition de 'intégrale de
Wiener par rapport au processus d’Hermite général (Majima et Tudor [15]) et dans un
contexte plus général (Kruk, Russo et Tudor [11]).

Rappelons les points principaux de ce contexte.

On note par

T T
%y = f f I (ljpg) (31,92) dB,,dB,,
0 0

ou l'opérateur I est défini sur I’ensemble de fonctions f : [0,7] — R et prend ses
valeurs dans 1’ensemble de fonctions g : [0, T]2 — R et est donné par :

T 6 HJ
1(7) ) = () [ £ 2 (yl) — (e (212)

v1Vy2

Définition 2.1 Soit f un élément de l’ensemble £ de fonctions étagées sur [0,T)] de la

forme

n—1

f = Za‘i]-]ti,ti+1}7 ti € [0, T] .
=0

On définit lintégrale de Wiener par rapport & (Z; )par :
T n—1
/ fW)dZy =" a; (Zy,, — Z,) .
0 =0

Notons que
T T T
/ f () dZ, = / f I(f) (v1, %) dB,,dB,,. 2.13)
0 0o Jo

Pour la proposition suivante, on pose

- {f;}g-»R//OT/UTI(f) (y1,2) dB,,dB,, < oo}
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muni de la norme

T T
l|f||%=f0 fo I(f) (g1, y2)° dyidye

Proposition 2.3 On a pour tout f € H

Preuve.

A%,

T i
I£1E, = H (2H — 1) fo fo £ (@) £ () [u— o2 dvd.

Ona:

T T
/ / I(f) (y1, 42)* dyrdye

o 2
d(H) /f ( . f(u) ( ?11) (U,yz)du) dy;dys

T T
d(H)? / / dyadys f dvdu
aKH’ o o o
£ 7 @) 5 ) 2o (.90 2 0,0 0,0

d(H)’ / [ f @) ) (/"M""KHJ( 0, yl))gdvdu

HQH-1) /0 /ﬂ F 0 o) o2 vt

Proposition 2.4 Soit f € £ Uapplication

T
f—»/ﬂ f () dZ,

définie une isométrie entre £ et L* ().
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Preuve. On a:

n—1

E (I (-f)2) = z a;a;E (th‘+1 - Zt-:) ('th-?-l - Zt:i)
i,5=0
n—1

= Y aia; (Rt ti) — R(tin, 1) — R (i, tia) R (8, 85))
i3=0

n—1 tiv1  ptj41
= ) aa;H(2H — 1) f / lu — v|**2 dudv
i; t;

£,7=0
n—1

2
= Z a;Qj <1[t.-,t.-+1]: l[tj,tj-q-ﬂ)?.( = “f”'H

1,§=0

Remarque 2.1 i) Comme l’ensemble de fonctions étagée € est dense dans H (voir [25]) ;
alors on a lapplication f — ‘];}T f (u) dZ, se prolonge par continuité & une isométrie
entre H et L?(2); on appelle cette prolongation Uintégrale de Wiener de f € ‘H par
rapport & Z

i) D’aprés Pipiras et Taqqu (voir [25]) :

- L’espace H ne contient pas seulement des fonctions mais ses éléments pourraient
étre également des distributions. Par conséquent il convient de savoir que les sous-espaces

de H sont des espaces des fonctions. L’un des sous-espaces est |H| ot

m={r0n—r/ [ [ T!f(u)lIf(v)llu—vI2H"2dudv<oo}- (2.14)

- L’espace [H| (et aussi H) muni de la norme ||.||,, n’est pas un espace complet mais

c’est un espace de Banach par rapport & la norme

T pT
WAlpg = @E=1) [ [ @) f @)= dodu (215)
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Lemme 2.2 Soient H > 1 et ¢ € L# ([0,T]). Alors

Jbg >0 tel que ”‘P“rm < by ”(P“L‘.'li"{O,T] ’

Il résulte alors que

L2([0,T)) c L% ([0,T)) C |H| C H

Preuve. 1) D’apres l'inégalité de Holder avec ¢ = % et d’aprés la formule (2.15), on

H

el < H@H-1) ((fquo(u)du) %) (/O~T (f:sa(v) |”—U’2H“2)ﬁdy)l~!{
H(2H —1) ((/ﬂTgo(u) du) %)H (/GT (Iﬁf;’—lw(u))ﬁﬁdu)l—ﬂ_

il suffit d’appliquer I'inégalité de Hardy-Littlewood (cf. [6])

IA

”Illa+f”m(o,oo) S Cag “f”LP(O,w) )

avec a = 2H — 1,q = {2 et p= &, d’otl le résultat.

2) Notons que Pinclusion L? ([0,7]) C |H| s’obtient directement. En effet, on a :

T T T T
— o222 godu u) Iy — pl2H-2
fofof(U)f(v)Iu P2 o < fufuf()lu o[22 dudu

T2H—1 T 5
< — du.
< goq ) f@ra

Les intégrales de Wiener feT f(u)dZ, et fQTg(u) dZ, mne sont pas nécessairement

indépendantes lorsque les fonctions f et g sont orthogonales dans H. La caractérisation
de leur indépendance est donnée par le résultat suivant.

Proposition 2.5 Soit f,g € H. Alors fGT f(u)dz, et _fOT g (u) dZ, sont indépendantes
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si et seulement si

OKH 2
<f()————( Y1), g() ( y2)> =0 presque partout (p.p) V (y1,y2) € [0,T]
g (2.16)

ot H est ‘espace dual de H correspondant aw paramétre de Hurst H .

Preuve. Soient deux intégrales multiple de Wiener-It6 par rapport au processus de
Wiener standard I, (f) et I, (g) ou f, g sont symétriques. Alors on a d’aprés le résultat
de Ustunel-Zakai [1], f € L?[0,T]" et g € L? [0, T|™ sont indépendantes si et seulement
si f ® 9= 0 pp dans [0, 7],

ol
T
(f ®19) (t1, ey tu1, 81, ey Sm1) =/ ity ooy tno1, 8) g (81, -ony Sn1, t) di.
0

Il suffit d’appliquer ce résultat [1] aux fonctions F et G :

T I

F (y1,12) = 1{0,1:]2 (y1,y2)f f(u) (U ¥1) K (u, ye) du.

yVyz

et
g oK™ aKH’
G ) = Loy () | 9(0) 25— (0, 30) 75—, 30) o

1Vy2

puisyue

T
FR,G(y1,12) = / ds
0

KH H
X/Vf(u) (w30) 22— (1) du

T H H'
<[ 00 2 (o, a‘r‘; (v,5)do

1 Vs

= c(H)[ f F W)@ %
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Corollaire 2.1 Si f ® g =0 p.p dans [0, T]* alors les variables aléatoires j;,T f(w)dz,
et j;)T g (v) dZ, sont indépendantes.

2.3 Processus standard de Rosenblatt-Ornstein-Uhlenbe

La construction de I'intégrale de Wiener par rapport au processus de Rosenblatt per-
met de considérer des processus d’Ornstein-Uhlenbeck associés. Pour cela on considére
P’équation stochastique de type de Langevin dans le cas de mouvement brownien frac-

tionnaire, & s’avoir :

i
X;=£—-A / X,ds + oBE, 1510, (2.17)
0

ol 7, A > 0, la condition initiale ¢ est une variable aléatoire Fy—mesurable et (Bf),_.le

mouvement brownien fractionnaire de parametre de Hurst H € (3,1).

Proposition 2.6 Soient (BFf),  le mouvement brounien fractionnaire de paramétre de
Hurst H € (3,1) et £ est Fo—mesurable. Soit —co < a < +00, A,¢ > 0. Alors pour
presque tout w € ), on a :

i) Pout tout t > a,

"
f edBH (w)

a

au sens de Riemann-Stieltjes et est égale a :
T
eBH (w) — e*BE (w) — A / BE (w) e du.
i1) La fonction

f "MABE(w) (> a)

a

est continue.
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iii) L unique solution y de l’équation

y(t)=s(w)—)\fﬂy(s)dstff(w), £>0

est donnée par

yt)=e™ (f (w)+o / t e*dBH (w)

0

En particulier si§ = o fi’m e*dB¥ (w), alors

t
y(t)=o / e M-ugBH () .
0

Preuve. i) 11 est facile de vérifier que,

8

), t>0.

EH = 1{s<0} (_5)2H B? o 1{s>0} (8)2H B?? s € ]R$

(2.18)

(2.19)

est aussi un mouvement brownien fractionnaire. En effet ; d “aprés le théoréme de Kolmogorov-

Centsov (voir par exemple théordme 2.2.8 de Karatazas et Shreve [12]) on voit qu’il existe

un ensemble de mesure nulle N C (, tel que pour tout w € 2\ N, B¥ (w) et B (w)

sont continues et pour tout 8 < H,

BE ()
5— =0.
ce qui implique que pour tout v > H, on a :
. BE (w)
y— =0.
=0 |s]
et pour tout 7 > q,
4
f BE (w) e*du.



existe au sens de Riemann, et d aprés le théoréme 2.21 de Wheeden et Zygmund dans
[23], on a 1intégrale de Riemann-Stieltjes

1
/ edBY (w).

a

existe également et est égale a
i
e*B;! (w) — e B (w) — A / BE (w) eMdu.

ce qui prouve i).

ii) D apreés i) et la continuité de la fonction
t
eMBE (w) — A / BE (w)erdu, t>a,
a

on a ii).

iii) Notons que f est une solution de (2.18) si et seulement si la fonction
t
0= [ vods, 20,
0
résout 1°équation différentielle suivante :
()= —-Az(t)+&(w) +oBf (w), =z(0)=0. (2.20)
L’unique solution de 1“équation (2.20) est :

z(t) =™ ‘/(; e (€ (w) + oBE (w)) du, t>0,



qui signifie que 'unique solution de (2.18) est donnée par :
14
_ae f & (£ (w) + 0B (w)) du+ £ (w) + oBE (w), t>0.
0

et on conclut en utilisant i). m

Corollaire 2.2 Partant de la proposition 2.6 on a l’équation :
i
Xt = f = A[ X_gdS + G'Zt., t Z 0. (2.21)
0

ot o, X > 0 et la condition initiale £ est une variable aléatoire Fo—mesurable, admet une

solution unique

t
Xf=et (g +o ] e"“dZu) , t>0.
0

ou l'intégrale stochastique ci-dessus est prise au sens de Wiener. Si de plus € = o ffoo erdz,,

la solution de (2.21) est donnée par :

i
Xt) =0 f e 04z, (2.18)

—0a

On appelle cette solution processus standard de Rosenblatt- Ornstein- Uhlenbeck.
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Chapitre 3

Processus de Rosenblatt
infini-dimensionnel et équation

d’évolution stochastique

Dans ce chapitre on définit les processus de Rosenblatt & valeurs dans un espace

de Hilbert et on considére des équations stochastiques d’évolution par rapport & ces

processus.

3.1 Processus de Rosenblatt a infini-dimensionnel

On considére U un espace de Hilbert réel et séparable; et () un opérateur nucléaire
autoadjoint positif dans U. Il existe alors une suite 0 < A, ™\, 0 des valeurs propres de @

tels que En21 An < 0. D’ailleurs les vecteurs propres correspondants forment une base

orthonormée dans U.

Définition 3.1 Un processus (Bff),_, ., & valeur dans U est un mouvement brownien

fractionnaire infini-dimensionnel de covariance Q (on écrit Q—mbf) si (BF),_, ., est un
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processus gaussien centré de covariance
O (t,5) = R(t,9) Q.

Proposition 3.1 (Bf), _, . est Q—mbf si et seulement s’il existe une suite (B} )J.>1 de

mouvements browniens fractionnaires réel, indépendants tels que :

Bi' =) VB (t)e;,

j=1
ot cette série converge dans L* (,U).

Preuve. Voir [30] pour la démonstration de Y., \/A;57 (t)e; est un mouvement
brownien fractionnaire dans le sens de définition 3.1. Réciproquement, soit (B,;H ) un
processus gaussien centré dans U, de covariance R (¢, s) Q.

On pose ' = ﬁ (BH, e;), , alors (B} )est un processus gaussien centré puisque
St = 3o (Bt S
=1 =1 Aj

pour tout oy, ...,a, € Ret ty,....,t, € T.
De plus, pour tout 7,5 > 1,s,t €T on a

1

E (87 (s) BY (t)) = in¥

E ((Bf, e,—)U (BEH, ej)U) =R (ts S) 61'3'

ce qui implique que

{E (B7 () B (V) = R(t,9) pour i = j

BH (s) et ﬁf (t) sont non corrélés et indépendants pour % # j
Finalement on constate que la série 3., VAiBY (t) e; converge dans L2 (Q;U). m

Définition 3.2 Le processus de Rosenblatt infini-dimensionnel dans U (ou Q—processus
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de Rosenblatt) est définit par

Z, ="\ nenz; (t); (3.1)

v>0

ot (2j) ;59 est une famille des processus de Rosenblatt réels et indépendants.

Remarque 3.1 i) Noter que la série (3.1) converge dans L? (2) pour chaque t € [0,T].
En effet,
B|Z[ =Y NE () =73 ) < .

i>1 >1
ii) ( voir [4]) Noter aussi que (Z,) admet comme fonction de covariance R (t,s) au sens

que pour tout u,v € U et pour tout s,t € [0,T] :
E (Zt? U)U (Zsa v)U =R (t$ S) (Qusv)U "

Remarque 3.2 Dans certaines situations, il n’est pas commode de présenter Q en tant
qu’un opérateur nucléaire. En effet si on considére l'opérateur identité Q = Id (i.e \, = 1
pour tout n). Ainsi siy, A, = oo on considére un autre espace de Hilbert réel séparable

Ur D U tel que Uinclusion U C Uy est nucléaire. Alors le processus de Rosenblatt cylin-

drigue

Zi=7 z(t)e (32)

est un processus stochastique bien définit dans U;.

3.1.1 Intégrale de Wiener

Selon le cas unidimensionnel, on peut présenter des intégrales de Wiener par rapport
au processus (Z;) a valeur dans un espace de Hilbert. Soient V' un autre espace de Hilbert

et (®;)¢py un processus stochastique a valeurs dans ’espace des opérateurs linéaires

L (U, V). On pose pour chaque t € [0,T]
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t t
/ 0,dZ, =) f B,eidz; (s);
0 0

j=1

ol f; ®,e;dZ; (s) est une variable aléatoire a valeurs dans V. On note que cette intégrale
existe dans L% (2, V) si :

E =" |li@ell,, [, < 0.
J

2
v

t
f ®,dZ,
0

Remarque 3.3 Si la fonction ® ne dépend pas du temps, alors on a

17
- S teeB| [ a5

J

2

t
f ®dZ,
0 v

et que Uintégrale j: @dZ, existe si et seulement si la fonction @ est un opérateur de

E

2
=" Z |'I)en]%,
E

Hilbert-Schmidt.

3.2 Equation d’évolution stochastique

L’objet de cette partie est d’aborder les équations stochastiques d’évolution gouver-
nées par le processus de Rosenblatt infini-dimensionnel. Soit A : Dom (A) CV — V le
générateur infinitésimal du semigroupe fortement continu (*4) repo.ry (Co — semigroupe).
on étudie I’équation

dXt = AXtdt + @dZt
ot Xo=z €V et ® € L(U, V). On considére que I'équation (23) admet une solution

(quand elle existe) au sens mild définit par :

t
X, =etlz + / e =144z, (3.3)
0
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Il n’est pas obligatoire de supposer que ® est un opérateur de Hilbert-Schmidt (bien
que Pintégrale [ ®dZ existe si et seulement si ® est un opérateur de Hilbert-Schmidt);
cette supposition est inutile, parce que sous des hypothéses appropriées sur A, 'intégrale
_];: e—9)AddZ, existera méme lorsque ® n’est pas un opérateur de Hilbert-Schmidt.

Le théoréme suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes pour exis-

tence et I'unicité de la solution de (3.3) au sens mild.

Théoréme 3.1 (cf. [4]) Soit (Z;) le processus de Rosenblatt cylindrique donné par (3.2)
avec H € |1,1[. Considérer ® € L(U; V) et A : Dom(A) C V — V un opérateur
autoadjoint sur l’espace de Hilbert V. On suppose que A est négatif; tel que le spectre de
A,0(A) C —]oo,—!] avecl > 0, Alors il eziste une solution au sens mild X de ’équation

(3.3) si et seulement si l'opérateur ® *G g (—A) ® est un opérateur & trace, oit

G i (\) =(max (), 1)),

3.2.1 Exemple fondamental : le Laplacien sur le cercle

On suppose que U = V = L?(S!), ou S! dénote le cercle d’unité et A = A est le
Laplacien Sur S'. Cela signifie que 1’ensemble (e, fn),elest une base orthonormée de
L? (S, dz), ot e, (z) = (27) ' cosnz et f, () = (27) ' sinnz pour tout n € N, dz étant

la mesure de Lebesgue sur [—m,7].

Corollaire 3.1 Soit A= A et so0it (Z;) le Processus de Rosenblatt a infini-dimensionnel

dans L? (S') défini par :

Ze =" \fmenza () + > v/anfnZn (2)

ot (zj, Ej)jeN est une famille des processus Réels et indépendants de Rosenblatt, et (g,),,

une série bornée des nombres réels non négatifs. Alors (3.3) a une unique solution au
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sens mild telle que X; € L? (Q, V) si et seulement si

Zq,,n ~4T
k3
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Chapitre 4

Calcul stochastique par rapport au

processus de Rosenblatt

Dans ce chapitre on commence par développer une théorie d’intégration stochastique
par rapport au processus de Rosenblatf. En général on ne peut pas appliquer la théorie
d’Tt6 sur les processus qui ne sont pas des semimartingales, pour cela on a besoin des
méthodes généralisées d’intégration stochastique par rapport 4 de tels processus. Essen-
tiellement il y a deux types des méthodes généralisées : Le premier type est le calcul
stochastique trajectoriel [9] (ou pathwise); le deuxiéme est le calcul de Malliavin et la
théorie d’intégration de Skorohod [6].

4.1 Calcul Stochastique trajectoriel

Le calcul stochastique trajectoriel a été introduit par Russo et Vallois [9], il est lié
a la régularité des trajectoires et la structure de covariance de processus stochastique.
Comme le processus de Rosenblatt est & variation quadratique nulle quand H > 3, &
trajectoires holdérienne continues d’indice H — ¢, alors on peut appliquer ce calcul par

rapport au processus de Rosenblatt.

53



On va maintenant introduire quelques définitions et notions de base du calcul sto-

chastique trajectoriel.
Soient (X¢),,, un processus continu et (¥;),., un processus  trajectoires dans L}, (R,.),
a
(i.e pour tout a > 0, f |Y;| dt < co pas.)
0

Soit I~ (,Y,dX) (resp. I*(e,Y,dX), I°%(e,Y,dX) et C.(X,Y)) le e—intégrale
forward (resp. e—intégrale backward, e—intégrale symétrique et e—covariation) définies

par :
t _ t X, — X(se
IV = [N R e vax) = JRGE N
0 0
P S
IB(G,KdX):/Y; + ( €)+ds
0 25
et

X Xea,) (Yore— ¥ioa)
£

ds.

CE(X,Y)(t)z/Ot(

Il est remarquable que ces quatre intégrales sont continues.

Notation : La convergence uniformément en probabilité, sur un compact, sera notée

ucp

Définition 4.1 i) Une famille de processus (Xt(f)) est dite convergente vers (X),ejom

te[0,7]
au Sens ucp, St

limP ( sup 'Xt(e) ——XtD =0.
=0 0<t<T

ii) Si les limites correspondantes existent dans le sens ucp, on définit les intégrales farward
et backward et les covariations par les formules suivantes :
.t —v 3 -
a) Intégrale Forward : [[Yd X = EE»-IF[+I (s,Y,dX).
b) Intégrale backward : [[Yd+X = lim I+ (e,Y,dX).
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¢) Intégrale symmétrique : j;’Yd °X = 1in&+I 0(e,Y,dX).
d) covariation : [X,Y], = ucp — .,].1...,1}31+CE(X’ Y),, lorsque X =Y on pose [X]| =

X, X].

Définition 4.2 i) Si [X] existe, X est dit processus & variation quadratique finie, et [X|
est appelé la variation quadratique de X.
it) Si [X] =0, X est appelé processus & variation quadratique nulle.

i) Un vecteur (X7, ..., X™) de processus continus est dit a covariations mutuelles si

[X*, X7] exziste pour tout 1 <i< j<n.

Remarque 4.1 Si (X',..., X™) a covariations mutuelles, alors
(X + X7, X + X7 = [ X%, X*] + 2 [XF, X7] + [ X9, X7]

Proposition 4.1 (cf. [9].) Soit X = (Xi),5, un processus continu et Y = (¥;),5 un
processus & trajectoires dans L. (R,). Alors

1)X,Y],= [[Yd+*X - [JYd~X.

9) [Yd'X =} ([Yd*X + [;Yd-X).

3) Intégration par partie : SiY est continu, alors

13 17
Xy, = XOYQ—i-fXd‘Y+/Yd+X
0 0
t i
= X0%+/Xd‘Y+de"X+[X,Y]t.
0 0

4) inégalité de Kunita-Watanabe : Si X et Y sont des processus & variation

guadratique finie, alors;
X, Y] < {[X].[¥]}>.

5) Si X est un processus a variation quadratique finie et Y est un processus & variation

quadratique nulle alors (X,Y’) a covariations mutuelles et [X,Y] = 0.
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6) Soit X un processus & variation bornée et Y un processus & trajectoires bornées

localement, alors;
a) [Yd+X = [[Yd~X = [;YdX, od [ YdX est Vintégrale de Lebesgue-Stieltjes.

b) [X,Y]=0.

En particulier st X un processus & variation borné et continu, alors X est un processus

& variation quadratique nulle.

7) Soit X un processus absolument continu et Y un processus & trajectoires bornées

localement. Alors on a :

t i t
de+X=de-X=fY)‘ms.
0 0 0

Proposition 4.2 Tout processus de Rosenblatt est & variation quadratique nulle
Preuve. soit Z = (Z;),¢), un tel processus. Alors on a :
t1
E [CE (Za ‘Z)t] =E l;[ 'g (Zs+e - Zs)g ds:l = t52H_1 —e—0 0.
0

qui signifie que (Zt)te{n,t] est & variation quadratique nulle. m

4.1.1 La formule d’Ité pour les processus a variation quadra-
tique finie

Proposition 4.3 (cf. [9].) Soit (X, X2) un vecteur de processus stochastique et f,g €
C' (R). Alors [f (XY),g(X?)] eziste et il est donné par :

[ (xY),0 (3], = [ 7 () (x2) ax?, x7,
Proposition 4.4 On suppose que [X, X| eziste. Soit f € C*(R), alors on a
f F(X)d X et f F(X)dtX (4.1)
0 0
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existent. De plus on a :
a) f(Xo) = f(Xo)+ fo f (X)dTX £ [[ f" (X.)d [X, X],,
b) f(Xe)=F(Xo)+ fo ' (X)dFX £ [f (X),X],,
c) f(X) = f(Xo)+ [y £ (X)d°X.

Preuve. c¢) Provient de a) et une combinaisons des intégrales forward et backward.

b) D’aprés a), la proposition 4.3 implique que
’ e '
[re0.x],= [ #xax.x.

si on remplace f par f et g = Id.
La démonstration de a) ce conduit comme celle de la proposition 4.1, & ceci prés on

utilise le développement de Taylor d’ordre deux au lieu de ’ordre 1. m

Corollaire 4.1 i) Comme le processus de Rosenblatt Z = (Zt)sep04 €St un processus &
variation quadratique nulle, alors d’aprés la proposition 4.3 on a :
Pour chaque f € C*(R), les intégrales

fo F(2)dz, /ﬂ ' (2)d*Z, /O f(2)dz.

existent, et sont égales.
i) Lu formule d'TL0 pur rapport au processus de Rosenblatt est donnee par

F@)=1@)+ | F(2)d. (42)

4.2 Intégrale de Skorohod par rapport au processus
de Rosenblatt

Dans cette partie on définit Iintégrale de Skorohod (ou I'intégrale de divergence)
par rapport & (Zt)te[o,'r] . Pour cela on a besoin du calcul de Mallivian par rapport au
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processus de Wiener (VV})tE[M,]. Rappelons le cadre général et les principaux outils.
On considére (W3),oy un processus de Wiener standard sur I'espace de Wiener

canonique (£, F, P). Soit & ’ensemble des fonctions réguliéres de W de la forme

F=fWi s We)y  t1,eertn €[0,T] (4.4)

ou f € C° (R™).

Si F est de la forme (4.4), sa dérivée au sens de Malliavin est donnée par

Ly
D,F = Z _B?f (PVtu ------ ) th) Lo (t) ’ telo, T] ’

i=]1

L’opérateur D est un opérateur fermé non borné qui s’étend a I’adhérence de S (notée

D*?, k > 1 entier, p > 2 ) par rapport & la norme

k
kP
IFIE, =BIFP +3_B|IDOF|0my),  FeSk21p>2
J=
ot la 5™ dérivée DU) étant définie itérativement.
La dérivée de Malliavin D admet comme adjoint, I’intégrale de Skorohod 4. Plus

précisément, ’opérateur & est défini sur le domaine

! 4
Dom () = {u e L2 ([0, T] x sz)/)E/ u,D,Fds| < O[|F||2}
0
D et § A vérifier la relation de dualité
t
E(Fé (uw) = E/ D,Fuds, F e Sue€ Dom(d). (4.5)
0

On pose L*? = L7 ([0, T]; D*#). Notons que L*? C Dom (§) et & (v) = [ us0W,.

On a besoin de la formule d’intégration par partie i savoir :

58



Fé(u) =46(Fu) + f ’ DFu, (4.6)

si F € D2 et w € LY.
On mentionne aussi que l'intégrale de Skorohod par rapport au mouvement brow-

nien fractionnaire (B/7) de parametre de Hurst H > 1 est définit par un opérateur de

transfert
/0 9.dBf = / [ Yo (1' s) drdW, (4.7)

ot le coté droite de I'intégrale ci-dessus est une intégrale de Skorohod par rapport 4 W. de
plus g est une intégrale de Skorohod par rapport a (Bf) si la quantité fST g,% (r,s)dr
est une intégrale de Skorohod par rapport a W.

Définition 4.3 S0it (gn) e un processus stochastique a carré intégrable ; d’apres (2.14)
et (4.7)on définit l’intégrale de Skorohod de (g,) par rapport & (Z; ) par :

T
f 9:dZ;
[1]

- / Tf TI (9) (y1,92) dBy,dB,,

. / f ( fmg“‘) oK O (u,yg)du)dBmdBm. (4.8)

On dit que le processus g est intégrable au sens de Skorohod par rapport & (Z;) si le pro-

cessus I, € Dom ¢ @ o 6@ est Vintégrale double de Skorohod par rapport au mouvement

brownien (Bf) . (Voir [5] pour Uétude des intégrales de skorohod double et multiple).
Le lemme suivant donne la condition qui assure Iintégrabilité au sens de Skorohod.

Lemme 4.1 Soit g € L? (;H) tel que g € L2? et
T T \
E / f 1D a2, dor 3 < 0. (4.9)
0o Jo

Alors g est intégrable au sens de Skorohod par rapport & (Z;)
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et
2

T T i i
B[ a6z <o [mloll+E [ [ 1D sl dondes] (410
0 0 0

Preuve. On emploie I'inégalité de Meyer pour U'intégrale double de Skorohod (voir

[5], page. 320) et on obtient

E fo Tgsc?Z (8)] < ecst [E _/D ' fo TI (9) (v1,%2)” dyrdy,
2B [ [ [ uead 0 tn,10) dordonae]
T T
= cst. []EH (2H — 1)./{; /1; g (w) g () [u — v[*# 2 dudo
-+ /UT./UTdmld:rg (/OTATDEI,ng (u) Dz, 2,9 (v) |u — 'u|2H_2 dudv)]
T T
— cot. [BlolE+E [ [ 11Dasmolf o]
| |

Corollaire 4.2 Si g € L? (Q;|H|) NL??

t
¢ T T .
E f f 1Dy a8 1z < o0, (4.11)
0 0

Alors, g est intégrable au sens de Skorohod par rapport & Z

T
/ gs0Zs
0

T pT
ol = [ laliy +B [ [ 11Dzsruslly dordos).

Exemple 4.1 Le processus de Rosenblatt (Z;) est intégrable au sens de Skorohod par

et
2

E < est. ||g]|” (4.12)

ol

rapport & Z; et on a :

'y
f Z0Z,
0

2

T
E < ecst. ] / R (u,v) |u — v[** 2 dudv.
0o Jo
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Preuve. Sachant que
T T
E|Z|}?, = cst./ ] R (u,v) Ju — v[** 2 dudv,
o Jo

pour tout z1,z2 € [0,T], on a

Dz, 2,20 = 2d (H) 1jg 2 (21, T2) ) E’- (u’,ml) —6—-12—# (‘u.',:rg) du’

!
x1VIre 8“

et comme la dérivée @1;{*_ (t,z2) est positive, alors on a

T T 3
E f / 1Dy 2z Zulg drdiy
0 0
T rT T T
= / / dzidz, f f lu — v[*"~2 dudy
0 0 z1Vze JT1VI2

[ (o) B (om) [ 27 () 2 ()
H

1VTo T1VTy

f / | — 2H 2dud'v/ f (/ww 8KH (u’,:z:l) % (v',a:l) d’xl)2

cst./ f R(u,v) Ju — v[** 2 dudv.
o Jo

On termine cette section par un résultat sur la continuité du processus intégrale
indéfinie de Skorohod. Ceci prouve que cette intégrale garde le méme ordre de régularité
de Holder pour le processus de Rosenblatt.

Proposition 4.5 Soit g € L*P tel que
Sup “g!"”2p co.

Alors le processus intégrale indéfinie de Skorohod de la forme (X; = _};]T 9s0Z5,t €[0,7))

admet une version continue holdérienne d’ordre § < H.
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Preuve. On peut écrire

. o
Xt - Xs = / / (f 6K (ur yl) (u yz) d'u) dByldB
y1Vy2
H’ f
+2/ / (f 0K ,y1) (u Y2) du) dB,,dB,,
H H
t K K
+f0 fD ( e (u91) —5— (uw%2) du) dB,,dB,,

= Ji+2h+J3

Alors,
E|X:— X[’ <c(pE(J+JF +J).

Partant de I'inégalité de Meyer ([5], page. 320)

KH H =
(9K
— (u, 1) —— — (u,y2) du | dyidys
]/ (]!u\fyz 3'u, : '
t pt pt gt t 3K H’ *
f f f f Diy o f Qu—— ( yz) (u Y2) dv} dz1dzody, d;
s Js JO JO y1Vy2

= c(p,H)]E[[lg(u)g(v)lIu—-vlm‘z%

t pt i
dz];l d;l;g
0 s

B
2

E|LP < c(p)

+c(p)E

T T | 'Ule_z dudv

+c(p, II)E

t pt B
¢(p, H) suplgr 2, ] s — w72 dudy
T s s

= c(p, H) 51T1p “g,”*glp (t—s)?"

IA

D’une maniére semblable, on peut trouver la méme borne pour les termes J; et J3 (voir

aussi [8], preuve de la proposition 1). La conclusion découle d’aprés le critére de continuité

de kolmogorov. m
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4.3 Relation entre le calcul trajectoriel et ’intégrale
de Skorohod

Soit g un processus stochastique. Rappelons que son intégrale Forward par rapport
4 Z; est une limite ucp de

T T
I-(e0,02)=7 [ 0 (Z+e) =2 ds=7 [ 00 (fuse () = () ds

(4.13)
quand £ — 0;
ot le noyau f; est donné par :
fa (3:7 y) =d (H) 1[0,3]2 ($, y) Ta ( "B) (u’ y) du. (4‘14)

zVy
D’aprés [5] on a la proposition suivante : Si F' € D?2, u € L? ([0, T)? x Q) tel que
pour touts s,u(.,s) € Dom (4), alors Fu € Dom (4)
et

T T T
@ () = 6@ (Fu o il = ) odB. (4.
F&® () =6 (F)+2[O DuF6 (u(,a))d /ﬂ/ﬂDa,ﬁpu(a,ﬁ)d d8. (4.15)
Donc on obtient d’aprés (4.15) et (4.13)
T
“€0:42) = 2 [ 6P (@ (fureo8) = £ () ds
T pT
42 f / Daged (fore (@) — fi () dads
= f f ] 29, (fose (@, 8) — £, (o, B)) dBdads. (4.16)

On remarque que l'intégrale Forward I ~ (g, g,dB¥) de processus de Rosenblatt se
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compose par une intégrale de skorohode et deux termes de trace.

Définition 4.4 On dit qu’un processus stochastique g € LY admet un terme de trace
d’ordre 1 si
1 (T (T
: f / Dagsd (fare () = fi (@) dads (4.17)
o Jo

Converge en probabilité quand € — 0. La limite sera notée Tr(® (D(Mg) .

On dit qu’un processus stochastique g € L>? admet un terme de trace d’ordre 2 si

1 T pT T @
2L [ Db Fure @08) = 1o ) didnts (4.18)

Converge en probabilité quand ¢ — 0. La limite sera notée Tr® (D®@g).

Le théoréme suivant donne la relation entre I'intégrale de Skorohod et I'intégrale

trajéctoriel.

Théoréme 4.1 Soit g € L2? tel que

T T
E|lgl%, +E /g /0 1Dyl drdlzy < 0.

On suppose que g admet des termes de trace d’ordre 1 et 2. ou alors Uintégrale forward
de g par rapport & Z eziste,

de plus
B T
fa g:d " Z, = fo 9:6Zs + 2TV (DMg) — Tr® (DAg) . (4.19)

Preuve. D’aprés la formule (4.16) et la définition 4.4, il suffit de montrer que le terme
1 %
A= ‘8“/0‘ i (gs (fore (%) = f5 (-, %)) ds
Converge Dans L? () vers

T
/ 9507 quand € — 0.
0
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D’aprés Fubini, on peut écrire;

1 T T pT
A = E/{)' ds/ﬂ _/{) 9s (fore (Y1, 92) — [ (yls'!»’?))dByldBw
T (T T oK’ oK™’
= Pl —
| [ aBuas., ] ) T () T (w1

T T T
- ] j 1(6°) (31, 2) 4By dByy = /O 602,

ou;
1 U
g (u) = —j gsds.
€ U—£

D’aprés (4.12), il est suffisant de vérifier que,

£

g —4g

Dans L? (Q; H), quand € — 0,

t
€ T /T 5
] f E||Dgz, z, (¢° — g)”H dzidzy — 0 quand £ — 0.
o Jo

On montrera que
g*[ljzg < c(H ) lgllpy

t
2 T T 5 T pT 5
A j(; “Da:hz:zg'E”rHl dzidzy < c (H) l £ ”D-lez29|||‘}-£l dzi1dzs.

L’inégalité (4.21) a été prouvée dans [7], preuve de proposition 3, étape 1.
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Tandis que pour I'inégalité (4.22), on peut ’écrire

T /T )
| [ 10es sl dosdos
T T T T —_
= o) [ [ doidsy [ [ 1Durrgel Doy s — o dud
o Jo o Jo
l T T T T v U 4
c(H)——2- f / dzidzy / / dudv [u—v[zH_2 / f dsds |Dz, 2,95Dz, 2,94 |
€ 0 0 0 0 v—e Ju—¢
T T T pT 1 ste péte
< C(H)[ / d$1d$2/ -/ deslezlﬁzgstngs’l (_2/ [ |u_vl2H——2 dudv) *
o Jo 0o Jo €% Js $

D’aprés (7], preuve de proposition 3, étape 1, on a

ste réte ,[2H-2
Eiz/ f [u—v|2H_2dudvﬁc(H) ‘s—s] :
s 8

’

IA

donc, P'inégalité (4.22) sera vérifiée.

Maintenant d’aprés la preuve de la proposition 3, étape 3. dans [7] on peut com-
pléter notre preuve. On considére une suite g" des processus simples de la forme g" =
Z;:ol Fily, 1., avec F; € S et t; € [0,7) tel que [|g, —g|| — 0 dans L? (Q) quand

n — oo (l'existence de cette suite s’ensuit de la densité de £ dans H ). Alors d’apres la

T T
/ g: 523 — / gsé Zs
0 0

Noter par g™* le processus d’approximation de la forme (4.20) associée & g"; et pour

2 T T
<3 (E JR
0 0

2
4E [ I gresz, — [T gréz,
+E 'j;)Tg:éZs - J;)Tgsé‘zs

formule (4.12) on a :

quand n — oo.

toute >0etn>1,

T T
] g:0Zs — / 9507,
0 0

2
E
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Pour n assez grand et pour chaque § > 0 dans les formules (4.21) et (4.22) on a :

T T 2 T T 2
| sz~ [ gsa| <3 (]E [ ooz, [ goz| +6
0 0 0 0

Donc le résultat découle quand e — 0. =

E

4.4 Formule d’It6 au sens de Skorohod

Dans cette section on étudie la formule d’Itd pour le processus de Rosenblatt au le
sens de Skorohod. Comme on a mentionné avant, que la nature gaussienne du processus
intégrateur est essentielle dans le cadre du calcul de divergence — Skorohod - et on peut

entiérement observer ce fait dans cette partie. On va prouver la formule de Skorohod-Ité

seulement dans deux cas particuliers.
En partant de la formule d’It6 pour déduire la formule de Skorohod-Ité.

Rappelons que pour n’importe quelle fonction f € C? (R)

FZ) = FO)+ /f (2)d"Z,

= 1O+ [ £2)57, 4210 (DOF (2)) -1 (DOF" (2)

4 condition que les termes ci-dessus existent.

4.4.1 La trace d’ordre 1

Rappelons que
T (D(” 7 (ZS)) = ucp - lim B,
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ol
1/ : 7
B = - /0 ds /0 doDof (2:)8 (Fore (@) — 55 (., )

= 2 [ @5 [ dof (2) Daib (fure (1)~ £ ().

La dérivée de Malliavin de Z; est donné par

DoZ, = 2d(H) 1,4 () ( fu ) ( / ) aKH (u a) (u 1) du) dBw) (4.23)

Vi1

Alors;

T s
5. = Zaqm) fo dsf" (Z(s)) f 5 (fuse (@) — fu (., @) da

o(° ok oKH
fo ( /; . O (u, @) ™ (u,y1) d'u,) dBy,

ou f; est donné par la formule (4.14). On applique la formule d’intégration par partie

dans B;;

2 T s
B = Ed(H)f0 daf (Z“)/o o
" KA oKH
/ [J(fm(-,a)—fs(-ﬂ)) L (u,yl)du] B

Vi

) T s
+2(m) [ dsf @) [ aa
s 8 H' H'
[0 li QK_ (u’ a) aK ('u,, 291) du (f3+5 ('y]_, Cl‘-’) fs (yl; a)):l dyl

avy, Ou

= B!+ B2

On étudie d’abord le terme B2 puisqu’on peut le traiter pour n’importe quelle fonction
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T 3
B = gat(ﬁr)2 / dsf” (Z.) f do

BKH
/ dyy / — (u, a) (u y1) du
0 aVy,

e grE AKE
[1[0,34-6]2 (yl’ O!) /aVyl A ('U, Cl{) v ('U, yl) dv
s 9KH'
—Lpq2 (11, ) 50 (v, a) (‘U %) d’”]
aVyy

' ’ 2
_ 2 3 T " /-s fs+e: fu./\v 8KH SKH
= 5d(H) ](; dsf (Z,) A du i dv Al (u,a)———av (v, @) da
1 v v
— 24(H) f o / duju — o2 (1 / £(2.) ds)
0 0 € J(w—e)

Avec A(H)=H (2H —1)d(H), alors

4 v v
B = 24 (H)2/ d'u/ du|u — v[*F~2 (1 £ Z.) ds)
0 0

€ J(w—e)

+24 (H)? /t dv /v du |u — v[*H2 (% /U 'z, ds) . (4.24)
0 v—g u

Donc on a :

B? — 24 (H)? /{, ' /0 ’ f(Z) |lu— o2 dvdu =~ i (H) f / F(Z) v du
(4.25)

converge dans L (2) quand £ — 0,
puisque le deuxiéme terme de ’équation (4.24) converge vers le zéro d’aprés le théo-

réme de convergence dominée.

L’étude du terme B! dans le cadre général est un peu difficile. Pour cela on limite
P’étude & des cas particuliers.
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Le cas de f (z) = 22 :

On a
1 4
B! = gd(H) i daf / dB,,dB,,

s "'
OK ) P 1) s (e (,) — i (12,)

avyy

et d’aprés Fubini on obtient,

5 é 2/1‘. /t /t /'U 8KH' aKHl
BE = Ed(H) o Ju dByldByz yzdv - du Ou (’J‘.L,y]_) Ou (U;y2)

G f(;)wds) ( fu a‘gﬂ (x, )3KH . a)da)
- gd(H)sz' (2H’—1 / f dByldB

[ [ a2 % e I e )

Y2 n Fu (v—e)vu

alors on a :
Bl — 4d(H)2H’ 2H’—1 //dB dB,,

f dv / WK g 2 aK (wya) [u—vPF 2 (426)

Le cas de f (z) = 23 :
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Tout d’abord en calculant I'intégrale
£
B! = gd (H?H' (2H' - 1) / Z (s)ds
0

s s+e ] s+€ a KH ! a KH ! '
[f / dBy,dBy, / du/ dv (v, 91) —— (v, 30) fu — v|2H 2
un y2

f [ 4By dB,, | i / dvaKH T il (v ys) [u — FH"Q}

et selon la formule d’intégration par partie de I’intégrale double de Skorohod on a :

%

B!=B} 4 B*4 pl#

ol

t
BM = —Igd(H)2H' (2H’—1) f ds
0

s+e H' u'
U ] BB Z, [ du [ a2 (1) 2o, 45) o272
7 ¥2 Ou

OKH aKH’ y
/ [ aBdB, 7, [ du [ aPh ) L ) e o ‘*’]
n 2

et
13 s
B? = .7 (H)3H’ 2H *1) f ds / do
& 0 0
s(r _0K" ., \OKH /,
‘/(; (/avyl B B a7 (’U ,CE) o' (’U, ,,7)'2)) de,u
H' H'
’:/ dB,, / du/ vagu (u, @) BKU (v,2) [t‘r,--ft.avlzﬂj_2

/ dB / dis /y dvaKH TR il W T 123'—2}

71




et

24 , £
13 _ 3 —
B® = Ed(H) H (2H” 1)]0 ds

[ ]3 /-s+5 dy,dys f jvw 8%1[,[—: (u',yl) ag_;’ (U‘,yz) d

Y

3KH
/ du/ dv (u, yl) (v y2) |u — wl 4
s 9KH ,, \OKH |, ;
- dy,d f — (u, —— (u,y2 ) du
fo fo Y1aY2 y1Vy2 T ( ?Jl) B ( yz)

= ® o AR 3 B’ 2f 2
du [ %5 ) P (o)
Y1 y2

Maintenant,
, ; t 14
BYM = 124(H)*H (2H —1) / / dB,,dB,,

N * O8KH KH’ (1 [*
[ [ % ) 2 = o2 (2
Yo yl U € J(v—e)vu

si on pose :

7 =1 / Z,ds

(v—e)vu

et en tenant compte la preuve du théoréme 4.2

Zy — OZ,, dans L* (1)

v P

ona:

BM — 124(H}H (2H’ ~1) f / dBmdB

£

g7 (u,41) —— (v, 92) Ju —

/‘ ’ 6K "' K I2H’_2

Y2 n
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D’aprés la formule d’intégration par parties (4.6) et le terme B? on a
2 t pt
Bi* — —ad(H)* (H (26 - 1)) / / dB,,dB,,
[2H -2 g OK" g ; OKH’
Lo [ [ auu—u" " pum o B )
v

Y2

—484 (H)® ( ZHJ — 1 ) /0 dv/ / du' du |u — vlgHJ_z lul - v‘m_g ]u - u"z
o Jo

De méme on a

B3 244 (H)? (F (QHJ - 1))3/t dv /-v ]v du' du ju — 'U[2H’"2 Iu’ - vlmjhz ly, = u'le,_2
’ o (4.28)

4.4.2 La trace de ordre 2

Rappelons que,
Tr® (D@) f(z (s))) = uep — lim C.

ol

c. — % fu s [0 fo Dosf (Z(5)) (fose (@, B) — £+ (@, B)) dodB

t T pt
= 2 [t [ [ e @)~ fu o) et
£ (2(5) DapZ (5) + 1" (2 (5)) DaZ (5) DsZ (5)]
= Cl+C2
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alors, on écrit

] ! 2

_ 2 2 t " 8 s+e UAY aKH s 6KH
C. = Zd(H) /Gf (Zs)sd/O dufs dv(/o —W(u,a)—a;——(v,a)da

- Zamy (7 (2H’—1))2ftf" (Z)dsfsdufa+edv fu — o2

€ 0 ° 0 3

; 2 ft i 1 [v "

= 2d(H)?(H (2H -1 [d’uf duu—'qu_z(—[ Z ds)
() (o (20 =1))" [ do | dufu— o (2 @
on voit clairement que

2 (ot 2 g
e, ) (;’fH(Eff —1)) /0 £ (Z,) P 1dy, (4.29)

Dans L (2) quand € — 0.

Tandis que pour le terme C? il peut &tre traiter de la maniére suivante :

1 t inr t t
¥ o= = a, ) — fs (o
¢t = : [ dss"(Z) | [ DafuDaZ. (fue (.8) ~ 1o (e ) dedt
_ E 2 ] o s 5 - . B
= 4@y [(asy"(2) [ [ dads (fuve (@,8) ~ fu (e )

t s 9KH' OKH'
( ]0. dB,, fa - (u, @) 5u (u, 1) d'u,)

* s QKH' OKH'
X ([0 dBy, o 0T (v, B) > (v, 92) d’”) ’

Le Cas de f (z) = 5.
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Dans ce cason a

o2 = Zawy [as [ [ adadﬁ(fere(a,ﬁ)—fs(a,B))

o s 9KH' H'
f _/ dB, dB,, 6 (u, 0!) (u,11) du
0 0 aVyy
s KH' 8KH 24 s ps
8 fBVyg ov (v, B) v (v, 32) dv + ?/ﬂ dS/O’ /0 dadf (fsye (@, B) — fs (@, B))
. P anE oKH’ * QKH' oKH’
-/0‘ dyl ~/a\/y1 Au (u: CI'I) ou (ui yl) du [va o (’U, ,B) s ('U, yg) dv

Et d’une maniére semblable utilisée auparavant, on peut aboutir & :

I

c? — ud(a)(H (ZHJ—I)Y/t/tdByldBm/tdu' furdu/u dv
0 ‘yl % 2

‘u_u,‘zH’—z 'v—u lzﬂ’ 2@( ’yl) (v )
+24d (H)® ( °H — 1 / dul f f dudy
‘u - u'FH ” 'U —u FHJ B lu— v|2H’_2 ; (4.30)

quand £ — 0.
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Appendice

A.1 Espérance conditionnelle d’une variable aléa-
toire par rapport & une sous-tribu

Théoréme 0.1 Soient (2, F,IP) un espace de probabilité ; X une variable aléatoire JF-
mesurable telle que B (|.X|) < co et G une sous-tribu de F. Il existe une variable aléatoire
Z telle que B (|Z]) < oo et

i) Z est une variable aléatoire G-mesurable

i) B (XU) =E(ZU), Yv.a U G-mesurable et bornée.

Z est notée B(X | G) et est appelée lespérance conditionnelle de X par rapport & G.
De plus, si Z, et Zy vérifient i) et ii), alors Z, = Z, p.s

A.1.1 Propriétés de I’espérance conditionnelle

Soient X,Y deux variable aléatoire intégrables.

- Linéarité : E(cX +Y | G) = B(X | G) +E(Y | §) pas.

- Positivité-monotonie : X > Y ps = E(X | G) > E(Y | G) ps.
-E(E(X | G)=E(X).

-SiX L Galos E(X | G) =E(X) ps.

- Si X est G-mesurable, alors E(X | G) = X p.s.

- Si Y est G-mesurable et bornée, alors E(XY |G) =E(X | G)Y pas.
-SiHCGC FalosE(E(X |H)|G)=E(X|H)=E(E(X|G)H) ps.

A.2 Polynomes d’Hermite
Rappelons d’abord qu’une variable aléatoire normale standard, X «~ N (0,1), admet
la densité ¢ (z) = ‘/%;e""z/ 2 par rapport & la mesure de Lebesgue sur R.
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Définition 0.1 (Polynéme de Hermite) soit K > 0,entier, on pose

(=1)* d*o(z)

He(e) =20 2

Alors Hy, est un polynéme de degré K, appelé polynéme d’Hermite.

Lemme 0.1 on a :

FO) =2 =N")"H, (z)

n=0

ot

(=1)" p2ppd ng 2
1 f =3 dwn -

H, = (1.35)

Corollaire 0.1 soit H, polynéme d’Hermite; alors
1) Hy(z)=1, H(z)=r,
2) H, =H,,,
3) Hpy=zH,—H, i,
4) H, —zH, = —nH,.

Remarque 0.1 Les polynémes d’Hermite Hy, forment un systéme de polynéme orthogo-

naur pour la mesure gaussienne car, aprés k intégration par partie, nous avons

+oo
E(Hg (N)HL (N)) = Hk (z) Hi (z) p (z) dz

= (-1 /+ 4 (I)H;(a:)dm
400 gk T
- ”‘“ o () da

ainst cette expression s’annule lorsque k = 1,8t k = | nous obtenons :

dkH[ (:B)

Tk =k donc  E(Hp) =k

de plus ce systéme est de total 3, donc si une fonction mesurable g vérifier la relation
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E|g(N)[> < oo on obtient la représentation suivante dans L2
= 1
9(x)=> cHi(z), ek = B (g (N) He (N)]
k=0

Définition 0.2 On appelle rang d’Hermite de la fonction g la plus petit indice [ > 0 tel
que ¢; # 0
ie FE{ ) a#0}.

A.3 Intégrales fractionnaires et dérivatives

On rappel les définitions et les propriétés de base de calcul fractionnaires.
Soit @ € R,a < b.Soit f € L' (a,b) et a > 0. Le coté gauche et droite de 'intégrale
fractionnaires de f d’ordre a sont définit pour presque tout = € (a, b) par

12, f (@) = f%&—) [[@-v=rwa

et
b
¢ f(2) = rz’g)‘ ] (—2)"" f () dy. (A1)

respectivement. Soit %, (L*) (resp. /g (LP)) I'image de L” (a, b) par I'opérateur I2, (resp.
5 )
Si f € I3, (LP) (resp. f € I (L*)) et 0 < & < 1 alors le coté gauche et droite la
dérivatives fractionnaires sont définie par

e oL (@ [ f@-f@)
Dz, f (=) T(l—a) ((:{:-—G)Q+ . (z—7)"" dy),

et

e L (@ [ f@=1)
D210 =7y (oo [ frat )

pour presque tout z € (a,b).
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On rappel dans le suivant quelques propriétés de ces opérateurs :

i) Sia < ; et g= £ alors
I8, (I7) = & (17) € 19(a,b).

i) Si & > 7 alors
1%, (I?) UIZ (L) C C°% (a,b).

ou C*7 (a, b) est espace de fonctions Holdériennes continues d’ordre (a — %) dans

un intervalle [a, b].
i
Ig (Dgf) =f  (resp. I (D) =)
pour toute f € I, (L?) (resp. f € IZ (LP)), et

Dg (I f)=f (resp. D (I f) =F)

pour toute f € L! (a,b). (resp. f € L' (a,b)).
vi) La formule d’intégration par partie est :

b -h
f (D;»f) (s)g(s)ds= ] f(s) (Df,_g) (s)ds.

pourtoutfeff+(Lp)a9€If—(Lp)’;l:+?;1'=1°
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A.4 Notions sur les opérateurs
Soient F et F' deux espaces de Banach.

Définition 0.3 On dit qu’un opérateur T € L (E, F') est compact si T (Bg) est relative-
ment compact pour la topologie forte. On désigne par K (E, F) l’ensemble des opérateurs
compacts et on pose K (E) =K (E,E).

Théoréme 0.2 (cf. [29]) L’ensemble K (E,F) est un sous-espace vectoriel fermé de
L(E,F) (pour la norme |||| g,z )-

A.4.1 Spectre d’un opérateur compact

Définition 0.4 Soit T € L (E).
L’ensemble résolvant est

p(T) ={A€R;(T — AI) est bejectif de E sur E}.

Le spectre o (T') est le complémentaire de l’ensemble résolvant, o (T) =R\ p(T).
On dit que A est valeur propre - et on note A € VP (T) - si

N(T — AI) # U;
N(T — AI) est Uespace propre associé & A.

Définition 0.5 Il est important de retenir que si A € p(T) alors (T — AI)™! € L(E)
(cf. [30] corollaire I1.6).

Proposition 0.1 (cf. [29]) Le spectre o (T') est un ensemble compact et

o (T) € [=1ITI,+11T] -
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Théoréme 0.3 (cf. [29]) Soit T € K (E) avec dim E = oo.
Alors on a
i)0€o(T),
%) o (T)\ {0} = VP(T)\ {0},
iii) 'un des situations suivantes :
- ou bien o (T) = {0},
- ou bien o (T) \ {0} est fini,

- ou bien o (T) \ {0} est une suite qui tend vers 0.

A 4.2 Décomposition spectrale des opérateur autoadjoints com-

pacts
On suppose dans la suite que E = H est un espace de Hilbert et que T € L (H).

Identifiant H et H on peut considérer que 7™ € L(H).

Définition 0.6 On dit qu’un opérateur T' € L (H) est autoadjoint si T* = T, ¢’est-a-dire
(Tu,v) = (u,Tv)  Vu,v € H.
Proposition 0.2 (¢f. [29]) Soit T € L (H) un opérateur autoadjoint. On pose

m= inf (Tu,u) e M= sup (Tu,u).

ueH, |ul=1 u€H, |uj=1
Alors o (T) C [m,M], m€ o(T) et M € o (T).

Corollaire 0.2 (cf. [29]) Soit T € L (H) un opérateur autoadjoint tel que o (T) = {0} .
alors T = 0.

Théoréme 0.4 (cf. [29]) On suppose que H est séparable. Soit T un opérateur autoad-

Jjoint compact. Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteur propres de T.

81



A.4.3 Opérateur Fredholm

Soient E et F' deux espaces de Banach.

Définition 0.7 On dit qu’un opérateur A € L(E, F) est de Fredholm (on dit aussi que
A est un opérateur a indice). - on note A € Fred (E, F) - si

i) N(A) est de dimension finie.

it)R(A) est fermé et de co-dimension finie.

On dit que R(A) est de co-dimension finie si R(A) admet un supplémentaire algébrigue
de dimension finie.

L’indice de A est défini par
Ind(A) = dim N (A) — codim R (A).

A.4.4 Opérateur de Hilbert-Schmidt

Définition 0.8 Soit H un espace de Hilbert séparable. On dit que T est un opérateur de
Hilbert-Schmidt s’il existe une base (en) de H telle que ||T||3s = 3 |Ten| < co.

On vérifiera que la définition est indépendante du choix de la base et définit une
norme; de plus T est compact. Les opérateur de Hilbert-Schmidt constituent un sous-

espace important de K (H), en particulier 3 cause du

Théoréme 0.5 (cf. [29]) Soient H = L? () et K (z,y) € L? (2 x Q). Alors Uopérateur
u= (Ku) @) = [ K(o9)u@)dy

est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Réciproguement tout opérateur de Hilbert-Schmidt
sur L? () se représente de maniére unigue & Uaide d'une fonction K (z,y) = L? (2 x Q).
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A.4.5 Semigroupe continu

Définition 0.9 Soit E un espace de Banach; on dit que la famille d’opérateurs linéaires
(S8 ()0 e€st un semigroupe fortement continu si :

1)Vt>0, 8(t) € L(E)

2) S(0) =1d

3)Vt,s>0 S(t+s)=25(t)oS(s)

4)Vt>0 t]il(gr.S'(t)xz:r

La condition (4) est équivalente o ce que Vz € E,t — S(t)z € CO(R*,E). Si on
remplace (4) par : t]_i)l;]% 1S () Id — Id|| gy = O on dit que (S (t)),5o est uniformément

continu

Définition 0.10 On définit le générateur infinitésimal (A, D (A)) de Cy— semigroupe
(S (t)) comme Uopérateur non bornée A: D (A) C E — E ou

D(A) = {as €E, 933% (S@®)z—2) ea:iste}

Ve e D(4)  Az= P_“,é.% (S@)z—2)

quand la limite cwiste. L’ensemble (S (t)),., peut aussi notée par S (t) = e*A.
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