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Résumé

Dans ce mémoire, on étudie deux problémes non linéaires entrant
dans le cadre de la théorie du transport. Dans le premier chapitre, on va
considérer une classe d'opérateurs de franspori neuironiques
non-linéaires intervenant dans la formulation stochastique des équations
de transport et faisant intervenir des non-linéarités polyndmiales.

On présente une analyse mathématique de ces équations qui est liée
strictement & la théorie spectrale. Dans le deuxiéme, on établit quelques
résultats d'existence de la solution dans 1, d'un probléme aux bords
non-linéaires proposé par JL. Lebowitz et SI. Rubinow [1974] qui
modélise 1'age structuré de la prolifération d'une population cellulaire.
Notre approche est basée essentiellement sur les propriétés des

ensembles faiblement compacts dans L,



Abstract

In this thesis, we study two nonlinear problems incoming within the
framework of the transport theory. In the first chapter, we will consider
a class of nonlinear neutron transport operators intervening in the
stochastic formulation of the transport equations and using polynomial
nonlinearities. We give a mathematical analysis of these equations wich is
related strictly to the spectral theory. In the second chapter, we
establish some results of the existence of the solution in L; spaces of a
nonlinear boundary problem proposed by JL. Lebowitz et SI. Rubinow
[1974] which models the structured age of the proliferation of a cellular
population. Our approach is based essentially on the properties of the
weakly compact sets in Ls.
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Introduction Générale 1

Introduction Générale

Dans ce mémoire, on étudie deux problémes non linéaires entrant daus le cadre de la théorie
du transport. Dans le premier, on va considérer une classe d’opératenrs de transport neuiro-
niques non-linéaires intervenant dans la formmlation stochastique des équations de transport.
et faisant intervenir des non-linéarités polynémiales. On présente une analyse mathématique
de ces équations qui est liée strictement & la théorie spectrale. Dans le denxiéme, on établit
quelques résultats d’exdstence de la solution dans I; d*um probléme aux bords non-linéaire
proposé par J.L. Lebowitz et S.I. Rubinow [24] qui modélise Page structiné de la prolifération
d’une population cellulaive. Notre approche est basée essentiellement sur les propriétés des

ensembles faiblement compacts dans L.

CHAPITRE 2
Formulation stochastique
en transport neutronique

Ce chapitre, traite une classe de problémes de transport non linéaires intervenant dans I'ap-
proche probabiliste des chaines de fission neutroniques. La théorie du transport neutronique
traite naturellement les valeurs prévues des populations neutroniques. Afin de décrire les
fluctuations des valeures moyennes des distributions neutroniques, des formulations stochas-
tiques pour les fissions de chaines neutroniques ont &té mtroduites ces derniéres années, par
L. PaL [31], G.I Bell [5], M. Otsuka et K. Saito [30]. Deux problémes fondamentaux sont liés
a de tels formulations ont été considérés ici.

Premiérement : on étudie le probléme stationnaire
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a4 ;
v 5“; —(,r(;z;’ U)gﬂ(ﬂ:, v)
= —o(z, v) x |1—co(z, v)—z jq(z; v, U, ..., 1) {(0.1)
E=l e

X (1 — (z, v;) (1 — (x? v;) du;‘th};))}

avec les conditions aux bords

Oum > 2 (mentier), (z, v) €0 xV et

I'_={(z, v) €30 x V; v-5(z) <0}

On va utiliser la notation V¥ =V x ... x V' (k fais) et on suppose que Pespace des vitesses
V est la boule unité de R].. Ensuite, on va traiter le probléme d’évolution

I d .
EE_U —-3;_5_0-(3:: U);ﬁ'{i’. £, U)

- oln, ) x |l—a(n -3 / &l B By g 0 (0.3)
=t oo
% (1 — (t, z, n’l) (1 — i (t,_ €, L;) dv;...dv;))]

avec les conditions

¥ (07 L, t") = %o (1-: U) 3 r,sg{i,j -2 ‘)1'|P~ = G: Q S e <_: i (ﬂ‘4)
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De plus, on va étudier le comportement asymptotique des solutions. Pour Ia bonne interpré-
tation des phénoménes physiques modélisés par ces équations, on renvoie au livre de G.L Bell
[5] pour les détails. Dans un milien nmltiplicatif occupant wme région Q C R*, un neutron
agissant sur le noyau du maténel du centre serveur, peut étre absorbé, dispersé dans des
directions aléatoires ou peut produire (instantanément), par le processus de fission plus d’un
neutron. La probabilité qu’un neutron ayant la position = € {2, et la vitesse v, produit par le
processus de fission, i neutrons (1 < i < m) ayant des vitesses v, ..., v; est notée par ez,

v, Uy, ). 1<i<m et

e
o (x, v) —i—z f alz, v, vy, .., Vv du, =1 {0.5)

=51 Vi

oit ¢ (z, v) est la probabilité d’étre absorbé.

Cette étude est faite sous la forme des étapes suivantes :

1—Formulafion du probléme stationnaire 4 un probléme du point fixe d'um opérateur non
Iinéaire bien choisi.

2—Par des argumments de monotonicité, on montre Uexistence d'une solution maximale.
3—On montre que la solution maximale du probléme dans le cas eritique et sous-critigue est
réduite & la solution triviale.

4—Dans le cas supercritique, on montre I'existence d une solution non-triviale qui représente
une solution minimale non-triviale.

5—0n étudie 'unicité des solutions non-triviales moyennant des arsuments de concavité.
6—Cette étape est consacrée a l'existence des solutions globales du probléme d’évolution.
7—On montre que les solutions du probléme d*évolution couvergent (f — oc) vers la solution
maximale du probléme stationnaire sous la condition que la donnée initiale est minorée par

une constante strictement positive.

CHAPITRE 3
Etude de I'existence de solutions
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d’un probléme non-linéaire intervenant
en dynamique des populations

Notre objectif dans ce chapitre est 1'’étude de quelques résultats d’existence des solutions de
I’'équation non-linéaire intégro-différentielle suivante :

%ﬁ: (e, D+ M (a, D+ola, L, ¢{q, 1))

(&
= j: via, I, I) f(a, ¥, ¥:(a, I))xa(a, F)dl' (0.6)

oli x o désigne la fonction caractéristique de Vensemble

A={a l);0<a<l, h<l<BhlaveeO<h <l < 4oc.

Cette équation modélise I’age structuré de la prolifération d*une population cellulaire ayamnt
des propriétés héritées introduite par Lebowitz et Rubimow [24]. La variable I désigne Ia
longueur du cycle des cellules, qui est le temps entre la naissance des cellules et leur divi-
sions. C’est une caractéristique inhérente aux cellules individuelles et elle est supposée étre
déterminée a la naissance. La variable a est I'ige de la cellule individuelle. 11 est définie de
sorte que les cellules naissent au temps a = 0 (cellules filles) ef. se divisent an temps a = [
(cellules méres). Les constantes I; et I représentent, respectivement., Ia longueur minimale
du cycle et la longueur maximale. L’inconnue ¢ (a.l) désigne la demsité de la population
cellulaire ayant 'dge a@ et la longueur de cyele I. A la mitose, les cellules filles et les cellules
meéres sont reliées par une régle non-linéaire décrivant les conditions anx bords. Elle s'écrit

sous la forme

(0, )=Ry (. 1) 0.7)
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ol R est un opérateur non-linéaire qui modélise la transition de la longueur de cycle méres
a la longueur du cycle filles, couvrant en particulier. les situations biologiques usuelles. Pour
les significations biologiques, on renvoie a [19, 24, 39, 40, 23]

Ici, on présente quelques résultats d’existence dans Ly du probléme anx bords (0.6) - (0.7).
Notre approche est basée sur des méthodes topologiques utilisant les propriétés des ensembles
faiblement compacts dans L;.

Le planning du travail de ce chapitre est doimé commne suit :

1—Transformation du probléme (0.6) en un probléne du point fixe faisant intervenir um
opérateur non linéaire faiblement compact.

2—Afin de compenser 'handicap de la compacité dans Vespace L, (A; dadl) , on cherche les
solutions dans Penveloppe convexe fermée d"un ensemble bien choisi.

3—Ensuite, on obtient des résultats d’existence en utilisant un critére de Dunford-Pettis faible
dans L.



Chapitre 1

Résultats préliminaires

Vobjectif de ce chapitre est de rappeler Pessentiel des notions et résultats utilisés tout au long

de ce mémoire.
1.1 Théorie spectrale des opérateurs

Soit X’ un espace de Banach complexe et

T:D(T)cX—>X

un opérateur non borné que I'on suppose fermé et & domaine dense. On appelle ensemble

résolvant de T. I'ensemble

p(T)={AeC; A\—T:D(T)— X est bijectif}.

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le specire de T et seta noté o (T). On
notera que st A € p(T), I'imverse

RO T)=(A-1T)"

exaste et est borné, c’est A dire
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R(), Tj e L(X).

L’ensemble résolvant p (T') est un ouvert du plan complexe et Papplication

p(T)32 >R T)
est analytique sur chaque composante connexe de p(T') .

Le spectre de T, 0 (T') est un fermé de C, et si de plus Vopératenr T est bomé, alors o {T)
est un compact non vide. On appelle alors rayon spectral de T, le nombre que I'on note

re (T) =max{|A|: A e o (T)}.

Lorsque T n'est pas borné, un parameétre utile pour localiser son spectre est donné par
Pabscisse sepecirale

s(T) :=sup{Rei: A co(T)}.

On examine & présent la structure du spectre. Le spectre ponciuel o, (T7) est défim par -

0p,(T) :==4{A; A—=T:D(T) — X n’est pas injectif} .

un éément de a, (T) est dit valeur propre de T, il hni correspond un x non mil dans D (T}
tel que (A — T)z =0 que 'on appelle vecteur propre correspondant & X
On définit le spectre approché de T par

oy (T)={X A=T:D(T) — X nlest pas injectif on i image non fermée}
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(L'image d’un opérateur non borné A est définie par { Az : x € D{A4}}). Le spectre résiduel

est

or(T):={X} A—T: D(T) — X a image non dense} .

On a toujours

0 (T) = 055 (T) Uor(T) et 6,(T) C 04, (T).

1.2 Théorie spectrale des semigroupes

Commengcons par rappeler la définition d’un Cy-semigroupe {on un semi-groupe fortement.
continu).

Définition 1.2.1 Soit (U (1)), ,qune famille d’opérateurs linéaires bornés sur X. On dil que
(U (), »¢ est un Co-semigroupe si les conditions suivantes sont satisfaites -

e U (0) = Ix (Vopérateur identité),
o U(t +5)=U(t) U(s) pour £, s > 0 (propriéié de semigroupe),
e 0 <t+— U(l)x est continme pour tout z € X (contiimité forte).

A ce Cy-semigroupe on peut associer un génératenr T défini par

Ty — limb {(e—=
1—f i

de domaine

IRT) = {.1' EX%]}‘EE—(T-%E exi:ste}.

Le célébre théoréme de Hille-Yosida établit une correspondance biunivoque entre les Cy-
semigroupes et les générateurs [16, 32, 15].
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Théoréme 1.2.1 Soil T un opéruteur fermé i domaine dense sur X. Alors T est généru-
teur d'un Cy-semigroupe de X si el seulement 57 existe deux véels M > 0 et w tels que
{A€C:Red>w} Cp(T) et

M

ReA>w, n>0.

Larésolvante R (A, T) peut s’écrire comme transformée de Laplace du semigroupe -

R(), T)i]e_MU(t)dsV Re > wo (T)

ol

wo (U () ==inf {w € B : il existe M, > 1 tel que [[U (£)]] < M. Vi > 0}

est le type de (U (), 5o -

Dans toute la suite on considérera T générateur d'un Cy-semigroupe de X noté (U (1)), >0
(parfois, on utilisera la notation (¢), _ , pour le semigroupe ). Dans ce cas, le probleme de
Cauchy

du :
:E(t) =Tu{t) t>0

u(0) = up € X,

admet une solution unique donnée par

u(t) = Uft)up > 0.
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La détermination du spectre de semigroupe constitue un important outil pour accdder au
comportement asymptotique (quand t— oo) de la solution u(.).
On note que le type wo (T) est relié an spectre de (U (1)), .4 par identité

ro (U (t)) == (>0)

Malheurensement. en toute généralité on n’a quyme inclusion concernant le théordme de
Papplication spectral €T C o (U(t)) (voir [15, p. 253] } pour des situations o1 linclusion
précédente est stricte.

1.3 Cadre fouctionnel (Cas neutronique)

Les équations de la neutronigue décrivent I'évolution temporelle des distributions des nen-

trons dans un milieu fissil ou pas. Ces équations s’écrivent sous Ia forme

%:i (o, f) —i—-u-g:”-a (z, v, ) +a(x, v)e(x, v, 1) = Ke(x, v, ) (1.1)

avec généralement un flux rentrant nul

Ol =0 (1.2)

et une distribution initiale

ez, v, 0) =gy (x, v), (1.3)

ot (x, v} € L xV,  est un ouvert régulier de BY. V C BY  est Vensemble des vitesses
admissibles et

I'_ = {(z, v) € 9 x V : v est rentrant en x € JN}.
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Les conditions aux bords (1.2) sont dites absorbantes. La fonction o ., .) représente la fré-
quence de collision (appelée aussi section efficace d’absorption . L'opérateur K est im op&-
ratenr linfare dit opérateur de collision, il Inferpréte Pinteraction entre kes particules et le

milien du centre serveur. Classiquement cet opérateur est dommé par

Kyg(z, v) =fk(:z:= v, o) e(x, v)du(), (1.4)

o k{., .. .) est appelé noyau de collision et V est le support d’mme mesure de Radon positive
sur R™ non nécessairement finie notée p. Dans le modéle continm, V représente une couronne
fermée {v e R":a < || < b} (0 < a < b < oc) nmnie de la mesure de Lebesgue volumigue
cl dans le modéle multigroupe, V est une réunion finie de sphéres centnées en zéro, oo dmme
mesure yu combinaison de mesures de Lebesgue surfaciques correspondant a ces sphéres. Pour
les détails sur les considérations physiques de ces équations on pourra consulter par exemple
[6, 13, 41] [12, chapitre XXI, §1].

Liéquation du transport linéaire est modélisée traditionellement par le probléme d’évolu-
tion représentant un probléme de Cauchy abstrmit dans IF{Qx V) {1 <p < +o00) sui-

vant :

%’fl(ﬁ):(T-i-K)@@(ﬂ (t>0)

(1.5)
©(0) =
oit T désigne Vopérateur d’absorpation :
ad .
Typ= —U-ﬁ —o(z, v)e(z, v)

de domaine

D(T) = {WEL”(QXV}:U_% e?(QxV), gir. :0}
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(pour le sens précis de la définition de D (T) et la théorie des traces voir [3, 4, 8, 9, 38]) et K
est P'opérateur de collision. Lopérateur T engendre un Cyy-semigroupe explicite dit semigroupe
d’absorption

- o{z—su, wids
Ult): IP{Ox V)35 ¢pr—e fﬂ Plx— v, V) Xgpara oy € P (2% V),

ol r(z, v) = inf {s > 0: (z — sv) ¢ Q}. Physiquement, r(z, v) est le temps mis par un
neutron, initialement en z € {2 animé de la vitesse —v, pour atteindre (por la premiére fois)
le bord 9%2. Comme dans la plupart des modéles physiques I'opérateur de collision K est borné
[7. 20], Popérateur de transport T+IK engondve un Cy seasigromgs: (V7 (1)), sy il wemignonpe
de transport, qui résout le probléme d’évolution (1.1)-(1.3). Ce semigroupe est donné par une
série dite de Dyson-Phillips

v =Y 050, 16)

=0

z
Uo(t)=U(2) et U,-H(t)=fUn(t—s)K!é(s)ckn iz0 . t>0
0

Deéfinition 1.3.1 un opérateur de collision K :I7 (2 x V) —— 7 (Q x V) est dit régulier si
sa restriction sur I? (V) (en fizant la posilion = } est un opérateur compact de I7 (V) dans
I (V) (vx € Q).

Théoréme 1.3.1 soit un opéraleur de collision régulier, alors

1)Sil<p<+oo,alors A—T) 'K et K(A—T)" sont des opératenrs compaets
2)Sip=1lalors K(A—T) 'K est un opératenr faiblement compact mais en général
K (A —TY " nest pas faiblement compact .
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On note que la compacité d'une itérée [(A — T) " KJ* permet de constater que 5 {T + K) (le
spectre de I'opérateur T4+K ) se compose du demi-plan {le specire de T ) {1 : Re A < —A*}
(—A"est Pabsisse spectrale de T c’est 4 dire — A" =sap{Re A, A € o(T)} et, an plis, de va-
lenrs propres isolées {A;} 7, (Re A > — A7), de nmltiplicité algébrique finie, ot {A; : Re \; > a}
est au plus fini pour tout & > —A*.

1.4 Cadre fonctionnel (Dynamique des populations)

Dans cette partie, on va introduire quelques résultats et définitions préliminaires dont on

anra besoin au chapitre 3. Soit

X = L {A; dadl)

ol A:={(a,l;0<a<lh<l<b}lavecO0<l << +oc et notons parX;, i =1, 2, les
espaces frontidres X; := [ (Fg: dl)., oiuly = {(ﬂ. I)’ I E]lh IgE} et I3 := {(l- Z): I ngh lgﬂ'.
Soit W Pespace de Sobolev partiel défini par

W={¢eX; %EX&-#’M € X1}
Rappelons que si

T3 r 3‘5‘;’,— > -4 k

W ={v € X; 20 €X et Wy, € Xo}

alors W = W . En d’autres termes, chaque fonction ¢ € W admet des traces U, et Uy,
sur les espaces frontiéres (aux bords) X; et X5, respectivement.

On suppose que Popérateur aux bords de transition R défini de X, dans X satisfait la

econdition suivante :
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(H1) il existe b > 0 tel que [Ruy — Rug| < bluy — u3], Yuy, us € Xu.

Il s’ensuit done que

IRH1§ 5 biul - ?.Irgi + ﬁRﬂfgﬁ, V’-uh U & Xg

posons 1z = 0, il vient

|Ruf < blul + |R(O)|, Yu € X;.

et par passage 3 la norme, on obtient :

[ Rul| < bl[ull + [|R(O)|. Yu € X, (1.7)

Comme conséquence de (H1) et (1.7), Popératenr R est contimm et envoie les parties bornées
de X5 en parties bornées deXj;.
Soit Ay Vopérateur défini par

( Ap:D(Ag) CX = X

3 ¥~ Axv(a, )=~ o, D~ pa. Do, D

D(Ag) = { € W; R(thp,) = typ }.

\

O (., .) € Lo (A) et soit p le réel défini par :

p=inf—ess{n(. ); (a. 7) € A}.
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Pour permettre d’établir une formulation abstraite de la résolvante de opérateur Ag, on
mtroduit les opérateurs suivants

q

- / (rpls, 3)ds
6\: X1 - Xp, u— (O, I)=u(0. e J o :

- f (Apls, Ds
A‘\ : XI ==k .X’: u— (AXLL) {GI l) = ‘u.(Oz l)c o Z

o f O it Dy
By X o, 0 =2 il B = / 5 o wis. B
o

R f (Atplz, s )
Iy: X = X, u— (L) (e, 1) :=fn£-; . u(s, ljds.
(]

Dans [23], les auteurs ont montré que pour ) satisfaisant Re A > —p, alors tous les opérateurs
précédents sont bornés, positifs (dans le cas A € ) et leurs normes vérifient -

! El<L m)< —2

loal] < ™8, Il < e | "= Rext )

Soit Maintenant f € X3, on définit opératenr A 1 par :

Ap n:Xe— Xy
ur— Ap pu=06Ru+ f

powr ReA > —p,ona:

Ao ner — Aa piesll < be 8By o
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V@l? !5‘.:‘2 € X’g Car :

Ao ner = Aw. pwall = [I(OrBey + F) — (OaRs, + S|

= |(@x(Re, — Rey)ll

< e By, — ]
Donc, si ReA > max( —p, —p+ - 1n (b)), Iopérateur Aqs 5 est une contraction et par suite

d’aprés le théoréme du point fixe de Banach, le probléme . = O, Ru+ f posséde une sobiztion
umique 2 =u (A, f) € Xs.

Soit 7, Poperateur qui envoie chaque élément [ de X534 la sobdion u de Péguation u =
O\Rut+ f notée hf=u
1l est clair que :

I =O\R(Ih]) + 1.

et done

193/ = Bafall < be g1y — ol + 11— Sl

pour tous fi, f» € X, ce qui entraine que :

N fi — Tafell — bﬁ_l_l(ﬂﬂ_:ﬁjﬂﬁf — Akl <l - £l
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il vient que :

73 fe = Taall < (1 — be B2y 1, — g
ce qui montre la contiunité de 7x. Maintenant, en prenant f; = 0 dans la demiére équation,
on obtient :

IR R B e G S T AIER VA (18)

Lemme 1.4.1 On suppose que Uhypothése (Hy) est sutisfuite ei soit X tel que Re A > max(
~popl g lu(b). Alory :

(1) I est conlinue el envoie les parties bornées en parties bornées

(2) (A — Ar)est inversible ef (A — Ag) ‘est donné par :

(A — Ar) ' = A\RFAE, + 11, (1.9)

De plus, (A — Ag) "est contimme et envoie les parties bornées en parties hornées.
Preuve. L'assertion (1) est facile 4 vérifier d’aprés les inégalités précédentes. Pour prouver

(2), soit ¢ € X on considére le probléme

(A-Ar)t =, {1.10)

on ¥ € D(Ag). La solution de 'équation (1.10) est donnée formellement par -

- [ O f Ot ) ‘
e, )=¢(0, e J = +]c s w(s, D)ds {1.11)
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En particulier, pour ¢ =1, on a :

T 3
- [ (Apfs, ids - ] {AtaiT, H)dr
v D= De I +fe LT e

]

En utilisant le fait que 9 satisfait les conditions aux bords, Féyuation (1.12) peut étre écrite

sous la forme

¥, = O\RYp, +Eap (1.13)

Par la définition de 7}, la solution de Péquation (1.13) est donnée par Y, = JaEay- D'antre
part, I’équation (1.11) peut &tre écrite sous Ia forme ¥ = A\Rég, + Ty, En substituant
tyr,dans l'expression de ¥, on obtient ¥ = Ay\R73Zx¢ + [ygp. Ceci montre que (A — Ag) est
inversible et (A — Ar) 'est dommée par (1.9).

La derniére partie de la seconde assertion découle dn fait que les opératenrs Ay, E,, I, sont

bornés et les propriétés des opérateurs R et 7,.18

Soit Maintenant Popérateur K défini par -

K : X=X

P — (Kv)(a, ) = ﬁv{a, L Nv(a, V)xala, V)dl (1.14)

]
ot v(, ., .)est une fonction mesurable sur A x [I;, Iy] . Eusuite, on introduit Fextension K

de K a L ([0, L] x [ly, I3]; dadl) donnée par :

K :Li ([0, b] x [, L]; dadl) — Ly ([0, L] x [ly, ] ; dadl)

ﬁ—}ﬁiﬂ'ﬁ(ﬂr l? f’)g’)(ﬂ_ F)df’_
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oll ¥ est une fonction mesurable sur [0, ] x [l;, ] x [I;, )] telle que F|axy, 1, = v.

On observe que K agit seulement sur 7. Done, on pent considérer K comme fonction K ()=
a0, b= K(a) € Zon Z:=L(L ([l b]; &)).

Dans la suite du chapitre 3, Fopératenr K suppasé régulier dans le sens sulvant :

(H2) K(.) est strictement mesurable, il existe un sous-ensermnble compact C C Z
tel que K (a) € C presque partout et K (a) € KLy (i, L); dI)) presque partout,

ot K(L; ([, L]; dl)) désigne Vensemble des opérateurs compacts sur
L[, bl; di).

Les opérateurs K sous la forme (1.14) ayant une extension K et satisfont {H2) possédent la

propriété d’approximation suivante :

Lemme 1.4.2 On suppose que Uhypothése (H2) est salisfaite. Alors K peut éfve approché,
au sens de la topologie uniforme, par une suite (K,,), d’opérateurs linéaires définie par

1

@) @ )= [ (Zm— (a)8: 1) 8, (f)) % (a, ') xa o, F) T,
i icl

ol ; € Lm ([0- lz]; dﬁ.) 5 9,‘ € .Ll ([11., lg]; tg) 5 ;fi € Lm (Ill, lg]; (ﬂ) et I est ﬁ]ﬁ. Nc:tons
que ce lemme est un cas particuber du lemme 3.3.1 mentionné dans UAppendice couvrant

situation p = 1 et p €]1, +ocj-
On a aussi le lemme suivant qui va joure un réle important dans Ia suite de cefte analyse.

Lemme 1.4.3 On suppose que (H1), (H2) sont satisfaites. Alors, pour lout A € T tel que
ReA > max(—p, —p+ ;- In (b)), Vopérateur (A — A 1) K est faiblement compact dans X .

Preuve. Soit A tel que ReX > max( —p, —p + 1 1n (D). Suivant le Lemme (1.4.1)(2), il
suffit de prouver la faiblement compacts des opérateurs A\R7Z\E,K et T, K. Notre premiére
démarche est de vérifier que =, K et 11, K sont faiblement compacts sur X.
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En effet, suivant le Lemme (1.4.2) et la linéarité de K. il suffit d’établir Ia faiblement compacité
des opérateurs =, K et I, K o K est un opérateur défini sur X par -
53
(B¥)(a, = | ((@)d @8I ¢ (a, I xala, V)dr,
o € Lo ([0, L]; da), 6 € Ly ([lh. L]; dl), B € Lo ([ly, I): dI). Notons que =, K pent
étre écrit sous la forme Y3 Ps ou Ps et X, sont donnés par :
iy
Ps:X = Li([0, b]; da), ¢ — (Psp) (@)= | B(Dy(a, Ddl

et

5 : L1 ([0, by]; da) — X5, ¢ — f e~ L Oale Dy (5 0(1) o (s) ds.
(]

I suffit donc d'établir que ¥, est faiblement compact. Pour le faira, Soit ¢ wm sous-enseanble
borné de Ly ([0, L]; da) et soit g€ O ona:

/ I(Exe) Ol < inll, Nl f 6 (D)) L,
E E

pour tout sous-ensemble mesurable de [I;, L]. Puisque Ii{]él} J# (DAl =0,00 v(E) est Ia
mesure de Lebesgue de E, appliquant le corollaire 11 dans [14, p. 294], on déduit que T, {O)
est un ensemble faiblement compact.

Par les mémes arguments, on déduit la faiblement compact de II, K. I reste 3 monirer que
RI\ELK est faiblement compact. En effet, soit @ un sous-ensemble borné de X. En utilisant

(1.7) et {1.8) il vient :

—1

[IER r01a< [ QRO O)1+ 150 O i+ (1 s Eo2)) [
E E E
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pou tout sous-ensemble mesurable E de [I;, L] et f € (E.K) (O). Appliguant une dexiéme
fois le corollaire 11 dans [14, p. 294] et en utilisant le fait que (Z,K) (O) est faiblement

compact, on déduit la faible eompacité de R7,Z,K ce qui termine la prenve B



Chapitre 2

Formulation stochastique en transport
neutronique. Problémes non linéaires

2.1 Reésultats Préparatoires

On va supposer le long de ce chapitre que 2 C R”™ est un ouvert borné et convexe de B™. De

plus, on va supposer que les fonctions ¢; (.) (1 < i < m) sont positives et bormées. Et que

a(z, v)=0c(v), mfa()=2">0 (2.1}

On va formuler (0.1)(0.2) & un probléme du point fixe pour un opérateur convenable et on
va établir quelques propriétés élémentaires. Tout d’abord, on va définir Popératenr ssavant -

ng;:p-%—a{:r; v) ¢ {x, v); ¥ € D(T)

de domaine

D(T) = {weLm(QxV); Lii’ eL®(@xV), dhy :ﬁ},

En tenant compte de (2.1), (0 — T) "existe et

- i |
EE(O —T) lHL{Lﬂﬂ‘{QxV}} = b
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Notons qu'a partir de (0.5), le terme de droite dans ({1.1) est égal &

—a (v)i fq(z, U, Uy, ey Up) [1 - ]i[ (l — (I, L-’;))] {(2.2)

vE

Done, on peut écrire (0.1) sous Ia forme

m E
T = a (v) Z / ce(z, v, *u’l, ey 1) [1 — H (1 — (.1:, v;))] dv;..,d-v;
k=1 =1

VE

avec la condition 0 < ¥ < 1. Introduisons Vensemble

B={peL”@xV); 0<yp <1}

et I'opérateur non linéaire dans L™= (2 x V)

m E
N: gg'! — a'(f_})z /{;&(_‘JL . ‘U;, S L!;) [1 = H (]_ — afv (.’t.": L’;_))} dv;..ad!}’k-

=1 vE =1

Ce qui nous permet de formmler (0.1) et (0.2) sous la forme

¢=0-T) "Ng; g€B

or

o=Ng; ccB (2.3)
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N=@-T)"N.

Cette section est consacrée a quelques résultats de base sur N et 4 dautres auguels sont hiés.
Lemme 2.1.1 L’opérateur N laisse invariant la boule ynité, de plus, i est croissant.

Preuve. Soit ¥ € B, c’est a divre 0 < ¢ (x, v) < 1. Done, pour tout 1 < k < m.

k
Ogl—hl—[(l—‘aﬁ?(:r? v;-)) <1sur QxV*
i=1

Done
0< Ny < cr(v)z f ez, v, vy, ., vy dv, < o (v). (2.4)
=l

Drautre part,

" sz, v)

0-T)Y gz, v)= / ey (2 — su, v)ds
0

ol

s{z, v)=inf{s > 0; z— sv ¢ O}
Done

sfx, @)
0-T) o= cr(u)j P Rixal
o

et en utilisant (2.4),
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Ng=(0-T)"'Ne<1

ce qui montre la premiére assertion. Considérons la fonction

E
Fe:(z, o z) €0, F=1-J] - ). (2.3)
=1

j=

1l est clair que cette fonction est croissant sur [0, 1]¥. Ceci montre que N et N sont croissant
dans B

Introduisons & présent les opératenrs K et L suivants sir L (2 x V)

m E
Ky=o0(v) Z / alr, v, vy, ..., v) [nga (J:: v;)} duv,..dv, {2.6)
k=1 j=1

=1 e

et L est l'opérateur non-linéaire défini par :

Ly = g‘(z:)i [ck(xs v, vy, ..., ;) ['f[ (l - (-.1:, tﬁ;)) —1 +§E.~p (:a:, z,-;)] .
=1 Y, j=1 =1

Notons que

N=K-L. {2.7)
Lemme 2.1.2 L'opérateur L est positif.
Preuve. Considérons la fonction

Fr:(z1y e )€, 1F > H(l —z) -1+ sz- (2.8)
j=1

=1
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Om note que
= k
oFy , .
@=1- [] -z
% =LA
et que
—%{z) =0 << =0 Vj#i (2.9)

Donc F;, wiatteint pas son minimumn dans ]0, 1[¥. Pour montrer que Fy, est positive, il suffit
de montrer qu’elle est positive sur le bord de [0, I]E - Montrons ceci par récurrence. On note
que Fy (z) = 0. Supposons que Fy_; {2) > 0 et choisissons z € 3[0, 1]*, cést & dire

N<i<k =000 =1

Siz; =1, alors

-Fuk (Z)“—" i ijo

J=Li#

Si z; =0, donc

k 3
F (2)= H l—z)—14 Z zj=Fg_1(2)

=L j#i d=1 it

OUZ = (21, wy Zio1, Zitl, oo 25)- Done Fi(z) > 0 daprés Ihypothise de récurrence. Done,
pour tout ¢ € B, cest A dire 0 < (z, v) < 1,
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ce qui prouve le résultat ll
Donnons maintenant le résultat de compacité
Lemme 2.1.3 L’opéraieur [{0 =\ i K] % est compact sur L™ ({i x V).

Preuve. On définit, pour 1 < 7 < k, Popératenr

Giye I@xV) o) [ ds v ot )
v

ot g (z, v, v} = (z, v, V) et, pour k> 2,
1

= I ¥ r r
gz, v, V)= afz, v, vy, ., Vg, V), Vs ) duyd L dd

VvE-1

Donc (2.6) améne a

m k
K=X>.¢
1

B=1 j=
et par suite
m & .
O-T)'K=) 3 (-7)"'¢
E=1 j=1
On note que [(0— /5 K] *fait imtervenir m opératenr sous la forme

(-1m'cie-1'cl

et CZ(0—T)'CJ) sont compacts dans L={Q x V), par dualité dans L7, le résultat de
k %

compacité se déduit.l



2.1 Résultats Préparatoires 28

On termine cette section par le résultat de régularité suivant pour un opérateur non-linéaire.

On décompose 'opérateur polynémial N sous la forme

n

N= Z N

E=1i

ou Ny = K est la partie linéaire, N; est la partie quadratique sous Ia forme

Nyg = [ P27 v, v, v e, vi) plas v durdi,
v

et plus générallement,

Nkﬂa:‘/kpk {;E: U, Uy -ees t‘!lr)ff?(g:z t“'l) - (.1'- 'U;;,) fl‘U]_.,.dUk
\%

on

pkELm(QXV‘“H); 1<Ek<m

Lemme 2.1.4 Soil r > nm. Alors Uopérateur nen-linéaire

NO-T)'N:L®(QxV) = L®(Qx V)

se prolonge & un opérateur continu de L” ({2 x V) dans L® () x V).

Preuve. Notons que

NO-T)'N=) N(-T)'N

=1

et que N; est un monéme de degré 1. Soit ¢ € L®(Q x V) et
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;= (0-T)" Nye.

Donc N; (0 — T) ' Ny (z, v) est égal &

m m
Z = Z /.pi (:E: v, Wi, - fx:"';,) ls’-bjl (I: i‘-"l) "JL-'E‘jﬁ (,’.[3: wﬁ'-) =
n=1 3i=1 Vi

1l sudiit de restreindre notre travail 3 I'un des termes.

Pour simplifier les calculs, on va prendre le cas j; = .._j; = j. Donc, on va traiter le cas de
l'opérateur

fpi (:r: W, Wy, ..., wi) (D_ﬂ_li jlp(ir? Mi) X ...

Vi
x (0 —T) " Njp (x, wi)de....de;. (2.10)
Actuellement, ce terme n’est antre que N; (0 — T}~ Njg. On note que (0 — T) 7 Njg(z, w)

est égal &

&(z, w) .
f e gg / pi(z— s, w, v, ., v5) (T — sw, vy) ...
1] SV

xp (£ — sw, v;) xp (x — sw) dvy...dv;.
Donc (2.10) est égal 4

i s(z, we)
. ' 7 I I e 143
/pﬁ- (1'7 W, Wy, .. “Ji) / B—a( !3'5@5-/ pj (2" — 8. We, V3, e i)j)
e=l a Vi

Vi

x@ (X — swe, V1) ... (X — swe, U;) Xq (& — swe) dvr...dudan...duwy.
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En utilisant le changement de variables o, = r —sw, (1 < e <i) de, = (—1)*sdw,, Ia
valeur absolue de I'intégral est dominée par

/ de,..d7, H / X d"“‘ [ ()P . (2.11)

[Pl

rp(w’)ﬁf ke (2, . v)]de.

Aussi (2.11) est dominé par la constante
T [ BEY |7 Bar
H ﬂiI*%[n_]dIE_ [ 3 in—] y:l -

par un simple argument de convolution, on peut voir gue, pour p > n,

f [ (J?L dy
alz—y)

<@l = - [
Lo(s1)

Done, pour r > nm,

"N ©-7)" Ny "Loo(nxn <6 gg@ggﬂﬂ) <G iéﬂz’jllgr(gxm
Le résultat résulte du fait que L™ (2 x V) est dense dans " (2 x V) B

2.2 La solution maximale du probléme stationnaire

On va étudier maintenant le probléme du point fixe (2.3). Tout d’abord, on montre Pexistence

de la solution maximale.
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Théoréme 2.2.1 Le probléeme (2.3) a une solulion macimale.

Preuve. On définit par récmrence la suite {1, }
Yo =1, Y.y = Nty (k>0)

En tenant compte du Lemme 2.1.1, on aura,

0<t,= Ngpp<l=1,.

a

En utilisant une dexiéme fois le Lemme 2.1.1, il s’ensuit par récurrence, que

0<tvpy =Nt <Ny, =1, <L (212)

Done {#7,} C B est décroissante. Ceci montre Pexistence de 7 € B tel que

P — P ponctuellement et en monotomie

En particulier, ¢, — % dans L7 (2 x V) pour tout r fini. Montrons & présent que

1y, — @ dans L™ (2 x V). (2.13)

’if’k+1 = (0 - T)_l N’if@k;

il suffit de montrer que la suite {Nv,} converge dans L™ (£2 x V). Mais

Ny =N(0-— T)ﬁl Nty
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Donc (2.13) se déduit du Lenmme 2.1.4. Et par suite

7= Np, 7eB. (2.14)

On note que (2.13) va jouer um rdle dans la section 2.5. Soit ¢ € B un autre point fixe de N.
De Ia relation, de p = Np <1 = Vg, ON peut VoIl par récurrence, que.

¢ <y VE

ce ¢ui donne ¢ < P et montre que ¥ est une solution maximale. l

On remargue a ce stade, que cecd neguarantit pas que Z une solution non triviale. Lexistence
d’une solution non-triviale est liée aux propriétés spectrales du probléme linéaire. Pour finir,
domons quelques définitions. On dit que le probléime (2.3} est sous-critique (resp. critique,

resp. supercritique) si le rayon spectral

s{T) :=sup{Re); A €c(T+ K)}

est négatif (resp. égal & zéro, resp. positif). Il est facile de voir que ceci raméne A {(ﬂ -~ K ] <
1 {resp. r, [(0 -T)™! K] =1, resp. 7, [(0 — Ty K] > 1). Tout d’abord on va dommer des
résultats de non-existence. Commencons par le plus simple.

2.2.1 Le cas sous-critique

Théoréme 2.2.2 Sir, [(0— K 1 < 1 alors (2.3) wadmet pas une solution non-iriviale

Preuve. Soit
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(0—T)"'No=yg: g #0.

En utilisant la décomposition N = K — L et le fait que L est positif,

O-T)"Kp>g 620, ¢ #0

ce qui implique que 7, [(0 — i K} > 1 (eontradiction). Bl

2.2.2 Le cas critique

On donne ici un autre résultat de nonexistence. Pour le faire, on a besoin de I'hypothése

PR <ko <m; (7, v, vy, -y ) > 0 sur Q3 VI (2.15)

Théoréme 2.2.3 Soil r, [(G ~-TY'K ] = 1. 8i (2.15) est satisfaile, alors (2.3) w'a pas wne

sohdion non-Iriviale.

Preuve. Supposons qu'il existe une solution non-triviale ¢

$>0, P A0sur 2 x V.

On note que

st ) oo ) ommaer

=1 i—1

et Fy,(z) définie par (2.8), sannule seulement si z; = 0 pour tout i € [1, 2, ..., k. I

s’ensuit, de (2.15), que

- (2, v, vy, -y Ug) I;f[l (1 —1 (.r u;.)) -1+ gﬂ: (:r v;)] dv..duy,
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est strictement positive et par suite L) > 0 ppsur Q@ x V. Done

Ny < K¢ ppsar Q2 x V. (2.16)

Soit To et Ko les opérateurs dans L' (Qx V) tels que T} = T et K = K. Puisque
Ko(0— T{;)_l est 4 puissance compacte dans L' (€ x V) , il est irréducible car [Ko 06— Tg}_l} :
est positif, en tenant compte de (2.15), donc, il existe 17y € L* {£) % V) strictement positif tel
que

Ky (O - TE])_I Uy =T, E—KB (0— ’H))_l} oy = Wy

Car

7e [Ko(0 —To) "] =, [(0-To) " K] .

Done, en utilisant (2.16),

(o, 9) = (b0, F0) < (o, (0= To) ™ K) = (Ko (0~ To) "o, ) = (i 1)
Ot (., .) est le crochet de dualité entre L* (Q x V) et L= (€2 x V) . Ce qui termine L preuvel
2.2.3 Le cas supercritique
On commence par le résultat d’existence
Théoréme 2.2.4 Sir, [(0 — T)_1 K ] > 1 alors (2.3) a au moins wune solution non-triviele.
Preuve. Suit

&
Fe:(z1, -, ) €[0, ]lk —1 _II(] —z)
=1

F=
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Notons que

2% R@=10s<i<h. (2.17)

F:(0) =0,
Done il existe £ € [0, 1]¥, 0 < £, < z tel que

&

o OF;
Fi(z)= ;‘% 7, - (2.18)
D'autre part, pour tout 0 < p < 1, 1l existe 55 > 1 tel que
aF; aF;
"()— "(O)I g pour 0< 5 <5 {l<i<k)
En tenant compte de (2.17). on aura
@2 a-w2EO
et, de (2.17} et (2.18), il vient
.lﬁ(z)}(1~—)(.1)Z:_12 (1—;;)qu11rﬂ<g:‘<sﬂ(1<’z<k)
=k
C'est a dire
k k
I—H(l—zj)g{lwp)z::f,«lx}urﬂﬁfz.;ffg (1<i<k). (2.19)

i=1 i=1

Soit ¢/"une fonction propre positive de (0 — T) " K correspondante & son rayon spectral et
telle que
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H™ |l L=ty = 1.

On défimt

p =ey" avec £ < g5. {2.20)

I s’ensuit, de (2.19), que

1_11@—;(L19)30f1g§:¢@5¢L(1555@

et par suite
E
f calz, v, vy, ..., V)l — H (1— ¢ (= v}))ldv,...dv,
v =1
s
> (1-n) [al v, v )Y el of) o,
vE i=1
Done
Ne>(1-p Ky
et
N> (1- @) ©0-T)" Ky =(1- g [(0- T)" K] 0. (2.21)

On choisit g tel que
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(1-pr[(0-T)"K] >1. (2.22)

Ce qui implique N > ¢, c’est a dire ¥ est une sous-solution. On définit par récurrence ume
suite {,} par ¢y = ¢ et p.; =Ny,. En raisoumant comme dans la preuve du Théoréme
2.2.1, on vérifie que {} C B est croissante et converge dans L™ (Q x V) vers ¢, qui est
un point fixe nontrivial de N1

Pour prouver que cette solution est la solution minimale, on a besoin du résultat technique.

Lemme 2.2.1 La solution donnée par le théoréme 2.2.4 est indépendanie de =.

Preuve. Soit 0 < g1 < £2 < =g et soit ¥, ¥, les solutions correspondartes.
On pose
P =&Y, g ="

De la relation @, < @, et suivant la construction des solutions, il viexd, que ;< 1. Suppo-

sons momentanément que

£20" = gy <y, (2.23)
Done 1, est une borne supérieure de la suite récmrente, ce qui doune Ia solution 1,5 et par

suite 1, < ¥ et cecl implique P'égalité des solutions.

Alors, il suffit de prouver (2.23). On définit les ensembles

E={50<e<s, "<y }.

On note que E est un intervalle fermé non vide (z; € E) . Soit =* Ia plus petite des bornes
inférieures de E. Supposons que ¥ < ;. En utilisanit {2.21), on obtient
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1-pre [0-T) K] x (%) = 1-mO-T) " K{¢")
< N(w) < N (b)) =,

Donc

e (l—p)rs [(3 — T F K] Y <y
Ce qui contredit la définition de £* en tenant compte de (2.22). Donc &% = £5 eb donc on
obtient (2.23).1
Prouvons maintenant le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.5 On suppose que v, [(0 ~T) ! H} > 1 tel gue :

i (v) = in.f(m, w)efxy €L (3:? 2, !3’) >0sar V
, (2.24)
c (V) :=mf yeaxva (s, v, V) >0sm V

Done (2.3} a une solution minimale non triviake.

Preuve. Montrons que la solution nontriviale ¥ donnée par le Théoréme 2.2.4 est la solation
minimale. Soit ¢ une autre solition nontriviale. Pour montrer que v < p il suffit, en tenant

compte de lernme 2.2.1 | de prouver que

de>0tel gque sp™ < (2.25)

Puisque ¢ doit étre la borne supérienre de la suite récurrente qui commence par =% et
tendant vers 1. On pose
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a=r,[(0—T)"K].

Puisque

e =(0-T) " K (ea”'¥")

w=No=(@—T)"[Vy],

1l suffit de prouver que

qui n'est autre que

(©—T) ' [Ng] = (0-T) 'K (ca 1w}

En tenant compte de la positivité de Popératenr (0 —T) ™', il suffit que

Ny > =K (a7 'v).

Finallement, ceci est vrai pour = suffisamment petit s°il existe ¢ > 0 tel que

On note que

(2.26)

(2.27)
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m &
Ng=o(v) E / clz, v, vy, ..., v) [1 — H (1 — (zf, v;))] duy._de,.
k=1 %

=1

Donc

Ny > o(v) / oy (ac, v, 'a,v;) & (3;, v;) diy = Clyp
ke

et, en tenant compte de (2.26)

2 (0-T)" Cly

-

Ce qui donme

Ne>Ci(0—T) ' Cle. (228)

D’autre part,

CLO—T) ' Clp = / H{z, &, v, v)o(&, ) d'dS
QxV

O H (x, 2/, v, V) est égal &

fne—_"(z:x’)’a (v} (3:, v, = Z') o (I — z’) € (x’, i _ztr 'U’)
5 s s 5

et ¢ (., ., .) est prolongeable par zéro en dehors de V. 11 s’ensuit que

£

5

%l

H(x, ', v, v’)zk;/ R g (I_m)§-9($~1,’)>0
b

s E

Ot h (v) =& (v) ¢ (v) . Done
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ClO-T)"Clo > j Glz— )G (&) de! =F(x)

Ob g(2') = [, ¢ (2, v/)dv/. On note que & # 0 car p # 0, et que F(z) > 0. Finallemest,
un simple argument de convolution montre que 7(.) est contime sur R” pour vu gue Z{)
est bornée inférieurement par zéro sur ) et donc (2.27) est satisfaite, en tenant compte de
(2.28).8

2.3 L’unicité

Dans cette section, on va étudier I'unicité des solutions non-triviales, elle tourne amtour des
propriétés géométriques de quelques opératews lids & N . On commence par la définition
suivante :

Définition 2.3.1 Un opérateur non linéaire positif A défini sur B C L={Q x V) est dit
I-concave si, pour tout 1) € B, #0 el 0 < { < 1, ils existent «, B, p > 0 tels que :

A@) = (1+ p)tA(Y)

a< Afp) <3

Introduisons les opérateurs nonlinéaires Cy. (1 < k <m) sur L2 (2 x V)

E
G = /O’(‘U) cilz, v, v;: s Ug) [1 - H (I — (J: v;))] dv;,..du;
3=1

vE

Dounons A présent le résultat d'unicité prélimimaire suivant -

Théoréme 2.3.1 Si les opérateurs C. N (1 <k < m) sont I-concaves, donc (2.3) a au plus

une solydion noniriviale.
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Preuve. Soit ¢; et 7, deux solutions non triviales de (2.3). Soit (od, 51, ,u,;;) (i=1, 2)
les paramétres correspondants 3 la 1-concavité des opératemrs C.N et ¥; (1=1,2).0Ona

o7 1 0% G, g
Citpy = CeNp, > ap = =58L > SC Ny, = —ECu0,
k¥ k 1 k ﬁir & : '{g % 2 3§ kY7
Ce qui montre que 'ensemble
{ > 0; Gy, > 1Chti)
est non vide. Soit
ty =sup{ t > 0; Cy; > iCialn} > 0.
Tout d’abord, on va prouver que
L>L 1<kE<m (2.29)

On suppose P'inverse, c’est 4 dire qu’il existe wm entier k& tel que

tk———inf{tj;lﬁjgm}{l.

1l est clair que

City > 6Cithys 1<j<m.

On note que
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et
= tkﬁijﬁi = Laly.
Donc
N L N (i)
et

Gy = Gy > CeN (tathy)
> (L4 42) tCilV ()

= (14 5) t:Ceth,.

Ceci contredit la définition de #;.. Alors, (2.29) s’établit et par conséquent

Gty > Cabpl<k<m
.

o, = (0— T)_! Z(fyigl
=1

> (0-7)) Gy = by
=1
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En changeant les réles de 9, et ¥, on obtient I'mégalité v, > -, .l

Pour prouver que Cy N (1 < k < m) sont -concaves, on a besoin du résultat technique.

Lemme 2.3.1 Soit ¢y € B, ¥ # 0. Donc, pour tout 0<t <1,

e () | R i {9 | T

=1
et elle n'est pas identiquement nulle. De plus, si ¢» > 0 ppsur @ x V done, sur 2 x VE on

obtient

110 (e N - [1(1-5(= )| >0

=1

Preuve. Scit F}, (z) définie par (2.5). On note qu'elle s'anmile au point z = 0 et que

.k
Pew=II a- =.

=L i

Soit z € [0, 1] fixé. On pose

h(l) == Fu(iz); t €0, 1]

et notons que

E
aF;
Filt)= E Z— {tz
k (t) < L3 azi ( )

est décroissante si 2> 0 (z > 0, Vi). En utilisant A(0) = 0
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i?

(%t)) _ W@ - k()

th (i) — (h(2) — R (D))

t?.

_ W@-wen o o
t2 )

I x
Daone (-i'"—iﬂ) <0et,siz>0 (z>0, Vi), (if)) < 0 sur [0, 1]. Donc, en général.

Fe (t"') > F(z); t€]o. 1. (2.30)
et,si z>0
e ff“") > F(2); telo. 1[. (2.31)

Ceci tentuine la preuve en choisissant z; = ¥ (z, v}) (1 <i<k) B
On compléte le résultat d’unicité précédent par.

Théoréme 2.3.2 On suppose que (2.24) est satisfaite et il existe e >0 (2<k< m) lel

que :

] : o
ez, v, Uy, .., 1) > A sur Q x VEFL

donc CeN (1 <k < m) est I-concave.

Preuve. On commence par C; N. Soit 1 € B, #0 et 0 <1< 1. On va &ablir Pexistence

des nombres o, 3;, p; > 0 tels que
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CGN (@) > (1+m1CiN ()
o < GIN(@) < 8. (2.32)

L’existence de 3, est claire. On a :

F@)=0-1") G
=1

T

Clﬁ{gf'?) 2 Gj (‘] = T)_i Cj?ﬁ
Les argumants utilisés dans la preuve du Théoréme 2.2.5 montre que Cy (0 — T) ™" Cyb a ume
borne inférieur positive a;. La premiére partie de {2.32) améne 3
CiN (t) — tCiN (9) > iGN (v) .

Donc, il suffit de preuver 'existence de d; > 0 tel que

C.N (1) —tCLN (&) > dy (2.33)
et choisir g, suffisamment petit. Par la linéarité de Cp,

f2

CLN () —tCN () =) [CL (0—T) ' Ce (t0) —2C, (0 — T) ™ Ce ()] .
E=2

De plus, C; (0 — T) ™' Cy (t1h) — tCy (0 — T) ™' Cp (1) est égal &
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Cy (0 —T) 7' [Ce (1) — tCe ()]

et Cy (t15) — iCy () est égal &

r F r T k 2 . 2
fd(v) alz, v, vy,.., vy) |1—- H (1- 1t (=, v;})
k L =1 .
4 Y (2.34)
" 2 .
—[U(U) alz, v, vy, .., vl —[[(I — 1 (x, v;;)) d=0
. VE - =1 -

Donc

CiN (ty) —tCyN () > 0

En tenant compte du Lemme 2.3.1 ef, pour tout k=2, ..., m.

CiN (t) — tC1N (@) > C1 (0— T) ' [Ci (t0) — G5 ()] (2.35)

Soit

8 1 () | B (- (= )|

On note, en tenant compte du Lemme 2.3.1 que ¢ > 0, ¢ # 0. Donc, le terme de droite de
(2.35) est égal &

G O-1)" [o0)al, v. v Rela, v, . o)) a

VE

. » r
= / P(z, ¥, v, vy, .y 0@, vy, .., v )2l dvy...du,,

Oxvk
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Ou P(z, #', v, vy, ..., v}) est égale &

‘ /a- B P (T B e (,,- v Z ; g_:') . ($; x’)

— 7 ds
XKCye ('tiv 1—7 U’l: ey !.-7;:) = (2‘36}
5

et ¢, ¢ se prolongent par zéro en dehors de V. On note que

- P F — (gt 5= v — ti,g
P(:,";_, :rl: U, Uy - Uk) 2 Ak‘xrz fﬁ g‘ = L& (J: = ) =
a & 5=
= 0 {z—2) >0
Done
C1 (0 — T)Y Gk (1)) — 1C, ()] > / G (z -2 () dd
o
O
V@)= [ ol v, b,
VvE
Puisque ¥ # 0, il s'ensuit que |, G (z —2) ¥ (&) de’ > O (et est continme par wm critére de
convolution). Finallement, (2.33) provient de (2.35). On considére maintenant la I-coneavité

de CiN pour k > 2. Soit ¢ € B, ¥ #0 et 0 <1< 1. On voit que pour oy, 3, p, > 0 tels

que
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CeN (1) > (1+p)1CN (%)
ar < CiN(@) <8,

L'existence de 5 est claire. D’autre part,

k
CilN () = G, (0 — T)™! Zcﬁ’ﬁ >CO0-TY ' G

i=1

et Ci (0 — T) ™' Citp est égal A

E _
/cr(v) ez, v, vy, ..., v;) [1 __,-l;li (1 —(0-7)"'Cw (:t:, u;-))] dv,...dv,

Ve
ce gqui donne
k
CeN () 2 X"\ [ [1 -TI(t--Dcw (= a,j))] dvy...dvy.
§ i=1

En utilisant hypothése de normalisation [ dv;..dv, =1,

(1-0-1"Cw (= b,))} dvy..dvp=1—(1 — o ()
e i

k

1

o) = f (O —T) Crr (=, o).
‘3

(2.37)
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En raisonnant comme précédemment, on voit que @ (x) admet ume bome inférieure positive,
ce qui donme l'existence des az. Pour montrer la premiére partie de (2.37), il suffit de prouver

Iexistence de nombres d,. tels que

CiN (10) — 1Ce N (&) > dy.. (2.38)

On note, gu’en tenant compte de (2.34), on obtient :

CeN (1) = C(0—-T) ") G (1) = G [(u -7yt itc—,- (‘g&"t]] .

=1 =1

=(0-77"> G@)>(0-1)" Crv. (2.39)

i1

Done

CiN (1) — 1C N (¢) > Ci {tg) — 1C: (¥) .

Dauntre part, Cj, (tp) — tC; () est égal &

fcr(v) alz, v, vy, ..., ) [1— H(}. te(z, v ))]
$ 7
—‘/J(‘U) alz, v, vy, ..., -u_;)t[ H(l g v ]

et donec

C () — tC: (0) > A*Xg f Bz, 2y, ... vy Jdiry b,
v
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ot B(z, vy, ..., 1) est égale &

-T10- e U;))]_f[l_g(lﬂg(z, )|

Dong, en utilisant le fait que

i1

z— [l—ﬁ(l_t%‘)] _t[lMﬁ(i_;i}]

est non décroissante et (2.39), on obtient :

/ ®(x, vy, ..., )dvy. duy >1—(1—F (z))*
VEk
avec
Fl) = / (0—T)" Cripadu.
v
Comme dans le cas précédent, on voit que $ est minorée par zéro et done (2.38) est satisfaite. B

2.4 Le probléme d’évolution

On étudie maintenant Pexistence de solutions globales dans B pour le probléme d’évolution
(0.3) qui peut étre vu comme un probéme de Canchy

Y — Tyt oz 6(0) = o € B. (2.40)

Notons que T' engendre un semi-groupe {S (t}; ¢ > 0} dans L= (Q x V)

P € L™ (Qx V) — ™y (z —tv, v) xq(z — i)
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qui n'est pas de classe C°. La résolution intégrale de (2.40) est donnée sous la forme
t
b =S5O+ [SE-9Ns()ds, $() €B. (2.41)
0
On définit I'espace X comme suit :

{7 : [0, ocof— L= (2 x V) ; w*-contimue et bornée}

B={feX; f()€ B, tc [0, x[}.

Théoréme 2.4.1 Soit g € B. Donc (2.41) admet une solution unigque globale dans B.

Preuve. Ou définit Papplication

N :feB— S(t)'q&n+/3(t~s)f\"'f(s]ds-
0

1l est facile de remarquer la continuité de Iapplication

t— (Nf(t). a)

Otuge L'(QxV)et {, .) est le crochet de dualité et dans ce cas Nf (.} est w* continue.

Dautre part,

0< S(t)v, < e obF
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0 < Ny(s) < a(v).

Donc

i t
/ S(t—s) N (s)ds < f eTENSlg () ds < 1 — g o0N
1} 1]

et donc Nf(t) € B pour tout t > 0. Soient Maintenant ¢, ¥* € B et soit T > 0 fixé. En
utilisant la propriété de contraction de {S {t); ¢ > 0},

2
Mo - Ne @)l < [ 1N~ N (s)l s
a

sup [N () - Ny (1) < M sup Jlg(s) - w(s)))

te[ﬂ, t] 1=fn, 7

oii M est une constante de Lipschitz dépendante de I'opérateur polynomial N sur B car ¢ (5),
#(s) € B. Donc, on obtient I'existence et I'umicité de la solution dans I'intervalle g 0, "f;?} -La
solution globale sur I'intervalle [0, + oo[ s’établit par prolongement. B

2.5 Le comportement asymptotique

Sette section est consacrée a I'étude quand £ — +oc du comportent. asymptotique des sohi-
tions. Pour cet objectif, on va donner une auire approche de (2.41) basée sur des arguments

de monotonicité.

Théoréme 2.5.1 Soit ¢ € B et on définit la suite vécurrente {1}
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Pre = Ny, tyg=9p.

(i) Si  est une sous-solution, c'est & dire ¢ < Nip, donc {¢;} est croissante et converge
ponctuellement vers la solution de {2.41)
(ii) Si @ est une sur-solution, c’est a dire ¢ > Ny, donc {¢,} est décroissante et converge

ponciuellement vers la solution de {2.41).

Preuve. On note que

£
Vg1 = Nt = S () v+ f S (¢ — ) Ny (s} ds.
0

On sait bien que N laisse invariant B. En utilisant le fait gue N est croissant et que S ()
est posatf, le résultat s'établit. B

Avait de compléter notre analyse, on va domuer le résultat prélininaire suivant :

Lemme 2.5.1 Le sous-espace X, de X constitié de toutes les applicalions ayani une limile
pour la norme de L® (A x V) quand t — +oc est invariant par N. Plus précisément, si
¢ € X alor No € X, et

JimNo(8) = (0— )" N [ lmp ()]

Preuve. Soit p € X, et soit g, = t]imgo(t) .Ona

Mo ()= SOvo+ [S(t—5) Ne(s)as
1]

On note que S (¢) ¢y — 0 dans L™ quand ¢ — oo et
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1

fS(t— s)Ng(s)ds =

0

S{s)Ne(t— s)ds

Xjo, 1 {s) S(s) Ng(t— s)ds.

Sl B Ot =

En tenant de la continuité de N dans L®{Q2 x V),

Xpo, ¢ (5) S (3) Np(t — s)ds — S{s) N( ¢s), ¥s > 0.

De plus

[l15@ids <o
(1]

Done, en utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

j X, ()5 () Nt =) ds — [ $(6) Npwdds =0T ¥ ()
0 ]

ce qui termime la preuve.l

Théoréme 2.5.2 Si 7, [(0—T)" K] < 1, ou bien si r, {(O—T)_l K| =1etl(215) est
satisfaite, alors

P (t) = 0 dans LY (2 x V) quand # — o

on 1 () est la solution du probléme de Cauchy (2.41).

Preuve. On définit la suite récurrente {9, }. ¥, = N 9, 6 = L.
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Donc, en tenant compte du théoréme 2.5.1, la suite {EL} est déoarodssante ef converge pone-
tuellement vers ¢ (.) . De plus, par application du Lemme 2.5.1, on obtient :

G- 0-T) N1 =7,

Il s’ensuit par induction, que

U () > B, (21) L®(QxV) (242)

ou {%,} est définie inductivement par

et — —‘?.— e —
P =NF,, FHp=1.

On voit que Ia suite {@,; } n’est autre que la suite utilisée dans le Théoréme 2.2.1 pour prouver

I'existence de la solution maximale du probléme stationnaire et

P —» @ dans L% (I x V) quand k —

oll 7 est la solution maximale. Donc

¢ Ol < e @), V&

et, en tenant compte de (2.42),

timsup f[¢ (e, < (7l Y&
i—oo

Ceci termine la preuve car ¢ = 0.1
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L’analyse du cas supercritique est plus technigue, et on a besoin d’un résultat préliminaire.
Soit 15"Ja fonction propre de Popératenr (0 — T) ™' K associée & son rayon spectral, normalisée
par [ feoaxry) = 1 et g = £, avec € < £y (voir (2.20)). En tenant compte de (2.21), on
obtient

vo< (0—T) " Ng, (243)

Lemme 2.5.2 Soilr, [(O = il K] > 1. On suppase que la donnée miliale 15y du probléme
de Cauchy (2.41) vérifie que infihy > 0. Seit z = infdy, alors sic < A*||K| " 2, on a

g < Nipgg, cest a dire ¢y est une sous-solution de N.

Preuve. Ceci revient & prouver que N, — @ > 0. cest 3 dire
0 — ¥o :

L
S(t)?.il’o“"\/-g(ﬁ) Nipgds — g 2 0.
Q

En tenant compte de (2.43), il suffit de montrer que
i

S(t)z—!—fS(s) Neods — (0— T Ny > 0,
0

c'est & dive

S(t)z— [ S (s) Nggds > 0. (2.44)

Soit (z, v) € Q x V. Pour t > s(x, v), chague terme de (2.44) s'anmule. Si t < s(z, v),
alors {2.44) se réduit a
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o
gty / eI Ny (2 — s, v)xp, (z — sv)ds
t

= f e > o (v) z — Nigg (z — su1, ©) xq (x — sv)] ds.
i

o(W)z—eKd" (z—sv, v) 2 Xz2—=|K|| >0

ce qui compléte la preuve. W

Théoréme 2.5.3 Soit 1, [(0 <yt K] > 1. On suppose que la donnée initiale ¥y du pro-
bléme de Cauchy (2.41) satisfait infvp, > Q el que la solution non triviale du probléme

stalionnaire 7 est unique, donc

P (t) - Fdans L (2 x V) quand t — 4o

ot ¥ (.) est la solution dépendante du temps.

Preuve. On définit la suite récurrente {_’;ﬁk} ¥y :W}_”fy Yy = %o
En utilisant le Lemme 2.5.2, g4 < Fﬂﬂu- De plus, le Théoréme 2.5.1, montre que la suite {E’f&}
est croissante et converge ponctuellement vers v (.). Suivant le Lemme 2.5.1, il vient :

(1) > (0—T) ' Ngy dans L®(Qx V).

3 = >
11 s’ensuit, par récurrence, que

¥, (t) = g, dans L=(2x V)
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9 5 T 4 1 ar 5 .
oi la suite {:&_} , définie inductivement par Py = 0-T) Ng,. ¢, = @, West antre
que celle ntilisée dans le Théoréme 2.2.4 pour pronver Pextistence d'tme solution non tnviale.

Donc

D () S () <Tul), VE

on {i};k} est la suite introduite dans la preuve dun Théoréme 2.5.2. Donc

k@~ < Jle@ -0 +|o0-g]+ e -7

< [ro-vof+uo-af+ o7

et par suite

timsmp [l (1) -7l < [ — 2|+ [le. 7] v
— o0
Ceci termine Ia preuve puisque chacune des deux suites {7} et {ﬂ} tend vers @, car Ia

solution non triviale est unique. B



Chapitre 3

Etude de Pexistence de solutions d’un
probléme non-linéaire intervenant en
dynamique des populations

3.1 Reésultats d’existence.

Dans ce chapitre, notre intérét va se concentrer sur des résultats d’existence pour le prohléme

aux limites (0.6) (0.7) dans le cas ot la fonction o {a, 1. ¥ (a, 1)) satisfait Phypothése

(E3) o(a, L, ¥(a, D) = pla, D (e, ) avec p(., ) € I=(A).

Le cadre général va étre traité dans Ia section suivante. Pour le faire, rappelons ce qui swuit. :

Soit €2 un ouvert borné dans R™. Une fonction g : Q x C — T satisfait les conditions de
Carathéodory si g(z, y) est mesurable en x pour tout y € C et elle est continue en y pour

presque tout .

Si g satisfait les conditions de Carathéodory, donc on peut définir I'opératewr N, sur Fen-
semble des fonctions ¥ : @ — C par (Np¥) (x) = g(z, ¢ (z)) powr x € Q. L'opérateur N,
est dit de Nemytskii (ou bien de superposition) engendré par g. Maintenant, on énonce le
résultat (Lemme 3.1.1) qui illustre le fait de base des opérateurs de Nenytskii sur les espaces
L, (voir, par exemple, [20]).
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Lemme 3.1.1 (10, p. 85]). St N : Ly, () — L, (€2}, p1. p2 > 1, alors N est confinue e,
transforme les parlies bornées en pariies bornées €l si ps < oo, alvrs il eriste une constanie

k > 0 el une fonction positive h € L,,(02) lelle que -

|f (z, 9)] < h{z) + k|y["*/” p.partout en z, pour tout y € C.

Dans la suite, on suppose que

(H4) f satisfait les conditions de Carathéodory et

I'opérateur de Nemytskii Ny agit de X dans X.

Soit r um réel positif et soit

B.={$eX; [¢lx <r}.

Maintenant, on est prét 3 prouver le résultat smivant -

Théoréme 3.1.1 Soilent (H1) (H{) soni satisfaiies. Alors, il existe un réel Ay tel que pour
tout A satisfaisant Re X > Ay, le probléme auz limites

@) +O @)@ = [1@LD) [0 1) xa D),
“ A (31)

¥, = Riyp,, A€C

admet au moins une solution dans B,.
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Preuve. Soit A un nombre complexe tel gue Re X > max(0, —p, —p + £ In(8)). En tenant
compte du Lemme 1.4.1, (A — 4pg) est inversible et par suite le probléme (3.1) peut &re
transformé a un probléme du point fixe smvant :

= F (,\) 'r)&j 'g;';;I,i == R}ﬁzatgﬂ

o F(A) = (A— Ap) ' KA}

On va vérifier, que pour un A, bien choisi, F () est contimie et laisse invariant Ia boule B,.
1l est facile d’observer que F () est continue. Dantre part, puisque f satisfait (H4), alors,
le Lemme 3.1.1, montre l'existence d'une constante £ > 0 et une fonction positive h ¢ X tel

que :
[f(a, L. ¥(a, )| < h(a, )+ k| (a, D) ppartout en (a, ), pour tout ¥ € X.  (3.2)
Soit ¢ € By, il s’ensuit de (1.7) (1.9) et (3.2) que
IF %l < IASRHBEILEN7) ()] + IILENT) ()]

IR O]+ b1 )] + K] (] + k) (1 b1 be—:a(new)-*)

<
- Rﬂ»\"i‘ﬂ

Soit £ > max(0, —p, —p + éln(b))_ Pour ReA >z ona

b (1 _ be_z](mﬂ_;))-’ <b (1 _ be_e](ﬁg))*’

et donc
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IR @ +b 1A O + 1K (Il + Fr) (148 (1 - be-’i@*ﬂ)“’)
ReA+ £~

FX)el <
= Q(Rel),

ot Q(.) est la fonction donnée par

IR+ b1 )|+ LK (k] + ) (1 b (1- b)) )
t+pu )

o) =

On woit que Q(.) est une fonction strictement décroissante pour ¢ # —p et satisfait im Q (t) =
- i oo

0. Alors, il existe Ag > 0 tel que Q()g) < r, et par suite F (1) ¢ < r pour Red > ). Cevi
implique que F (A) laisse invariant la boule B,.

Maintenart soit My = @ (F (A) (B;)) , Penveloppe convexe fermée de F (A) (B,) . 1l est facile
d’observer que F (1)) laisse invariant ensemble M,,. De plus, puisque Ny (B,) est un sous-
ensemble borné de X. Il s’ensuit de la faible compacité de Popérateur (A — Ag) ™ K (voir
Lemmne 1.4.3) que F () B, = [(A — Ag) ™" K] (N} (B.)) est faiblement compact. En utilisant
le théoréme de Krein-Smulian [14, p. 434] on constate que M, est un ensemble faiblement
compact.

Pour appliquer le théoréme du point fixe de Schauder, on a besoin de montrer que Pensenible
F (A) M, est compact dans X. Pour le faire, soit (1/,,),, une suite dans M. Done, () admet
une sous-suite faiblement convergente (1,[.'";, )p. En particulier, la famille G — { i P n}
est faiblement compact dans X. En appliqauvant le corollaire 11 dans [14, p. 294], on déduit

que

Fg]]_lfo‘é"lji(ﬂ? I)ldadl =0

uniformément pour ¢ € G, o |E| est la mesure de Lebesgue d’im sous-ensemble mesurable
E. En tenant compte de (3.2), on obtient
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[ (N) (e, 1) dadl| < / h(a, 1) dadl + E / (s (a, 1)] dadl.
E E E

Donc
Iim N-2) (a. Ddadl =0,
EE]i f( 7e )( s ) 2

uniformément pour 1 € G, car p%-‘:iﬁo / h{a, I)dadl = 0. En utilisant une deuxidme fois
E

le corollaive 11 dans [14, p. 294], on conclut que la fawmille G est faiblement compact.
Done, (N ﬂla,,p)p est faiblement convergente. Il s‘ensuit de la faible compacité des opéra-
teurs L K et S5 K et le Théoréme 12 dans [14, p. 508] que les sous-suites (]]AK.M,\ (@ﬁa,,p))
et (EAKN} (ﬂ’)ﬂp)) convergent fortement dans X. Ceci montre que Pensemble F (1) (M,)
est compact (car Popérateur AyR.7, est contime).

Maimtenant en appliquant le Théoréme du point. fixe de Schauder, on conchit que F (1) admet
au moins un point fixe dans M. Cecl compléte la preuve B

Notre prochaine discussion va étre consacrée a l'existence des solutions positives du probléme
aux limites (3.1). Tout d’abord, on va rappeler quym opérateur T d’un espace de Banach
lattice X; dans un espace de Banach lattice X; est dit positif st T (X7) C X5, ou Xy
(resp. X5 ) est le cone positif de X; (resp. X3).

Pour r > 0, on note par B I'ensemble B := B, N X~, ott X~ est le cone positif de X

Proposition 3.1.1 Soient les hypothéses du Théoréme 3.1.1 sonl salisfailes. Si les opém-
teurs R, K el Ny sont positifs. Alors, il exisie Ag > 0 lel que YA > Mg, le probléme aux limiles
(3.1) admel au moins une solution dans By .

preuve. Soit A un réel tel que A > max(0, —p, —p + £ In(b)). Scit f € X, et considérons
dans X, la suite définie par
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ug =0, uny = Ap. g (u,) = O\Ru, + f.

En utilisant la positivité des opérateurs OxR et f, on voit par inducation que u,, € X5 . De
plus, puisque l'opérateur Ay g est de contraction { voir Section 1. 4), il s’ensuit du Théoréme
du pomt fixe de Banach que u,, converge vers 7, (f) . Donc 73 (f) € X, ce qui montre que
Jh est un positif. En tenant compte de la positivité des opératenrs Ay, 55, Ret K et de (1.9),
on constate que Popérateur (A — Ag) ™' K est positif aussi. La suite de la preuve est similaire
a celle donnée dans le Théoréme 3.1.1, il suflit de remplacer I'enseznble M), :== o (F (A) (B,))
par My == MaN X" 1

Le résultat suivant assure P'existence des solutions positives non-triviales.

Proposition 3.1.2 Soient les hypothéses du théoréme 5.1.1 sent satisfaites et on suppose
que R et K sont positifs. De plus, s'il existe un 7 > 0 et O£ g € B} el que

(i) gy & ker(K) ot ker (K) est le noyau de Fopérateur K,
(#) (Nyv)(a, 1) > 79 (a, 1) pour tout v € Bf.

Alors, il existe Ay > 0 tel que YA > Ay, il existe iy > 0 pour lequel le probléme aux limites

&

2 @D+t pa)b(a) =y [ratt) st b @) xaterar,

oY
3(’[1‘1 = R#i“grz;
a au moins une solution 1* € B satisfaisant [|¢*]] = 1.

preuve. Procédant comme dans la preuve du Théoréme 3.1.1 et Ia proposition 3.1.1, il existe
une constante Mg > 0 telle que pour tout A > Ay, Vopératenr F ()) envoie B en i méme.
Dautre part, puisque Ny vérifie I'hypothése (i), il s'ensuit de {1.9) et de la positivité de

Popérateur Ay\R7\=) que
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F (A (¥) > 7 (I Kuy) Voo € BT
Puisque A € R, il s’ensuit de la positivité de I, et le fait que cet opérateur est la résolvante
de V'opérateur Ag (c’est & dive R =0 ), il vient
F(A) (@) = 7 (IIxKfy) et TK4hy # 0.

et par suite

IF () @) = 7 I\ Kl ¥ € B,

ce qui implique que

inf {||F (\) ¢ll; ¢ € B} >0.

Donc, pour A > Ag, on peut définir 'opérateur G () par

GO (@) = rﬁiﬁ% V¢ € B,

on pose M =% (G () (B;})) . Comme B est un sous-ensemble convexe fermé de X+, done
M C By ce qui donne que G ()) laisse invariant I'ensemble M. En utilisant des arguments
similaires cormme dans la preuve du Théoréme 3.1.1, il sensuit que G () (.A:'I) est compact.
En appliquant le Théoréme du point fixe de Schauder, on déduit que G (A) admet un point
fixe ¥™ dans M qui satisfait [|[¢|| = r. Posons = TFoya: o obtient

(A — Ar) ™ KNG (47) = 7',

Ceci montre que ¢* € D (Ag) N B (car M C B ) et
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ou”
Ju

Iy
@D+ (et 2@, D)8 @0 =1 [ @l f (o, 01 xXa (0, E)
1
ce qui termine la preuve.l

3.2 Le cadre général

L’objectif de cette section est de discuter I'existence des solutions du probléme anx bi-
mites nonlinéaire (0.6) (0.7). En attaquant ce probléme, quelques difficultés techniques ap-
paraissent, donc on va introduire les hypothéses suivantes

(H5) R est un opérateur linéaire borné de X, dans X;, et, pour r > 0,

ig‘ (ﬂ., E, ¢1 (ﬂ" I‘)) - a'(a} l: 1[’2 (av l))y S Eﬂ(ﬂ; 1)5 E '!-bl - ﬁ}lﬁg (1.-&1: 1;"2 = Br)

oi p € Lo (A; dadl) et N, agit de B, dans B,.
On définit Popérateur Ag par

D (ER) = {¢ € W; Ry, = vy, }.

- -~ 31y
D(Ar) 2 — Am(a, )= —5"(a, D).
Comme R est linéaire, Ap est un opérateur linéaire fermé A domaine dense sur X. De plus,
un caleul simple montre que lensemble résolvant p (ER) contiert le demi-plan {A € C;
Rei > %IH(HR”)} et pour tout A appartenant i ce demi-plan, on a :

(A s iﬂ)_i = iﬁf{ﬂ (6SR)" =0 + 1Y,

=1

on 09, A2, =} et TI9 sont des opérateurs linéaires bornées obtemms a partir des opérateurs
O,, Ay, Ex et IT en prenant p(., .) = 0. Leurs normes sont bornées, respectivement, par
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ehBed L 1et gL5. Soit £ > O et soit A € T tel que ReA > max (e, LIn(||R])}. D'aprés
Rel ReA L - I ]

ce qui précéde, on peut constater facilement que

”(A - Ax)” I <1 (1+ ——ﬂi@i—-—__) _ 43)

On est maintenant dans la position de prouver le Théardme smvant :

Théoréme 3.2.1 Soient (H2), (Hj) et (H5) soni safisfaites. Alors il exisie Mg > 0 tel que
pour A qui salisfait Re X > Mg, le probléme aux limites (0.6} (0.7} a au moins wne soludion
dans B,.

On note que la preuve du Théordme 3.2.1 consiste & écrire (0.6) (0.7) sous la forme d’un
probléme du point fixe. Cependant, contrairement 2 la preuve du Théoréme 3.1.1, on ne peut
pas appliquer le Théoréme du point fixe de Schauder car le probléme (0.6) (0.7) est dérivé
de (3.1) comme 1me perturbation par un opératenr de Nemytskii non constant (qmi n’est pas
compact ou bien qui n’est pas faiblement compact sur X ). La preuve de ce résultat est basée
sur le Théoréme du point fixe de Krasnosel’skii ( voir, par exemple, Théoréme 11.B dans [42,
p- 501]). 11 assure que si M est un sous-ensemble non vide, fermé et borné et convexe d'un
espace de Banach X et A et B deux applications de M dans X tel que AM +BM C M,
A est compact et B une contraction, alors A + B admet au moins un point fixe dans M.

Preuve. Procédant comme dans la preuve du Théoréme 3.1.1, on voit que le probléme (0.6)

(0.7) peut étre mis sous la forme

P =W(A)?;f? +H€A) ¥, g'?";f;l"; = R?FJ’"EI‘Q:

s =k ~ -1
o W(A) = (/\ - AR) KNy et H()) = (,x —AH) N,
En tenant compte de (H5), (3.2) et (3.3), on a
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W)y +HM ¢ < R; T (1 + _;_;i;;ﬁ_—t—) ((llpll. + R IIKD)
+ |G (@) + R EKT)

= Q(Re(})

pour tous ¢, ¥ € B,. Comme la fonction Q ales méme propriétés que O définie dans la prenve
du Théoréme 3.1.1, donc il existe A; > 0 tel que, pour Re ) > A;. W(A) B, + H()\) B, C B,.
Soit M, la suite d’ensembles bornée fermés convexes non vides de X définie par

Mg =B, et Mn+1 = Eé(w (A) (Mn) + H(A) (Mﬂ)) -

1l est clair que M, est une suite décroissante. On pose

M, = ﬂ M,

n 20
On va montrer que M, est un ensemble faiblement compact non vide. Connencgons tout
d’abord & nmntrer que M), est non vide. Pour le faire, soit ¢ € co (W (J\) (Be) + H(X) (BL).
Donc ¢ = Za.,(W(A)(wzHH(z\)(zﬁ)) ot gy, ¥ € Be, 1 <z<pet2a. =1

i=1 =1

Soit E un sous-ensemble mesurable de A. Un calcul systématique montre que

/ fo(a, Didodt <5 [ (hla, 1)+1A% ) (0, D) dact (3.9)
E E

-(k 11 [l D)dadt+ B, [ 15 (a mdadz);

+ " (A - ER)AI

L+|RI (- IRl

T =
! Re A

ax (L, K1)
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Donc, V¢ € M,

.[,; o (a, 1)|dadl < T; [E (h(a, 1)+ W (0) (a, D}) dadl + T,

= 1+ I!R“ (1 - “RH E—lzg)““l

T - (K + o)
On déduit de (3.4), par récurrence, que
n—1
Lot it < BT [ (e 0+ WO D) dett+ TE (33)
E i=0

pour tout ¢ € M,,. Puisque Ia fonction

R |
o, LEIRI (= IR ™)

" (k1K + fipll o)

a les mémes propriétés que Q, donc il existe Ay tel que pour ReA > A3, ona 7 < 1.

Fixons v, € M,,. Puisque

lim sup (sup f l#,, (a., l][dadl) = limsup (sup / I, (a. l)idadl) Vp > 0.
E E

B0 \n >0 (e \n2p
En tenant compte de (3.5), il s’ensuit que limsup (sup sl (a, DI dmﬂ) =0(p— oc) et
B0 \n2p .

donc limsup (sup I, (a, D) dadl) = 0. Done {,. n > 0} est faiblement compact. Alors
|Ef—0 n 20

il va exister une sous-suite ('gﬁfnp) qui converge faiblement vers v, Puisque M, est fermé,
F:)
1 € M,, Yn > 0 et par suite M, est non vide.

Prouvons maintenant que M est faiblement compact. Pour le faive, soit 7 > 0. Done, il

existe un nombre positif 4 > 0 tel que
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) o 1=
L (h(a. D)+ N (0) (o, D)ol < =2

pour tout ensemble mesurable E telle que | E] < 4, et il va exister un entier v (7) avec 7,* < £
¥n > n(y). Donc, si ¢ € My, en particulier ¢ € M,yg,. Alors, [ [¢(a, )| dadl < 7 pour
tout ensemble mesurable E telle que |E| < 4. Cexi avec le comllaire 11 dans [14, p. 294]
implique que M), est faiblement compact.

— 1
Observons maintenant que 'opérateur (z\ — Ag) K est faiblement compact, en utilisant le

Théoréme 12 dans [14, p. 508] et raisonnant comme dans la preuve du Théordme 3.1.1, on
voit que Popérateur W () est compact sur M. Ensuite, pour ¢,. ¥, € B., on a:

) @) ~HO @ = (A=) "Moo ()~ (A= ) " V()

1+ [[R] (1 — R} e )"

B Rel NG (1) — AL ()]

En utilisant (H5), on obtient

il 2kl _ —hzy L
) @)~ HOV @l < Dol ZIELCIRIT)

< Tl — ol

1+|R) (1 — R e o)
Bl ( ReX L

pour tout A tel que ReX > Ay. Donc lopératenr H {2) est de contraction. Alors, si ReA >
Ao == max (5, I ([R]), A X2 ) . par suite les conditions d’application du Théoréme
du point fixe sont satisfaites et donc le probléme (0.6) adinet an moins une solution dans
M,y C B;. Ceci compléte la preuve.

L'existence des solutions positives du probléme {0.6) (0.7) comme dans Ja proposition 3.1.1
peut facilement s’établir, il suffit de prendre A € R™ et remplacer B, par B;.
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3.3 Appendice.

Comme il a ét¢ indiqué, on donne ici la preuve du Lemine 1.4.2 dans le cas o1 1 < p < 0.

Pour le faire, soit

Xp(A) = Ly (A; dadl), X, = Ly ([0, L] x [li, b]; dedl)

et notons par K opérateur donné par

K. X, (8) = X, (8), ¢ - (KY) (a, 1) = f v, 4, 1) (a, Iy xa(a, I)d

soit K Vextension de K a i},
K:X ~iX,
Iz
r,a——-s‘/rﬁ(u= I Vyola, U)dl,
L

ol ¥ est une fonction mesurable sur [0, L] x [lh, L] x [I;. L] telle que Vlaxp, n =v.

Supposons que

(A1) K () est strictement mesurable, il existe un sous-esemble C C Z
telque K (a) € C ppet K(a) € K(L, ([, L]; &) pp

oi K(L, ([, b]; dl)) désigne I'ensemble des opérateurs compacts sur L, ([li, b]; di) et
7= £(L, (I, b]; ).

Enongons maintenant le Lemme suivant :

Lemme 3.3.1 On suppose que Uhypothése (A1) est salisfaite. Done K peul éire approché
par la lopologie uniforme, par une suite (K,,), d'opéraleurs linéaires définie par
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(K )= [ (2; 7: (@) 6: (1) 5 (f'}) % (a, )X (a, £)l,
h N\ier

oun; € Lo ([0, ] da), 8; € Ly ([, b]; dI). 8; € Ly(llh. L]; dl) et I est un ensemble fini,
g est le conjugué de p.

Preuve. En tenant compte du Lenmne 3.2 dans [28] Vopérateur K peut &tre approché pour
la topologie uniforine, par ume suite (I?n) d'opératenrs linéaires 4 novaux de la forme
> 5:(@)6: (D Bi(V), ot 1; € Lo ([0, ]; da), & € L (I Bl; d). 3; € Ly ([, L]; dI) et

el

I est fimi.

Maintenant, ¥y € X, (A), on pose

_ ¥(a 1) si(a, ) €A
a1 =
0 ailleurs

Tl est clair que ¥ € X, et X, (A) peut tre vuu comme un sous-espace fermé de j;p_ Donc

10K~ Ko) @y = [[(K~Ra) (%) xal

< J(&-%) ()|

ol x, est la fonction caracténisitique de A.

X ;
1l vient donc

I~ Kl < [[R - K

Le résultat s’établit en faisant tendre vers +oc. B
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