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Introduction

L’intérét de ce travail réside dans I’étude de certains systémes d’équations aux dérivées
partielles non linéaires de type parabolique connus sous le nom “réaction-diffusion”, ces
systémes modélisent plusieurs phénoménes naturels et apparaissent dans beaucoup de
domaines comme en physique nucléaire et atomique, en chimie (les réactions thermiques)
et en biochimie (U'inspiration et Uexpiration). Dans notre étude, pour établir 'unicité, la
bornitude, I'existence locale et globale des solutions préservant la positivité de ce type
de problémes, nous avons imposé des conditions sur les termes de réaction en utilisant
diverses approches comme le principe du maximun, les estimations a priori et la théorie

des semi-groupes.

L’objet est d’apporter notre contribution a I'étude d’une classe de systémes différen-

tiels de la forme :

[ % (z,t) — diAu(z,t) = f(u(z,t),v(z,t); V(z,t) € Qx]0,4oc]
o (z,1) — dyAv (z,t) = g(u(z,t),v(z,1)); V(z,t) € Q x ]0,+o0]

Ov
—_— . = — . — U V &I, (
n {xst) o7 (z,t) = 0; V(z,t) € 90 x |0, +o5]

| u(.,0) =uo(z); v(,,0) =wo(z); YT €Q

o1l dqet dy sont deux constantes positives, f une fonction continiiment différentiable.
Comme la plupart des phénomeénes naturels sont gouvernés par des équations non-
linéaires, nous allons nous intérésser & des systémes de réaction-diffusion semi-linéaires.
A cet effet, 'étude de l'existence locale et globale, la bornitude, sera notre préoccu-
pation majeure. Le principe de comparaison avec des équations différentielles faciles a
étudier est I'un des outils les plus efficaces que nous avons utilisé avec succés pour arriver

a des resultats forts intéressants.



0.1 Historique du probléme de réaction-diffusion

Dans la nature, de nombreux phénomeénes sont gouvernés par une classe de systémes
de type réaction-diffusion. Parmi ceux-ci, un intérét particulier est porté pour ceux qui
possédent des solutions ayant des propriétés fortes telles que la globalité ( par rapport a
la variable temporelle)

Nous nous intéréssons plus particulierement & un modéle mathématique proposé par
R. H. Martin [12], décrivant différents phénomeénes, en tenant compte des flux migratoires
A travers la frontiére du domaine sur lequel le probléme est posé.

Nous noterons par (P) le systéme :

S (w.0) i (o, 1) = F(u(5,2),0 (5, 0)) ¥ (5.8) €2 xJ0, +0]

o (1) oo (2,6) = g(u (2,0, 0 (2, 0); ¥ (2.) € 0 x 10, +o0]
< ®)
du

Qu
"é'E (.."C?t) = %('L.t) = 0, V(.’L.f) € o1 x ]0.+OC[

u(.,0)=ug{x); v(.,0) =y (z); Yz €

ol d; et dy sont deux constantes positives et f une fonction contintiment différentiable.
Notre but est d’obtenir I'existence globale de la solution du probléme () sous les hypo-
theéses suivantes :

H, : La positivité des solutions est préservée au cours du temps.

Hy(Condition de la balance) : la masse totale des termes de réaction est controlée
au cours du temps. c’est-d-dire f + g est nulle ou raisonnablement majorée.

Pour g et vp bornées, 'existence locale en temps de la solution est classique, on note

Toax le temps d’existence maximale. De plus, les solutions sont positives si up,vp = 0.



Si Tiax < +o0 , alors

lim (H-u(t)llf,wm) + Ilv(t)HLw{m) = too o

t“‘Tma

et on dit que la solution explose a U'instant { = T .

Domnc pour avoir une existence globale de la solution, il suffit d’utiliser la contraposée
de (). Si
tim ([u(t) |y + (0o ) < +00

t—Tinax
alors T« = | co.
Beaucoup de travaux ont abordé la question de U'existence globale de la solution des
systémes de réaction-diffusion du type (P). Pour g quasi-positive et f + g = 0, il résulte,

par application du principe du maximum, l'estimation a priori :
()l < ol V0 <t < Tina

puisque f(u,v) <0.
S’il était possible d’établir une estimation a priori pour v (), l'existence globale en

résulterait, mais, et c’est 1a la difficulté, une telle estimation n’est pas du tout évidente

sauf bien sur dans le cas trivial d; = dy ot
[[(z+v) ()l < lluo + voll

puisque % (u+v)—diA(u+v)=0.
Lorsque f (u,v) = —uv®, N. Alikakos [1] a établi 'existence globale de la solution
pour 1 <o < ”—:2 avec une méthode de Bootstrap basée sur les injections de Sobolev.
L’existence de ce résultat pour o < 1 est obtenue par K. Masuda [13] puis par S. L.
Hollis-R. H. Martin -M. Pierre [9], avec une méthode différente dont le caractére générale

permet de I'appliquer & une classe de systéme plus large comme le Brussélateur pour



lequel 'existence globale de la solution était un probléme ouvert.

Ensuite A. Haraux et A.Youkana [7] ont généralisé la méthode de K. Masuda en uti-
lisant la fonctionnelle de lyapunov pour la fonction f (u,v) = —up (v) , ¢ non linéaire et
satisfait ijm-[ii—;ﬂ = 0. A. Moumeni-L. Salah derradji [14] ont généralisé la méthode

»—0

de A. Haraux, A.Youkana [7] .

contenu du mémoire

Ce mémoire est présenté comme suit :

Le premier chapitre est consacré & la modélisation de certaines équations de
réactinn-diffnsion liée any phénoménes de cambustion, des réactions chimignes, des mor-
phogeénes et enfin de la dynamique des populations.

En fait, les équations obtenues sont le fruit d’observations minutieuse et de suivis
inlassables des spécialistes de terrain.

Dans le deuxiéme chapitre, on rappelle certaines notions fondamentales d’analyse
utiles pour le reste du mémoire. Nous citons, entre autres, le principe du maximum, et
quelques résultats de base de la théorie des semi-groupes.

Dans le troisiéme chapitre, on s’intéresse & I'étude d’'une classe d’équations non-
linéaires. En utilisant 'approximation de Yosida pour prouver I'existence de la solution
des systémes de réaction-diffution.

Dans le quatriéme chapitre, on considére des systémes de réaction-diffusion soumis

4 des hypothéses sur le terme de réaction. On étudie l'existence locale et globale de la

solution de ces systémes.



Chapitre 1

Systémes de réaction-diffusion

1.1 Principe de Diffusion

1.1.1 Introduction

L’étude des systémes d’équations aux dérivées partielles se trouve & la linterface de
nombreux problémes scientifiques et en particulier les systémes de réactions-diffusion qui
apparaissent dans plusieurs domaines et interviennent surtout dans la description des
phénomeénes concernant la cohabitation des espéces ou matiéres différentes.

Soit €2 est un ouvert de R™. Les équations de réaction-diffusion qui gouvernent ces

phénomeénes s’écrivent sous la forme :

ou i
T DAw = F(u)

ou :

u(z, t) = (u1(z, 1), ua(z.1).) .. . .up(z,t)) est 'inconnu avec t > 0, et z € §) .

Flu(z,t)) = (fi(u(z, t), z,t), ..., fulw(z, 1), z,t)) est le terme de réaction (en générale
non linéaire).

D est une matrice carrée (n x n) définie positive et diagonalisable appelée matrice de

diffusion, A est le Laplacien. DAwu s’appelle le terme de diffusion .



On suppose que u(z,t) vérifie sur le bord des conditions aux limites choisies selon
Iorigine et la nature du probléme étudié ( les conditions aux limites homogéne de Dirichlet
signifient qu’il n'y a pas d’individus sur la frontiére et les conditions aux limites homogéne

de Neumann signifient qu’il n’y a pas d’imigration d’individus & travers la frontiére).

Ce systéme constitue aussi un modéle pour beaucoup de phénoménes rencontrés en
Physique, en Chimie, en Economie ou encore en Biologie. Il apparait notament en com-
bustion (voir Bebernes et Eberly [2]), on le trouve aussi dans beaucoup de situations
physique, de la mécanique des fluides & 'optique sous forme de 'equation de Ginzburg-
landau complexe. Ce systéme et ses variantes ont également un grand intéret en Biologie
(voir Murray [15] Pao [16]), en particulier en dynamique dee population ot chimioctismo
(voir M. A. Herrero, et A. A Lacey et J. L Velazquez [8]), étude du cancer (voir Bebernes
et Eberly D [2]) .

Les théories de la diffusion ont été développées a partir de deux approches majeurs :

1°/la théorie atomistique, laquelle enveloppe I'intéraction entre les défauts, les lacunes,
les atomes interstitiels, et les impureiés.

2°/ La théorie simple de Fick, qui décrit le phénomeéne de diffusion & l'aide des solu-
tions des équations de Fick due aux conditions aux limites appropriées, et a la diffusivité

de I'impureté.

1.1.2 Loi de Fick

La diffusion désigne la tendance naturelle d’un systéme & rendre homogeéne; les
concentrations des espéces chimiques en son sein. C’est un phénoméne de transport ir-
réversible qui se traduit par la migration d’espéces chimiques dans un milieu sous Ueffet
de I'agitation thermique, on observe un déplacement des constituants des zones de forte
concentration vers celles de faible concentration d’un point de vue phénoménologique et

au premier ordre. Ce phénoméne est régi par une loi de Fick.



1.1.3 Diffusion et migration

Le déplacement des atomes, ions ou molécules dans un milieu, que celui-ci soit solide
(cristallin ou amorphe) liquide ou gazeux, est appelé de maniére générale « migration »
la diffusion est la migration sous I'effet de 'agitation thermique & 'exception des autres
phénomeénes. Elle intervient par exemple dans des procédés d’amélioration des caracté-
ristiques mécaniques (Traitements de surface comme la nitruration ou cémentation), la
résistance & la corrosion et les procédés d’assemblage par brasage.

Lorsqu'un atome se déplace parmi des atomes de méme nature, on parle d’autodif-
fusion. Par exemple, on parlera d’autodiffusion du fer pour désigner la migration d’un
atome de fer dans un cristal de fer.

Lorsque l'on a deux milieux homogeénes différents que 'on met en contact, on parle
d’interdiffusion.

En 1827, le botaniste Robert Brown observe le mouvement erratique de petites parti-
cules de pollen immergées dans l'eau. Il ne s’agit pas d’un phénoméne de diffusion puisque
ce qui bouge est une particule macroscopique, mais cette «marche aléatoire» (Random
Walk), autrement appelé par le nom de son observateur «mouvement brownien» servira
de modele pour la diffusion.

En 1855, Adolph Fick propose des lois phénoménologiques, empiriques inspirées des
lois de Fourier pour la chaleur (établies en 1822).

En 1896, Robert- Austen, responsable de la monnaie en Grande-Bretagne accole une
plaquette d’or & une plaquette de plomb et fait chauffer le tout, en mesure, la profon-
deur de pénétration d’un métal dans l'autre, c’est la premiere mesure d’un coéfficient
d’interdiffusion a 1’état solide. C’est Albert Einstein qui démontrera les lois de Fick en
1905 avec ses travaux sur la loi stochastique. En 1908, Jean Perrin, fondateur du CNRS
et prix Nobel de physique, fiit le premier & mesurer la trajectoire des particules sounises

au mouverment brownien et confirma ainsi I'analyse théorique d’Einstein.



1.1.4 Premiére loi de Fick :

La premiére loi de Fick énonce que :

Le flux de diffusion est proportionnel au gradient de concentration.

Cette loi est inspirée de loi de Fourier sur la conduction de la chaleur. Elle peut-étre
vue comme une définition du «vecteur densité de courant» ?]—: qui vérifie la seconde loi
de Fick, en ce sens qu'elle ne contient pas la physique du phénomeéne de diffusion.

Mathématiquement, cette loi s’exprime de la maniére suivante :

Soit un milieu B dans lequel se trouve une espéce chimique A, soit une surface S.
Si Cy(z,y,2,t) est la concentration de A en un point donné, on appelle ﬂ(molécule
s7Im™?) le «vecteur densité de courant de particules» des particules de A .

La premiére loi de Fick g’écrit :
— —3
J =—=DapVCy

La grandeur D 4g(m?s™1) est le coefficient de diffusion de A dans le milieu B considéré
il dépend de la température du milieux A et B, & une dimension (par exemple en se
placant sur 'axe des z ) cette équation devient

— oC
Jaz = —Dugp 87A

Ce vecteur donne accés au flux des particules de A a travers une surface S quelconque,
¢’est-a-dire le nombre des particules de A traversant cette surface par unité de temps. Si

on note @, ce flux on a expression :

[N
gaAz-/ Jads

s
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1.1.5 Seconde loi de Fick :

La loi de conservation des espéces indique que la variation par unité de temps de la

quantité de particules ¢ : f / Cidu
v

——
dans un volume donné V est égale au flux sortant / / Jads

s
du vecteur densité de courant de particules J; & travers la surface fermée S délimitant

le volume V. On obtient la deuxiéme loi de Fick en identifiant les intégrants ci-dessous :

0 —— —
~—// C'idv://LEdS = /f/diz:Jid-Lr.
ot )
vV g %

La deuxiéme égalité ci-dessus est due au théoréme de divergence dit de «Green-
Ostrogradsky» et le signe moins provient du fait que la concentration diminue quand le

flux sortant augmente. On a done :

oC; .
ey + dwj; =0
ou encore
s SO
at
a une dimension, 1'équation devient :
ac; | 0J; 0
ot dr
ou encore
oC; _&fi
ot oz

1.1.6 Activation thermique

L’origine de I'auto-diffusion est I'agitation thermique. La diffusion est donc thermi-

quement activée, et le coefficient de diffusion suit une loi d’Arrhenius :

11



DPNT) = Dige™#r
ou F est I'énergie d’activation, & est la constante de Boltzmann et T la température

absolue.

1.1.7 Mouvement Brownien

Le déplacement de 'espéce chimique concerné peut se modéliser par le mouvement
brownien comme ’a formalisé Einstein, ceci permet de retrouver la premiére loi empirique

de diffusion de Fick.

1.1.8 Mécaniames de diffugion

Diffusion dans les cristaux

Un solide cristallin est un arrangement régulier d’atomes, mais il présente des défauts.
Ce sont ces défauts qui permettent la diffusion, et essentiellement les défauts ponctuels.
On distingue essentiellement deux mécanismes :

* Le mécanisme lacunaire : le cristal présente des lacunes. Cest & dire que certains
sites sont vides, un atome voisin de la lacune peut donc sauter cette place vide, et se
déplacer d’'une position.

* Le mécanisme interstitiel : si I'on représente les atomes comme des spheéres
dures, un cristal est un empilement de sphéres dures et il reste de ’espace vide entre les
sphéres.

Un petit atome peut donc se glisser dans un de ces interstices, et sauter d'un interstice
vers un interstice voisin.

Dans tous les cas, il s’agit de sauts atomiques d’une position vers une position voisine,
sous l'effet de 'agitation thermique. Mais un cristal dispose également d’autres défauts,
dislocations, joints de grain et surfaces libres. La diffusion dans ces zones est plus rapide

que dans la masse du cristal.

12



Dans les liquides

L’orsqu’on met une substance colorée, comme une goutte d’encre, dans un récipient
rempli d’eau, il s’opére ce que 'on appelle un phénomeéne de diffusion. La substance est
d’abord séparée de 'eau par une frontiére bien nette, puis les molécules de la substance se
distribuent uniformément dans ’eau sous 'action d’un gradient de concentration. La o
la concentration est élevée, les molécules tendent & décroitre en nombre ; et inversement,
aux endroits de faible concentration leur nombre augmente. Les molécules de la substance
colorée se déplacent sous I'impact des molécules d’eau sans aucune préférence quant a la
direction. Ce processus de migration aléatoire, de transport de matiére a I'intérieur d’un
systéme prendra lin quand la densité des molécules sera la méme partout. La diffusion se
définit comme étant cette tendance des molécules & se déplacer en direction d’une acti-
vité thermodynamique (concentration) moindre, de fagon & atteindre une concentration

uniforme et une entropie maximale dans tout le systéme.

1.2 Modélisation des équations de réaction- diffusion
1.2.1 Modélisation

Pour modéliser un phénomene donné, on simplifiera plusieurs termes et on négligera

d’autres facteurs rentrant dans les réactions dans le but d’obtention des équations simples

et faciles a étudier.

Considérons une région bornée Q de R? ou R?® dans laquelle les réactions se réalisent.

Notons u; la concentration de la i€ espéce et f;({, z, uy, U, ..., Uy ) son taux de for-
mation dans la réaction ol = est la position et ¢ le temps.

Soit J; le flux de ces espéces dii & la diffusion a travers la frontiere T de (), et
V' un volume infiniment petit de la région {1 de frontiére S = 9V . Alors la vitesse de

formation de u; est égale & la quantité (f;) formée par la réaction moins le flux a travers

la surface S .

13



On a mathématiquement :

5 ]
'éz/ui(t,:r)dzz = /fi (t,z,us(t, ), ... um(t, z))dz — /Jids
4 % 5

Et en vertu du théoréme de divergence

/Jidd = /VJidm
5 v

ce qui donne

f {%Uq(f z) — fi(t, z, w1 (t, x), ..., um(t, 2)) + VJz] dz =0

v

et comme le volume V est infiniment petit et arbitraire, alors on obtient

%ui(t,:r) = filt,z,ui(t 2)y e Unlt, 2)) =V i=1m

3

Dans le plan microscopique, le terme de réaction f; vient de I'application de la loi

d’action de masses et dans le plan macroscopique d’une loi semblable, et si f; > 0, alors

il existe une source ou production de masse pour la +™ espéce et dans le cas conftraire

ou f; < 0, il ¥ a une annihilation de masse.

Le flux est donné par la loi de diffusion (ou seconde loi de Fick) et d’aprés cette

derniére loi J; est proportionnel au gradient de la concentration des espéces et il est

donné par

m
Jz‘ = — E az-jVuj
i=1

14



ol a;; est le coefficient d’auto-diffusion et A = (ay;) 1 < ; j < m est une matrice définie
— 7 —_—

positive appelée matrice de diffusion, ol ses termes a;; sont les coefficients de diffusion
qui caractérisent la diffusion de u; dans u; et dans ce cas, on a affaire & ce qu’on appelle

croissement de diffusion entre les densités u;. De ce qui précéde on trouve :

% + AAu = f(u)

et par un changement de variable, la matrice A peut étre ramenée & une matrice diagonale
D = {(dy,...,d,) ; d’ot enfin 'équation
ov

N + DAv = g(v)

on les coefficients de diffusion d; ne sont pas toujours positifs. Sid; > 0, alors I'écoulement,
de la matiére se fait des milieux plus concentrés vers les moins concentrés et le contraire
pour le cas d; < 0 ce qui signifie que les organismes s’attirent vers leurs espése et le

mouvement se fait alors dans le sens du gradient de concentration.

1.2.2 Quelques exemples de modélisation

Dans les modeéles de biologie ou de la dynamique des populations, on s’intéresse &
la concentration d’une substance chimique ou 4 la densité d’une population (particules,
cellules) et son évolution au cours du temps. I'inconnu « est une fonction de (z,t) €

R*x R..

15



Equation de Fisher (1937)

Pour u(z,t) : R x Ry — R, cette équation et un modéle de dispersion en une

dimension spatiale, d’un morphogéne favorable dans une population, elle s’écrit

ou u
—_— R = r —_ ).
5 kAu = ru(l C)

Le terme de croissance logistique (terme de réaction) dépend de la constante de re-
production linéaire 7, de la capacité de 'environnement C' et du coefficient de dispersion
de la population k.

Equations Fitz-Hugh-Nagumo

Elles prennent la forme :

du  H*u
R
da,3€R™
av 8% B 3
o ‘e *tTF

u designe le potentiel éléctrique

v designe une concentration chimique déterminant la conductance dans la matiére
poteuse.

Cles équations sont utilisées pour modéliser la transmission d’impulsions nerveuses le

long d’axones ou des réactions chimiques cycliques de Belousov-Zhabotinsky.
Biochimie
On prend I'exemple de deux substances a et ¢ telles que : a joue le réle d’'un activateur

(enzume) et ¢ joue le role d'un inhibiteur, ce dernier dénature I'enzume.

Ce phénomene est régi par le systéme suivant :
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da 2 .
=~ D, Va = f,(a,1)

% s Divz?'- = fz(a:’)

Le premier terme de la partie & droite représente le processus de diffusion.

D, et D; sont les constantes de diffusion des substances a et i respectivement .

Les termes f,(a, ) et f;(a,i) représentent d’autres processus comme la production ou

la décomposition qui sont donnés par :

B Ca? _ i
“TCH( 1 Ka?) | Gz e

fi = C1(Caa + C1a?) — mai 414

La production est donnée par le premier et le troisiéme terme, par contre le deuxiéme

terme représente la décomposition.

Concentration de morphogéne

Posons €' = u(x,y,1) la concentration de morphogéne au point (z,%), en un temps f,
I’équation de réaction-diffusion décrivant cette concentration est :
du

T a?Au=—bu+R (z,9,t) €[0,1)® x R*

ol a est le taux de diffusion, b le taux de dissipation et la fonction R est la fonction
de réaction de la concentration €. Ainsi , notre modéle intégre, trois processus (les trois
termes a droite).

La diffusion : décrit le transfert des morphogénes des points de forte concentration
vers des points de faible concentration.

La dissipation : concerne la décomposition des morphogeénes causant des concentra-
tions, en l'absence d’autre influences, qui s’effritent exponentiellement vers 0.

La réaction : décrit le taux de production des morphogénes.
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En pratique : posons 4 le pas d'une discrétisation uniforme du carré [0, 1]2. Notons

par C;; la valeur de concentration au point (¢, 7). Le Laplacien de C;; s’écrit :

Citrg + Cinrj i+ ij—1 — 4Ci1 4
Az’,j:&CiJE '1’3+ 1’J+C}n;2=1+0\7 1 4C +1.5

En fait A;; est décrit comme la convolution des valeurs de la concentration sur les

sommets du carré discrétisé de c¢6té h par la matrice d’ordre 3 ;

01 0
1

L:?ﬁ 1 —4 1
01 0

En multipliant le Laplacien par a® et en tenant compte des termes —bC; ; on obtient

la matrice symétrique

0 a 0

1
M= 7 a® —4— K2 a?
0 a? 0

Ainsi, on a la forme matricielle de 1'équation décrivant la concentration

ou ,
EEAI*C'{'R

ol * dénote la convolution discréte.

Réactions chimiques

Soient A et B deux substances chimiques qui réagissent suivant la Loi :
A+B—=2B+R

On note C,, C, les concentrations respectives de A et B. Si A et B n'ont pas été

18



mélangés et si on veut modéliser leur diffusion. on obtient le modeéle de réaction-diffusion

oC,
—d, ‘e — — g

= A kL

ac

é?_tb — dgAC, = kC,C,

Ot d4 et dp sont les constantes de diffusion des substances A, B dans la solution et
k > 0 désigne le taux de réaction. Si d4 = dg = 1 alors la somme

C = C4 + Cp est solution de I'équation de la chaleur cr(;—? = AC. Si on outre, les
données initiales sont telles que : C,(z,0) + Cy(z, 0) = 1 pour tout = € {2, alors (pour les

conditions au bord de Neumann, par exemple) la solution vérifie :
Co(z,t) + Cy(z,t)=1pourz € Net t >0

De sorte que notre systéme se réduit a I’équation scalaire, appelée équation de Fisher ou

équation de Kolmogorov-Petrovisky-Piskunov(Kpp)

ac, . .
=~ AG =Gy (1-Gy).

Nucléaire

Le modéle décrivant une réaction nucléaire est donné par le systéme de réaction-

diffusion suivant :

ou
- dAu=aww —bu  sur Q x (0, +o0)
v
= = dyAv = cv sur 2 x (0, +o0)

avec conditions aux bords homogéne de Neumann et conditions initiales positives.

On montre que, pour a > 0,5 > 0 et ¢ > 0, la solution du systéme précédent explose

en temps fini.
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Modélisation de la combustion

On décrit la combustion d’un milieu gazeux par une réaction chimique exothermique
de la forme B — P ou R est le réactant (mélange gazeux) et P le produit de la réaction
(substance inerte). On note Y(z, t) la densité du réactant au point x & I'instant t et T'(x, 1)
la température du mélange. Alors sous différentes approximations (densité, convection

négligeable,. ...) on obtient le systéme Thermo-diffusif

aT ,
= — KAT =YF(T)
oy K |
57 ~ oY =-YF(T)

O le nombre de lewis, noté Le, est le rapport des constantes de diffusion. La non-linéarité

de F est de type «Arrhenius »

F(T) = P(T)exp ( ;f )

On:
P est un polynéme en 7.
R est la constante des gaz parfaits et E une énergie d’activation.

SiLe=1etsiT +Y =1, on est ramené & 'équation scalaire :

%—f — KAT = —(1=T)F(T)

La fonction f(T) = F(T')(1 — T) s'annulant trés vite lorsque 7" — 0, on "approche
souvent par une fonction identiquement nulle sur un petit intervalle [0,8], ou & > 0 est

la “température d’ignition”.
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Chapitre 2

Quelques résultats préliminaires

2.1 Théorémes et formules fondamentaux

Théoréme 1 (Principe du maximum) :

1l existe plusieures formalismes du principe de maximum, on présente ici quelques

une.
Soit
Pu=Au+au={f
ou
v=wu{tz);t>0etz eQCR®
et

Au= > a; (t,z)D;Dju+ Zai (t,z) Dy —
i=1

i.g=1

avec les a;; ,a; bornés dans @ = [0, +o00[ X Q et a;; = a;;,Vi, J.

Définition 1 On dit que A est uniformément parabolique dans @, sl existe p > 0, V
£ =(£,8,..,€,) €R™, tel que
n i
__Zlaz-j (t, ) &€ > plé?  Y(t.z) € Q.
Bg=
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Définition 2 Soient (i1, 1) et ({2, 22) € Q. On dit que (t1,21) est connecté & (ta, T2)
par un segment horizontal si ty = ty et les points sont isolés, par un segment contenu
dans {t; =13} (@ . De la méme fagon , on dit que ces points peuvent elre connectés par

un segment vertical si x1 = x9 et le segment contenu dans (.

Théoréme 2 Supposons que A est uniformément paraboliqgue dans Q , avec a < 0 et
f >0 (resp f <0) dans Q. Soit supu = M > 0 (resp i%f u = m) el supposons que
u(t,z) = M pour un certain ({,z) g @, alors u(t,x) = M en tous points dans @Q qui
pewvent éfre connectés a (i, x) pour un arc dans @@ formé par un nombre fini de segments

horizontauz et verticaur.
Preuve. Voir J.Smoller [19] . =

Théoréme 3 Considérons le probléme :

Z—?-l-Au:O dans [0,T] x
u (0, z) = up(z) dans 02
u =10 sur [0, x 99

Soit ug € L™(R2) et soit u la solution du probléme ci-dessous , alors on a :

Min{0,inf wo} < wu(f,z) < Maz{0,sup up},

V() € [0,7]xQ

Preuve. Voir Brézis [4] m
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2.2 Rappel sur les opérateurs

2.2.1 Notations et définitions

On désigne par X un espace de Banach muni de la norme ||.|| et par X* son dual de

norme |[|.|| x-. Soit A un opérateur de X de domaine D(A) , alors :

(u,v) € A signifie que : u € D(A) et v € R(A).
- L'image d'un opérateur A sera notée R(A) .

Définition 3 Un opérateur linéaire dans X est un couple (D, A) oi

i) D est un sous espace vectoriel deX

it) A: D — X une application linéaire

Aul| reste borné lorsque u € {u € D; ||lu|| < 1}. Dans le cas

On dit que A est borné si

contraire A est dit non borné.

Lemme 1 Un opérateur A est dit fermable si la fermeture de son graphe est un graphe
i.e. (0,y) € G(A) = y =0, alors G(A) est le graphe d'un opérateur fermé qu’on appelle

la fermeture de A el qu’ on note par A .

2.2.2 Opérateur monotone

Soit A: D(A) C X — X*. L’opérateur A est dit monotone si (Au; — Auy, u; — U2)
xxx = 0 pour tout (u,uy) € D(A4) .

Autrement dit;

V{ui, vi) i=12 € A ona:(vi —v2,u —up) 2 0.
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2.2.3 Ompératenr accrétif

U opérateur A de X est dit accretif si : pour tous A > U, et {u;, vi)i—12 € Aona:

[z = w]l < [[(ug — 1) + Ava — w1)]]-

Remarque 1 Si A est accrétif, f € X , Uéquation u+ AAu = f, ¥) >0 a au plus

une solution.

Théoréme 4 Dans le cas ot X est un espace de Hilbert on a :
Amonotone <= Aaccrélif.
Remarque 2 Designons par I l'identité de X.5t A est un opérateur de X , on définit
A i={(v,u) € X x X : (u,v) € A}

exemple 1 Soit §) un espace mesuré (de mesure dz) et B un graphe monotone de R?.
On définit le prolongement Bp de B a LP (Q) de la maniére suivante :
Bp = {(u,v) € LP(Q) x L? () : v(z) € B(u(x))dxpp} alors B, est accrétif dans LP ()

pour tout 1 < p < 4o0.

Preuve. Soit (u;,v;) € Bp pour i = 1.2, Puisque Bp est monotone dzr p.p Alors :
YA > 0 us(2) — ua(z)] < fus(z) — ua(z) + Mui(z) — va(z))] (H)
C'as p = 400, prenant la borne supérieure essentiel des deux membres, on obtient :
flur — usll o < flug —ua + AMvr — v2) |

Ce Ce qui prouve l'accréditive de Bp dans L™ (£2).

24



Cas 1 <p < oo elévant & la puissance p U'inégalité (H) et intégrant shtient :
| 1@ —w@Pde < [ @) - ) + 2@ - w@)P de
Q )

Ce qui prouve l'accrétivité de Bp dans L? (). m

exemple 2 X = L?(Q), D(A) = H*(Q) NH} (D),
Au = —Au

Alors A est monotone

Preuve. Puisque 4 est linéaire et X est un espace de Hilbert, il s’agit de montrer que

(Au,u) 20y 2 0 Vu € D(A).En effet :

(Au, u) =/(—Au) udzr = /|Vu[2d$ >0

Q Q

l.e. A est monotone. B

2.2.4 Opérateur m-accrétif

On dit que A est m -accrétif dans X si
i) A est accrétif dans X
ii)Pour tout A > 0, R(I + AA) =X

Cas X un espace de Hilbert : Soit A un opérateur dans X, alors :

i) A est monotone
A maximal monotone <= ¢ )VA >0, R(I + AA) = X, ie.
VfeX,Fue D(A) :u+Xr4u=7f
Remarque 3 Lorsque X est un espace de Hilbert : A m-accretif = A mazximale

monotone.
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2.2.5 Opérateur scctoricls

Un opérateur linéaire A dans un espace de Banach X est appelé opérateur sectoriel
s’ il est fermé, D(A) est dense dans X, et il existe ¢ € ]O, % [,,JM > 1, et a € R tels que

le secteur

Agp={r€Cj¢p <arg (A—a) <7, A #a} C p(4)

M
P—dl
* Tout opérateur linéaire borné dans un espace de Banach X est sectoriel.

, pour tout A € A, 5.

ou p(A) est la résolvante de A et ”()\I - A)"IH <

* Si A est un opérateur auto-adjoint borné inférieurement et a4 domaine dense dans

un espace de Hilbert, alors A est sectoriel.

2.3 Semi-groupes

Définition 4 Soit X un espace de Banach, une famille {T(t)}, d’opérateurs linéaires
bornés de X wvers X est dite un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si et

seulement si :

i) T(0) = I, 'identité dans X
i) T(t+s)=T(t)T(s) pour t,s >0

Remarque 4 La famille {T(t)},5, constitue un groupe, siles conditions (i) et (ii) sont

satisfaites pour s et t, alors tout semi-groupe se prolonge en un groupe sur R.

Définition 5 Un semigroupe {T(l)},>, d'opéraleurs linéaires bornés est dit
1) Fortement continu est noté Cy semi-groupes si ['application t — T (t) est conti-

nue pour la topologie d’opérateur sur L(E) i.e.

Jim [T(0)f = T(0)f]| = 0
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pour toul [ € X 1, ly € R™. De maniére analogue, on définit les semi-groupes faiblement
conbinus en s'uppuyant sur les lopologies d opératenrs.
2) Uniformement contunue s luu [[1°(L) — 1] = U.

=0
3) Semi-groupe de contraction de classe C° sl est de classe C° el verifie :

IT® <1, vt >0

2.3.1 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe de classe C°

L’objet le plus important qui est associe & un Cp— semi-groupe (T(f)),., est son
générateur infinitésimal qui peut etre obtenu comme la dérivée (a droite) de la fonction
t — T (t) en t = 0. Puisque pour les Cp—semi-groupes, les fonctions ¢ — T(¢)f, f € X
sont continues mais ne sont pas en général différentiables, on doit se restreindre aux cas
ot f & X pour lesquelles la dérivée existe.

On obtient alors le généralteur qui n’est pas nécessairement défini partout.

2.3.2 Théoréme de Hille-Yosida
La condition nécessaire et suffisante pour qu'un opérateur A fermé de domaine dense
dans X soit générateur d’un semi-groupe fortement continu est qu’il existe w € R tel

que :
i) (pI — A)™"existe pour tout p avec Rep = A > w

, M
i I—Af*“g————;keN our A> w.
)Hw ) T p

Preuve. Voir Dautray-L. Lions [5]

Remarque 5 Le cas ot M =1, w = 0 correspond & un semi-groupe de contraction.

Proposition 1 Soit X un espace de Banach, T : X — X wune contraction , Alors

Uopérateur I — T est m-accretif
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Preuve. i) Accrétivité : Puisque 7" oot unc contraction , on vérifie facilement. que
(o —i,(d =LYu— (L -1)0) >0, ¥VuueDT)

ii) Montrons que :

YA> 0,R(I+MI—-T)) =X ie.

Ve X,z e DT)y=z+ M -1z, y=z+Ir - \Tz <— l':/\—}_;-i-(y"F)\Tﬁi)

soit

1
bz — —(
T 1+A(y-§“z\T3:)

alors

|8(z) - 8()] = — Tz T4

IA

A
Pour tout A >0ona:0< T < 1 et alors @ est une contraction stricte dans X,

d’ou Pexistence d’un point fixe (qui est unique). ®

Définition 6 Soit X un espace de Banach , T'(t)i>0 un Cy semi-groupe, on appelle gé-

nérateur infinitésimal de T(t)yso Uopérateur (A, D (A)) défini par :

D(A) = { feX, E_z%z@f{-il existe dans X}

T(h)f —
Af = I%iu%m-gﬁg-—mipour feD(A).

Il est clair que D (A) est un sous-espace vectoriel de X et A est linéaire de D (A) dans

.(Y.
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2.3.3 Premiéres propriétés des semi-groupes de classe (°
Propriétés des semi-groupes :
Proposition 2 Soit T(t)>o un Cy semi-groupe, A son générateur infinitésimal, alors :

t+h

1
a) pour toul z € X, h'n% = / T{s)zds = T ().

t
b) pour tout x € X, f T(s)xds € D (A) et A( / T(s)ads) = T{t)o— =
0

¢) pour tout x € D(A), T(t)x € D(A) et EZT(UI = AT (t)x = T(t)Ax.

d) pour tout x € D (A), T(t)z— T(s)z = / AT (7)zdr = / T(7)Azdr.

Remarque 6 Un Cy-semi -groupe (T'(t)i>0) de générateur A peut avoir une extension a
u Cop groupe (U(t)),cr st est seulement si -A génére un Cy-semi-groupe (S(t)),sq. Dans

ce cas (U(t)),cg est obtenue comme suit :

S(—t) t<0

U(t) =
T  t>0

Pour un groupe il est naturel de définir le générateur infinitésimale comme étant la
dérivée.
Proposition 3 Soit (T'(t)a) un Cosemi-groupe de classe C%sur X alors :
i)t — ||T(t)|| est brnée sur tout intervalle compact [0,T]

it) Il existe w > 0, M > 1, deux constantes telles que pour tout t >0, on a :

IT@)| < Me* 0<t < +o0

Corollaire 1 Si A est un générateur infinitésimal d'un semi-groupe de classe C° sur X,

alors D (A) est dense dans X et A est linéaire fermé.
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Caractérieation doo gondratours infinitanimnnn

l.o problémo do Cauchy abotrait avee necond membre nil admet vve scdibion o
toutc donnée initiale dans le domaine de A si et seulement si opérateur A est un géné-
rateur infinitésimal d’un Cp—Semi-groupe.

Le théoréme de Hill-Yosida -Phillips donne une caractérisation différente en terme de
résolvante de A et met & notre disposition un outil puissant pour décider qu'un opérateur
donné est ou non le générateur d'un Cy-semi-groupe. C’est plus intéressant du point
de vue applications; car 'opérateur A est l'objet fourni par I'équation différentielle &

résoudre.

2.3.4 Semi-groupes analytiques

Définition 7 Un semi-groupe T(t) est dit holomorphe s'il est holomorphe dans un

secteur contenant le demi-aze des réels non négatifs. Le Laplacien dans R™ de domaine :
D(A) = {u,u € L*(R"); Au € L*(R™)}

est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe holomorphe dans L*(R™).

Théoréme 5 Soit A un opérateur fermé de domaine dense dans un espace de Ba-
nach compleze X, tel que (—A) vérifie la condition : il existe w avec 0 < w < ]

Pa D Dow= {P €C,larg(p—0)| < 5 + w}

1&@I <M [/ (A—|pl) VP €
groupe {T'(t)},5¢ de générateur infinitésimal (—A) vérifie :

b

. M > 0, telles que : Alors le semi-

i) T(t): X — D (A®) .pour tout t > 0, et tout a > 0.
it ) Pour tout x € D(A®) on a

T(t)A%z = A°T(t),c € R.

|A°T (t)]] < Cat™e™ % a >0

iii) pour tout t > 0, 'opérateur A*T(t) est bornée, et
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w) Pour a € |0,1] ¢t & ¢ D(A®)

T(t)e  allx < Cat® | A°2lly

Preuve. Voir Dautray-Lions [5] &

2.3.5 Problémes d’évolution

Préliminaire

Soit (X, ||.||) pun espace de Banach et A un opérateur non borné fermé et & domaine
D (A) dense dans X. Etant donné up € X et f : X — X. Considérons le probléme de

Cauchy suivant

( Trouver u telle que
4 @—Au=f pour ¢ >0 (2.6)
ot
[ u(0) = uo

ot f peut etre linéaire ou non et A un opérateur différentiel dans R™ qui peut étre abs-
trait dans un espace de Banach abstrait. On suppose que A est un générateur infinitésimal

d’un semi-groupe {T(t)},, de classe CO.

Définition 8 On dit que u est une solution forte de (2.6) si :
i) u vérifie (2.6)
it) u € D(A) pourt >0

On dit qu'une fonction u de variable réelle ¢ > 0 & valeur dans X est solution locale du

probléme (2.6), s'il existe u définie sur un intervalle maximal [0, 7*) qui pour t < T™ est
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P'unique solution de (2.6) dans C([0, 7*) , X). En particulier, I'une des deux évenlualilés

suivantes a lieu

() T™* = pa&

(i) T* < oo et ti_z‘rr]@ lu(®)]] = oo

2.3.6 Existence non globale

Etant donné le probléme suivant o l'éxistence de la solution est locale mais non

globale
ou O 3
E—gﬁ—u 0<1<Ii,t>0.
u(t,00=0 , ult;r) =0,
u(0, z) = ®(x)

2

ot & est une fonction réguliére positive donnée sur [0, 7 par S(0) = / dsinz dr > 2,

0
alors la solution de ce probléme existe dans Uintervalle [0, T et cesse d’exister au dela

de
1 4
T<=In(l+————).
<zl + mm—7
En effet, si on pose
S(t) = /sin:r u(t, r)dx
0
alors
" 6 T 8‘2 ™
S{ty= /sin:t: -(%(t, Ly = /Sin:c a—;(t,:c)dx—l—/sinz w(t, z)dz.
0 0 0
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L’'intégration par partico ct Ieu condilions inilisles donnent

b ’(f) = =5(t) + fﬁin.‘:: u'idir

0
i3

Moyennant l'integalité de Holder, on arrive & S(¢) < 2%3( / sinz u*dz)3, il s'ensuit que :
0

Sty > —8(t) + is%)

Si 'on pose ¥ = S2, alors :

U = -—287%¢
par suite
o 1
d’ont
oy < =&
LR

On multiplie les deux membres de I'inégalité par e~ pour avoir

(6—21‘.‘1,)’ o ;le—2t
2
t 4
/(e“gi\ll)’ ds < %lfe_gsds
0 %
e 2 (1) — T (0) < i(e—z*‘- 1)
alors
: 1 .
T(t) < T (0) + 7 (1-¢*).
Done g
2t 2t 2 2t
-2 € L ary _ 4+ 5%(0) (1 —€*)
2t B B
5P < gyt 1-€) 15%(0)
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L'expression 4e* + S2(0) (1 — €*) doit étre positive , ie.
1c* 1 S20) (1 -€¥) >0

ce qui donne

e?(4 — S%(0)) > —5%(0)

2
comme S(0) > 2, alors 4 — S%(0) < 0 et e* < -S—QS(—O—g—(-J%—_i ou encore
| S 4
< =In(l + ——) =1".
2 Sk S2(0) — 4)
De ce que précéde on peut écrire
A549) < 54
4e? + S2(0) (1 — e2t) —
ce qui implique que :
25(0
max |u| > S(t) > ©) e 0,t7]
z€(0,7] \/4€2t + 52(0) (1 s €2t)

Ainsi il doit exister un certain 7" < t* pour lequel on a 113:51_ [lu]|, = oc, ce qui prouve
t—T
que la solution cesse d’exister au dela de T . Par conséquent, la solution ne peut étre
globale.

Cas semi-linéaire :

Soit le probléme :

R DREY
’u(to) = Uy

ol A est un opérateur sectoriel, alors opérateur fractionnaire A ot : A} = A+ al est

bien défini et l'espace X* = D (Af) muni de la norme du graphe, |jz||, = [|ATz] est
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défini pour a > (.
Lemme 2 Siu est une solution de (S) dans |ty, T[, alors

u(t) = T(t — to)uo + /T(t — s}f(s,u(s))ds (2.7)

4}
Inversement, siu est une fonction continue de |to, T[ dans X* (D(AY)) et,

tg+p
[t G utoplids <
tp
pour un certain p > 0, el si l'équation intégrale (2.7) est vraie pour ty <t <T , alors

u(.) est une solution de (S) dans |to, T|.

Preuve. Suppossons que u est une solution de (2.7) et u € C(Jto, T[, X®). Si fp <t <
t+h<T alors :

t+h t

u(t+h) —u(t) = (T(h)—I1)T(t - to)ug + fT(t +h —s)f(s,u(s))ds — /T(t — 8)f(s,u(s))ds.

ta to

(T'(h) — D)T(t — to)up + /(T(h) — I)T(t — 5)f(s,u(s))ds

t+h
+/T(t + h —s)f(s,u(s))ds,
ig
Maintenant si 0 < § < 1 — o, alors pour chaque z € X et d’aprés le théoréme (5) sur les

semi-groupes holomorphes , on obtient

1

(T (k) — DTt —s)z||, < aC'l_uh“ AT (t — s)z||

1 :
Ecl_ah“@a(t —8)7%.e79=9) | 2|

IA

C(t — sy~ pe |||

IA
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Dous puur & C 14, 1"°] < Mo, 4] il v'enoull que £ s f(¢, u(t)) est localement continue Je

Hilder, w vénont Véquntion linéaire

9o o
Za—;-I—A-vzf(t,u) to<t<T
v(to) = uo

et enfin u aussi une solution de (S) =
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Chapitre 3

Existence et unicité de la solution de

I’équation homogéne

Soit X un espace de Banach, et A un opérateur accretif. Soit A > 0 , on pose
g = (I + AA) ~“d

ef
_ I —Jy

A

Aj

par définition J, s’appelle la résolvante de A et A, l’approximation de Yosida ou (
régularisée de Yosida de A). On montre que si A est m-accrétif, alors Ay — A, quand

A — 0 sous certain sens (ce qui justifie ’appellation ci-dessus ).

Théoréme 6 On a :
i) Jy est une contraction de X, D(A,) = D(J\) = R(I + AA).
ii) A\ est une application lipschilizienne de constante —i— :
i) Ay est m-accrétif.
w)Ay C AJy i.e. pour tout u € D(A,) on a : Ayu € A(J\u).
v) pour tout u € D(A)N D(Jy), alors ||Axul| < wigfu llw]|-
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vi) lim Jyu — u, Yu € DAY.
A—U

vii) Si A est m-accretif , pour tout u € D(A) on a : ﬂi??ELJAA?L = Au.
A—s

Preuve. i) Par définition méme de Paccretivité de A : (I + AA)~! est un opérateur

univoque et c’est une contraction. Naturellement

D(J») = R(I + AA).

ii)A,\zI*JA

donc Ay est un opérateur univoque et D(A,) = D(J,) = R(I + AA)

pour tout u,v € D(A,) on a
AMAyu — Ayv) =u—v— (Syu— Jyo)
et donc :
2
[ Axu — Ayl < T flu— vl

iii) Découle immediatement de la proposition 1

iv) Pour tout u € D(A,), on pose

u— Jyu

A

v=Au=

et soit

w=J\t = u=w+IMw = u=w-+ Az
avec z € Aw. Donc

w—Jhtt  u—~u+ Az

YT )

=z = v € Al u)

v) Soit u € D(A)N D(J,), et soit z € Au, alors :

u+ Az € (u+ AAu) = (I + A A)u
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donc
u=(I+AA)"u+ Az] = Jy (u+ Az).

A quel que soil @ € Au, on a tougours u — Jylu 4 A

Ayu = )\_l(u — L) = b [Ja(u + Az) — Jyu] ,Vx € Au

Ayl < i,\ Iz = lll, ¥z € Au

et par suite
< 1
JAxull < inf o]

vi)_1%7cas : u € D(A)

lw — Sl = A

Ayl < )\wiélju flwl

donc lim ||u — Jyu|| =0 ie. limJyu = u
A—0 A—0

2¢mecas : u € D(A)
u € D(A) = 3u, € D(A)

tel que wu, — v dans X

lu—Dull = |lu—un+ vy — Hhtg + Sy — Jyu|

IN

lu — wnll + Jun — Jatin]| + || Jattn — Jau|

< 2u = tnfl + [lun = Jyun|

Comme u, € D(A) = lm?} ln, — Jaten]| =0, done

liné sup_flu — Sl £ 2lu—u,f, ¥Vn € N.

weD(A)

39




lLe.

limJyu = u, Yu € D(A)
A—0

vii) Lorsque A est m-accretif , nous avons naturellement pour tout A > 0, R(I + ) A) =

X et donc
D{Ay) =D{hH)=X
.'4.,\?.6 = )\“l(u = J,\U)
Hu=(I+ )\A)"lu = u=(I+AA)Ju
Donc :

Ayu = X [(I + )\A)J\'LL = JXU.] = Al u

et puisque A et .J, commute alors
Axu = J, (4u)
}E.I[I;A’\u = }E%J’\ (Au) = Au.
|

Remarque 7 : Soit A un opérateur m-accrétif dans X

du +Au=20 10, +o00]
— 4+ Au= sur |0, o0
P(up,0) = di '

u(0) =uy  condition initiale

pour prouver l'existence de la solution uw du probléme P(ug,0) en remplace A par sa
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regularisée Vasida A, on obtient

[l duy,
dt
1 u,(0) = ug

I fAgrey =N

et uy existe grice au théoréme de Cauchy-Lipschitz-Picard , on peul ensuite montrer que

uy converge vers la solution wu.
*cas X est un espace de Hilbert.
Théoréme 7 (Hille- Yosida) ;

Soit A un opérateur maximal monotone dans X, alors :

pour tout up € D(A), I € C([0, +oo[, X) N C([0, +o0, D(X))
solution de

du
— 4+ Au=0 sur ]0.400
Plug,0)={ dt ' ° 10:+e0]

u(0) = ug
de plus on a :
D) [u(t)] < |uo|
i) [Se(0) < 14v(0) < L, iz 0

Preuve. Voir Brézis [4] =

Remarque 8 Linlérét principal du théoréme de Hille-Yosida réside dans le fait que pour
prowver Uexistence et l'unité de la solution du probléme d’évolution P(ug,0), il suffit de
vérifier que A est mazimal monotone (ou A m-accértif dans les espaces de Banach) i.e.

ce qut revient & étudier le probléme stationnaire suivanant :
u+ AAu=f
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3.1 Existence et unicité de la solution de I’équation

homogéne
Soient X un espace de Banach et .4 un opérateur m-dissipatif

Théoréme 8 a) pour tout uy € X, la suite des fonctions uy (t) = Ty (t)ug converge
uniformément sur tout intervalle borné [0, T] vers une fonction u continue sur [0, +oc] &
valeurs dans X, quand A — Q.

b) Si on pose u(t) = T(t)ug, pour tout ug € X,t >0, on a :

()TW) e LX) ; V>0

i) |T()] <1

) T(0) =

| W T(t+s)=T()T(s), ¥t >0,¥s>0

i.e. T(t) est un semi-groupe de contraction de classe C°.

c¢) De plus , pour tout ug € D(A);u(t) =T (t)u, est l'unique solution du probléme

u € ([0, +oo[; D(A)) N C ([0, +00; X)
%(t} — Au(t) =0, ¥t>0 (E)

u(O) = Uyp.

d) Enfin , pour tout ug € D(A) et pour tout t > 0, on a la commutation

T(l’;)A’LLQ = fiT(t)'u{) .

42



3.2 Théoréie de Kato

Définition 9 Soit a un nombre réel tel que : 0 < a < —g .On appele semi-groupe holo-
morphe de type o, une fonction z — T(z) définie sur {2, |larg 2] < @,z # 0 } possédant les
1) 2 — T(2) est holomorphe
2) T(z1 + 2) = T(2)T(2), larg 21| < , |arg 2| < aet |ag(n + )| < a

propriélés :
3) Ve € X, T(z)x — z dans X lorsque = — 0 dans un secteur larg | < —¢

avec € > 0, arbitraire

On suppose que l'opérateur A satisfait les hypothéses suivantes :

1) le domaine de A est dense dans X

2) Popérateur A est fermé

3) P4 D {X € C*; RA > 0} et il existe une constante M tq RA > 0

implique ”()\ - _/1)_1” < I%

Théoréme 9 (Kato) : A est le générateur d'un Cy -semi-groupe (T'(t))e>0 tel que il existe

1) pourtoutt ona:|T(t)]| <M
M
2120 = T(t) € L(X, DA) et [|AT ()] < —
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Chapitre 4

Existence locale et globale de la

solution

4.1 Quelques résultats préliminaires

4.1.1 Positivité de la solution

Définition 10 On dit qu’une fonction f = (f1, fa,....; fm) €8t quasi-positive si
ou & = (&1,&,....5,,) » €t la notation & > n veut dire §; >, pour i =1, m.
Proposition 4 Soit u, € X, et u la solution du probléme (P)

o Au = F(u)
u(@) =up >0 (P1)

we L ([0,T),D(A))NC([0,T),X)
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alors u vérifie ['equation suivante :

T
uu)—ITMmrh/TUM;H%u@”diHﬂQIT
0

Preuve. Soit t € [0,T] et u une solution du probléme (Py).
Posons w (s) =T (t — s) u(s) pour s € [0,t], soit h €]0,6 —s] on a :

w(s+h)—w(s)  TE-—s+h)u(s+h)—T(—s)u(s)

h h
_ T(t_5+h)'u.(s-l-h);LT(h)u.(s)
_ Ta—s+m”“+2‘““)mT“2_ﬂqg_

Par passage & la limite h — O, on oblient :

w'(s) = T(t—s){v(s) — Au(s)}
= T(t—5)F(u(s))

Si on intégre sur Uintervalle [0,7[ , o6t 0 < 7 < t on trouve :

T

zﬂﬂﬁwﬁnszﬁwﬂFWQD@

0

qui s’écrit

w(t)=T(t)us + /T (t—s)F (u(s))ds
0

pour T — t on aura :

mngm%+/T@_@Fm@n@.
0



el pusque !
w(t)=T(—t)u(t) =T () u(t) =u(t)

t
alors u(t) = T(t)ug + /T(t — 8)F(u(s))ds, vVt € [0.7] m
0
Proposition 5 Soit M > 0, posons

Ta = [2K@2M +||FO)) + 2™ > 0, pour M > 0,

pour fout ug € X tel que : |lugl| < M, alors il existe une solution wunique u €

C([0,T],X) de (4.1) avecT =T

Proposition 6 Soit T > 0, up € X et u,v deuzr solutions de (P;) tel que; u,v €

C([0,T],X) alorsu=vwv.

Preuve. Soient u,v deux solutions de (P;), elles sont donc deux solution de (4,1).

Posons
M = sup max{]| u(t) .| v(&) |}
te[0,T]
w@) =)= [T(t=9)F (u(s) = F(o(s))ds
0

donc

[u@-v@ < [IP@()-F o)

0
< K(M) | ||u(s)—v(s)]| ds
/

d’aprés le lemme de Gronwell on a : || u(s) — v(s) ||= 0 ce qui implique uv = v d'olt

Punicité. =
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T'héoréme 10 [l existe une fonction T . X — |0, +o0| wvec les propriétés suivantes ;
Four tout up € X, o emste u € C (0,1 (uo)|, X) qui pour tout 1" < T (uy) est
lunique solution de (4,1) dans C ([0,T], X) de plus

2K (1 FO) | 42|00 ) 2 s = 2.%¢ € 0,7 (o) (42

En particulier on aura l'une des deuzr éventualités ;
i) T'(up) = +o0

i) T(uw) < +oo Etz ?&G) lu(®)|| = +<<

li
Ry
Preuve. Soit ug € X, supposons que 7" (up) = sup {T" > 0,3u € C ([0, 7], X) solution de (4,1)},
d’aprés la proposition 5, on a T (up) > 0. D’autre part la propriété d’unicité permet de
construire une solution maximale u € C'([0,7 (up)[, X) de (4,1).

Montrons maintenant 'inégalité (4, 2) :
* 51T (ug) = 400 alors (4, 2) est immédiate
*8i T (up) < oo, on raisonne par l'absurde. Soit ty € [0, 7T (uo)|, tel que (4,2) n’est

pas vérifiée alors

T (ug) —to < T

avec M =| u(to) ||, soit v € C ([0,Ty].X) , la solution donnée par la proposition 5

de 'equation
v(t) =T (t)u(to) + /T (t—s) F(v(s))ds, ¥Vt € [0,Tn].
0

On définit la fonction w € C ([0, ty + Tas], X) par :

u(t our 0 < t < 1g.
wiy=q *E P : (4.3
v{t—1tp) pour tog < t<ty+ Ty.
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4.2 Existence locale de la solution

Soit le ayatéme de rénctiomediffusion (S700) suivaul .
‘M,

— = DAU = IF (1)

or dans §2 x ]0, oc[
J u{z, £} =0

du 0 sur 99 x 10, oo

an sur 02 x 0, oo
[ ©(,0)=u >0

ot 2 est un ouvert de R™, u (z,t) = (uq (z,t),ua (z,1) .. .U (2,1)) : 2 x [0, 0] = R™

F:R™— R™ une fonction réguliére et [ une matrice diagonale m xm & coéflicients
positifs et up bornée.
une fonction réguliére (localement lipschitzienne) et A un opérateur m-dissipatif de do-
maine dense dans L' (Q) alors d’aprés la proposition 4, si v = (uy, up..., uy,) est une
solution du probléme (SRD), on a
t

w; (z,t) = T; () ug; + /Ti (t—8) Fi(ui(s),ua(s)...upn(s))ds, 1 <i<m
0

pour tout t € [0, o[ telle que T; (t) est le semi groupe de contraction de générateur infi-
v 0
nitésimale 'opérateur o; A et D = , Up = (U1, U0z, ** +Upm) PUISque

0 p
ug est bornée alors d’aprés la proposition 5 , proposition 6 et le théorémel0 le systeme

(SRD) admet une solution locale unique.

L’existence globale de la solution

Maintenant , nous allons étudier 'existence globale de la solution du systéme de
réaction-diffusion (SRD). On suppose que la fonction F (u) vérifie les hypothéses sui-
vantes :

H1) uyo () sont des fonctions non négatives de L (€2).
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IIy) Tls existent des couslantes poslilves 9, pour 4 = T,m telles que :

BiF; (&) < C (1 + Zt)
=1

m

=1

pour tout £ € R ot C' est une constonte indépendante de £.
H;) Ils existent des constantes C' > O et 8 > 0 telles que :|F; (¢)] < ¢ 1+3, §i]ﬁ.

Hy) F est une fonction quasi- positive.

Théoréme 11 Supposons que les hypothéses H;,i = 1,4 sont satisfaites, alors il existe
{

u; € C ([0, +oo[, L' (Q))

FeL'(Q) ot Q=Qx[0,T]

w = (Uy, Uy - Uy) solution de :< y
u; (z,1) = T; (t) uo; + /ﬂ- (T —38) Fi (u1(8) - wm (8)) ds,
0

| Ve [0,T[,1<i<m

ot 1; (t) sont les semigroupes engendrés par les opérateures —c;\,i = 1,m dans

L'(Q) .

4.2.1 FEtude d’un systéme particulier

= 1,m par wy; = min(ug;,n) on

Pour tout m > 0, on définit les fonctions uf;, i
remarque que les ug;, # = 1, m sont des fonctions positives de L' (Q) ie. ul > 0.

Considérons le systéme suivant :

[ du

5 DAu, = F (un) dans  Qx [0,7]
ou, g
d e sur 09 x [0,7) (Sn)
on
Uy (0,.) = Ugn dans £}
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Existence locale de la solution du systéme (Sn) :

Uln F a1 Ay Uy

Ugn _Fg O’gA‘ILgn ‘Urgg
Possons : u,, = ) ,F = , A= et Uy =

Umn E O-’u'n‘AT-‘['J'rM'L ’Mg'm

alors le systéme (Sn) peut étre ramené a la forme du systéme (SRD), donc si

(Uin, Uan,* , Umn) est une solution de (Sn) alors elle vérifie les équations :

t
Ui (2,1) = T; (t) ug; + /‘T2 (t—8)F(u1n(8),  Umn(s))ds i=1,m (4.4)
0

Théoréme 12 Il exisie Tpy > 0 el (Uip, Usp, - - - Umn) une solution locale de (Sn) pour
tout t € [0, Ty, de plus wi,,i =1, m sont positives.

Preuve. On sait queT; (1) ,i =1,m sont des semi- groupes de contractions et comme F
est localement lipschitzienne et 0 < ug; < n,i =1, m alors on a d’aprés la proposition (5),
il ewiste Tay > 0 et (Uyn, Uap - + - Umy) S€TQ Une solution locale de (Sn) sur [0, Ty] . Puisque
I est quasi-positive (d'apres 'hypothése (Hy)) et les uf; sont positives (i = I,m) , alors

Uz, SONE ausst posilives pour 1= 1, m.

L’existence globale de la solution du systéme (S5,,)

Pour montrer I'existence globale de la solution du systéme (.S,,), il suffit de trouver
une estimation de la solution pour tout ¢ > 0,d’aprés A. Haraux , M. Kirane [7].Le lemme

suivant nous montre I'existence d’une estimation de la solution de (.S,) dans L (92).

Lemme 3 Soit u, la solution du systéme (S,) 00 Un = (Uin, Usp -+ , Upnn) , aloTs il existe



M (t) qui dépend seulomant da t, tol quo pour towlt 0 < < Ty on w .

(21

[ z Uinl| L2y < M (2)

Preuve. On peut écrire le systéme (S,) sous la forme suivante :

[ d;;n — a1 Auy, = F (u,) dans 2 x [0,00] (1)
O
=~ Ot e, = B (0] dans 2 x [0, oc]
{ Ot
Buz-n , e
— =0,i=1,m sur 8% x [0,00] (d)
I
Uin (0,7) = ug; (.) > 0,i =1, m dans Q

\

Multiplions chaque équation (i) par 5;,7 = 1, m, on obtient :

du n ’

B, a; ,B1Q'1A'“-1n =g I (Un) ( i )
Otmn /
'Bm—(S‘T — B @m AUy, = B, Fm (uy,) (d )

(U)—(d’)ona:

m
E i
=1

Qi _ S i = 3 HiFL () £ O (1 3 u)
i=1 =1 =1

(d’aprés I’ hypothése Hs).

Intégrons sur (2 et appliquons la formule de Green, on trouve

du; s
in N , . d
/Z d1<C'/s;(1+iE:1u) T



tel que 5., = rg?}l,fi’ alors

g Ou,m

3 j;z i=1 (%
R o (4 2 win) dx

dr

Intégrons sur [0, t] on trouve :

d’on :

log (fn (14 221 Uin) dﬁ?) <O
P fn (1 -+ Z:iz ug;)dx )~

donc :

i—=] min

Ct
/{; (1 + Zum) dz < exp (Iilt)f (1 + Zum> dz, pour K; = 5

i=1

Posons :
M (t) = Ky exp (Kot) |1+ > ufill ey
i=1

donc :

1 tinllzrey < M (2),0 < £ < Ty

On peut conclure & partir de cette estimation que la solution u = (uy,, ua, - - -

donnée par le théoréme 11 est une solution globale.
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4.3 L’existence globale de la solution du systéme (SRD)

Lemme 4 Pour tout solution (ty,, U, -+, Ump) de (S5) . il existe une constante K (1)

qui dépend seulement de t, lel que :

1D win () @) < K@ 1Y ill,1 0 + 1

Preuve. Pour démontrer ce lemme on utilise les resultals donnés dans S. Bonafede et

D. Schmitt [3]

il existe une fonction non négative ¢ € C*! (Q) solution du probléme :

( —0¢
B_f —mAd =10 dans Q
! %, sur 9 x [0, T)
87}
o=0 dans £

de plus la solution ¢ vérifiél’inégalité

3C" 20 |9l < C"|l6l Laq).

Nous avons d’aprés la proposition 6 de S. Bonafede et D. Schmitt [3] que

le () ugy () (—d—iqp - alﬁ\cﬁ) dzdt = /u& (z) ¢ (z,0)dz
Q Q

et que :



t ey
/ (/ Ty (t — &) Fy () d.s) (—;;9 — Cl.’|A(;’F) dxdt = /F. (un) & (x, ) 6drdsz (i)
e JO (Jh
Q

Q
o f % 06) o8, Gl = f W (2) $lzo)ds (4.1)
Q

Q

et

/ (/Ot Ty (t — s) F1 (un) ds) Bdzdt = /Fl (un) ¢ (z,s) dxds (ii)
2 Q

Muitiplions [’équation 4.4 pour i = 1 par 8 et intégrons sur () en utiliant (i), (it) on

obtient :

¢
f Unfdrdt = / T () ug, 0dzdt + f (/ T1(t — s) Fi (un(s)) ds) Bdxdt
Q Q Q \JO
= / ug; (2) & (2,0} dz +f Fi (uy) ¢ (z, s) dzds
Q Q

< /u31 (z) ¢ (z,0)dz +/ B F1 (un) ¢ (z, 8) deds pour 3; > 0,8 arbitraire.
Q Q
De méme on irouve :

[uinﬁdwdt = ]u{}; (z) ¢ (z,0) d:chf F; (un) ¢ (z, s) dzds
Q Q Q

< Lu.&(:z)qﬁ(:r,ﬂ)d:r+f(gﬁif‘i (un) ¢ (z, s) dzds

pour 3; des constantes positives et i = 2, m donc :

m m m
/ (Z um) Odzdt < / Z ug;é (z,0) dx + C/ (1 + ZU@) ¢ (z,8)dxds
Q@ \i=1 RS | Q 1



En utilisant I'inégalité de Idlder, on obtient

m 3 m m
/Q(Zum) bdedl < || D uilloie- 1o () ooty + CI S in + i@y 16l 2~c0)
=1 1=1 i=1
< K (Hzﬂ-&ﬂmm) 1) tinllag) + 1) 18] = (@)
i=1 i=1

comme 8 est arbitraire dans C§° (Q) on a

m m m
I~ winllzrgy < Ka (n Dl + 1) tinllie + 1)

On prend :
1
K{t)= ——
(0 =1= K1 (1)
on trouve :

1) tinllrg) < K (£) (“ > gl + 1)
i=1 =

voir S. L. Hollis ,R. H. Martin et M. Pierre [9] .

4.4 Bornitude et estimation de la solution d’un sys-
téme de réaction-diffusion

Un grand nombre de chercheurs se sont intéréssés ces derniéres années & une classe

de systéme d’equations aux dérivées partielles de type parabolique, appelées “systéme de

Tt
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réaction-dilfussion ™ el un inlérél particulier a été réserveé anx systeme de la forme

¥

[ %—aﬁ.uizﬁ(t‘.,m,uhuz) t>0,zef
Ous
Ta't— — bAus = fa (t,l‘: ‘LL;_,’LLQ) t>0.ref
{
ou du )
oqg?—?l + B =7, 052"6‘"-;?2 + Baua = 7, t>0,z €082
L w1 (0,7) = wugi(x), ue(0,2) = wupa(z) zef

concernant la positivité, l'unicité, la bornitude, 'existence locale et globale, I’explosion.
On s’intéresse & étudier la bornitude de la solution et donner une estimation du temps

maximale d’existence d’un systéme couplé de réaction -diffussion de la forme :

[ Bul

. Auy = anw + f1 (T, w) z e

J %%2- — Aup = agus + f2 (1, u) z € {}

%; (0, ) = wg; () z €
wpll. 2} =0 t>0 z e

\

Ce systéme peut s’ecrire sous la forme :

i % e Auz = a;;U; + fz (t, U) z e f)
ot
$ u; (0,2) = ugi () ref (P2)
i (al =0 T € 0



ot ug; (z) > 0,i=1,2, et {ay;} C [0, +o0[.

On suposse que (u, , ?r.u) esf 1me snlntinn elassique positive du problome (Py) définio

dans le eylindre Qr = [D: TYyxQaveeT < o0

Définition 11 S'il existe un T < cc tel que limsup (lua (t,2)| + |ua (£, 2)]) = 400 , on
dira alors que la solution explose en temps fini . D’autre part si uq,us sont bornées

dans Qr, = [0,Tp) x Q quel que soil Ty < oo , alors la solution existe globalement dans
Clooi= (0, 00) X Q.
Soit ¢{z) > 0,(z € Q) la premiére fonction propre , et A > 0 sa plus petite valeur
propre, de plus on pose tout au long de se paragraphe Jy = J (0) = [ (ugy + ug2) ¢dx pour
o)

les donnés initiales ugy et ups.

4.5 La bornitude de la solution

Il souvent trés important de savoir si la solution du systéme de réaction-diffusion
considéré est bornée. Sous certaines hypothéses adéquates on arrive aux résultats de

bornitude suivants...

Théoréme 13 Siay; = 0,Vi = 1,2 etfq, fo des fonctions telles que :
0< fi(t,u) + falt,u) < Chlur +uzf’ + Cs fug + ugl

pour certainses constantes C7 > 0,0 < Ca < X et 0 < p < 1. Si de plus ug;, ugy satisfont
2
Zu-(}i >0 surQ et J(0)>0

i=1

alors toute solution (u1,us) du probléme (Py) existe pour t > 0, et satisfait :

1
0< /(ul + u2) ¢ dz < max {JO, (‘\E}?Q)P_l} (4.5)

0

a7



Preuve. Soit (u1, 1s) une solution positive du probléme () on pose :
Jd {t) = e’“/ (u1 +u2) (z) 6 (x) dx
Q
alors il est aisé de voir que :

20 =€’“f(f1+fz) (2)¢ do
Q

il s’ensuit :

J(t) < Cle”'/ luy + us|” ¢ do + Cze’“/ [y + us| ¢ dz
0

Q
comine :
(fl + fz) 2 05 (’Um + '1102) 2 0, o (0) 2 O, J’ (?L) 2 0
alors
Uy +up > 0
et

J(t)>0, ¥t >0

on obtient grice a I'inégalité de Jenseon

J (1)

IA

C’le”/ (ug + us)* ¢ dr + C’ge“/ (uy + u2) ¢ dz
0 o

P

IA

ie™ /(ul +u)odz | + C'ze'“/ (w1 +u2) ¢ da
Q
)

ou encore

J (£) < C1tPX P (1) 4+ Gy J (1)



Pour résoudre U'inequation de Bernoulli i degeus, on pose ¥ = J'~*pour obtenir :

U <Cy(1—p)T+C (1 —p)elt-PM

c-a-~d :

V4 Cop—1)T < Cy(1—p)elt=m>,

On multiplie cette inéquation par et pour avoir :
(e(p—l)c-thj)’ _ e{p—-l)cﬁgﬂ 4+ Cg (p _ l) e(p—l)CQtlI, & Ol (1 _p) 6(1-—})}{,\—62)3
L’intégration de 0 & i donne :

eP—1leatyy (t) —T(0) < & (e(l—P}(A~cz}l‘- _ 1)

A—Cy
(p—1)eat C]- (1—p)(A—c2)t
e C(t) <T(0)+—— (e ~1).
A—Ch
d’omt :
: &
1— 1—p)eat 71— 1 1—-p)A 1—p)eat
Frfe) € etlraint o p+,\——c.2(€( P _ c(-peat)
Par suite
1-p C C
1 = 1 o )¢
(/g; (ug +u2) @ d.’l’;) < oA + [Jé P m] ell-p)ez=2)t
posons :

C C
Gl =5+ [J&“P + —zi—A] "



on trouve :

G() = (1 p)(Us=A) [f- JONI £TJ 1=

= (1-p) [(Co—N) J}7F + Cy] et-Pea—21

Envisageons les cas suivantes :

;i C . ;
¥ AFx 3 IC , alors G' (1) > 0 et par suite G (¢) est croissante :donc
g

sup G{i) = tlifl T )=

t€[0,+00}

A—=Cy

g |

s C . . ; .
*8i JI°F > 3 —IC'Q’ alors G’ (t) < 0 et par suite G (t) est décroissante, ce qui entraine

que Vi > 0,G (t) < G (0) et ainsi

sup G({t)=G(0)=J}7F

t€[0,+c0)

Ce qui établit I'estimation (4.5), et partant la solution est définie quel que soit ¢ > 0.

60



61




Bibliographie

[1] N.ALIKALOS. LP bounds of solutions of reaction-disusion equations.Comm, in
PD.E., 4 : 827-868, 1979.

[2] Aibech cours de majister (semi-groupe), Univ de Annaba 2008

[3] J. Bebernes and A.D.Eberly, Mathematical problems from comution in “Applied
Math.Sci.Series”.Vol.83, Springer-Vverlag, New-york, 1989.

[4] S.Bonafede, D.Schmitt : "Triangular, reaction-diffusion systems with integrable ini-
tial data", Nonlinear Analysis 33 (1998) 785-801.

[5] H.Brézis : "Analyse Fonctionnelle (Théorie et Application)", Masson, Paris, 1983.

[6] R.Dautray, J.L.Lions : "Analyse mathématique et calcul numérique pour les
sciences et les techniques; Evolution : semi-groupe, Variationnel,", Masson, Paris
1987, Tome8.

[7] A.Haraux, M.Kirane : "Estimation Cl pour des problémes paraboliques semi-

linéaires", Annales Faculté des sciences Toulouse, Vil V, pp. 265-280, 1983.

[8] A.Haraux, A.Youkana : "On a result of K. Masuda concerning reaction-diffusion
equations", Tohoku Math. J. 40 (1988), 159-163.

[9] M.A. Herrero, A.A. Lacey and J.L Vel azquez, Global existence for reaction-diffusion
systems modelling ignition, Arch. Rat. Mech. Anal., 142 (1998),219-251.

(10] S.L.HOLLIS, R.H.MARTIN and M.PIERRE, Global existence and boundedness in
reaction in reaction-diffusion systems. STAM J.Math anal., 18 : 744-761, 1987

62



[1]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

21]

Oolitlulhis Ui Llie guesliow ol global esasbence Log ceucbion-diluslon dystems wikh
mixed boundary conditiono quarterly of applicd miathematics”, Volwe LI Nuww-
ber2. June 1993, pages 241-250.

S. KOUACHI and A.YOUKANA, Global existence for a class of reaction-diffusion
systems.Bull. Polish Acad. Sci. Math. 49(2001), N°. 3, 303-308.

R.H.Martin Jr : "Global existence questions for reaction-diffusion systems". in
"Semi-groups. Theory and Applications". Ed. H. Brezis, M. Crandall, F. Kappel.
PitmanResearch Notes in Math, Vol. 1 (1986). 169-177.

K. Masuda : "On the global existence and asymptotic behavior of solution of
reaction-diffusion equation ”. Hokkaido Mathematical Journal Vol 12 (1983) p 360-
370.

A Moumeni :“Semi-groupes de contraction et application aux EDP semi-
linéaire” .Cours de magister 2005-2006.Univ de Annaba.

A .Moumeni and L.Salah Derradji, Globale existence of solution for reaction diffusion

Systems [AENG International Journal of Applied Mathematics, 40 :2, IJAM-40-2-06
J.D.Murray., Mathematical Biology, Springer- Verlag, New York, 1989.

Pao, C.V, Non linear parabolic and elliptic equations, New York, Plenum Press,
1992.

A.Pazy “Semi-groups of linear operators and applications to partial differential equa-
tios”, Applied Math.Sciences 44, Springer-Verlag, New York, (1981).
M.PIERRE,Systémes de réaction-diffusion, Ecole de printemps, “Equations aux dé-
rivées partielles non linéaires”, Marrakech, 31 mars-5 avril 2008, Ecole Normale Su-
périeur de Cachan, Antenne de Bretagne et et Institut de Recherche Mathématique
de Rennes (IRMAR), France.

J.Smoller : “Shok Waves and Reaction Diffusion Equations ”, Springer- Verlag, New
York, 1983



