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PREFACE

Ce document correspond au programe du module : Mathématiques 1, qui s’adresse
aux étudiants de la premiére année socle commun, domaine Science et Technologie.

Son objectif est de mettre a la disposition du lecteur un document de travail permet-
tant de métriser les notions de mathématiques exposées.

Il se compose de six chapitres. Chaque chapitre est subdivisé en un rappel de cours,
suivi par une série d’exercices résolus, permettant ainsi a I’étudiant de tester son assimi-
lation du cours et de controler ses connaissances.

- Les ouvrages traitant de ce contenu sont nombreux et il est vivement conseillé de
les consulter.

- Je serai attentive a toute suggestion ou critique susceptible d’améliorer le contenu

de ce document.



Chapitre 1

Notions de logique élémentaire



1.1 Opérations de logique élémentaire

Le mot « proposition » désigne tout énoncé sur les objets considérés auquel on peut
attribuer une valeur de vérité.

Par exemple :

- (P1) /2 est un nombre rationnel,

- (P2) par deux points il passe une droite et une seule,

- (P3) une fonction dérivable est continue.

Quant a la vérité en question, il s’agit d’une valeur logique qui est I'un des deux mots
vraie ou faus.

Toute proposition logique P admet une négation, notée (non P).

1.1.1 Opérations logiques
Négation d’une proposition

Définition 1.1 Si P est une proposition, sa négation, notée (non P), est une proposition

qui est fausse si P est vraie et qui est vraie si P est fausse.

Il résulte de cette définition que non(non P) et P ont la méme valeur logique, c’est a
dire sont vraies simultanément ou fausses simultanément.

Par exemple

P : Tous les dimanches je vais au restaurant,

non P : 1l existe au moins un dimanche ou je ne vais pas au restaurant

P : Je vais au restaurant au moins un dimanche de décembre,

non P : Je ne vais jamais au restaurant le dimanche en décembre.

Remarque 1.1 non P se note aussi P.



Disjonction

Définition 1.2 Si P et () sont deux propositions, la disjonction, notée P ou (), est une
proposition qui est vraie si au moins l'une des deux propositions est vraie et qui est fausse

st les deux propositions sont fausses.

Remarque 1.2 P ou @) se note aussi PV Q).

Conjonction

Définition 1.3 Si P et Q sont deux propositions, la conjonction, notée P et @), est la
proposition qui est vraie si les deux propositions sont vraies et qui est fausse st au moins

l'une des deux propositions est fausse.

Il résulte de cette définition que les propositions (P et Q) et (Q et P) sont équivalentes.
Remarque 1.3 Pet () se note aussi PN\ Q.

On introduit maintenant la notion de table de vérité :

Définition 1.4 Soient P et () deux propositions, R une proposition dépendant de P et

Q (dans cet ordre). On associe & R le tableau suivant :

R

o < < |
NS S O

ol les cases blanches seront remplies par la lettre V' chaque fois que R est vraie et la
lettre F' si elle est fausse, selon les valeurs logiques (V ou F') de P et @Q respectivement

indiquées sur la 17¢ colonne et la 1°¢ ligne. Ce tableau s’appelle la table de vérité de R.



Par exemple si R = (P V Q), sa table de vérité s’écrit :

P Q PvQ
| 7R Ve
v F Vv
F Vv vV
F F F

Par exemple, si on considére les deux propositions :

P : Tous les lundis je vais au cinéma,

Q@ : Le 15 de chaque mois je vais au cinéma,

La proposition (P V @) est vraie si elle s’applique a quelqu’un qui va au cinéma tous
les lundis ou & quelqu’un qui va au cinéma le 15 de chaque mois (il peut évidemment

faire les deux).

Implication

Implication

Définition 1.5 Soient P et Q) deux propositions, on appelle l'implication logique (de Q
par P) la proposition, notée P —> @, qui est fausse dans le seul cas ot P est vraie et Q)

est fausse.

Attention, P — () n’est pas équivalente & () = P.

L’implication se dit en langage courant, « P implique () » et signifie que () est vraie
deés que P lest.

Table de vérité :



MY < S|
NS o = O
= < "<

Proposition 1.1 P = Q est équivalente a (P V Q).
Corollaire 1.1 (P = Q) est équivalente a (P A Q)).

Attention! La négation d’une implication n’est pas une implication.

Réciproque

Définition 1.6 La réciproque d’une implication inverse l'ordre des événements. Si P

mmplique (), sa réciproque est () implique P.

Propriété Une propriété et sa réciproque ne sont pas toujours équivalente.

Contraposée
Définition 1.7 Si P implique @, sa contraposée est Q implique P.

Propriété Une propriété et sa contraposée sont toujours équivalente.

Equivalence

Définition 1.8 L’équivalence de deux propositions P et () est vraie si les deux propo-
sitions sont vraies ou les deux propositions sont fausses, sinon, elle est fausse. Il est

symbolisé par < .
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On a donc la table de vérité suivante :

P Q P=Q
V V V
V F F
F Vv F
F F V

1.1.2 Les quantificateurs

Les quantificateurs permettent de connaitre le domaine de validité d’une propriété.

Pour une propriété universelle

Définition 1.9 Pour énoncer une propriété universelle (propriété vraie dans tous les

cas), on utilise le quantificateur ‘pour tout’, noté ¥.

Il signifie "pour tout’, ‘quel que soit’ ou encore ‘Tous’.
Exemples :
Tout parallélogramme dont les diagonales sont de méme longueur est un rectangle.

Quel que soit z, 22 est positif ou nul.

Pour une propriété non universelle

Définition 1.10 Pour énoncer une propriété vraie sur des exemples mais qui n’est pas

universelle, on utilise le quantificateur ‘il existe’(existentiel), noté 3.

Exemples :
Il existe des réels x tels que 22 > 100.

Il existe des années ou il ne neige pas.

11



La négation des quantificateurs

e La négation de “Vx € E, P(z) " est “Jz € E, P(x)”
Par exemple

la négation de “ Vx € [1,+o00[, 22 > 1.” est l'assertion “Jz € [1,+o0[, 2% < 1.7

e Lanégationde “Jr € E, P(z) " est “Vz € E, P(x)”
Par exemple

la négation de “ 3z € C, 22 4+ 2+ 1 = 0.” est l'assertion “Vz € C, 22 +2+1#0.”
Remarque 1.4 L’ordre des quantificateurs est trés important.

Par exemple les deux phrases logiques
VeeR, JyeR:z+y>0etJyeR VeeR:x+y>0

sont différentes. La premiére est vraie, la seconde est fausse.

1.2 Quelques types de raisonnement en mathéma-

tiques

1.2.1 Raisonnement par induction

Le raisonnement par induction et présomption est ’étude de plusieurs exemples
concordants (et si possible représentatifs), dont on déduit par présomption, une propriété
générale.

exemple : Quand on lance successivement deux dés, en additionnant les nombres
présents sur les deux faces, la probabilité d’obtenir 10 est-elle la méme que celle d’obtenir

un 97

12



1.2.2 Raisonnement par déduction

Le raisonnement par déduction est 1’étude a partir de propriétés reconnues comme

vraies, un enchainement logique pour montrer une propriété.

Raisonnement direct

Définition 1.11 Si on veut montrer que l’assertion « P = Q) » est vraie. On suppose
que P est vraie et on montre qu’alors ) est vraie. C’est la méthode la plus fréquemment

utilisée.

Exemple : Montrer que si a, b € Q alors a + b € Q.
Démonstration. Prenons a € Q, b € Q. Rappelons que les rationnels Q sont ’en-
semble des réels s’écrivant :
’E’avecpEZethN*.
Alors, a = § pour un certain ¢ € N*. De méme b = %, avec p) € Z et ¢ € N*.
Maintenant a + b = § + %, = %.

Or le numérateur pqg’ + gp’ est bien de Z, le dénominateur ¢q’ est lui un élément de

N*. Donc a+ b s’écrit bien de la forme a+b = z_x avec p’ € Z et ¢ € N*. Ainsi a+b € Q.

Raisonnement par disjonction des cas (ou cas par cas)

Définition 1.12 Si l'on souhaite vérifier une assertion P(x) pour tous les x dans un
ensemble E, on peut démontrer successivement que cette propriété est vraie pour les
éléments de sous-ensembles disjoints de E dont la réunion est E. On dit qu’on a raisonné

par disjonction des cas.

Exemple : Montrer que pour tout z € R, |[r — 1| <22 —z + 1.
Démonstration. Soit x € R. Nous distinguons deux cas.
Premier cas : = > 1. Alors, |z — 1| =z — 1.

Calculons alors 22 — 2z + 1 — |z — 1].

P?—zr+l-|z—-1l=22—-2+1-2-1

13



=22 -2 +2=(z—17+1>0.
Ainsiz? —z+1—|z—1]>0etdonca? —x+1> |z —1].

Deuxiéme cas : < 1. Alors, [z — 1| = — (z — 1).

Nous obtenons 22 —z +1— |z — 1| =22 =z + 1+ (z — 1)
=122 > 0.

Dans tous les cas |z — 1| < 22 —x + 1.

Raisonnement par contraposition

Définition 1.13 Le raisonnement par contraposition permet de démontrer qu’une im-

plication de type (P = Q) est vraie.

Donc si ’on souhaite montrer 1’assertion « P = », on montre en fait que Q = P.

Exemple : Montrer que si n? est pair alors n est pair.

Démonstration. Nous supposons que n n’est pas pair. Nous voulons montrer qu’alors
n? n’est pas pair. Comme n n’est pas pair, il est impair et donc il existe k € N tel que
n =2k + 1. Alors, n> = (2k +1)* = 4k> + 4k + 1 = 21 + 1, avec | = 2k*> + 2k € N. Et
donc n? est impair.

Donc, nous avons montré que si n est impair alors n? est impair. Par contraposition

ceci est équivalent & : si n? est pair alors n est pair.

Raisonnement par I’absurde

Définition 1.14 Le raisonnement par [’absurde pour montrer l'implication «P = Q) »
repose sur le principe suivant : on suppose a la fois que P est vraie et que () est fausse
et on cherche une contradiction. Ainsi, si P est vraie alors Q doit étre vraie et donc «

P = () » est vraie.

Exemple : Montrer que si 1$5 = Hia alors a = b.
Démonstration. Nous raisonnons par I'absurde en supposant que {5 = 1+La alors
a #b. Comme 45 = 2= alors, a (1+a) = b(1+b) donc, a+a® = b+ dou, a® — b =

14



b — a. cela conduit & (a — b) (a +b) = — (a — b). Comme a # b alors, a — b # 0 et donc
en divisant par a — b on obtient, a + b = —1. La somme des deux nombres positifs a et b
ne peut étre négative. Nous obtenons une contradiction.

. . . a o b o
Conclusion : si 0% = T1a alors a = b.

Réfutation par utilisation d’un contre-exemple

Définition 1.15 Si ['on veut montrer qu’une assertion du type « Vx € E, P(x)» est
vraie alors pour chaque x de E, il faut montrer que P(x) est vraie.

Par contre, pour montrer que cette assertion est fausse, il suffit de trouver un r € E
tel que P(x) soit fausse.

Trouver un tel x, c’est trouver un contre-exemple a [’assertion « pour tout x de

E,P(x)».

Exemple : Montrer que ’assertion suivante est fausse « Tout entier positif est somme
de trois carrés ».

(Les carrés sont les 02, 12, 22, 3%,... Par exemple : 6=22 + 1% + 12.)

Démonstration. Un contre-exemple est 7 : les carrés inférieurs a 7 sont 0, 1, 4 mais

avec trois de ces nombres on ne peut faire 7.

Raisonnement par récurrence

Définition 1.16 Le principe de récurrence permet de montrer qu’une assertion P(n),
dépendante de n, est vraie pour tout n € N. La démonstration par récurrence se déroule
en 3 étapes :

tape 1 - Initialisation : On prouve que P(0)est vraie.

tape 2 - Hérédité : On suppose n > ng donné avec P(n) vraie et on démontre que
lassertion P(n + 1) est vraie.

tape 3 - Conclusion : On rappelle que par le principe de récurrence, P(n) est vraie

pour tout n € N.

15



1.3 Exercices résolus

Exercice 1.1 Soient A et B deux parties de N. Ecrire en utilisant ¥V, 3 les assertions
A=¢, ANB+#¢, ACB, A¢B.

Solution

A=¢: VzeN z ¢ A
ANB#¢: dreN,x € ANz € B.
ACB:VteN rxe A=z € B.
A¢B: VeeN Jxre ANz ¢ B.

Exercice 1.2 Soient zo € R et f une application de R dans R.
Ve>0,da>0,Vz eR, |z —xo| <a=|f (z) — f(z0)| <e.

Donner la négation de cette phrase logique.

Solution

La négation est :
e >0, Va>0, Iz €R, [z —xo| <a A |f(x)—f(x0)] > €.

Exercice 1.3 Soient les quatre assertions suivantes :
(@) IreR,VyeR:z+y>0; (b)VzeR IyeR:xz+y>0;
(eWreRVyeR:z+y>0; (d)IzreRVyeR:y>>z.
1. Les assertions a, b, ¢, d sont-elles vraies ou fausses ?

2. Donner leurs négations.

Solution

1. (a) est fausse. Car sa négation qui est

VeeR, JyeR:x2+y <0, estvraie.

16



Etant donné z € R, il existe toujours un y € R tel que, z +y < 0.

Par exemple

on peut prendre y = —(z + 1) et alorsc +y=z—z—1= -1 <0.

2. (b) est vraie, pour un x donné, on peut prendre (par exemple) y = —z + 1 et alors
r+y=1>0.

La négation de (b) est

JreR, VyeR: 24y <0.

3. (c) est fausse, par exemple z = -1, y =0,z +y=—-1+0= -1 < 0.
La négation est

JreR, dJyeR:z+4+y <0.

4. (d) est vraie, on peut prendre x = —1, y*> > —1.
La négation est :

VeeR, yeR:y* <z

Exercice 1.4 (Raisonnement direct)

n(n+1)
2

Montrer que Vn € N, 8 + 1 est un carré.

Solution

(n+1)

¥n € N, 85 +l=dn?+4n+1=(2n+1)2

Exercice 1.5 (Raisonnement par disjonction de cas)

Ftudier le comportement vers +oo de la fonction réelle f,(x) = a"sinx.

Solution

- Si n est strictement positif, toutes les fonctions f,, se comportent de la méme maniére,
elles oscillent entre —oo et +oc.

- De méme si n est strictement négatif, elles tendent vers 0.

- Le cas n = 0 termine la partition, dans ce cas, f; oscille entre —1 et 1.

17



Exercice 1.6 (Raisonnement par contre — exemple)
La proprieté suivante est-elle vraie : "deux rectangles de méme aire ont méme péri-

metre” ¢

Solution
Les rectangles de longueurs respectives 4m et 2m et de largeurs respectives 0,5 et 1

constituent un contre-exemple.

Exercice 1.7 (Le raisonnement par contraposée)

Dans les entiers, montrons que si n? est impair, alors n est impair.

Solution

La contraposé de :

n? impair = n impair,

est

n pair = n? pair.

Or, n pair alors

donc

= 2(2%),
= 2K,

par suite n? est pair.
On a démontré la proposition initiale par le raisonement par la contraposée.

C-a-d : par le principe de contraposition, on a démontré la proposition de 1’énoncé.

Exercice 1.8 (Raisonnement par l'absurde)

Montrons que v/2 nest pas un nombre rationnel.

18



Solution

Supposons que /2 soit un rationnel, il s’écrit donc comme quotient de deux entiers
strictement positifs p et ¢ (p et ¢ sont premiers entre eux).

Soit \/§:§ouq\/§:p.

Elevons au carré, nous obtenons 2¢> = p?.

Et, p? est pair, donc p est pair.

Posons p = 2py,

donc, p* = 4p?,

et par conséquent 2¢* = 4p?,

et ¢* = 2p2.

q est donc aussi pair, ce qui contredit le fait que p et ¢ sont premiers entre eux.

Exercice 1.9 (Le raisonnement par récurrence)

Montrons ¥n > 2, P(n) : 2" > n.

Solution

- Initialisation :

Veérifions P(2), soit I'égalité 22 = 4 > 0.
- Hérédité :

Supposons que P(n) est vraie [hypothése de récurrence|. Vérifions alors que
Pn+1):¥n>2, 2" >n+1, est aussi vrai.

On a
ontl — gon

Et d’apres 'hypothese de récurrence, 2" > n, donc 22" > 2n > n + 1, ce qui prouve
P(n+1).
- Conclusion :

D’apres le principe de récurrence, P(n) est vraie Vn > 2.
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Exercice 1.10 Montrer par récurrence que :

1. S k=" vy e N
k=0

2 ?

2. k% = nletlentl) Dy e N2
k=1

Solution
1. Soit : .
P(n): Zk:: @, Vn € N..
k=0
- Initialisation :

P(0) : ik:():@.

Donc, ]];:(00) est vraie.

- Hérédité :

Supposons que P(n) est vraie [hypothése de récurrence].

Vérifions alors que

n+1
1 2
Pn+1): Zk = (n+ Dn + ), Vn € N; est aussi vrai.
k=0 2
On a
n+1 n
ko= Y k+(n+1)
k=0 k=0
_n (n+1) (n+1)
2
n
= (n+1) <§ + 1)
 (n+1D)(n+2)
B 2
- Conclusion :

D’apres le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

2. Soit :

u 1)(2n+1
P(n): Z/f?:"(”Jr )6(”+ ) vnen
k=1
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- Initialisation :
P(1):1=1, est vraie
- Hérédité :

Montrons que

%kg m+1)(n+2)2(n+1)+1)

6

P(n+1) , Vn € N*.

i.e,
n+1

2)(2
Zk:2 ”E )2 +3) e

Etant donné n € N*, supposons que (P,) soit vraie. Alors,

n+1 n
YK = >+ (n+1)
k=1 k=1

_ n(n+1)6(2n+1) +(n+1)2,
n(n+1)2n+1)+6(n+1)2

6 Y
(n+1)[n(2n+1) +6(n + 1)]

6 Y

donc,

§k2  (n+1)(2n* +3n 4 4n +6)

5 ;
(n+1)[n(2n+3)+2(2n + 3)]

6 ?
n+1)2n+3)(n+2) m+1)(n+2)2n+1)+ 1)‘

6 6

Ce qui prouve P (n+1).

- Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N*.
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Chapitre 2

Ensembles, Relations et Applications
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2.1 Notions sur les ensembles

2.1.1 Définition d’un ensemble

Un ensemble E est considéré comme une collection d’objets (mathématiques) appelés
éléments.

Par convention, on note les éléments d’un ensemble entre accolades : A = {1,3,5,7,11,13}.

x € F signifie z est un élément de F,

r ¢ F signifie x n’est pas un élément de F.

On définit un ensemble, soit en exhibant tous ses éléments, soit en donnant un critére
permettant de vérifier la vérité de (z € F) ou de (z ¢ F)

Par exemple I’ensemble des nombres réels positifs ou nuls s’écrit Ry = {z € R, = > 0} .

2.1.2 Définition d’un sous-ensemble et de ’ensemble vide

Soit F un ensemble, une partie ou sous-ensemble de E est un ensemble A vérifiant la

propriété suivante :

pour tout z € E, (r € A) = (z € E).

L’ensemble vide,

c’est ’ensemble qui ne contient aucun élément. Il se note ¢, mais ne se note pas {¢}.

En effet, 'ensemble {¢} n’est pas vide puisqu’il contient un élément.

2.1.3 Inclusion

Un ensemble A est inclus dans un ensemble B, si tous les éléments de A appartiennent
a B. On note A C B (lire « A inclus dans B »).

On dit A une partie ou sous-ensemble de E c’est-a-dire que A C E.
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2.1.4 Egalité de deux ensembles

Deux ensembles A et B sont dits égaux s’ils ont exactement les méme éléments.
A = B signifie donc
Ve (r€e A<= uz€B).

- Pour montrer ’égalité de deux ensembles on procede par double inclusion, c’est-a-

dire

(A=B)< {(ACB)et (BCA)},

ou par équivalence, c’est-a-dire :

(x € A) & (x € B),

qui est la traduction de la double inclusion.

2.1.5 Union et intersection d’ensembles
e Si A et B sont deux parties de E, on appelle intersection de A et B, notée AN B
I’ensemble des éléments communs & A et B, et 'on a :

(re ANB)<s (z€A)et (v eB).

e On appelle union de A et B, notée AU B I’ensemble des éléments appartenant a A

oua B,etl'ona:

(re AUB) < (z € A) ou (x € B).

- Soit F un ensemble quelconque, pour toutes parties A, B et C' de I’ensemble F, on

a les égalités suivantes :
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BNnC ANB
BucC

ANB)U(ANC),

AN ) ( )yncC
AU ( ) = (AuB)UC,
AN(BUC) ( U
AU(BNO) ( )N

AUB)N(AUC),

que 'on peut démontrer par équivalence.
Notation :
N se lit « inter » et représente l'intersection de deux ensembles.

U se lit « union » et représente la réunion de deux ensembles.

Remarque 2.1 Si A et B n'ont aucun élément en commun, on a AN B = ¢.

2.1.6 Complémentaire d’une partie d’un ensemble

Soit E un ensemble, pour toute partie A de FE, I’ensemble des éléments de FE qui

n’appartiennent pas & A s’appelle le complémentaire de A dans E et se note CgA.
CpA={rxe€Fetax¢ A}.
e Pour toutes parties A et B d’un ensemble I, on a les propriétés suivantes
AC B& CgB C CgA,

Cg (CgA) = A,
Cp(ANB) = CpAUCgB,

Remarque 2.2 Notons que lorsque l'on définit un ensemble E comme [’ensemble des
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éléments vérifiant une propriété P, le complémentaire de E est [’ensemble des éléments

vérifiant (non P).

Attention! Pour A et B deux partie de F, la notation C'z A suppose que A est inclus
dans E, on a donc Cg(CrA) = A, alors que la notation B\ A définie par (r € B\A) <

(x € B, x ¢ A) ne suppose pas que A est inclus dans B.

2.1.7 Cardinal d’un ensemble fini

On dit qu’un ensemble F est fini s’il a un nombre fini d’éléments. Le nombre de ses

¢léments est appelé cardinal de E' et se note card(E).

Exemple 2.1 Si E = {1,2,4}, alors

card(E) = 3.

- On note P(FE) l'ensemble des parties de E.

Proposition 2.1 Le nombre des parties d’un ensemble fini de cardinal n est égal a 2.

2.1.8 Produit cartésien d’ensembles

Si E et F sont deux ensembles, le produit cartésien de E par F, noté E x F' est
constitué des couples (z,y), ou = décrit E et y décrit F.

e Les couples (z,y) et (2/,y) sont égaux si et seulement si x = 2’ et y = v/

e Le produit cartésien F x E, se note E2.

Plus généralement, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, le produit cartésien de

E par lui-méme n fois, se note

E"=EXEx..xFE. (n— fois)
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e Les éléments de E" sont les n — uples (z1,xa,...x,) ou les éléments : xq, s, ...T,,
appartiennent a F.

Les n — uples (x1, xa,...7,) et (2], 2}, ...x] ) sont égaux si et seulement si
x; = 2, pour tout 7, tel que 1 <i <n.

Attention! Lorsque F # F, FE x F est différent de ' x E.

2.2 Relation d’ordre, Relation d’équivalence

Une relation est une proposition qui lie deux éléments. Le lien entre deux éléments

peut s’exprimer sous forme d’un couple.

2.2.1 Relation binaire

Définition 2.1 Une relation R d’un ensemble E vers un ensemble F' est appelée relation
binaire si et seulement si E = F. On dit alors que R est une relation binaire dans E.
Relation d’équivalence

Définition 2.2 Une relation binaire R dans un ensemble E est une relation d’équivalence
si elle est

1. réflexive, Vo € E : xRz,

2. symétrique, V (x,y) € E? : 2Ry = yRz,

3. transitive, V (z,y,2) € E3: (aRy et yRz) = 2Rz.

Dans ce cas, deux éléments en relation sont aussi dits équivalents.

Classe d’équivalence, ensemble quotient

Définition 2.3 Soit R une relation d’équivalence dans un ensemble E.
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e Pour tout x de E, on appelle classe d’équivalence de x (modulo R) l’ensemble noté

c(x), z, & , ou encore T, défini par :

cd(x)={y e E | zRy}.

e Tout élément de cl(x) est appelé un représentant de cl(x).
e On appelle ensemble quotient de E par R, et on note E/R, 'ensemble des classe

d’équivalence modulo R.

Remarque 2.3 Les classes d’équivalence constituent une partition de E : elles sont deux
a deux disjointes et leurs réunion est égale a E. Tout élément de E appartient a une seule

classe d’équivalence.

Relation d’ordre

Définition 2.4 Soit E un ensemble. Une relation binaire ® dans E, est une relation
d’ordre st elle est

1. réflexive,

2. antisymétrique, ¥ (z,y) € E?: 2Ry et yRr = = =y,

3. transitive.

Ordre total, ordre partiel

Définition 2.5 Une relation d’ordre R est une relation d’ordre total sur un ensemble E
st deux éléments x et y de E sont toujours comparables, c’est a dire : on a xRy ou yRx.

Dans le cas contraire, on a une relation d’ordre partiel.

2.2.2 DMajorant, minorant

Définition 2.6 Soit (F, <) un ensemble ordonné. Soit A une partie non vide de E.
On dit qu’un élément x de E est un majorant de A (ou qu’il majore la partie A) si x

est comparable o tous les éléments de A et si, pour tout élément a de A, on a :a < .
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On dit qu'un élément x € E est un minorant de A (ou qu’il minore A) si x est

comparable & tous les éléments de A et si, pour tout a de A, x < a.

Définition 2.7 Soit A une partie non vide d’un ensemble ordonné (E,<). On dit que

A est
majorée si l’ensemble de ses majorants est non vide,
minorée si [’ensemble de ses minorants est non vide,

bornée si elle est a fois majorée et minorée. Autrement dit :
A est bornée < F(z,y) € E, Va € A, x <a <y.

Proposition 2.2 Soit A une partie non vide d’un ensemble ordonné (E,<). Soit o un

élément de A.
On dit que «v est un élément mazimum de A (ou plus grand élément de A) s’il majore
A. Il n'eziste au plus qu’un élément mazimum de A, et s’il existe, on le note max(A).
On dit que o est un élément minimum de A (ou plus petit élément de A) s’il minore

A. Il n’existe au plus qu’un élément minimum de A et s’il existe, on le note min(A).

2.2.3 Intervalles ouverts, fermés

Définition 2.8 Soient a et b deux nombre réels tels que : a < b.

e On appelle intervalle ouvert de R d’extrémités a et b I’ensemble
Ja,bj={r€eR /a<z<b}.
e On appelle intervalle fermé de R d’extrémités a et b, ’ensemble

la,b] ={r€eR /a<z<b}.
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e On appelle intervalle ouvert de centre a, tout intervalle de type
la—h,a+h[={z€R / |z —a|<h}.
e On appelle intervalle fermé de centre a, tout intervalle de type
la—h,a+hl={zeR/ |z —a| <h}.
1l existe aussi des intervalles non bornés, par exemple :

la,+oo[ ou ]—o0,b].

2.3 Applications

2.3.1 Définition et image d’une application

Soit F et F deux ensembles.

Définition 2.9 (Fonction)

On appelle fonction de E vers F' une relation qui & chaque valeur de la variable x
fait correspondre au plus une valeur de y. Pour exprimer que y dépend de x, on écrit
y=f(=)

Siy = f(x), on dit que y est l'image de x et x est un antécédent de y.

Le graphe de f est la partie G de E x F' constituée des éléments de la forme (z, f(z)),

ouvzxr € F.

Définition 2.10 (Domaine de définition)
On appelle ensemble (ou domaine) de définition de la fonction f, et on note Dy,

I’ensemble des éléments x de E tels qu’il existe un élément y de F vérifiant y = f(z).
Définition 2.11 (Application)
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On appelle application de E dans F', toute fonction

f:E—F, xz—y=f(x)

tel que tout élément de ’ensemble de départ a une image par f.

Définition 2.12 Pour tout ensemble E, l'application de E dans E qui a tout élément x

associe x, se note Idg et s’appelle ['application identique ou identité de E.

Définition 2.13 Deux applications f, et fo sont égales si elles ont méme ensemble de

départ E, méme ensemble d’arrivée F et si (Vx € E, fi(z) = fo(z) ).

Définition 2.14 On appelle image d’une application f : E — F [’ensemble

Imf={yekF, JxeE, y=[f(x)}

ce qui se traduit par " Im f est I’ensemble des éléments y de F' tels qu’il existe au moins

un élément v de E vérifiant y = f(x)" .

Définition 2.15 Soit f une application de E dans F et A est un sous-ensemble de E.
On appelle la restriction de f a A, Uapplication de A dans F', qui & tout x de A associe

f(x). On la note f/a.

Définition 2.16 Soit A un sous-ensemble de E, et g une application de A dans F'. St
f est une application de E dans F', qui coincide avec g sur A alors, on dit que [ est un

prolongement de g.

Définition 2.17 Fonction indicatrice (ou caractéristique) d’une partie
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Soit E un ensemble non vide et A une partie donnée de E. Pour x € E, on pose

1, si x €A,
0, si x¢ A

PYalz) =

Remarque 2.4 La fonction caractéristique de A, notée 1 5, peut aussi étre notée 14.

2.3.2 Applications injective, surjective, bijective

Définition 2.18 Une application f de E vers F est dite :

- Une ingection (ou application injective) si
Y (z1,29) € E?: f(11) = f (23) = 21 = 9.
Ce qui est équivalent a
V(z1,09) € E? i 2y # 29 = f(21) # f (22).
- Une surjection (ou une application surjective) si
Vye F, 3z e E:y= f(z).

- Bijective (ou que c’est une bijection) lorsqu’elle est a la fois injective et surjective.

Ce qui est équivalent a

Yy € F, Az € E tel que y = f(x).

2.3.3 Composition des applications

Définition 2.19 Soit E, F et G trois ensembles et f : E — F et g : FF — G des

applications. La composée de [ et g, notée gof, (ce qui se lit " g rond f") est l'application
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de E dans G, définie par

gof  FE—G,
x — (gof)(z) = g(f(x)).

Soit f: E— F et Idg: F — E, alors on a

Ve e E, foldg (x) = f[ldg (z)] = f ().

Proposition 2.3 Soient E, F, G et H des ensembles et f : E — F,g: F — G, h:
G — H des applications, alors on a ho(gof) = (hog)of (associativité de la composition)

et cette application est notée hogof : E — H.
Remarque 2.5 La composition des applications n’est pas commutative.

Proposition 2.4
La composée de deux injections est une injection.
La composée de deux surjections est une surjection.

La composée de deux bijections est une bijection.

Définition de ’application réciproque

Définition 2.20 Soit f une application de E dans F', on dit que g application de F dans

E, est une application réciproque de f, si on a

fog=1Idr et gof = Ildg.

C’est o dire

vy € F (fog)y) = v,
Ve € E,(gof)(z) = .
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Proposition 2.5 Si f admet une application réciproque g , alors cette application réci-
proque est unique.

Lorsque lapplication réciproque de f existe on la note f=1.

Définition 2.21 Soit f une application bijective d’un ensemble non vide E sur un en-

semble non vide F'. La réciproque de f est lapplication notée f~1 définie par
Ve,y) EEXF, flz)=yea=["()

Proposition 2.6 Soit f : E — F, Ay, Ay et A des parties de E et By, By et B des
parties de F'. Alors :

f(ALUAg) = f(A) U f
f(AINAg) C f(A) N f
fTHBIUB,) = fH(B1) U fH(Ba),
CfTHBIN By) = f7H(B1) N fTH(Bo),
f(f~YB)) C B, avec égalité si f est surjective,

(A2>a
A

(As), avec égalité si f est injective,

o S

F7YHf(A)) D A, avec égalité si f est injective.

Composition des applications réciproques

Proposition 2.7 Soient FE, F' et G des ensembles et f : E — F, g : F — G des

applications bijectives. Alors

Vapplication gof est bijective et (gof)™' = flog™™.

2.4 Exercices résolus

2.4.1 Ensembles

Exercice 2.1 Soient A ={1,2,3} et B = {0, 1,2,3}. Décrire les ensembles ANB, AUB
et A x B.
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Solution

Comme A C B on a,

ANB=Aet

AUB=B.
AxB={(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0),(2,1),(2,2),(2,3),(3,0),(3,1),(3,2),(3,3)} .

Remarque :

Card(Ax B) = Card(A) x Card(B)

= 3Ix4=12

Exercice 2.2 Soient A =[1,3] et B = [2,4]. Déterminer AN B et AU B.

Solution

ANB =123
AUB =[1,4].

Exercice 2.3 1. Déterminer le complémentaire dans R des parties suivantes :

Ay =] —00,0]; Ay =] — 00,0[; A3 =]0, +oo[; Ay = [0, +00; A5 =]1,2[; As = [1,2].

2. Soient A =| — 00,1[U]2,+0[, B =] —o00,1[ et C = ]2,+0c0[. Comparer les
ensembles suivants : CpA et CrB N CRrC.

Slution

1. CrA; =)0, +o0[, CrAy = [0,+00[, CrAz =] —00,0], CrAs =] — 00,0],
CrAs =] — 00, 1] U [2, +o0[, CrAs =] — 00, 1{U][2, +00].

2. CrA=11,2].

CrB N CRrC = [1,+o0[N]—00,2] = [1,2].

Remarque :

C2BNCaC = Ca (BUC) = CzA.

Exercice 2.4 Montrer par contraposition les assertions suivantes, E étant un ensemble :
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1.VA,B€ P(E), ANB=AUB) = A=DB,
2.VA,B,C € P(E), (ANB=ANC et AUB=AUC) = B=C.

Solution
Nous allons démontrer 'assertion 1. de deux maniéres différentes.

1. Tout d’abord de facon “directe”.

Nous supposons que A et B sont telles que AN B =AUB.

Nous devons montrer que A = B.

Pour cela, étant donné x € A montrons qu’il est aussi dans B.

Comme z € A alors x € AUB, doncz € AN B (car AUB = AN B).

Ainsi x € B.

Maintenant nous prenons x € B, et le méme raisonnement implique x € A.

Donc, tout élément de A est dans B et tout élément de B est dans A. Cela veut dire
A= B.

2. Ensuite, nous le montrons par contraposition.

Nous supposons que :

A # B et nous devons monter que AN B # AU B.

Si A # B cela veut dire qu'il existe un élément = € A et x ¢ B, ou alors un élément
r € Betx¢ A

Nous supposons qu’il existe = € A et = ¢ B.

Alors x € AU B, mais x ¢ AN B.

Donc AN B # AU B.

Exercice 2.5 Soit A, B deux ensembles, montrer
Cg(AUB)=CgANCEgB,

Solution
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OE(AUB)<:>$¢AUB,
r¢ Aetx ¢ B,

r € (CpAetxeCgB,

[

xr € CgANCEB.

Cg(ANB) <=2 ¢ AN B,
x¢ Aouzx ¢ B,
ZL’ECEAOU.IECEB,

[

r € CpAUCEB.

Exercice 2.6 Soit A, B et C trois ensembles de E.
(a) Etablir que,
1. (CgA)\ (CgB) =B\ A.
2. A\ (BNC)=(A\B)U(A\ ().

(b) Justifier I’équivalence suivante :

AUB=ANC<«= BCACC.

Solution (a)

1.

(CgA)\ (CgB) = {z/xeCgAeta ¢ CpB},
= {x/x¢ Aet x € B},
= B\ A
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A\ (BNC) = {z/zecAetx¢ BNC},
= {z/x€Aet (xt¢ Boux ¢ C)},
= {z/ (r€Aetz ¢ B)ou (zre€Aetx ¢ C)},

= {z/ (r€A\B) ou (xe€ A\C)},
= (A\B)u(4\0).

(b) Supposons que AUB =ANC, on a

BCAUB=ANCCACAUB=ANCCC,

d’ou

BcAcCC.

Supposons B C A C C, on a
AUB=A=ANC,

d’ou

AuB=ANnC.

Exercice 2.7 Soit X etY deux ensembles. Montrer que

XCY <= XnY =X.

ou,

XCY <= XuY =Y.

Solution
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On suppose que X C Y, on a toujours
XcXnY cCX,
d’ou
XNy =X.

Inversement si

X=XNY= XCY.

- L’équivalence

XCY <+ XUY =Y,

s’étudie de méme fagon.
Exercice 2.8 Décrire P{P {a}} ot a désigne un élément.

Solution

P({a}) ={¢,{a}}.

P{P{a}} ={¢,{a},{{a}},{#,{a}}}.

Exercice 2.9 (différence symétrique).

Soit E un ensemble. Pour (A,B) € (P(E))*, on pose AANB = (A\B) U (B\A).
Démontrer que :

1) ¥(4, B) € (P(E))?, ADB = (AU B)\(AN B).

2) V(A, B) € (P(FE))?, AAB = BAA.

3) VA€ P(E), ALh¢ = A.
4) VA € P(E), AAA = ¢.
5) V(A,B,C) € (P(F))?, (AAB)NC = (ANC)A(BNC).
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Solution

1) Soient A et B deux éléments de P(FE).

AAB est I'ensemble des éléments de E qui sont dans A et pas dans B ou dans B et
pas dans A.

AAB est donc ’ensemble des éléments de E qui sont dans exactement une des deux
parties A ou B et qui ne sont pas dans A et B simultanément, de méme que (AU B)\(AN
B).

Ceci montre que

AAB = (AUB)\(AN B).

D’une autre fagon :

AAB = (A\B)U(B\A),
= {(x€Aetz¢B)ou (t€Betad¢ A},
= {(rcAouzeB)et (t¢ Bouxg A},
— {(r€eAUB)et (r¢ ANB)},
= {xe€(AUB)\(ANDB)},
= (AUB)\(ANB).

2) Soient A et B deux éléments de P(E).

AAB = (A\B)U(B\A)
= (B\A)U (A\B) = BAA.

3) Soit A un élément de P(E).

ADg = (A\9) U (P\A) = AU ¢ = A.
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4) Soit A un élément de P(E).
ANA = (A\A) U (A\A) = ¢ U ¢ = ¢.
5) Soient A, B et C' trois éléments de P(E).
(ANC)ABNC)=[(ANnCO\(BNO)UD(BNC)\(ANnC],
(ANC)A(BNCO) = [Amc BmC)] [(AmC)m(BmC)] ,
(AnC)N(BUQ)]U[(AuC)n(BNnC)],

I
= [(ANnCnB)UANCNO)|U[ANBNC)U(CNBNC)]
(ANCNB)U(ANBNO),

= [(ANB)U(ANB)|NC=[A\B)U(B\4)]nC
= (AAB)NC.

Exercice 2.10 Montrer que [’ensemble

A:{xER, dneN, z= nl}, est borné.

n —+

Solution
Comme

n<n+1:L<1.
n—+1

Donc, il est clair que :

Vre A, ona 0<zx= <1.

n—+1
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2.4.2 Relations binaires

Exercice 2.11 Montrer que la relation < n’est pas réflexive ni symétrique

Solution

Quels que soient les réels x et y, les propriétés

r<x (réflexive) ,

et (z<y)= (y<ux) (symétrique) ,
sont clairement fausses.

Exercice 2.12 Dans N*, on définit la relation de divisibilité | par :
V(a,b) € (N*)? alb< Ik € N*: b= ka.

1) Montrer que | est une relation d’ordre sur N*.
2) Cette relation d’ordre est-elle une relation d’ordre total ou une relation d’ordre

partiel 7

Solution
1)
- Réflexivité.
Soita e N*.a=1xa,avecl € N*. Doncdk=1:a=1 X a.
Ainsi,
Va € N*, ala.
Ceci montre que la relation | est réflexive.

- Anti — symétrie.

Soit (a,b) € (N*)? tel que,

alb et bla.
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Dong, il existe deux entiers naturels non nuls & et £’ de N* tels que,
b=ka et a=FKb.
On en déduit que
a=FkKb=FKka,

puis que

kk' =1 car a #0.

*Sik # 1, alors k > 2 puis kk' > 2 ce qui n’est pas (car, kk' = 1).

Donc,

puis

On a montré que

Y(a,b) € (N*)?, (alb et bla=a=10),

et donc, que la relation | est anti-symétrique.
- T'ransitivité.
Soit (a, b, c) € (N*)3, tel que
alb et blc.

Il existe deux entiers naturels non nuls k et &’ tels que
b=ka et c=Fkb.

Alors,
c=kKb=kka
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et donc

k" = kK

un entier naturel non nul tel que,

c=Fka.

Par suite,

On a montré que

V(a,b,c) € (N*)* (alb et blc=alc)

et donc que la relation | est transitive.
Finalement, la relation | est une relation d’ordre sur N*.
2)
2 et 3 sont deux éléments de N*, tels que 2 ne divise pas 3 et 3 ne divise pas 2, et on

écrit : 243 et 31 2. Alors,

F(z,y) =(2,3) 1z ty et yiu,

c-a-d : I'ordre n’est pas total.

Dong, | est une relation d’ordre partiel sur N*.

Exercice 2.13 Soit E et F' deux ensembles et f : E — F une application. On définit

une relation R sur E, en posant pour tout (z,z') € B x E,
TR < f(x)=f(2).

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminer la classe d’équivalence de x pour tout x € E.

Solution
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1. On a,

donc, R est réflexive.

Et,

— 2'Rx.
donc, R est symétrique.
Et,
zRa' f(x) = f()
e ,
.I,R.CL'” f (ml) — f (./LJ,)
= [f(2)=[("),
— xR2".

donc, R est transitive.
Finalement, R est une relation d’équivalence.

2.

r = {y€E /yRz},
= {yel/fly)=[f(2)}.

Exercice 2.14 Montrer que la relation binaire définie par :

2Ry <= f(x) < f(y),

est une relation d’ordre.

Solution
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e f(z) < f(x), entraine que
rRx,

la relation est réflexive.

e Si xRy et yRx alors, f (z) < f(y) et f(y) < f(z), alors :

f est strictement monotone donc, f est injective, par conséquent x = y, ce qui signifie
que R est antisymétrique.

e Si xRy et yRz alors, f(x) < f(y) et f(y) < f(z), alors :

f@) < f(z),

ce qui signifie que xRz, et R est transitive.
Donc, R est une relation d’ordre.
Remarque :

On pourrait montrer que c’est une relation d’ordre totale.

Exercice 2.15 Sur R? on considére la relation R définie par
(a,b) R(c,d) <= a* +b* = & + d°.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Décrire la classe d’équivalence (a;b) du couple (a,b).

Solution 1.

i) On a

a®+b = a®+b* < (a,b) R(a,b),

R est réflexive.
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i)

(a,b) R(c,d) <= a®>+b*=c+d

— A+ d*=ad*+ 17
= (¢,d)R(a,b),
—> R est symétrique.

i)
(a,b) R (c,d) <= a* + b* = & + &,
(c,d)R(e, f) <= A+ d* =e* + f2.

= a*+V¥ =+ f
— (a,b)R(e, ),

R est transitive.

Finalement R est une reletion d’équivalence.

2.
(a,b) = {(z,9) €R*/ (z,y) R(a,b)},
= {(z,y) eR* /2> +¢y* =a® + b} .
Si on pose
r2— o 12,
alors

(a;b) ={(z,y) e R* / 2® +y* =r?}.

Donc la classe de (a,b) est le cercle de centre (0,0) et de rayon 7.

Si (a,b) = (0,0) la classe de (a,b) est réduite a (0,0).
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2.4.3 Fonctions, applications

Exercice 2.16 Pour x € R, on pose

1@ =0 (1= s )

Déterminer le domaine de définition Dy de la fonction f.

Solution

Soit x € R,
22 —-32+3>0, et
r€Dp<= ¢ Va2 —-3x+3#0, et
1
ives el
22 —3r+3>0, et

Va2 -3z +3> 1.

Alors, v € Dy <=

Donc,

r € Df<:>x2—3x+3>1,
— 2 —-3x+2>0,

<— z<louzx>2

Ainsi,

Dy =]—o00,1[U]2,400].

Exercice 2.17 Soient E et F' deux ensembles non vides puis f une application de F
vers . Montrer que :
L f(¢) =
(A,B) € (P(E))*, (AC B = f(A) C f(B)).
V(A,B) € (P(E))*, f(AUB) = f(A) U f(B).
(A, B) € (P(E))*, f(ANB) C f(A)N f(B).
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Solution

1. Immeédiat.

2. Soient A et B deux parties de F, telles que A C B.
Si f(A) = ¢, alors f(A) C f(B).

Sinon, soit y € f(A).

Il existe x € A tel que :

y=fz)e f(A).

Puisque A C B, alors, © € B et donc y est I'image par f d’un élément de B ou encore

y=f(x) e f(B).

Ceci montre dans tous les cas que

f(A) C f(B).

3. Soient A et B deux parties de E. Soit y € F.

ye f(AUB)e dxr€e AUB / y= f(x),
SdreE/(xeAoux e B)ety= f(z),
SdreE/(reAety=f(zr))ou(FxreE/(reBety= f(x)),
©@red/y=f)ou(FreB/y=f)
<y € f(A)ouy e f(B),
)

Donc,

f(AUB) = f(A)U f(B).

4. Soient A et B deux parties de F.
Soit y € F.
ye f(ANB)&edxr e ANB /y= f(x),
— JdJreE/(xreAetxeB)ety= f(x),

49



— [Fr e E/(xreAety=f(x))] et [3x € E/(x € Bety= f(x))],
S @reA/y=flx)et (BreB/y=[flz),
sy f(A)etye f(B),
S ye f(ANf(B)
Donc,

f(ANB) C f(A)N f(B).

Exercice 2.18 Soient E et F' deux ensembles non vides et f une application de E vers

F. Montrer que :

1Y) = 0.

2.VAe P(F), f! (Z) = f~1(A).

3.Y(A,B) € (P(F))?, f{(AUB) = f~1(A) U f1(B)
1.¥(A, B) € (P(E))%, fX(AN B) = [~{(A) N f(B)
Solution

1. Immeédiat.

2. Soit A une partie de F. Soit z € E. On a :

r € (A<= flx)eA
& flz)¢ A
& x¢ 1A e e fLA).

Ceci montre que :

3. Soient A et B deux parties de F'. Soit x € E. On a :
re fTY(AUB) & f(x) € AUB,
& (f(z) € A) ou (f(z) € B),
& (v € f7(A)) ou (x € f7H(B)),
sze YA U fYB).
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Ceci montre que

fAUB) = (AU YD)

4. Soient A et B deux parties de F. Soit z € E. On a :
re fY(ANB) & f(z) € AN B,
& (f(x) € A) et (f(x) € B),
& (z e fH(A) et (x € f71(B)),
sze YA N fYB).
Ceci montre que

fHANB) = (AN fY(B).

Exercice 2.19 Soient E et F deuzr ensembles non vides puis f une application de E

vers F. Montrer que :
1.VAe P(E),AcC f~'(f(A)).
2.VBe P(F),f(f*(B)) CB.

Solution

1. Soit A € P(E). Soit x € E. On a :

re A= f(x) € f(A) & e fTH(f(A).

Ce qui montre que

AC fTHf(A)).

(les éléments de A sont des antécédents d’éléments de f(A)).
2. Soit B € P(F). L’image par f d’un antécédent d’élément de B est par définition
dans B. Donc,

f(f"(B)) cB.

Exercice 2.20 Soient E, F' et G trois ensemble et soient f : E — F etg: FF — G

deux applications.
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. Montrer que si f et g sont injectives alors gof est injective.
. Montrer que si f et g sont surjectives alors gof est surjective.

1
2
3. Que peut-on conclure sur gof si f et g sont bijectives ?
4. Montrer que si gof est injective alors f est injective.

5

. Montrer que si gof est surjective alors g est surjective.

Solution Soit 1, 72 € E, on a :
L. gof (z1) = gof (x2) = g (f (1)) = g ([ (22))
= f(21) = f(z3), car : g est injective,
= I = X9, car : f est injective.
Donc, gof est injective.
2. Pour tout z € G, il existe y € F' tel que z = g (y) car g est surjective.
Comme pour tout y € F) il existe z € F, tel que y = f (x), car f est surjective.

On en déduit que pour tout z € G, il existe z € F, tel que

z=g(f(x)) = gof (x),

autrement dit gof est surjective.

3. Si f et g sont bijective alors, elles sont injectives et gof est injective et si g et f
sont bijectives alors, elles sont surjectives et gof est surjective, on en déduit que gof est
bijective.

4 f (1) = [ (22) = g (f (21)) = g (f (22)),

— gof (x1) = gof (2),
= T = To.
Car gof est injective, par conséquent f est injective.

5. Pour tout z € G, il existe x € F, tel que

z=gof () = g(f(2)),

donc il existe y = f (z) tel que z = g (y), ce qui signifie que g est surjective.
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Exercice 2.21 Soit g: R — R, g(z)=2*—3z+2.

Montrer que g n’est pas injective.

Solution
On a, g(1) = 0 = g(2) avec 1 # 2. On a montré que :
(w1, 22) € R?, (21 # 22 et g(x1) = g(22)).

Donc, 'application g n’est pas injective.

Exercice 2.22 Soit f et g deux applications bijectives,définies par,

f:RT — R, g:R—]0,+00]

T —> x2. T — e®.

déterminer les applications réciproques f=1 et g~

Solution

1. Y(z,y) € (]R*)Q,

y = [f(x)=y=2?

& T =./y.

L’application f : Rt — R, est bijective et sa réciproque est I’application

x —> x2.

ffl ‘Rt — ]RJF,

2. Y(z,y) € R x 0, 400],
y = [f@)=y=¢,
& o =Iny.

L’application g : R — ]0, +o00[, est bijective et sa réciproque est 'application

xr — eT,

gt 10, +00] — R,

r +— lnx.
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Exercice 2.23 Dire (en justifiant) pour chacune des applications suivantes si elles sont

imjectives, surjectives, bijectives :

Lf:R—R, 2 f:R"—R" 3. f:[0,1] —10,2].

T — 22, T — z2. T — x2.
Solution
1.
f:R— R,
T — 2.

o f(—1)=f(1), Ixy1,22) = (—1,1) € R?, tel que a1 # x5 et f(z1) = f(z2).
donc f n’est pas injective.

e (—4) n’a pas d’antécédent, car
f(r) = -4 = 2 =4,

n’a pas de solution dans R. Alors, f n’est pas surjective.
e Une fonction est bijective si et seulement si elle est injective et surjective donc cette
fonction n’est pas bijective.
2.
f Rt — RT,

T — 2,
e On a, f(v1) = f(x2) = 21 = 13,
- \/:U_% - \/37_%>
= |1] = |22,
= T = X9, Car : T1,To € RT.
Donc f est injective.
e Pour tout y € R*, (celui de I'ensemble d’arrivée), il existe x = \/y € R*, (celui de

’ensemble de départ), tel que : y = f (), en effet



Donc f est surjective.

e Alors, f est bijective.
3.
f:00,1] — [0,2],

z — x2.

e On a,f(z1) = f(2) = 2% = 22,
- \/SU_%: \/x_%’
= |21] = |72,
= T1 =x9,car: x; > 0et x9 > 0.

Donc f est injective.

e 2 n’a pas d’antécédent, car :

donc, f (z) =2 n’a pas de solution dans [0, 1].

f n’est pas surjective.

e Donc f n’est pas bijective.

Exercice 2.24 Soient les applications f : Rf — R, et g : Rf — R définies par
1 r—1
=1 gw=""1

Montrer que gof = —g sur R.

Solution
Tout d’abord, comme 0 et —1 sont exclus des domaines de définition, ces deux appli-

cations sont effectivement bien définies.

11 suffit ensuite de calculer g(f(x)). En effet,

L1 1-2 x—1
= =—g(7).
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Exercice 2.25 Soit l’application bijective

fiR—{-2} R {1}, vl

r+2

Déterminer expression de [~ (y)

Solution

En résolvant I’équation y = f (), on obtient :

r+1
y:

y—1
Donc,

1—2y
-1 .
Exercice 2.26 Soient les applications f : R} — R

+

* )

et g : Rf — R définies par

r—1
z’ g(@_x—i-l'

Donner f~, g 'puis (gof) " .
Solution

f1:Rf — R et

9 (y) = i—z (résoudre y = g (x))
Et
(90) ™ (1) = (f "0g™) (1) = 133 = -



Exercice 2.27 Soient E et F deur ensembles, et soit f de E dans F' qui admet une
application réciproque f~1.
Montrer, a partir de la définition de f=! que f~1 admet une application réciproque et

que (f1)" = f.
Solution

fﬁlof = ZdE et fOfi1 = ZdE,

caractérisent (par définition) I'inverse de f~! qui est donc f.
Et,
fThof = idp = (fof) " = (ide) "

ceci implique que :

Donc,
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Chapitre 3

Fonctions réelles a une variable

réelle
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3.1 Limite et continuité

3.1.1 Voisinage d’un point

Soit Dy le domaine de définition d'une fonction f dune variable réelle. En pratique,

ce domaine est trés souvent constitué de la réunion d’un nombre fini d’intervalles.

Définition 3.1 On appelle voisinage de a € R, toute partie de R qui contient un inter-
valle de la forme Ja — a,a + af avec o > 0. (il revient au méme de dire : une partie de

R qui contient un intervalle ouvert).

Exemple 3.1 un wvoisinage de 0 est |—1,1[ ou [—1,0,5] ou [—1000,0,001[ mais par
contre [—1,0] n’est pas un voisinage de 0 car il n’existe aucun réel o strictement po-

sitif tel que lintervalle |—a, ] soit contenu dans [—1,0].

e Un intervalle ouvert est voisinage de chacun de ses points.

3.1.2 Définition de la limite

Définition 3.2 Soient 2 un intervalle ouvert de R, a un point de 2 et f une fonction
numérique définie sur Q sauf éventuellement en a. On dit que f(z) tend vers | quand x

tend vers a st :

Ve>0, In>0,Vz e, 0<|z—a|l<n:|f(x)—I<e.

On dit aussi que | est la limite de f en a et on note :

lim f (z) = 1.

r—a

Définition 3.3 (concerne les fonctions qui tendent vers o)
Sotent € un intervalle ouvert de R, a un point de 2 et f une fonction numérique

définie sur Q sauf éventuellement en a. On dit que f(x) tend vers +o0o0 quand  tend vers
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VA>0, In>0,VeeQ, (0<|z—al<n) = (f(z)>A).

Soit f définie sur Jw, +oo[, on dit que f(x) tend vers 400 quand x tend vers +oo si :

VAeR, dB>w, (x> B)=(f(z)> A).

3.1.3 Limite a gauche, a droite

Définition 3.4 Soient Q un intervalle de R, a un point de Q) et f une fonction numérique
définie sur ) sauf éventuellement en a. On dit que la fonction f admet une limite a droite

en a s’il existe un nombre | tel que :

Ve>0, In>0, Ve e, a<z<a+n:|f(z)-I<e.

On notera f (a + 0) ou simplement f (a+) la limite & droite.
On définit de fagon analogue la limite & gauche de f en a et on notera f (a — 0) ou

simplement f (a—) la limite & gauche.

Exemple 3.2 - La fonction \/x admet en 0 une limite a droite égale a 0. Ce n’est qu’une
limite o droite puisque cette fonction n'est définie que sur [0, +00].

- La fonction Heaviside

H () 0, pour x <0,
xT) =
1, pour x > 0.

admet en 0 une limite a droite, égale a 1 et une limite a gauche égale a 0.

Proposition 3.1 Une fonction numérique f , définie dans un voisinage de a € R, admet
une 1mite en a st et seulement si, f admet une limite a droite et une limite a gauche en

a qui sont égales.

Proposition 3.2 La limite d’une fonction en un point, si elle existe est unique.
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3.1.4 Propriétés des limites liées aux comparaisons des fonc-

tions

Théoréme 3.1 (Théorémes de comparaison)

Soit Q un intervalle ouvert contenant a. Soient f1, fa, f et g des fonctions définies

sur Q\{a}.
1. S
lmf(2) = a, lmg(x) =B, VreQ\{a}, f(r)<g().
alors,
a < f.
2. 5

lim fy () =1, lim fy (2) =1, Ve e Q\{a}, fi(z) < f(z) < fa(2),

r—a r—a

alors,

lim f (z) = 1.

r—a

Cette propriété est souvent appelée théoréme des gendarmes.

3. Si f est bornée et si limg (z) = 0, alors

r—a

limf (z) g (z) = 0.

r—a

3.1.5 Opérations sur les limites

Théoréme 3.2 Soient f et g définies dans un voisinage de a (sauf éventuellement en
a) telles que glglgzlzf (x) = a,glﬂiirtllg (x) = B, avec a fini, alors

L limf (#) + 9 () = a+ 5

2. lim f (2) g () = af,

3. ;lplgé % = %, sous la condition que B # 0.

Ce théoréme peut se généraliser au cas ou x tend vers l'infini.
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Théoréme 3.3 (Opérations sur les limites généralisées)

Sotent deux fonctions f et g définies au voisinage de a et telles que
g(x) — +o0 quand = — a.

1. si f est bornée au voisinage de a, alors lim % = 0.

r—a )

2. si f est minorée au voisinage de a, alors f (x) + g () — +00 quand x — a.
3. si f est minorée, au voisinage de a, par un réel strictement positif, alors f(x)g(x) —

+00 quand x — a.

4. si limf (x) = 0, et f(x) > 0 dans un voisinage de a, alors ﬁ — 400 quand
r—a

Tr — a.

3.2 Continuité d’une fonction

Définition 3.5 Soient Q0 un intervalle de R et f une fonction définie sur 2.

On dit que f est continue au point a € ) si :
Ve>0, In>0,VzeQ, (lx—a|<n)=(f(x)— f(a)| <e).
On dit que f est continue & droite en a si :
Ve>0, In>0,Ve e, (a<zx<a+n) = (f(z)—f(a)<e).
On dit que f est continue & gauche en a i :
Ve>0, In>0, Ve, (a—n<zxz<a)=(|f(x)— f(a)] <e).

Enfin on dit qu’une fonction est continue sur ), si elle est continue en tout point de ).

Dans cette définition, le nombre 1 dépend de € et en général de a.
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Proposition 3.3 Une fonction f est continue en a € §2, si et seulement st f admet une
limite en a, égale & f(a)

limf (x) = f (a).

r—a

Une fonction f est continue o gauche (resp. & droite) en a si et seulement si f admet

une limite a gauche (resp. a droite) en a égale & f(a).

Proposition 3.4 Une fonction f est continue en a si et seulement si elle est continue

a droite et continue a gauche en a.

Corollaire 3.1 Les fonctions polyndémes sont continues sur R, les fonctions rationnelles

sont continues sur leurs intervalles de définition.

Proposition 3.5 (prolongement par continuité)

Soit c € [a,b] et f : [a,b]\{c} — R une fonction continue et supposons que limf(x) =

TF#C
l. Alors la fonction

f (@), size,

[, st x=c.

est continue sur |a,b) .

3.2.1 Opérations sur les fonctions continues

Théoréme 3.4 Soient f et g deux fonctions définies dans un voisinage de a et continues
au point a. Alors

1. la fonction f 4+ g est continue au point a.

2. pour X\ € R, la fonction \f est continue au point a.

3. la fonction fg est continue au point a.

4. si g(a) # 0, la fonction % est continue au point a.

Théoréme 3.5 Soit f une fonction définie dans un voisinage de a et continue en a. Soit
g une fonction définie dans un voisinage du point b = f(a) et continue en b. Alors gof

définie dans un voisinage de a et est continue au point a.
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3.2.2 Théoréme de la valeur intermeédiaire

Proposition 3.6 Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I de R. Soient
a et b deux points de I tels que a < b et f(a)f(b) <0 Alors il existe au moins un ¢ €]a, b|
tel que f(c) = 0.

Corollaire 3.2 (Théoréme des valeurs intermédiaires).
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I de R. Soient a et b deux
points de I tels que a < b. Alors, quel que soit le réel k strictement compris entre f(a)

et f(b), il existe un c €la,b| tel que f(c) = k.

3.2.3 Fonctions continues sur un segment

Théoréme 3.6 Soit [ = [a,b] un intervalle fermé et f : I — R une fonction continue,
alors :
(1) f est bornée.

(79) f atteint son minimum et son maximum, c’est & dire que :

Jc € [a,b], f(c) =sup{f(x) / x € [a,b]},

et
ad € [a,b], f(d)=inf{f(z) / = € [a,b]}.

Théoréme 3.7 Soit [ une fonction définie et continue sur un segment |a,b|. Alors,

limage de [a,b] par f est un segment [a', V] : f([a,b]) = [, V].

Proposition 3.7 Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I de R. Alors,

l’image de I par f est un intervalle de R.

Remarque 3.1 (Formes indéterminées)

o) 0 0 e
P 0 X oo, 0> O0 — 00, o0, 1°° ...

64



3.3 Rappels sur le calcul des dérivées

La notion de dérivée est une notion fondamentale en analyse. Elle permet d’étudier

les variations d’une fonction,....

3.3.1 Taux de variation

Le taux de variation d’une fonction f continue définie sur un intervalle [a, b] est égale

1)~ f(a)

T —
b—a

SiT >0, f est croissante; T' < 0, f est décroissante.

Définition 3.6 Soit I un intervalle réel ouvert et xq € I, soit f : I — R une fonction a

valeurs réelles ; on dit que f est dérivable en xq si la limite

lim M, eriste
z—z0 T — T
TF#xT0

et dans ce cas cette limite s’appelle la dérivée de f en g et se note f'(zo) ou L (xp).

Bien sir, il revient au méme de regarder la limite

lim
h—0

f(wo +h) — f(x0)
- :

Rappelons l'interprétation géométrique de la dérivée : si f est dérivable en xq, alors la

courbe représentative de la fonction f admet une tangente au point (xq, f(xo)), de coef-

ficient directeur f'(xo).

Théoréme 3.8 Si [ est dérivable en tout point, la fonction x +— f'(x) ainsi définie
s’appelle la fonction dérivée. Si f' est elle méme dérivable, sa dérivée s’appelle la dérivée

seconde de f et se note f" ou f@. On définit de méme la dérivée n—ieme (si elle existe,
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" f
dx™

on la note f™ ou ) par la relation de récurrence :

fO @)= f (@), [O@) = (@), [ @) = (" @)

Théoréme 3.9 Toute fonction dérivable en un point est continue en ce point.

(ATTENTION'! [ a réciproque est FAUSSE).

3.3.2 Equation de la droite tangente

Théoréme 3.10 Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et a € I. Si f
est dérivable en a, alors : la droite T, passant par le point A(a, f(a)) et de coefficient

directeur f'(a), est tangente a la courbe Cy au point A. Son équation est donnée par :

y = f'(a)(x—a) + f(a)

Définition 3.7 Soit f : I — R une fonction, et soit xg € I.

(1) On dit que f est dérivable a gauche en o si la limite

lim M, existe et est finie.
T—T0 T — 2o
rx<xo

Cette limite s’appelle la dérivée de f a gauche en xy, on la note f;(.ﬁl}'g).

(2) On définit de méme la dérivée a droite, que l'on note fi(xg).

Proposition 3.8 Soit f : [a,b] — R une fonction et soit vo €la,b[. Alors f est dérivable

en xo si et seulement si f est dérivable a droite et a gauche en xo et fi(x0) = fi(wo).

3.3.3 Fonction dérivée

Nous venons de définir le nombre dérivé d’une fonction en un point, nous allons

maintenant étendre cette notion a tous les points d’un intervalle.
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Définition 3.8

1°) Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R . On dit que f est dérivable
sur lintervalle I si et seulement si elle est dérivable en tout nombre x € I.

2°) Si f est dérivable sur Uintervalle I, alors on définit une nouvelle fonction sur
I, notée f' qui a tout nombre x € I fait associer le nombre dérivé f'(x) La fonction f'

s’appelle la fonction dérivée de f sur l'intervalle I.

Remarque 3.2 Une fonction f définie sur un domaine Dy , n'est pas nécessairement
dérivable en tout point de Dy. On peut dire donc que le domaine de définition Dy de f,

qui est contenu dans Dy n’est pas nécessairement égal a Dy .

3.3.4 Opérations sur les fonctions dérivables
Soient U(x) et V(x) deux fonctions dérivables sur un intervalle /.
(KUY = kU

)

U+Vv)y = U+V.

(UvY = UV+V'U.
)

U™ = U™,
v\ UvV-VvU
@) - o
1" =V

(v) -

(ﬁ)/ - leﬁ'

Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I, la fonction

composée fog, notée également f [g (x)] est aussi dérivable sur I.
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3.3.5 Dérivée et sens de variation

Théoréme 3.11 Soit I un intervalle ouvert de R, et soit f : I — R une fonction
dérivable. Alors

(1) f est constante <= Vx € I, f'(z) = 0.

(2) f est croissante <= Vx € I, f'(x) > 0.

(3)Vx e I, f'(x) > 0= f est strictement croissante.

3.3.6 Théoréme de Rolle

Théoréme 3.12 Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b], dérivable sur |a, b,

telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €la,b] tel que f'(c) = 0.

3.3.7 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 3.13 Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b], dérivable sur |a,b|.

Alors il existe ¢ €]a, b| tel que

3.3.8 Reégle de ’Hopital

Cette régle permet de lever certaines indéterminations de la forme g ou 2. Notons

qu’on peut appliquer la recette plusieurs fois de suite!

Théoréme 3.14 Soient f et g deux fonctions continues et dérivables respectivement sur
un intervalle [a,b] et ]a,b].

Si pour tout x €)a,bl, ¢’ (o) # 0 et si lim % =2 =23 Alors

T—>T0

lim G = lim S (@)

g (z)  emg (@)

51 cette limite tend de nouveau vers 2 ou % on réitére la régle.
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3.4 Exercices résolus

3.4.1 Limite et Continuité

Exercice 3.1 Déterminer les limites suivantes :

1. limYite—vita? = 9 iy Vit2?—vIte
z—0 z ’ T—-+00 z? ’
x#0
. In( 1422 .

3. lim ( 3 ), 4. hmln—xl.
r—0Q sin“x r—1T—

#£0

Solution

1. Il s’agit d’une forme indéterminée. On va multiplier par I’expression conjuguée.

(Vi+z—V1+2?) (VI+z+V1+2?)

VI+z—V1+ a2
m

li = lim
x—0 x—0 2 ’
i x - z(VI+z+vV1+a?)

. 1+x—(1+2?
lim =
2o (Vitr+ V422

x — 2

= 1 ,
f;r%x(\/l—i-x—i—\/l—l—ﬁ)

) z(l—ux)

lim =

i;gx(\/1+x+\/1+x)
1—2z 1

lim = —.
w;>8¢1+x+\/1+x2 2

. VI+z—V1+2a?
lim

x—0 €x
z#0

1
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2. Il s’agit d’une forme indéterminée. On va multiplier par ’expression conjuguée.

’ Vit2—1+z . (Vi+a22—V1+2) (VI+22+V/1+2)
1m = 1m
7—-+o0 a? —-+oo 22 (V1+a22+/1+7z)
1+22—(1+z)
im ,
v=toog? (V14 22 + 1+ x)
r—1

?

= lim ,
v=tooy (V1422 + 1+ x)
.o —1 1
= lim X
z—too (V1+a22+V1+1)
= 1x0=0.
Car :
-1
lim 2= —1,

xr——+00 T

(c’est la limite des termes de plus haut degré.)
Et,
li !
im
v=too (V1422 + 1+ 1)

(Car le dénominateur tend vers l'infini.)

Alors,
V1422 —1+2
lim 5 =0.
r——+00 €T
n 272
3. Tim 047%)
x—0 sin® xr
z#0

Le numérateur et le dénominateur tendent vers 0, il s’agit d’une forme inderterminée,

nous allons utiliser la regle de L’Hospital, on pose

f@)=In(1+2%) et g(z)=sin’z.
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Alors,

m—ln(1+x2) = limM

—0 1 —0
f:;éo sin® x z;so g(x)
/
r—
T#£0 g

I

2x
. T+a?
= hm,L,
z—02 81N x Cos &
x#0

. T 1
= lim— X ,
z—0sinx (1 + a2?)cosz
z#0

on a « séparé » la partie indéterminée =*— de la partie ou il n’y a pas de
s T

1
(14+22) cos =

probléme.

Comme on sait que

1 1
lim — =lim—=-=1
r—0SIn x r—0 ST 1
x#0 x£0 T
D’autre part
. 1
lm————— =1.
2—0(1 4 22) cosx
x#0
Finalement,
In (1 + 2?2 T 1
lim# = lim— X ,
20  gin’x e—0sinz (1 + a2?)cosw
x#0 z#0
= 1x1=1.
Alors
In (1 + 22
lim—<- —; ) =1.
z—0 sIn“x
x#0
: Inx

Posons, t=2—1<=x=1+1.

71



1 In(1+t¢
lirri it %irré n t+ ) = 1. (On peut utiliser la régle de L'Hospital.)
r—1r — —
0

Exercice 3.2 Cualculer si elles existent les limites suivantes

In (1 — In (1 2e
R C) ek 1t )
x—0 €T r——+00 €T

Solution
1. La limite de % en 0 est une forme indéterminée car de la forme g.

Nous allons utiliser la regle de L’Hospital, on pose

f@)=In(l+z)—x et g(x)=2a>

Alors,
1 T
’ o 1
[le) = 1+ 1+
et ¢ () = 2«
Donc,
In (1 —
x #Og x
!
- lir%fléxi,
w0
= lim H_x,
z—0 2z
. 1 1
= lim — = —=
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Alors,

WUTLES Y
z—0 .CL'2 2

n e2z
9. lim ()

r——-+00

forme indéterminée. Nous allons transformer le numérateur :

. Le numérateur et le dénominateur tendent vers +oo, il s’agit d’une

In (1 + 62:1:) = In (6293 (6_23” + 1)) ,
= In (62:”) +1In (6—295 + 1) ,

= 2z-+1In (e_h + 1) )

Donc,

In (1 + €*) 2z +In (e72* + 1)

Y

x x
In(e 2 +1)
- .

= 2+

In(e72* 4+ 1) — 0 lorsque = tend vers +o0,

(6_21+1)

par conséquent o =In(e ™ +1) % — 0 lorsque = tend vers +oo.

Alors,
2z —2x
lim In (14 %) — lim (2+ln(e —|—1))’
—+00 €T r—~400 T
= 240=2
Donc,
2x
lim In(l+e™) 9
T——+00 e

Exercice 3.3 Soit f, : R — R définie par

x—l—@ st x#0,
0 St z =0.

f(z) =
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Déterminer l’ensemble des points ou elle est continue.

Solution

Notons déja que cette fonction est définie sur R et continue sur R* il reste & étudier
la continuité en 0.

D’autre part Va2 = |z|, nous allons donc distinguer deux cas = < 0 et = > 0.

e Si z < 0 alors,

f(x):x+_7x:a:—1,

donc,

lim f(z) =—1.

rz—0~
e Siz > 0 alors,

T
f(x):a:—i-gzx—kl,

donc,
xli%lj (z) = 1.
Par conséquent
lim f(z) # lim f(2).

Ce qui montre que f n’est pas continue en 0.

Exercice 3.4 Soit f,, : R — R [l’application définie, pour tout n € N par :

fo(@)=In(1+2")+z—1

1. Montrer qu’il eziste ¢, € [0,1] tel que f, (c,) = 0.

2. Montrer que f, est strictement croissante sur RT.

Solution

1. Remarque
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Si I’énoncé avait demandé « montrer qu’il existe un unique ¢, € [0, 1] tel que f, (¢,) =
0, on aurait étudier la fonction f,, sur [0, 1] en espérant pouvoir montrer que cette fonction
est une bijection et que f, (0) et f,, (1) soient de signe distincts, mais ce n’est pas le cas.
L’autre théoréme qui permet ce genre de résultat (sans l'unicité) est le théoréme des
valeurs intermédiaires.

fn est une fonction continue sur [0, 1] et

fn(0)=-1<0, et f,(1)=1In2>0,

d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe ¢, € [0, 1] tel que f, (¢,) = 0.

2. Alors 1a, il faut calculer la dérivée de f,, (car, évidemment f, est dérivable).

nz.n—l

!
= 1
nz" 14+ 142"
= > 0.
1+ zm

3.4.2 Continuité et dérivabilité

Exercice 3.5 Les fonctions f, g, h et o : R — R, définies par :

3
5

L. f(x)==x|z|, 2. h(z)=|z|sinz, 3.¢(x)=Wn(l+|z]), 4.g(z)=uax5,

sont-elles dérivables en 0 ?

Solution
Par, taux de variation.

1.

f(2)=zlal, f(0)=0.
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fx) = f(0) _ xlx|

x—0 T [
Alors,
— f(0
x—0 xr — r—0
x#0 z#£0

Par conséquent f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

2.
h(x) = |z|sinz, h(0)=0.
On a,
limh(a:) — h(0)  lim || sin
z—0 x—0 z—0 x
x#0 z#0

Pour = # 0, |fc—| = +1, cette expression est bornée et sinxz — 0 lorsque x — 0, donc

TG Rt C) S
z—0 x—0
T#£0

Par conséquent h est dérivable en 0 et h'(0) = 0.

3.
p(x)=In(1+z]), »(0)=0.
On a
— (0 In (1
i P @) =9 (0) . (1 |z])
z—0 x—0 z—0 T
x#0 x#0
hmln(l—HaxD _ hmln(l—x) — 1
z—0 z—0 z '
— z<0 <0
lim In(14|x]) — lim In(1+4x) -1
z—0 z z—0 ¥ '
x>0 >0

Ces deux limites sont distinctes donc ¢ n’est pas dérivable.

4.
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On a \
_ 0 5

x—0 xr — O z—0 r—0

z#0 40 x40

La limite est infinie donc g n’est pas dérivable en 0.
Remarque : Le seul cas oul on ne peut pas conclure c’est quand la dérivée de la

fonction n’admet pas de limite, auquel cas il se peut que le taux de variation admet une

limite.
Exercice 3.6 Soit a et b deuxr nombres réels. On définit la fonction f: R — R par

ar+b si x <0,
fx) =

1 .
T4z St x > 0.

1. Donner une condition sur b pour que f soit continue sur R.

2. Déterminer a et b tels que f soit dérivable sur R et dans ce cas calculer f'(0).

Solution
1.
xlirglif (x) = wliﬁr(r)liax +b=0.
lim f (z) = lim L 1.
z—0+ a—0t1 +x
Et

f(0)=5b

Alors, la condition pour que f soit continue en 0 est :

lim f(z) = lim f(z) = f(0),

z—0~ z—0t
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c-a-d,

b=1.

Donc, f est continue sur R si et seulement si b = 1.

2.
lin[l)alefl =q
IO IO I
v=0 7 —0 lim—“%gf1 = —1.
0
Alors, f; (0) = f;(0) = a = —1.
Si,b=1et a=—1, f est dérivable en 0.
Finalement, pour b =1 et a = —1, f est dérivable sur R.
Exercice 3.7 Soit f la fonction définie sur [0, 1] par
0 st x =0,
f(z) = x—l—ﬁt—%x st 0<z<l,
0 st x =

1. Montrer que f est continue sur [0, 1].

2. Montrer qu’il existe c €]0,1| telle que f'(c) = 0. (on ne demande pas la valeur de

Solution

Si, 0 <x <1 ona

lim f(z) = lim (m+$1n$):0:f(0).

r—0t z—0t l1—=x

car ( limzlnz = O)

z—0t

Alors, f est continue en 0.

Et,

: . rlnx
im0 = i (2 727),
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on pose t = 1 — x, ¢’est mieux que t = x — 1, parce qu’alors t — 0% lorsque z — 17.

Alors,

lim f(z) = lim <1—t+(1—t)w) =1-1=0.

x—1— t—0+ t
car ( lim M = —1)
z—0t t

Alors, f est continue en 1.

Comme f est continue sur |0, 1| et continue en 0 et en 1, alors f est continue sur [0, 1].
2. f ainsi prolongée est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1[, de plus f (0) = f (1).
En appliquant le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]0, 1] telle que

f'(e)=0.

Exercice 3.8 Soit f : [0,1] — R, une fonction continue telle que f (0) = f(1).

Montrer qu’il existe ¢ € [O, %} telle que

Solution

Soit ¢ la fonction définie sur [0, %] défini par
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- 1(3)-r0,
- —(f(O)—f@)),
= —9(0)

La fonction g est continue, ¢ (0) et g (%) sont de signes opposés, d’apres le théoréeme

des valeurs intermédiaires il existe ¢ € [O, %} telle que

c’est-a-dire, tel que

et
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Chapitre 4

Fonctions élémentaires
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4.1 Fonction logarithme népérien

Définition 4.1 La fonction logarithme népérien notée In, est la primitive sur |0, +oo|

de la fonction v — %, qut s’annule pour x =1 :

1
Soit pour x € 0,400, Inz —/ ;dt,
1

et Inl=0.

Propriétés

e La fonction logarithme est dérivable sur |0, +oo[ de dérivée

1
(Inz) = - >0,
T

e Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I et ne s’annule pas sur I, on a
Ve el
I (z)) =

e La fonction In est continue et strictement croissante sur |0, +o00[ et

Ve > 0,Vs' >0, lnza’=Inz +Inz'.

Ve > 0, lnl:—lnx.
x

Ve > 0,V2’ >0, lnzlzlnx—lnx’.
x
Ve > 0,VreQ, In(z")=rlnz.

e La fonction logarithme est une bijection de |0, +00[ vers |—o0, +00[, on a donc :

(Inzy; =1Inay) <= (x1 = x3), Vry >0et Vay > 0.
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4.2 Fonction exponentielle

Définition 4.2 ( Définition du nombre e )
La fonction logarithme étant une bijection de ]0,+oo[ vers |—oo, +00l, il eziste un
nombre unique noté e tel que lne = 1.

La valeur décimale approchée de e a 107° aprés par défaut est 2. T71828.

Définition 4.3 ( Fonction exponentielle )
La fonction logarithme étant une bijection de |0, +oo] vers |—oo, +oo[, elle admet une

fonction réciproque appelée exponentielle et notée exp (ou x — €v),

y=e", x =Iny,

T € |—o0, 00| y €10, +00]

Propriétés

Vo €10, 400, € =uz.
Vo € |—o0,+oo[, In(e”) =z, " >0.

e La fonction exponentielle est continue et dérivable sur R et on a
Vo € ]—o0, +ool, (%) = e

e Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, on a
Vo eI, (e“(x))/ = () e"@.

Formules d’addition :
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Vr € R,V2' € R,

! / _ 1
eac—l—x — eacezc , e T _ ,
ev
lim e = 4+ lim e* =
)
r—+00 r—>—00

En repére orthonormé, la courbe représentative de la fonction exponentielle est sy-

métrique de celle de le fonction logarithme par rapport a la premieére bissectrice.

4.3 Fonction logarithme et exponentielle de base a

Théoréme 4.1 ( logarithme de base a )
Soit a € ]0,4+00] — {1}, on appelle fonction logarithme de base a et on note log, la
fonction définie par
Inz

Vr >0, log,z=—.
Ina

En particulier le logarithme népérien est le logarithme en base e.

Le logarithme de base 10 est appelé logarithme décimal et noté log .
Propriétés

e La fonction logarithme de base a est continue et strictement monotone sur |0, 00|,

In1l |
logalzn—:O, logaazﬁzl.
Ina Ina
| = )
(log, x) e Vo €10, +oo]
o Vx> 0,V2' >0,
log, o' = log, x + log, ',
x
log, o= log, z — log, «’.
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eVr >0,VreqQ,

log, (z") = rlog, =.

4.3.1 Exponentielle de base a

a € (]0,+o0[ — {1}), la fonction log, est continue, strictement monotone sur |0, 400 .
elle admet donc une fonction réciproque appelée exponentielle de base a et notée : exp,

ouxz+—— a®. On a,

y=a’, r = log, ¥,
= ,
T € ]—00, 00| y €10, +00]
ou encore
1
leogay:ﬂ et Iny==xlna,
Ina

et

zlna

VreR, y=a"=e"""

4.4 Fonction puissance
Soit s € R, on appelle fonction puissance d’exposant s la fonction définie sur R’ par

T s = eslnx.
La fonction puissance est continue sur |0, +00].
Propriétés

Ve >0,Vy >0, Vs, s €R,

2 = 1,

! !
ZL’SZL’S — J]S+S 7
_ 1
r°® = —,
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4.5 Croissance comparée des fonctions exponentielle,
logarithme et puissance

Pour tout s,

e
lim — =+
r—+oo S
Sis >0,
. Inx .
lim =0, lim z*lnx = 0.
r—s4o00 IS z—0F
et —1
lim =1.
z—0 x

4.5.1 Fonction puissance généralisée

Si u et v sont deux fonctions définies sur une partie A de R, avec Vo € A, u(x) > 0,

[u (:L,)]v(:r:) _ 6v(z) lnu(;r)'

4.6 Fonctions trigonométriques réciproques

Définition 4.4 La fonction sinus est continue strictement croissante sur [—%, %} .

C’est donc une bijection de[—%,Z] sur [-1,1].

On appelle la fonction Arcsinus et on note x +—— Arcsinz, la bijection réciproque :

y = Arcsinz, x = siny,
<~
r € [-1,1]. ye[-2,2].
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La fonction Arcsinus est impaire, continue et strictement croissante sur [—1,1].

La fonction Arcsinus est dérivable sur |—1, 1] de dérivée :

1
Va7

(Arcsinz) =

Définition 4.5 La fonction cosinus est continue strictement décroissante sur [0, 7).
C’est donc une bijection de [0, 7| sur [—1,1].

On appelle la fonction Arccosinus et on note x —— Arccosz, la bijection réciproque :

y = Arccosz, T = cosy,
<~
r e [—1,1]. y € [0,m].

La fonction Arccosinus est continue strictement décroissante de [—1,1] sur [0,7].

La fonction Arccosinus est dérivable sur |—1, 1], de dérivée :

—1

V1—a?

(Arccosz) =

Définition 4.6 La fonction tangente est continue strictement croissante sur [—%, g] a
valeur dans tout R
Elle admet donc une bijection réciproque définie sur R, appelée Arctangente ( notée :

Arctanzx ) et on a :

y = Arctanz, x = tany,
<
r €R. ye[-Z,2].

La fonction Arctangente est impaire, continue et strictement croissante sur R.

La fonction Arctangente est dérivable sur tout R, de dérivée :

—1
(Arctanz) = e
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Cette expression a un role important en calcul d’intégrales.

Propriétés ( Fonctions trigonométriques )

* Pour tout réel x, on a

—1 <cosz < 1; —1<sinz < 1; cos’z +sin®z = 1.

* Pour tout réel x, on a

cos(r+2m) =cosz et sin(z+27)=sinz,

on dit que les fonctions cosinus et sinus sont des fonctions périodiques de période 2.

x Pour tout réel x, la fonction cosinus est paire,

cos (—x) = cosx,

la fonction sinus est impaire,

sin (—x) = —sinx.

* Pour tout réel z,

. m ™
Sin (x + 5) = cosz, COS (JJ + 5) = —sinx,
. (T 77
sin(-—x) = cosz cos (= —z) =sinz
2 ’ 2 '
sin(z+m) = —sinz, cos (z +m) = —cosz,
sin(m —x) = sinuz, cos (m —x) = —cos .
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* Formules d’additon

cos(a+b) = cosacosbTFsinasinb,

sin (e +b) = sinacosb =+ cosasinb.

x Formules de duplication

cos (2a) = cos’a — sin®a,
= 2cos’a—1,

= 1-—2sin%a.

Et
sin (2a) = 2sinacosa
* Limites
- .
I nzr 1,
r—0
cosx — 1
lim = 0.
x—0 x

4.7 Fonctions hyperboliques

On définit pour tout réel z, les fonctions cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique et

tangente hyperbolique par :

x —x r _ - h _
chx:i, shxzi, thx:sx:e ¢ .
2 chx e*+4e®

Propriétés
La fonction cosinus hyperbolique est une fonction paire et continue sur R.
La fonction sinus hyperbolique est une fonction impaire et continue sur R.

La fonction tangente hyperbolique est une fonction impaire et continue sur R.
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Les fonctions cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique et tangente hyperbolique sont

dérivables sur R et Vo € R,

chx 4+ shx = e”, chx — shx = e 7,

h2x — sh’z =1 1 —th?r = ——.
ch™r — sh™x , T e

4.7.1 Dérivées

Vr € R,
(shz) = chx,

(chx)" = shx,

1

thz) = =1—th’z.

h2
ch?x

Remarque 4.1 On définit aussi la fonction cotangente hyperbolique par :

1
cothr = —, Vo e R".
thx

4.8 Fonctions hyperboliques inverses

4.8.1 Fonction Argument sinus hyperbolique

La fonction sh est continue strictement croissante sur R. C’est une bijection de R sur
R.
La bijection réciproque est appelée fonction argument sinus hyperbolique et notée
Argsh,
y = Argshzx, x = shy,
<
r € R. yelR
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La fonction Argsh est impaire, continue et strictement croissante sur R.

La fonction Argsh est dérivable sur R,

1

/
(A’I"gShfL') = \/ﬁ

La fonction Argsh s’exprime a ’aide de la fonction logarithme
VreR, Argshr=In (:c +V1+ x2) .

En effet,

puisque chy > 0, chy = \/sh*y+1 =22+ 1,
et donc, e¥ = chy + shy = Va2 + 1+ x.
D’ou, Vz € R, Argshr =In (:v +v1+ 332) :

4.8.2 Fonction Argument cosinus hyperbolique

La fonction ch est continue et strictement croissante sur [0, +oo[. C’est une bijection
de [0, 4o0[ sur [1, +oo].
La bijection réciproque est appelée fonction argument cosinus hyperbolique et notée
Argch,
y = Argchzx, x = chy,
<
x € [1,400[ y € [0, 400]

La fonction Argch est continue, impaire et strictement croissante sur 1, 4+o00].

La fonction Argch est dérivable sur |1, +o0],

Vo €]1,+oo|, (Argchr) = ———.
x?—1
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La fonction Argch s’exprime a l’aide de la fonction logarithme
Vo € [1,+o00[, Argchx =In (m + Va2 — 1)

En effet,

puisque shy > 0, Vy > 0, donc

shy = \/ch?y — 1 = Va2 — 1,

et
e’ =chy+ shy =x+va?— 1.

D’ou, Vz € [1, +o0],

Argchx = In (a: + m> .

4.8.3 Fonction Argument tangente hyperbolique

La fonction th est continue strictement croissante sur R. c¢’est une bijection de R sur
|-1,1].
La bijection réciproque est appelée fonction argument tangente hyperbolique et notée
Argth,
y = Argthz, x = thy,
<
xe|-1,1] yeR

La fonction Argth est continue, impaire et strictement croissante sur |—1, 1.

La fonction Argth est dérivable sur |—1, 1],

/
Ve e |-1,1[, (Argthx) = Tl
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La fonction Argth s’exprime & ’aide de la fonction logarithme

1+
1—=x

1
Vo e]-1,1], Argth$:§ln :
En effet,
i eV—eV e —1 .
T T e T w1 ©
e2y:1+9v
1—a

et

1 1+«
= Argthx = =1
Y rgthx 2ml

— X
4.9 Exercices résolus

Exercice 4.1 Déterminer la limite quand x tend vers 0, (avec x # 0) de

_1
e «?

x3
Solution

Il s’agit d’une forme indéterminée. On pose t = %, siz — 0" alors t — +o0.

Exercice 4.2 Soient f et g les fonctions définies par
fl@)=e"+(1—e®)In(l—e") et g(x)=In(l—e")e"

1. Montrer que f et g sont définies pour tout v € R .
2. Calculer les variations de f et en déduire que pour tout = >0, f(x) > 0.

3. Montrer que ¢' (v) = <= f (z).

l—e— %
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4. En déduire les variations de g.

Solution

1.

>0 = < 0<=e " <l<=1—-e">0.

Donc f et g sont définie, continue et dérivable sur R .

flz) = —e"4+eIm(l-e")+(1—e")x
= —e"+e%ln (1 — e’x) +e 7

= ¢ %Iln (1 — e*x) .

Le signe de f’ (z) est le méme que celui de In (1 — e™*), comme e~ * > 0,

onal—e* <1, doncln(l—e"")<0,onen déduit que f est décroissante sur R} .

Pour montrer que pour tout x > 0, f(z) > 0 il faut et il suffit de montrer que la
limite de f (x) en 400 est positive, comme la limite de e en 400 est nulle, la limite de
f(z)est 0+ 1 xIn(1) =0 >0, ce qui achéve la démonstration.

3.

gz)=In(l—e7)¢"

g () = ;= xe+h(l-e7)e
= (T (l—e) (1)
= .

4. Donc, pour tout = > 0, ¢’ () > 0 donc, g est croissante.

g (x)>0,car 1 —e®>0et f(x) >0 pour tout = > 0.
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Exercice 4.3 Calculer les limites suivantes :

1. lim e (ch® (z) — sh®(z)), 2. lim (z—Incha).

T—+00 r—-+00

Solution

1.

e (ch® (z) — sh® (z)) = e "

e
= 5 [+ 3" + 3" + e — (e — 3e" + 3" — )],
e 3 1
_ 68 <6€x + 2673:5) — ZL + 1674‘%
Donc,
lim e (ch®(z) — sh®(z)) = lim 3 + 167496
T——400 a—+o04 1 7
_ 3
4
2.
T —x 1 —2x
r—Inchr = x—1In ete” =x —Ine* e ” ,
2 2
1+e 2
— r—Ine* —In| "=
e (1),
(-5
2
Donc,

lim e (ch®(z) — sh®(z)) = lim {— In (ﬂ)l ;

T——400 T—+00
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Exercice 4.4 1. Résoudre dans R

shx — 3chx +3 =0.

Solution
1.
et — et e +e %
shx — 3chx+3 = 5 -3 5 + 3,
= oo [ 1) =3 (e +1) +6¢7,
= % (—2¢* 4 6e” —4),
= _elx (e — 3e” — +2)

e" =1, et e =2.

Donc
1
shx —3chx +3 = ——(e"—1)(e"—2),
efE
= e (e"—1)(e" —2).
Donc :

shex —3chz +3=0<=¢"(e"—1)(e"—2)=0,....
Exercice 4.5 1. Montrer que,

0< S _T
arccos — —.
151
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2. Résoudre

Solution

arccos r = 2 arccos Z_l

Comme arccos est décroissante

Et

ce qui équivaut a

arccos 1 < arccos Z_l < arccos 7,

2. D’apres la premiére question

Donc

Et bien str

On en déduit que

3
0< 2arccosZ < I

3
2 °e [0,
arccos 4

arccos x € [O

7T
"2

3 T
0< arccosz < —.

4

2

o)

|

3

3
= 1 =2cos’ (arccos Z_l) -1,

(car, cos(2a)=2cos’a —1)

9
a—
8

)

3
arccos r = 2 arccos 1 <= x = cos | 2arccos —



<~ L
r==.
8

Exercice 4.6 Soit f la fonction définie par :

chx + shx +1

flw)= chx — 1

1. Déterminer l’ensemble de définition de f.

2. Calculer les limites de f au bord de l’ensemble de définition.

Solution

1. f est définie, continue et dérivable si et seulement si

chx —1#0,
autrement dit si et seulement si
x # 0.
Dy =R"
2. On pose
t=e*, lim t= lim e =0.
T——00 T——00
On a
t+1 -1
f() chx 4+ shx + 1 Tt—FTt—i-l
X = —
chx — 1 i 1 ’
2
2242t 2(t+1)
-2t +1 (-1
Donc
. 2242t
i f (@) =7 =0
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Et

2t2 + 2t i 2t2

Jm @) = lim ey~ =2
ha+shz+1 2
limf(w)zlimcx+sx+ = — — +o0.

x—0%t x—0+ chr — 1 0+
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Chapitre 5

Développements limités
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5.1 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point

Définition 5.1 Soient f et g deux fonctions numériques définies dans V un voisinage

d’un point a. on dit que f est dominée par g dans V' et [’on note
f=0{)
( lire f est égale a grand O de g ), si l'on a :
AM >0, 3eR /Vz eV, 0< |z —al<d=|f(x)| <M |g(x)|.

Remarque 5.1

1- On dit ausst que g domine f dans V.

2- Si g ne s’annule pas dans V, alors dire que f = O (g) équivaut & dire que g est

bornée dans V.

Définition 5.2 Soient f et g deux fonctions numériques définies dans V un voisinage

d’un point a. on dit que f est négligeable devant g dans V et l’on note

f=o(g)
( lire f est égale a petit o de g ), sil’on a :
>0, R/ VeV, 0<|z—a|<d=|f(2)<e |g(2)].

Remarque 5.2 Si g ne s’annule pas dans V, alors la relation f = o(g) est équivaute a

§ tend vers 0 quand x tend vers a.

Définition 5.3 Soient f et g deux fonctions numériques définies dans V' un voisinage

d’un point a. on dit que f est équivalente a g dans V' et l'on note

fvg si f-g=o(g),
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autrement dit
>0, R/ VeV, 0<|z—a|<d=|f(z)—g(x)] <e |g(z)].

Remarque 5.3 Sig ne s’annule pas dans V, alors la relation f « (g) signifie que 5 tend

vers 1 quand x tend vers a.

Exemple 5.1 Quelques classiques exemples de fonctions équivalentes, au voisinage de

Z€éro.
sinz « x, shx « x, e’ — 1wz
Arcsinz « x, Arcshx « x, In(l+z) .
tanx v x, tha « x, (14 2)"—1wnz, n#0.
Arctanx « x, Arcthr « x, a*—1wzlna, a>0, a#1.

5.2 Développements limités

Définition 5.4 Soit f une fonction numérique définie au voisinage de 0 sauf peut-étre
en 0. On dit que f admet un développement limité a l’ordre n au voisinage de 0, s’il
existe un polynéme P de degré inferieur ou égal a n tel que f (z) — P (x) est négligeable
devant " au voisinage de 0 <= f (z) = P (z) + o (a").

- Le polynome P, s’il existe est unique et appelé partie réguliére du développement

limité. Le terme o (x™) est appelé reste du développement limité.

Proposition 5.1 ( Unicité )

St f admet un développement limité a l’ordre n au voisinage de 0, alors il est unique
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5.2.1 Téchnique de calcul des développements limités

Proposition 5.2 Soit f une fonction numérique dérivable sur |—h, h[, (h > 0) et telle

que ' admet un dévelappement limité a 'ordre n au voisinage de O :

' (z) = Zakxk +o(x").

k=0

Alors f admet un dévelappement limité a l'ordre n + 1 au voisinage de 0 :

f(l‘) _ f(O) +Zka—_ﬁ1xk+l —I—O(ZL’n+1).
k=0

Proposition 5.3 Si une fonction numérique f est (n + 1)— fois dérivable en 0 et 1
est bornée dans un voisinage de 0, alors f admet un dévelappement limité a ’ordre n au

voisinage de 0 donné par la formule de Maclaurin o lordre n :
Sy z? z" (n) n
fla)=fO)+ 3/ )+ 5 (0) + o+ Z5f7(0) +0(2").

5.2.2 Applications

On donne comme exemples les développements limités suivants (on pourra vérifier en

exercice leur exactitude...) & 'ordre n € N* au point 0 ( a € R) :

1 2 n n
T = l+z4+2°+...+2"+o0(z"),
s _ 1 .Z'2 4 " "
et = +x+5+z—|—...—l—m+o(x),
R g o
cosx = 1_7+ﬂ+‘”+(_1) (2n)!+0(£ ),
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1'3 .%'5 " :L.Qn—i-l

ing = - "+ —+ ..+ (-1)" 2ntt
R A T R A o A G
y +x3+ 2 N 17 -
T = o4+ —+—2°+—z'...
g 3 T150 T35t
2 .7:4 2n )
chx = 1+§+I+...+—(2n)!+0(:c ),
QL'S If) m2n+1 _—
shx = $+§+y++m+0($ ),
z?2 28 ;"
In (1 = - — 4+ —+ .. D "
n(l+x) x 2~|—3+ + (1) n+0(m),

-1 1) (a— 1
(1+2)" = 1+%$+—a(a2' )$2—|—...—|—a(a ) ga n+1)

" +o(x").

Exemple 5.2 Calculer la limite en 0 de f (x) et donner un équivalent a linfini de g (x),

ou
2

=22 - ()

T 41

Solution :
Pour le calcul de cette limite, on aura besoin du développement limité du cosinus a
I’ordre 2 en 0.

On a, cosx =1 — ‘%2 + o0 (2?), et par suite,

$2
2cosx — 2 2<1_?+0($2)>_2

x? x?
=2’ 4o(r®)  —14+o0(1) !
N 2 1
alors,
limof () =—1

Pour I’équivalent, on remarque que
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Ce qui est équivalent en I'infini &

5.3 Exercices résolus

Exercice 5.1 Donner le développement limité a ['ordre 3 au voisinage de 0 pour les

fonctions : cosx, sinx, tgx. En déduire :

. xcosx —sinx
lim —mM—
t—0 x —tgw

Solution
2
x
= 1-= 3
CcosS T 5 —1—0(:5),
23
sinz = x—g—i—o(a:?’),
3
tgr = x—l—g—l—o(x?’)
D’ou
2?2 3 x5 3
. xcosT —sinx _ x<1_7+0($))_($_€+0($)) =
lim ———— = lim = =—==1
t—0 x —1lgx z—0 x—(x+%—|—o(m3)) —



Exercice 5.2 Déterminer le développement limité au voisinage de 0 a [’ordre n des fonc-

tions sutvantes :

1f():1+x) n=2.

(:r) 1+1S111nlx+x)7 n=3
h(l‘) z, n=1.
k(z) =sinz?, n=6.
Slution
1.
F@) = g arn”,
= <1+$~|——0(a:2)> (1—3:10—1—( )2< )x + o 2)>,
= (14as o) (L3040 0 ()
= 1+(—3—|—1)x+<6 3+2)£L’ +0( 2),
f(x):1—2x+;x2+0($2)-
2.
9(z) = l+In(l+2z)’

x— 2 4 o(a)
1+x—%+%3+0(x3)

En utilisant la division euclidienne, on obtient :

g(x):x—x2+§x3—|—o(x3).
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2. En déduire qu’on peut prolonger cette fonction par continuité en x = 0 et que la
fonction ainsi prolongée admet une dérivée premiére en x = 0.

3. Calculer un développement limité o l'ordre 4 au voisinage v = 0 de :
sin x
=1 :
g(z)=In < . )

1. Comme on va diviser par z, il faut faire un d.l. de sinx a l'ordre 5.

Slution
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#£0 x#0

On peut prolonger f par continuité en posant f (0) = 1, et on écrit :

S
f)y=4 " .
1, si x=0.
f admet un d.l. a Pordre 1, donc f’ (0) existe.
On rappelle que 'on ne peut pas conclure des résultats identiques sur les dérivées
d’ordre supérieures si on n’a pas montré auparavant que la fonction admettait une dérivée

A l'ordre voulue.

3.
sin x 2 xt 4
g(x)—ln( . >_ln(1_E+HO+ (:L'))
On pose
x2 xt 4
y_—g—l-m-i-O(x),
on obtient :
vy oy s
g(x):hl(ler):y—EJrg—ZJrO(ﬂ?)
Avec :
2zt A
Yy = —E+EO+O(1’),
4
Yy = §—6+0($4),

108



Donc

_ o,y Y 4
4

a? at (x_6> 4
= —€+1—20— 5 —|—O(ZL’),

2 2t 2t 4

_E+1_20_E+O(I)7

z? ot

g(x)_—g—@+0($4)

Exercice 5.4 Justifier lexistence et calculer le développement limité a 'ordre 4 relatif

a 0, de Uapplication suivante :

Solution

f (z) tend vers 1 lorsque x tend vers 0, donc f est prolongeable par continuité en 0.

x et sinx sont CT>°, donc ces fonctions admettent des développements limité a n’im-
porte quelle ordre, leur quotient aussi.

Il va y avoir une simplification par x, donc il faut faire un développement limité du
dénominateur & I'ordre 5. Le numérateur x est un polyndéme de degré inférieur & 5, son
développement limité est lui-méme.

Donc

X X
f(x) = Sln./I;: 3 5 57
x—;—i—m—l—o(x)
B 1
- z2 4 ’
=%+ tol?)

La, il y a deux techniques, soit la division suivant les puissances croissantes, ou utiliser

1 N - 22 x4 4
la formule 11—, ot y = =% + 355 + o (%)
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Don, on va obtenir :

2

€T 7
_ e L 4y
f@)= g0 =145 +gge +ole)

Exercice 5.5 Déterminer le développement limité en x = a a l'ordre n de

fx) =€ a=7F, n=2.

Solution

r)=e%" a=3%, n=2
f() ) 29

On pose
T +7T
= — - <= T = —.
Y 2 Y73
Et
m .
COS T = COS (y + 5) = —siny.
Donc

f (:L,) — 6C05$’

— esiny — yto(v?)

Et on sait que
2

et=1+t+t——|—0(t2).

21
Posons
 —veol),
on obtient :
Flo) = s viols)
y> 4 o0(y?)



Alors,
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Chapitre 6

Algébre linéaire
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6.1 Lois de composition interne

Définition 6.1 Soit E un ensemble. Une loi de composition interne sur E est une ap-

plication de E x E dans E. Si on la note

ExE — E,

(a,b) +— axb,
on dit que a *x b est le composé de a et b pour la loi *, i.e,
V(a,b) e EXE, axbeE.
Exemple 6.1 L’addition sur N est une loi de composition interne, c-a-d :

VYn,méeN, n+m € N.

6.1.1 Propriété des lois internes

Définition 6.2 Soit x une loi interne sur un ensemble E.
1— (commutativité) la loi est commutative si pour tous les éléments x, y de E,
on a

TRY =Y *T.

2— (Associativité) la loi est associative si pour tous les éléments ., y, z de E, on a
(xxy)*xz=xx%(yx*2).

3— (Elément neutre) Un élément e de E est un élément neutre pour la loi * si pour
tout élément a de E, on a

axe=exaq=4a.

113



4— (Elément symétrique) On suppose qu’il existe un élément neutre e de E, on dit

qu’un élément a de E admet un symétrique b pour la lot x si l'on a

axb=bxa=ce.

Proposition 6.1 Soit x une loi interne sur un ensemble E, si x posséde un élément

neutre, il est unique.

Définition 6.3 Soit E un ensemble muni de deux lois de composition internes, notées
+ et x. On dit que x est distributive par rapport a + st pour tous les éléments x, y, z de

E, ona

rx(y+z2) = (vxy)+(v*2)

et (x4+y)xz = (v*x2)+ (y=*2).

Définition 6.4 Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne x. On dit que
(E, x) est un groupe si la loi satisfait auz trois conditions suivantes :

1— Elle est associative.

2— FElle admet un élément neutre.

3— Chaque élément de E admet un symétrique pour .

Si de plus, la loi est commutative, on dit que le groupe est commutatif ou abélien ( du

nom du mathématicien Abel ).

Définition 6.5 Soit E un ensemble muni de deux lois de composition internes que nous
notrons + et x. On dit que (E,+, %) est un anneau si les conditions suivantes sont rem-
plies :

1— (E,+) est un groupe commutatif.

2— La lot x est associative.

3— La lot x est distributive par rapport a la loi +.
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Si de plus la lot x est commutative, on dit que l’anneau est commutatif; si elle admet
un élément neutre, on dit que ’anneau est unitaire.

On note en général 0 ’élément neutre de la loi 4+ et 1 celui de la loi * ['orsqu’il existe.

Définition 6.6 Soit E un ensemble muni de deux lois de composition internes toujours
notées + et x. On dit que (F,+,*) est un corps commutatif si les conditions suivantes
sont remplies :

1— (E,+,*) est un anneau commutatif et unitaire.

2— Chaque élément de E \ {0} a un symétrique pour la loi *.

Si (E,+, %) est corps commutatif, alors (E \ {0}, %) a une structure de groupe com-

mutatif, dont [’élément neutre est 1.

6.2 Espace vectoriel

E est appelé ensemble dont les éléments sont des vecteurs et K un corps désigne en

général R ou C.

Définition 6.7 E est appelé K-espace vectoriel (ou espace vectoriel sur K) si E est

muni d’une loi de comoposition interne notée +, et une loi de composition externe :

KxE — E,

Nz) — Az,

vérifiant :

(1) (E,+) est un groupe commutatif (abélien).

2)VAe K,V € E, ona: (A+ p)r = \x + ux.
B)YVAe K, Vz,y€ E, ona: Nz +y) =+ \y.
(A) YA\, ue K, Ve € E, on a : AN(pz) = (Au)z.

(5)

5YVre FE, ona:lx=ux.

115



Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés vecteurs; et les éléments de K sont

appelés scalaires.

Proposition 6.2 Pour tout A\, € Ket pour tout x, y € E, on a :
(H)Mx=0<=A=0ouzxz=0.
(2) Mz —y) = Az — Ay.
(3) (A= p)x = Az — px.
(4) (=A)(=z) = Az.

6.3 Sous-espace vectoriel

Définition 6.8 Soit F' un sous-ensemble d’un espace vectoriel E sur K.
On dit que F' est un sous-espace vectoriel de E si F' posséde les propriétés suivantes :
(1) 0€F, (F#0),
(2) Va,y € E, x+y € F. (stabilité de l’addition) ,
(3) Vx € E et VA € K, \x € F. (stabilité de la multiplication par un scalaire).

Corollaire 6.1 Soit E un espace vectoriel et F' un sous-ensemble d’e E (F C E). Si F
vérifie les propriétés (1) et (2) suivantes alors F' est un sous-espace vectoriel de E :

(1) F est non vide (F contient [’élément neutre de E ).

(2) VAN, pe K, Ve, ye E: Az + uy € F.
Proposition 6.3 Soient E un espace vectoriel et Fy, ..., E, des sous-espaces vectoriels
de E, alors Uintersection F' = (| E; est un sous-espace vectoriel de E.

=1

6.3.1 Somme de deux sous-espaces vectoriels

Théoréme 6.1 Soit Fy et Fy deux sous-espaces vectoriels (sev) de E. On appelle somme

des sous-espaces vectoriels Fy et Fy 'ensemble noté (Fy + Fy) défini par :

Fi+F={x+y/xeF etyc F}.
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Définition 6.9 ( Somme directe de sous-espaces vectoriels )

On appelle somme directe la somme notée : F} @ F,

F:F1+F27
FlﬂFQZ{OE}

F:Fl@F2<:>

Propriété
Un élément z de I} + F5 s’écrit d’une maniére unique comme somme d’un élélment

de F et un élément de F5 :

z=x+vy, avecx € ] et y € Fy

6.3.2 Combinaisons linéaires, familles libres, liées et généra-

trices

Définition 6.10 Soit E un K — ev et {x;},.; une famille d’éléments de E. On appelle

combinaison linéaire de la famille {x;},., l'expression

Z)‘m =Nz + ..+ ANz, , ou I={1,2,...n}.
il
Définition 6.11 On dit que la famille {x;},., est libre (ou linéairement indépendante)
s%
iel

Définition 6.12 On dit que la famille {x;},., est liée si elle n’est pas libre :

I (A1s o An) # (0,..,0) g Y Ny = 0p.

el

Définition 6.13 On appelle {z;},_, famille génératrice de E ( ou on dit, E est engendré

i€l

par les vecteurs d’e la famille {x;},.; ) si, tout élément de E est une combinaison linéaire
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des éléments de cette famille :
Vx € E, = (Ai)ief e K t(] T = Z)\zxz
iel

Définition 6.14 On dit que la famille {x;},., est une base de E si{x;},., est une famille

libre et génératrice.

Remarque 6.1 La famille {e1, e, ...,e,} avec

est une base de R".

Propriétés

e {x} est une famille libre <= z # 0.

e Toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.
e Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

e Toute famille contenant une famille liée est liée.

e Toute famille {x;},_, dont I'un des vecteurs z; est nul, est liée.

6.3.3 Espace vectoriel de dimension finie

Définition 6.15 Soit S = {x;},.; une famille d’éléments de E.

E est un ev de dimension finie si E admet une famille génératrice de cardinal fini.

Théoréme 6.2 Toutes les bases d’un méme ev E ont le méme cardinal ( nombre de vecteurs ).
Ce nombre commun est appelé la dimension de E. On note dimE (nombre des vecteurs

de la base).

Définition 6.16 ( Coordonnées d’un vecteurs )

Soit E un K — ev de dimension n et B = {x1, 23, ...,x,} une dase de E
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n
c’est-a-dire Vx € E, x s’écrit de maniére unique x = Y \;x; > , les scalaire A1, Aa..., Ay,
i=1

sont appelés les coordonnées de x dans la base B.

6.3.4 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 6.17 Soit X = {z1,...,2,}. Le sev F' des combinaisons linéaires des vecteurs

x1,..., T, est appelé sous-espace engendré par X et se note :

F=VectX =Vect{xy,....,x,}.

p
F = {az S Z)\Z—xi , avec (Mg, .., \) € RP}.

i=1

Définition 6.18 La dimension de I s’appelle le rang de la famille X :
dim F' = rgX.

Propriété

Soit X = {z1,...,x,} .

e rgX <p.

e rgX = p <= X est libre.

e On ne change pas le rang d’une famille de vecteurs si :

- en ajoutant & I'un d’eux une combinaison linéaire des autres.
- en multipliant 'un d’eux par un scalaire non nul.

- en changeant 'ordre des vecteurs.

6.3.5 Dimension d’une somme de sev

(Formule de Grassmann)
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Proposition 6.4 Soit £ un K —ev de dimension finie et F' et G deuz sev de FE, alors :

dim(F + G) = dim F 4+ dim G — dim(F' N G).

6.4 Applications linéaires, noyau, image, rang

Définition 6.19 Soient E et F' deux K —espaces vectoriels, et soit f.une application de

E dans F. On dit que f est linéaire (ou est un morphisme d’espace vectoriel ) si :

(1) Vo, y € E, ona f(z+y) = f(z) + fly),
(2) VA€ K\Vx € E, on a f(Ax) = Af(x).

Proposition 6.5 Soit f : E — F. L’application f est linéaire si et seulement si,

VA, p€ K etVa, y€ E, ona f(Av+ py) = Af(z) + pf(y).

6.4.1 Applications linéaires particuliéres

Définition 6.20 ( Formes linéaires )
On appelle forme linéaire sur un K — ev E, toute application linéaire de E dans K.

On note L (E, K) l'ensemble des formes linéaires sur E.

Définition 6.21 ( Endomorphisme )
On appelle endomorphisme de E, toute application linéaire de E dans lui méme. On

note L (F) au lieu de L (E, E) l’ensemble des endomorphismes de E.

Proposition 6.6 Si f et g deur endomorphismes de E, alors fog est aussi un endomor-

phisme de E.

Définition 6.22 ( Isomorphisme )
On appelle isomorphisme d'un K —ev E vers un K —ev F, toute application linéaire

bijective de E vers F. On note Iso (E, F') l'ensemble des isomorphismes de E dans F.
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Proposition 6.7 Si f : E — F et g: F — G sont des isomorphismes, alors la composée

gof : B — G est un isomorphisme.

Proposition 6.8 Si f : E — F est un isomorphisme alors son application réciproque

f~': F — E est un isomorphisme.

Définition 6.23 ( Automorphisme )
On appelle automorphisme de E, toute application linéaire bijective de E. On note

GI (E) l’ensemble d’automorphismes de E.

Proposition 6.9 Si f et g sont des automorphismes, alors la composée de g et f est un

automorphisme.

Proposition 6.10 Si f est un automorphisme alors son application réciproque f~! est

un automorphisme.

6.4.2 Image et noyau d’une application linéaire

Soit f une application linéaire de F dans F

1) On appelle image de f et on note Im(f) le sous-ensemble de F' défini par :

Imf={yeF /dxeckE f(z)=y}.

2) On appelle noyau de f et on note Ker(f) le sous-ensemble de E défini par :

Ker(f)={zeE/ f(z)=0}.

Théoréme 6.3
Im(f)est un sev de F.
Ker(f) est un sev de E.

121



Théoréme 6.4 Soit f une application linéaire de E dans F.
f est injective ssi Ker (f) = {0g}.

[ est surjective ssi Im(f) = F.

6.4.3 Rang d’une application linéaire

Définition 6.24 Le rang d’une application linéaire f est égal a la dimension de Im(f) :

rg(f) = dim(Im f)

propriétés

1) on a toujours rg(f) < dim E.

2) f est surjective ssi rg(f) = dim F.

3) f est injective ssi rg(f) = dim E.

4) f est bijective ssi rg(f) = dim E = dim F’

Remarque 6.2 Si f est un endomorphisme de E, alors :
f injective <= f surjective <= f bijective
Théoréme 6.5 Soit f une application linéaire de E dans F' avec dim E = n, alors
dim(Im f) + dim(Kerf) = dim FE.

Remarque 6.3 ce n’est vrai qu’en dimension finie!

6.5 Exercices résolus

Exercice 6.1 Parmi les ensembles suivants, lesquels sont ou ne sont pas des sous-espaces
vectoriels ?

1. By ={(z,y,2) € R, x+y+32=0},
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2. By ={(z,y,2) ER® z+y+32=2},

3. B3 ={(x,y,2,t) e R z=y=2z=4t},
4. By = {(z,y) € R?, 2y =0},

5. Es = {(z,y) € R? y =2},

6. s = {(

7. Er = {(

Solution

1.

E:{(x,y,z)ER?’, a:+y+3z:0}.

e (0,0,0)€R3 04+0+3x0=0, = (0,0,0) € F; =

Ey# ¢

e Soient X = (z,y,2) et X' = (2,4, 2') éléments de E;. Alors,

r+y+32=0, 2+9y +37=0.

X+ X =

Bt, o+ +y+y +3G=+2)=@+y+32)+ (@' +y +32) =0+0

Donc,

e De méme, pour tout A € R, on a

($7 y’ z) + ('r/7 y/7 Z,) Y

(x+2y+y,2+7) R

X+ X' € E.

AX = (A\z, \y, \z) € R,
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Et, e + \y+3 z=A(z+y+32) =Ax0=0.
Alors,
AX € Ey.

E, est donc un sous-espace vectoriel de R3.
2.
Ey, = {(x,y,z) ER® v +y+32= 2}.

E5 n’est pas un sous-espace vectoriel de R3, car 0+ 0+ 3 x 0 # 2, donc : Ogs = (0,0,0) ,
n’est pas élément de Fj.
3. E5 est un sous-espace vectoriel de R*.
4. B, n’est pas un sous-espace vectoriel de R?, car il n’est pas stable par addition. En
effet,
X =(1,0) et Y =(0,1),

sont deux éléments de F,, car :
1x0=0=0x1,

mais,

X+Y=(11),

n’est pas élément de Fy, car :
ry=1x1=1#0.

5. Les éléments (1,1) et (—1,1) sont éléments de Ejs. Si on effectue leur somme, on
trouve (0,2) qui n’est pas élément de Fs, car : 22 =0 # y = 2.

Es n’est pas un sous-espace vectoriel de R2.

Plus généralement, un sous-espace vectoriel de R? est une droite passant par (0,0),

ou R? lui-méme, ou encore le singleton {(0,0)}.
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E5 est une parabole et n’est donc pas un sous-espace vectoriel.
6. Fg est l'intersection de deux sous-espaces vectoriels de R3, donc un sous-espace
vectoriel de R3.
7. On pose
E;,=FUG.

Cette fois, aucun théoréme du cours ne dit qu'une réunion de deux sous-espaces vectoriels
reste un sous-espace vectoriel.

Ici, prenons (5,0,5) € F C FUG et (1,1,0) € G C F UG, alors

(5,0,5) + (1,1,0) = (6,1,2) ¢ FUG = Ex,

Ainsi, E; = F'U G n’est pas stable par addition et n’est donc pas un sous-espace
vectoriel de R3.
Plus généralement, on prouve qu'une réunion de deux sous-espaces vectoriels est un

sous-espace vectoriel si et seulement si I'un des deux est inclus dans 'autre.

Exercice 6.2
1) On considére l'ensemble E = {(x,y,2,t) e R |z +y=2=1=0}.
Vérifier que E est un sous-espace vectoriel de R*. Donner une base et la dimension
de E.
2) On considére le sous-espace vectoriel F' de R* défini par
F={(a,a+b,—a+c,c)| (ab,c) € R}
Donner une base et la dimension de F'.

3) Montrer que E et F sont supplémentaires dans R*.

Solution
) E={(z,y,2t) ER* | o +y=2=t=0).
i) E non vide

Soit Oge = (0,0,0,0),ona 0+0=0=0.
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Donc, Ogs = (0,0,0,0) € E. Alors

E+#¢.

i1) E stable par combinaison linéaire

Soient u = (z,y,2,t) € E,alorsz +y=2=t=0.
v=(2",y,Z, ') e Eet (o,B) € E,alors 2’ +y =2 =t =0.
Alors,
au + Bu = (ax + B2’ ay + By, az + B2, at + Bt') € R

Et

ar+ P’ +ay+ Py = alz+y)+ 6" +Y),

= az+ B2 =at+ Bt =0.
Donc,
au+ fv e F.

Alors, on peut conclure que E est un sous-espace vectoriel de R*.

E = {(m,y,z,t)€R4|x+y:z:t:0},
= {(z,y,2,t) ERYy = —x et 2 =t =0},

= {(:13, —,0, O)}a
= {z(1,-1,0,0)}.

Donc,

E={(1,-1,0,0)},

autrement dit {(1,—1,0,0)} est une famille génératrice de E.
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Par ailleurs, la famille {(1,—1,0,0)} est libre dans R*, car elle est composée d’un seul
vecteur non nul de R%.

Cela signifie que {(1,—1,0,0)} est une base de E et que

dim F = 1.

F = {{@atb—atcd(abe) R,
= {(a,a,—a,0) + (0,b,0,0) + (0,0,c,c)|(a,b,c) € R3},

= {a(1,1,-1,0) +b(0,1,0,0) + ¢(0,0,1,1) [(a,b,c) € R*}.

Tout élément de F' est une combinaison linéaire des vecteurs (1,1,—1,0), (0,1,0,0)
et (0,0,1,1), donc
F={(1,1,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,1,1)}.

autrement dit {(1,1,—1,0),(0,1,0,0),(0,0,1,1)} est une famille génératrice de F.
Par ailleurs, on vérifie que la famille {(1,1, —1,0), (0,1,0,0),(0,0,1,1)} est libre dans

R*, en considérant une combinaison linéaire nulle de ses trois éléments : soit (o, 3,7) € R3,

a(1,1,-1,0) + 3(0,1,0,0) +~(0,0,1,1) = (0,0,0,0),

(047044‘57_04"‘%7) = (0707070)

Alors,

a =0,
a+ =0,
—Oé—i-")/:(),

v = 0.

\

Cela signifie que {(1,1,—1,0),(0,1,0,0),(0,0,1,1)} est libre.
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On peut en conclure que {(1,1,—1,0), (0,1,0,0),(0,0,1,1)} est une base de F' et que

dim F' = 3.

3)
— Déterminons £ N F':
Soit u € EN F.
Comme u € F, il existe (a,b, c) € R? tel que u = (a,a +b,—a + ¢, c).
Comme v € E, a+ (a+b) = —a+c=c =0, soit encore a =b=c=0.
Donc u = Opa.
On en déduit que
ENF ={0gs}.

Et par conséquent,

dim (ENF) = 0.

Et,
dim(E+F) = dmE+dimF —dim(ENF),
= 1+43-0=4.
dim (E + F) = 4 = dim R*.
Et
E + F c R*, comme sous-espace vectoriel de R?.
Donc

E + F =R*.

On peut conclure de ces résultats que
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E® F =R

Exercice 6.3 Soit E = RY. On considére (uy,us,us,us) une famille libre de E et on

pose

F =wvect (ug +usg,u3), G =wvect(u;+us,uy), H =wvect(uy~+ uyg,us).

- Démontrer que F NG = {0}, que FNH = {0} et que GNH = {0}.
- La somme F 4 G + H est-elle directe ?

Solution
On va simplement démontrer que F' N G = {0}, les deux autres égalités se prouvant
de facon tout a fait similaire.

- Soit u € F NG Alors il existe des scalaires a, 3,0/, 3’ tels que

u = a(u+uz)+ Pus =o' (ur + uz) + fua,
= (a—ad)uy+auy+ (8 —a)uz — f'ug =0,
— a—-d'=0,a=0 8-ad=0, -4 =0,
— a=f=d==0

La famille (uq, ug, ug, ug) étant libre.

Ainsi,

Et
FNG={0}.

- On va prouver que la somme F' + G + H n’est pas directe en trouvant un vecteur
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qui admet deux décompositions différentes dans F'+ G + H. Par exemple,

w = —us+(u+u3)+0e€ F+G+ H,

= (u; +u2)+0(—u2) € F+G+ H.

Donc, la somme n’est pas directe!

Exercice 6.4 Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires :
1. f: R —R3 (z,y)— (z+y,z—2y,0),
2. [ R? — R (1,9)— (z+y,x—2y1),
3. [ R — R, (x,y) — 22 — 9>

Solution
1.
f:R2 —>R37 (I,y) — <I+yax_2y70)7

Prenons, u = (z,y) et v = (2/,y’) dans R? et A € R.

on a,
f(u) = (Az+ Ay, Az — 2\y,0),
= )\(QC—Fy,.T—Qy,O),
= A (u).
De méme,

flut+v) = (z+2)+@y+y),(@+2) -2y +vy),0),
= (v+y,v—2y,0)+ (2" +9 2" —24,0),
= f(u)+f(v).

Donc, f est une application linéaire.

130



2. f n’est pas une application linéaire car f (0,0) # (0,0,0).

3. f n’est pas une application linéaire car

FOL0) = 1, f(—1,0)=1 et
f[(170)+(_170)] = f(070):07éf<1’0)+f(_1’0)'

Coard: f(X 1Y) £ f(X)+ f(Y).
Exercice 6.5 On considére 'application linéaire f : R® — R* définie par
flr,y,2)=(x+z,y—z,2+y,x+y+22).

1. Déterminer une base de Im f.
2. Déterminer une base de ker f.

3. L’application f est-elle injective ¢ surjective ¢

Slution

1.

f(r,y,2) = (z+z,y—x,z+y,x+y+22),
= (z,—z,0,2)+ (0,9,y,y) + (2,0, z,22),
= z(1,-1,0,1)+y(0,1,1,1) + 2 (1,0, 1,2),
= af(er) +yf(e2) +2f (e3).

La famille (f (e1), f (e2), f (e3)) est une famille génératrice de Im f. or,

f(es) = f(er) + f(ea),

donc, f (e3) est combinaison linéaire de f (e1) et f (es).

Ainsi, la famille (f (e1), f (e2)) est une génératrice de Im f. De plus, elle est libre
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car les deux vecteurs sont non-nuls et ne sont pas proportionnels. On en déduit que
(f (e1), f (e2)) est une base de Im f.
2.

ker f = {(SC,y,Z)GRB/f(SC,y,Z)ZORz;}’

= {(x,y,z) cR?/ (a:+z,y—a:,z+y,w+y+2z):(0,0,0,0)},

r+z=0,
y_x:07
z+y =0,

\ r+y+22=0.

Donc,

kerf = {(£ayaz) GRB / f(ﬁay>z> :OR4}7

= {(ZE,y,Z>GR3/J]:—Z7 Yy=—% Z:Z},

= {(—Z, _272)} = {Z <_17 _17 1>}

On en déduit que le vecteur (—1, —1,1) engendre ker f. Comme il est non-nul, c’est
une base de ker f.

Donc, on trouve que

dimker f = 1.

3. f n’est pas injective, car son noyau n’est pas réduit a {0} .
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f n’est pas surjective, car son image n’est pas R* tout entier. En effet,

dimIm f = 2 # dimR* = 4.
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