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Résumé

Cette these consiste en une étude analytique et numérique d’équations Intégro-différentielles
non linéaires faiblement singulieres de Fredholm et de Volterra-Fredholm. Dans 1’étude
analytique on démontre 1’existence et 1’unicité de la solution en utilisant le théoreme du
point fixe de Banach, pour I’étude numérique on développe une méthode itérative pour
approcher cette solution. Des résultats numériques ont montré I’efficacité de notre mé-

thode.

Mots clés : Equations Intégro-différentiel de Fredholm de deuxieme espece,Equations
Intégro-différentiel de Volterra-Fredholm de deuxiéme espece, noyau faiblement singu-

lier, point fixe, méthode d’intégration produit.




Abstract

This thesis consists of an analytical and numerical study of weakly singular Integro-
differential nonlinear equations of Fredholm and Volterra-Fredholm. In the analytical
study we demonstrate the existence and uniqueness of the solutionusing the Banach fixed
point theorem, for the numerical study we develop an iterative method to approach this

solution. Numerical results have shown the effectiveness of our method.

Key words : Integro-differential Fredholm equation of the second kind,Integro-differential
Volterra-Fredholm equation of the second kind, weakly singular kernel,Fixed point,Product

integration method.
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INTRODUCTION

Les équations intégrales et integro-différentielles singulieres jouent un réle important
dans des domaines célebres, notamment dans 1’étude d’un probleme concernant I’analyse
des contraintes, la Mécanique de la rupture, la conduction thermique et la Radiation, ainsi
que le contact élastique voir [12,24].

Comme la solution analytique de ces équations est difficile a trouver, il est donc im-
portant de développer une méthode numérique pour aborder leurs solutions.Cependant, la
construction d’approximation pour ces équations n’est pas une tache facile en raison de
la singularité du noyau.

Plusieurs méthodes numériques sont utilisées pour cela, telles que, la méthode de
collocation [2, 8], la matrice opérationnelle [34, 39], les ondelettes [23, 45], méthode de
Galerkine [25,37], les fonctions spline [16,41].

Dans des travaux récents [14,15,36], les auteurs ont étudié le probleme de 1’existence
de la solution d’équations intégro-différentielles, ou la dérivée de 1’inconnu est sous le
signe de I’intégrale.

Dans la présente these, nous nous intéressons uniquement aux classes d’équations
intégro-différentielles, qui sont connues sous le nom d’équations intégro-différentielles
faiblement singulicre.

Le but de cette these est de développer un schéma itératif pour approcher la solution de

I’équation de Fredholm et de Volterra-Fredholm intégro-différentielle non linéaire, avec
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un noyau faiblement singulier. Nous examinons aussi 1’existence et ’unicité de la solution
de ces équations.

Ainsi notre these se compose d’une Introduction et de trois chapitres

Dans le premier chapitre, nous présentons les définitions de base, qui peuvent servir a
notre méthode, en plus, nous discutons le concept d’équations intégro-différentielles.

Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude des équations de Fredholm intégro-différentielles
faiblement singuliere. Apres avoir prouvé I’existence et I’unicité de la solution, des exemples
illustratifs ont été inclus, pour démontrer la validité et I’applicabilité des techniques pro-
posées.

Le troisieme chapitre est structuré comme le précédent, ou nous appliquons une mé-
thode itérative pour la résolution des équations intégro-différentielles non linéaires de
Volterra-Fredholm avec un noyau faiblement singulier. Nous appliquons notre technique
a certains nombre d’exemples d’équations, pour montrer la performance et I’efficacité de

cette méthode.



CHAPITRE 1

Introduction a la Theorie des équations intégrales et

intégro-différentielles

Sommaire
1.1 Espacesfonctionnels . . . . ... ... ... .00t 4
1.2 Définitions et principedeBanach. . . . . ... ... ......... 5
1.3 Equationsintégrales . . . . . . v oo v vttt 6
1.4 Equations intégrales singulieres . .. ... ... ... .... 7
1.5 Equations intégro-différentielles . . ... ............... 8
1.6 Equations intégro-différentielles faiblement singuliere ... .. .. 11
1.7 Méthode d’intégrationproduit . . . ... ............... 13
1.8 Interpolation polynomiale par morceaux ............... 14
1.9 InterpolationdeLagrange ... ... ... . ¢ ¢ vt ueeeosaos 15

Dans ce chapitre, nous présentons des outils mathématiques nécessaires a notre theme
de recherche. Nous commengons par donner quelques notions de base sur les espaces

fonctionels
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1.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section, nous définissons les espaces fonctionnels les plus importants a
utiliser dans I’étude des équations intégro-différentielles et nous donnons quelques notes
de bases sur ces espaces.

Nous introduisons les espaces de Lebesgue des fonctions définies sur un ensemble

U C R™, m € N en notant par,

L(U) = {v: U CR" 5 Rllvlima) = [ [oy)l? dy"”” < 00}, 1 < p < o0,
U

L*U) ={v:U CR™ = R;||v| re@w) = ess su[}])|v(y)| < o0}
ye

L’espace L?(U) est un espace de Hilbert munit du Produit scalaire

< U, W >r2u)= /v(y)w(y) dy
U

et de la norme

lollze) = [ To(w) P dy)*”?
U

Le symbole C(U) représente 1’espace de fonctions continues sur U, dans le cas ot U

est un compact, C'(U) est I’espace de Banach muni de la norme usuelle,

lollow = max|v(y)]

Par C*(U), nous désignons 1’espace de Banach des fonctions continument différen-

tiables muni de la norme

0
lellean = oo + 15 llew

Par W1P(U), nous désignons I’espace de Sobolev définie par
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Wl’p(U) ={u:UCR" > Ruel’(U),0uelPU) i=1,...,m}
muni de la norme

[ollwre@y = ([olle@) + D 0] Lo) P
=1

Pour p = 2, W2 = H', est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

=/ Ou Ov
< U,V >y =< U,V >p2) —|—Z 87’8‘% ) ,
i=1 \O%i 0% )

et dont la norme est définie par

o

1/2
1/2 m
o]y = (< u,v >H1(U)) = (/MQ da:+Z/]a |2dx) :
U =1y O

Nous rappelons les principaux résultats de la théorie du points fixe sur un espace de

Banach.

1.2 Définitions et principe de Banach

Définition 1.2.1. Soit (X, ||.||) un espace de Banach, une application F' : X — X est

appelée une g-contraction, s’il existe une constante ) < q < 1 tel que
1F(z) = Fy)ll < qllz =yl
pour tous x,y € X.

Théoreme 1.2.1. Soit (X, ||.||) un espace de Banach et F : X — X est une g-contraction,

alors
(@) F possede un unique point fixe x* € X ;

(b) la suite d’approximations successives x, 1 = F(x,), n € N converge vers la solu-

tion x*, pour tout choix arbitraire du point initial ro € X ;
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(c) les estimations d’erreur

lzn = 27} < 37—l — @oll,
ln = 2% < [ = Znall
pour toutn € N.
1.3 Equations intégrales
Une équation intégrale linéaire de la forme,
b(t)
m(t)u(t) = f(t) +)\/ G(t, s)u(s) ds, (1.3.1)

ou, f(t), m(t) et g(t,s) sont des fonctions connues, tandis que u(¢) est une fonction
inconnue et A est un parametre réel ou complexe non nul, est appelée équation intégrale de
troisieme espeéce. La fonction G (¢, s) est connue comme le noyau de 1’équation intégrale.

Les cas particuliers de (1.3.1) sont les suivants :

(i) équation intégrale de premier espece

Une équation intégrale linéaire de la forme (en posant m(¢) = 0 dans (1.3.1))

0
F(£) + A / G(t, s)uls) ds = 0, (13.2)
a(t)

est connu comme 1’équation intégrale de premier espece.

(ii) équation intégrale du deuxieme espece
Une équation intégrale linéaire de la forme (en posant m(t) = 1 dans (1.3.1))

b(t)
u(t) = () + A / G(t, s)u(s) ds, (13.3)
a(t)

est appelée équation intégrale de deuxieme espece
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(iif) équation intégrale homogene de second espece.

Une équation intégrale linéaire de la forme (en posant m(t) = 1 et f(t)=0 dans

(1.3.1))
b(t

)
ult) = A / G(t, s)u(s) ds, (13.4)
a(t)
est dite équation intégrale homogene du deuxieme espece.

1.4 Equations intégrales singuliéres

Une équation intégrale est dite singuliere si I’une ou les deux bornes d’intégrations
sont infinies, ou si le noyau est singulier a I’'intérieur du domaine d’intégration.

En se basant sur la nature infini du noyau, on peut avoir trois types de noyaux singu-
liers, a savoir noyau faiblement singulier, noyau fortement singulier et noyau hypersingu-
lier.

Nous définissons les différents types de noyau singulier a savoir
- Les formes typiques de noyaux faiblement singuliers p(x, s) sont de la forme
plz,s)=lx—s|7% 0<ax<l
mais aussi Le noyau logarithmique ecrit sous la forme,
p(x,s) =log |z —s|,
qui peut etre considerer comme un noyau faiblement singulier, car on peut écrire
Cloglz—s|lx—s|® N

log |z —s|= Tz s =N(z,s)|z—s|" 0O<a<l

- le noyau fortement singulier p(z, s) est de la forme suivante,

M
p(x,s):’:C(f’j)’, a<xr<b

ol M(x,y) est une fonction différentiable avec M (z,z) = 0.
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- Le noyau hypersingulier se présente sous la forme suivante,

xT,S IM a i
p(x, s) (=52 <z <b

ou M(x,y) est une fonction continue avec M (z,z) = 0.

Les intégrales qui contiennent des noyaux fortement singuliers ou des noyaux hyper-

singuliers sont souvent prises dans le sens de la valeur principale

1.5 Equations intégro-différentielles

1.5.1 Lesrelations entre les équations integrales et les équations intégro-

différentielles

L’équation integro-différentielle est une équation qui inclut a la fois les dérivées et les
intégrales d’une fonction inconnue. Donc a partir de la définition on peut trouver deux
type d’équations integro-différentielles

Le premier type s’écrit

L) = F(E) + / G(t, s, u(s)) ds, (15.5)

avec u(a) = ug. Dans ces équations la fonction  est I’inconnu, aussi la dérivée de 1’in-
connu est en dehors de I’intégrale, la fonction noyau G(¢,s,u(s)) et la source f sont
données.

le deuxieme type concerne une équation intégro-différentielle, dont la dérivée de I'in-

connu est a I'intérieur de I’intégrale, qui s’écrit

b
u(t) = f(t) + / Gt s, u(s),u'(s)) ds. (1.5.6)

Dans ces équations la dérivée de I’inconnu est sous le signe de I'intégrale, le noyau

G(t, s, u(s),u'(s)) et la source f sont données.
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Il existe une relation étroite entre les équations integrales et les équations intégro-
différentielles, en effet selon le type d’€quations intégro-différentielles, on peut les relier

de deux facons suivantes :

Une équation integro-differnétielle peut étre transformée en équation intégrale, par 1’inté-
gration, c’est le cas de I’équation (1.5.5). Ainsi, Il est facile de montrer que 1’équation de

Volterra suivante :

t

W) = f(t) —1—/G(t,s,u(s))ds, u(a) = o,

a

ou f e ClJ],J € C[J x JR]etJ = [a,a+ m], est équivalente a I’équation intégrale

t) = up + /t[f(s) + /tG(U,s,u(s))da] ds,

qu’on peut obtenir en intégrant 1I’équation intégro-différnetielle de a a ¢ et en modifiant

I’ordre d’intégration [voir [17] ].

D’apres I’équation (1.5.6), on constate qu'une équation integro-différentielle peut €tre
considérée comme une équation intégrale, par rapport a la dérivée de la fonction incon-
nue, suite a 1’utilisation d’un changement de variables convenable. En guise d’exemple,
on peut se référer a [44] ; en notant par v(t) = u'(t), ainsi v € C([a, b]), alors on trouve
I’équation u(t) = f(a) + [' v(s)ds

avec

a)—l—/tv(s) +/Gtsf —i—/ )dr,v(s)) ds.

En dérivant par rapport a la variable t on obtient

t

v(t) :f/(t)—i-G(t,s,f(a)—i—/ (s)ds,v( +/ By (t,s, f(a —I—/ )dr,v(s)) ds.

a
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1.5.2 Classification des équations intégro-différentielles

1.5.2.1 les types d’équations intégro-différentielles

pour les équations integro-différentielles non linéaires, elle s’écrivent sous la forme

standard
n(t)

ult) = f(0)+ [ Glt.s,u(s),u(s)) ds.
m(t)
ou u est la fonction inconnue, GG et f sont des fonctions données.

Il existe trois types d’équations integro-différentielles non linéaires a savoir,
1.Equations intégro-différentielles de Volterra

On appelle équation intégro-différentielle de Volterra non linéaire, une équation de la

forme
mw:ﬂw+/G@&m@m@»@,

ol la limite supérieure de I’intégration est variable, u(t) est la fonction inconnue et u'(t)

la dérivée de la fonction inconnue .
2.Equations intégro-différentielles de Fredholm

On appelle équation integro-différentielle de Fredholm non linéaire, une équation de la

forme )
Mﬂ:ﬂﬂ+/G@&M@w%»w,

ou les limites de I’intégration sont fixées.

3.Equations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm
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Les équations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm non linéaires, ce sont les équa-
tions intégrales écrites sous la forme

t

u(t) = f(t) —l—/G(t, s,u(s),u'(s))ds+/G(t,s,u(s),u'(s))ds.

a

1.6 Equations intégro-différentielles faiblement singuliere

Pour obtenir la version faiblement singuliere d’équations intégro-différentielles, on

doit respecter deux exigences

e I’absolument integrabilité
e le noyau qui contient la quantité |t — s| tend vers I’infini lorsque s — ¢

Donc,Pour garantir I’absolument intégrabilité d’équations intégro-différentielles, dont
la dérivée de I’inconnu intervient d’une facon non linéaire a I’intérieur du signe intégrale,
ecrit sous forme

n(t)
u(t) = f(t) + / p(t — 8)G(t, s,u(s),u'(s)) ds, (1.6.7)

m(t)

ou u est la fonction inconnue, G et f et p sont des fonctions données,

il faut que p € W1, Pour plus d’informations voir [14].

De plus pour obtenir un type faiblement singulier, la singularité doit provenir de la
dérivée de p.

A partir de la définition ci-dessus, on a les trois types d’équations intégro-différentielles

faiblement singulieres suivants :
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1.Equations intégro-différentielles de Volterra faiblement singuliere

On appelle équation intégro-différentielle de Volterra faiblement singuliere non linéaire,

une équation de la forme

t

ult) = f(t) + ./p(t — )Gt 5, u(s), u'(s)) ds, (1.6.8)
avece "
(1) p(s) € WHH0,b — a),
(H1)
(2) limg_,, p/(t — s) = 400.

2.Equations intégro-différentielles de Fredholm faiblement singuliere

On appelle équation intégro-différentielle de Fredholm faiblement singuliere non linéaire,

une équation de la forme

ult) = f(1) + / p(| £ — 5 NGt 5, u(s), ' (s)) ds, (1.6.9)
ou p(s) Vérifie
1) pls) € WH(0,b—a),
(H1)
(2) lim, o+ p'(s) = +o0.

3.Equations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm faiblement singuliere

On appelle équation integro-différentielle de Volterra-Fredholm faiblement singuliere non

linvaire, une équation de la forme
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ult) = f(t) + /pl(t — )KL (t, 5, u(s), () ds
" (1.6.10)

+/p2(y t— s ) EKalt, s,u(s),u'(s))ds, t€ [a,b],

avec p(s) qui satisfait

(1) Pm € Wl’l(oab_a)a m = 1a27
(2) p1(0) =0,
(H1)
(3) lim, ; p}(t — s) = +o0,
(4) lim, o+ ph(s) = +oo.

1.7 Méthode d’intégration produit

Lorsque la fonction du noyau n’est pas assez réguliere (n’est pas bornée), on ne peut
pas utiliser les méthodes d’intégration numériques habituelles, telles que les méthodes de
Simpson ou du trapeze.

Cependant, il existe un moyen de gérer cette situation, a savoir utiliser la méthode
d’intégration produit(voir [21]).

La méthode d’intégration produit est une méthode standard, qui permet d’évaluer nu-

mériquement 1’intégral suivant
b
I= / o(t)dt

ou ¢(t) est un fonction qui n’est pas continue. Elle consiste a écrire 1’intégrale sous la

forme )
1= [ptyaeyat,

ol V(1) est en général assez réguliere, et p(t) est une fonction présentant des singularités.
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Ensuite, comme le noyau () est une fonction suffisamment réguliere(c.-a-d. qu’elle
est plusieurs fois continument différentiable), on I’approche par une fonction 5(2?) et on

calcule I’integral
b
1= [p(t)yiyt

Généralement, la plupart des mathématiciens utilisent la fonction linéaire par morceaux
pour approcher ¥(t), au lieu de faire Iinterpolation de Lagrange, parce que pour cette

derniere, il est difficile de trouver sa convergence.

1.8 Interpolation polynomiale par morceaux

Soit [a, b] un intervalle fini, et soit f € C/[a, b], nous introduisons la partition de 1’in-

tervalle [a, b], noté A de la maniere suivante :
A={a=xy<x;<--- <z, =0}

On note hl = X; — Tj—1, 1 < 1 <n, eth = IEa<X hz

1<i<n

L’interpolant linéaire par morceaux Pa f de f est défini par les deux critéres suivants :

-Pour tout s = 1,...,n, P flz,_, 1, €st linéaire.

-Pour touti = 1,...,n, Paf(z;) = f(x;).

Il est facile de voir que P f existe et unique, de plus on a

Ty — X T — Ti—1

B f(wia) + B

Paf(z) =

f(l'l), x € [xi_l,xi],

pour 1 <7 < n.
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1.9 Interpolation de Lagrange

Soit [a, b] un intervalle fini, on subdivise I’intervalle [a, b] en n sous-intervalles égaux

de largeur h, en utilisant
a=1g <ty <--- <tn:b,tl:a+zh

Dans chaque sous-intervalle, nous introduisons une subdivision supplémentaire, avec des
points

a=1t; <t <ty <- - <tpm < lip1-

Nous définissons les polyndmes fondamentaux de Lagrange comme suit,

(t—tig) -+ (t = tij—1)(t — tijoa) -~ (T — tim)
(tij — tio) - (tij — tij—1) (i — tijen) -+ (tij — tim)

lij —

Il est clair que /;; est un polynome de degré m( Le dénominateur est une constante).

Pour évaluer une fonction f(t) sur les points t;,t;1, ..., ty, avec I’interpolation de La-

o~

grange, on doit la représenter explicitement par une fonction approchée f(t) comme suit
F) = 2 L0 f (t)-
=0

On remarque que dans le cas m = 1 qui correspond a I’interpolation affine par morceaux.
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Etude analytique et numérique des équations

intégro-différentielles faiblement singuliéres non linéaires
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Considérons le type d’équations de Fredholm non linéaire suivant, lorsque la dérivée

de I’inconnu se trouve sous I’intégrale,

u(t) = f(t) + /p(| t—s|)G(t,s,u(s),u'(s)) ds, (2.0.1)

ou, I'inconnu u € C'([a, b)) et f est une fonction donnée dans le méme espace. De plus,
nous devons associés a I’équation (2.0.1), une autre équation qui contient plus d’informa-

tions sur la solution u. Ainsi, en dérivant les deux cotés de 1’équation (2.0.1), on obtient

16
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I’équation suivante :

u'(t) = f’(t)+/ sign(t—s)p'(| t—s [)G(t, s, u(s), u'(s)) d8+/p(| s 9 (15, u(s), () ds,

ot
(2.0.2)
ou le sign(t — s) représente la fonction signe, définie comme suit,
1 t> s,
sign(t —s) =4 —1 t<s,
0 t=s.
la singularité provient de la dérivée de p(s) sous la forme suivante
(1) p(s) € WH(0,b - a),
(H1)
(2) lim, 0+ p/(s) = +00,
ou
W 0,6 —a) = {p € L' (0,b—a),p’ € L'(0,b—a)}
est un espace de Banach munit de la norme suivante,
IPllwir0p-a) = Pl 21 05-a) + 1P | 21 (0.5-a)- (2.0.3)

Dans la suite nous démontrons un résultat d’existence et unicité de 1’équation (2.0.1).

2.1 Existence et unicité de la solution

Nous supposons que G satisfait les hypotheses suivantes :

() feC(atlB), N e O(a, b x B
JA, B, A, B >0, Vt,s € [a,b], V2, y, Z, J € R, ona
(H2) - -
(3) G(t,s,2,y) — G(t,5,%,7)| < Alz — y[ + Blz — 1],
oG oG . _
- = . )l < — T — 17l
g (s 2.y) = - (t5.2,9)| < Alr —y| + Blz — g
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En outre, pour étudier I’existence et ’unicité de la solution de (2.0.1), nous définissons la

fonctionnelle 7 par,

ou & € C'Y([a, b))
avec la norme

€]l (fae)y = N1€lloe + 1€l

tel que ||¢]|o = sup {|£(2)]}.

t€la,b]

En dérivant I’équation ci-dessus par rapport a t, nous obtenons

b

THE() = f'(t) + /Sign(t —s)p(|t—s[)G(t,5,£(s),€ (s)) ds

b a5 DO 5, 605),€(9)) ds

Pour tout f € C*([a,b]), la fonctionnelle 7' est continue de C"*([a,b]) dans lui-méme,

parce que c’est la somme de deux opérateurs de Volterra bien définis (voir [14]).

Théoréme 2.1.1. Supposons que les hypothéses (H1) et (H2) soient satisfaites, et sup-

posons qu’il existe X > 0 telle que, pour tout t € [a, b, on a

b
was{A B ABY [l = sDlds <A<z, ()

b
1
maX{A,B}/\p'(\ t—s|lds <A<z, (%)

alors (2.0.1) a une solution unique dans C*(|a, b)).
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Démonstration. Nous allons appliquer le théoréme du point fixe de Banach sur la fonc-
tionnelle 7 dans I’espace C"'([a, b]), muni de la norme définie ci-dessus. En effet nous

avons

b

[p(1t= s Gt 5w (s), 0 (5)) ds

a
b

= [ p(1t =5 DOt 5. uals), wa(s)) ds

a

b
< /!p(\ t—s DIG(E s, ui(s), ui(s)) = Gt 5, uz(s), uy(s))| ds

a

Ty (ur(8)) = Ty (ua(t))| =

en se référant a ’hypothese (2) de H2, on obtient
b
Ty () = Ty(ua(t)] < A [[p(] ¢ =5 Dlur(s) = ua(s)] ds
ab
+ B [Ip(t= s Dllu(s) - wh(s)] ds
ab
< A [lpll ¢ s Dldslun — walls
ab
+ B [ Ip(lt = sl dsllut = |

b
< (maX{A, B, A, B}/ (|t — s])| ds) w1 — ualler (fap)
alors d’apres (x) (x*) on conclut que,
||Tf(u1) — Tf(UQ)HOO S /\ ||U1 — u2||Cl([a,bD' (214)

De la méme maniere on évalue
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T3 (ua (1)) = Ti(ua(t))] < /Ip'(l t—s Gt s, ui(s),uy(t) — G(t, s, uz(s), us(t))| ds

a

b 0= s 01| s 0) = 5 s (9,0 s

a

Mais d’apres I’hypothese (2) de H2, on

Tyn(6) = THua()] < A [t =5 Dl |ui(s) = wals)|ds+ B [ 15(| £ =5 ] i (s) = uy(s)]

IN

b
A [ = s Dl ur(s) = ua(s) o ds
%—B/ww—smww»wamu@

(1t =5 Dlllui(s) — ua(s)llo ds

S @\@

[p(| £ = s Dlllui (s) = u5(s) ]l ds

+

B
< (maX{A B}/|p |t —s|)] ds) w1 — ual| e (a)

max{A, B, A B}/]p (|t—-s |)|ds) w1 — ualler (o),

ce qui donne selon (x) et (xx

||Tj’c(u1) - T}('UQ)HOO S 2/\||U1 — u2HC’1([a,b])' (215)
Par conséquent, de (2.1.4) et (2.1.5), nous déduisons que
1T (ur) — T (u2)|l o1 o)) < 3Aur — wallor(fap)-

Finalement, comme A\ < %,Tf est une contraction, donc il existe un seul point fixe pour la

fonctionnelle 7', ce qui acheve la preuve. U
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Remarque 2.1.1. Dans [35], nous pouvons constater que 1’auteur a étudié, en utilisant
une idée similaire, I’existence et ['unicité de la solution de la version de Fredholm de
I’équation intégro-différentielle a ordre des dérivés élevé, définie comme suit,

b

x(t) = f(¢) +/G(t, s,x(s),

a

/

(s5),...,2"(s)) ds, a<t<hb.

2.2 Méthodes numériques

En général, il existe diverses méthodes numériques pour obtenir une solution ap-
proximative des équations. Dans notre travail, nous nous intéressons a la méthode décrite
dans [4] par Borzabadi et Fard pour étudier 1’équation intégrale de Fredholm non linéaire

suivante :
b

x(t) = f(t) + /G(t, s,x(s))ds, a<t<b,

a

ouG € C([a,b] X [a,b] x R).

Cette méthode consiste a estimer I'intégrale selon le procédé de Newton-Cotes, puis né-
gliger ’erreur de troncature, afin d’obtenir une forme discrétisée de 1’équation, par la

suite, les auteurs utilisent les conditions suivantes :

o Glt,5,2(s)) € C([a,b] % [a,8] X R),

o G.(t,s,x(s))existe sur [a,b] X [a,b] x R),

o 7 < jgavecy = sup {|Ga(t,s x(s))l},
s,t€[a,b]

pour prouver la convergence de la méthode.
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Tout au long de cette section, nous appliquons une idée similaire a celle mentionnée ci-

dessus, pour approcher les équations (2.0.1) et (2.0.2).

Tout d’abord, soit NV € N*, considérons la subdivision équidistante A définie par,

b_
AN:{ti:aﬂ'h,h:Na,izo,...,N}.

Par conséquent, en prenant la subdivision équidistante A y, et si on note par

uw(t;) = w, W'(t) =ul, f(t;)=fi et f'(t;)=f pourtout ¢=0,...N

) 7

, alors, les équations (2.0.1) et (2.0.2) sont données comme suit :

b
wi = fi + / p(lt; — s|)G(ti, 5, u(s), 4/ (s)) ds, (2.2.6)
u, = f—i—/szgn t;i—s) p'(|ti—s|)G(ti, s, u( d8+/p tz,s u(s),u'(s))ds.
(2.2.7)

Dans notre cas, comme p € lel(O, b — a), alors pour estimer les termes intégraux de

(2.2.6) et (2.2.7), nous allons utiliser la méthode d’intégration des produits (voir[ [3],
[42]D).

c . . . oG e
Cette méthode consiste a interpoler les termes réguliers G et e sur Ay, par I'utilisation
des fonctions linéaires par morceaux dans chaque sous-intervalle [t;,,44],7 =0,..., N,

comme suit,

/ s —1; /
Pn I[G] (tza S, U(S) u (S)) = ( 3 ]> G(ti7tj+17uj+1)uj+1)

tiy1 —s '

+ ( N > G(ti, ty,uj,uy), s € [t,timl,

e , oG
Pn,l [at] (tias7u(3)au (S)) = ( L > 8t (tzatj—l—huj—i—h j-}-l)

t; 1— S 8G

+ ( ”h ) = oty ug, ), s € [t ).
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Dans la suite, pour tous ¢+ = 0,1,..., N, les équations (2.2.6) et (2.2.7) peuvent étre

écrites de maniere suivante :

N
U; = fi—f—ZOéjG(ti,tj,Uj,U;) +€1, (228)
=0
/ ! al / oG /
U; = fz + Z ﬁ]G(tl, tj, Uy, Uj) + Oéja(ti, t]’, Uyj, Uj) + &9, (229)
j=0

ol, €1, €2 sont les termes d’erreur de la regle d’intégration des produits, «; et 3; sont

donnés par,

t1
1
ag = 3 [t =it — s ds,
tj

tjr1
1 .
a; = 3 | [ =todp(ti—shds+ [ (=9t —sds |, j=1,....N-1,
¢i—1 tj
1 b
av = 5 /(s—tN,l)p(]ti—sts,
tN-1

t1
1 . !
B = 3 [0 = s)sign(t — 5)p(It — s]) s,

tj

/ (s —tj—1)sign(t; — s)p'(Jt; — s|) ds

¢i—1

B =

> =

tjr1
+ [ (= s)sign(t = s) (It —sds | G=1. N =1,
t,

b
1 .
By = / (5 — ty_1)sign(ti — s) p'(|t; — s|) ds.
tN-1
Proposition 2.2.1. ¢, et 5, considérés dans les équations (2.2.6) et (2.2.7), satisfont res-

pectivement,
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el < k) et leo] < pah) pour certains pa(h), jo(h) > 0 avee (k) — 0 et
po(h) — 0 quand h — 0.

Démonstration.

s—t|<h

e < /I:D(I?fi—SI)maX (G, 5, u(s), u'(s)) = Pu[G](E, 7, u(T), (7))l
b

< /Ip(\ ti = s [) ds| (IG(t:, 7, u(r), w'(7)) = G(t:, 7, u(0), u'(6))]

+ |G(ti7 T, u(9>’ ul<0)) - G(ti7 Q? u(é’), u’(@))D

< [t Dl ds (g, 1606700100 — G0, i) )

b
+ max{A, B,A,B} [Ip( t—s )l ds max u(r) = u(B)] + max |o(r) = /(0)],
J |T—6|<h |[T—6|<h

en utilisant les équations (1) et (2) et les notations suivantes :
b
) = [ p(lt= s Gt s us),u/ () ds,

wo(h, p) = max |p(t) — ¢(0)],

|[s—t|<h

w1 (h7 90) - U)()(h, SO) + wO(hv 90/>a

(wo(h, ) est appelée le module de continuité de ¢) nous obtenons
b
il < [l o= s Dl ds g, 160, 0,000)) = G .000). /0
T—0|<

b
+ maX{A,Bﬁ,E}/!p(It—S DIds( max [f(7) = £(0)] + max [f(7) = £(0)]

|[T—0|<h T—0|<h

max |H(r) — H(0)| + max, |H'(1) — h(0)]),

a<t<b;xr,yeR

max{A, B, A, B}

max wo(h, G<t7 -, y))
le] < A(wl(h,f)+w1<hﬂ>+ )
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selon les méme étapes précédentes,on trouve

max (”LUo(h,G(ty .,x,y))

< 9 L 9 H a<t<b;x,yeR
leal < A | 2wi(h, f) + 2wi(h, H) + max{A, B}
oK
a<tShoyeR wolh, i (1, 2,9))
max{A, B, A, B}

Comme f € C'([a,b]) et en se référant a la condition (1) de (H2), nous obtenons le

résultat. O]

Nous considérons maintenant les équations approchées non linéaires suivantes en né-

gligeant les termes d’erreur €; et 5 dans (2.2.8) et (2.2.9) respectivement,

N
V; = fz + Z OéjG(ti, tj, vy, U)j), (2210)
§=0
R oG
w; = fz + Z BjG(ti, tj, Uj, wj) + Oéja(ti, tj, Uj, U}j), (2211)
5=0
ou (v,w) = (vo, ..., VN, Wo, ..., wy) sont les solutions de (2.2.10) et (2.2.11) respecti-

vement.

le théoreme suivant permet de montrer 1’existence et I’unicité de la solution de (2.2.10)-

(2.2.11).

Théoreme 2.2.1. Le systeme ((2.2.10)-(2.2.11)) possede une solution unique, pour \ < %

Démonstration. Si on définit V' = (vg,...,vn,Wo, ..., wy) le vecteur inconnu dans
R2¥+2_ on peut ecrire le systeme ((2.2.10)-(2.2.11)) sous forme d’une équation vecto-

rielle V' = W(V'), en utilisant la norme suivante

IV llgan+2 = max {Jvsl} + max {Jwil}.
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Il est clair que, pouri =0,...,n

max{|T;(V) = &;(V)[} = [®(V) - T (V)]

77777

N
Z || (Alv; — v5] + Blw; — wy),

IA

IN

max{4, B} [ Ip(lt: = s|)| ds(IV = V1.

Pouri=n+1,....2n+1

max  {|U;(V) = W(V)[} = |U.(V) =0 (V)],

i=n+1,....2n+1

IN

N

Z || (Alv; — 5] + Blw; — wy])
N

+ Z 1B|(Alv; — v5| + Blw; — w;|),

b
(max{A, B, A, B} / (It: — s))|

IA

+ max{4, B} / (1t = sDlds)|V = Vs

enfin, nous obtenons

(V) = U(V)lgerz < AV = V[zanse,
En utilisant le théoréme du point fixe de Banach, nous obtenons le résultat. O]
2.2.1 D’analyse de la convergence

Dans la proposition suivante, nous cherchons la condition pour que ||t —v||o + ||t — W] 00

tend vers 0.
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Proposition 2.2.2. D’apres les hypotheéses (H1), (H2) et pour 0 < \ < % nous avons,

€

/ S —
o= vlloo + ' = wloo < T

avec € = €1 + &o.

Démonstration. Tout d’abord, il est facile d’observer qu’il existe ¢,r € {0,..., N} telle

que

[ = vllos + [t — wloo = [ug — vyl + |1y —w, ],
ainsi, nous avons,

N
g — vg| + Jul —w| <D |al|Gltg, t,ug,ul) — Gty t,v5,w;))|

=0

+ |5j||G(tratjauj7u;) - G(trvtjavjijﬂ
e L aa

+ |Oéj| E(tr7tjaujvuj)_E(thtjvvjawj)

+ &1+ &9,

en se référant a I’hypothese 2 de H2, on trouve

N
g — Vgl + Jup —wy| <Y (loyl + [8]) (Aluy — vl + Bluj — wyl)
]:
&

|<A|U’] UJ|+B|U j|)+€1+€2a

IN

{max{A, B} ( [ 1p(lt, = shlds+ [ 1p/(1t, = s) ds)

b
+ max{4, B}/ Ip([t, — s])| dS} (Jug — vg| + uy — w,]) + €1 + €2,
< 3BM(|ug — vg| + |uy, — wy]) + €1 + €.

Par conséquent, nous avons

£
1-—3\

1w — v + U — W]loo <
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donc, lorsque h — 0, on a (v, w) tend vers (u, u'). O

La solution du systéme d’équations non linéaires (2.2.8) et (2.2.9) peut étre obtenue

par un processus itératif, ce qui conduit au systeme suivant, pour tous ¢ = 0... [V,

vt = ﬂ+2% (ti, tj, vF, wh), (2.2.12)

k+1 / al 0K k
wit = fi+ 3 BG t%%w)+%a@tﬂw%) (2.2.13)

Dans la suite, nous allons prouver le théoreme suivant concernant la Convergence de

la solution itérative (v*!, w**1) de (2.2.12) et (2.2.13) vers (v, w) lorsque k — oco.
Théoreme 2.2.2. D’apres les hypothéses(H1 ), (H2) et pour tout vecteur initial arbitraire
(09, w®), nous obtenons,

k+1 k+1

W = vlloe + [0 —wllee < BN (V" = vlloo + 0" = wls)-

Démonstration. En utilisant (2.2.10), (2.2.11), (2.2.12) et (2.2.13), on a pour tout ¢ =
0,...,N:

N
UkJrl—’Ui = ZOéj( t t],v],w’“) G(ti’tj’vj’wj»’

N
witt —w; = Y GGt ty, vf wh) — Gt by, 05, w;))

oG oG
ij(a(tr, tj, U;-C, 'LU;C) — E(tr, tj, Uy, ’LU]))

Par suite,

| ot — v | < Z\%HG?? ty, v wh) — G(ti, by, 05, w;) |,
7=0

N
< Z || (AJof — v;] + Blwh —wy)),
b
< maX{A,B}/ (|t — s)] ds(]]v" = v]|eo + [[w* — w]]l),
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Ainsi,

[ =l < A(V* = Voo + [0 — wlllc).
de la mé&me fagon, on trouve

[ = w]loe < 24(|[0* = Voo + [l — wlle0).
Enfin, nous obtenons

W = oo + 0™ = wlloo < BA([0" = vlloo + " = wllw).
En répétant la dernicre inégalité k-fois, on obtient
W = lloo + 0™ = wlleo < BN ([I0° = v]le + [0 — w]|e0).

Comme 0 < A < 3, on conclue que [V — ]| + |w*™ — w|o = 0k — o0 O

2.3 Les tests numériques

Dans cette section, nous appliquons notre méthode a quelques exemples d’équations
intégro-différentielles faiblement singulieres non linéaires de Fredholm, puis nous analy-
sons les résultats némuriques.

Expemplel Considérons I’équation integro-différentielle de Fredholm suivante :

u(t) = 210 /1 \/|t — s|sin (es + arcsin (S:t> +u(s) — u’(s)) ds+ f(t), tel0,1],

N

ou,
(7t + 3)(1 — £)3/% 4 715/
450 ’

alors la solution exacte u de cette équation est donné par :

1) = te' -

u(t) = te'.
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Nous pouvons voir que le noyau G(s, ¢, z,y) = sin (e + arcsin ( ) +x— y) satisfait

a I’hypothese (H) avec

et la fonction p = /|t — s| satisfaita H;.

Maintenant, nous essayons d’établir notre méthode numérique pour trouver la solution
+1 et wk*! selon les schémas (2.0.1) et (2.0.2) respectivement, avec le vecteur initial

v = w® = 0, et en utilisant une condition d’arrét sur le parametre k de type
|Uk:+1 . Uk| + |wk+1 . wk;| S 10—7'
E'y la fonction erreur de cette méthode est donnée par

By = max {lu(ts) — )| + o/ (8) — wt ]},

TABLE 2.1 — Numerical Results.

N Ey

10  5.43E-4
50  5.29E-5
100 1.91E-5
500 1.76E-6
1000 6.25E-7

Expemple2 Considérons 1’équation intégro-différentielle non linéaire de Fredholm,

qui est défini comme suit,

1T 1+es+e)

—/ —ds
0O 1+e u(s) 4 e=/(s)

ON
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FIGURE 2.2 — Solution exacte vs solution approchée pour N = 50
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Si on prend
(1 —)3/2(8¢3 + 12t% + 15t) + 8t%/2

fe)=t- 525

on trouve la solution exacte
u(t) =t.

TABLE 2.2 — Résultats numériques de Ex2.

N Ey

10 1.60E-3
50 1.94E-4
100 7.19E-5
500 6.91E-6
1000 2.49E-6

Le tableau 2.1 représente la fonction d’erreur pour un nombre d’itérations /N peut

atteindre 1000.
Les résultats dans les tableaux 2.1 et 3.2 confirment la convergence de notre processus

numérique, c’est-a-dire £y — 0 quand h — 0. Les figures 2.2 et 2.4 nous montrent la

comparaison entre les solutions exactes et numériques pour N = 50
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FIGURE 2.3 — La fonction erreur Ey
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FIGURE 2.4 — Solution exacte vs solution approchée pour N = 50
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Considérons le type d’équations de Volterra-Fredholm non linéaire, ou la dérivée de

I’inconnu se trouve sous 1’intégrale,

ult) = £+ [ it = 9Kt 5, u(s), 0/ (5) ds
¢ (3.0.1)

+/p2(y t— s ) Kalt, s,u(s),u'(s)) ds, t€ [a,b],

ou, I'inconnu v € C*'([a, b]),f est une fonction donnée dans le méme espace et les fonc-

tions K,,, € C%([a,b]* x R?) avec m = 1, 2.

34
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Notons que la dérivée de I’inconnu « apparait a I’intérieur de 1’intégrale, donc nous de-
vons joindre a I’équation (3.0.1), une autre équation contenant plus d’informations sur
la solution u. Ainsi si nous dérivons les deux cotés de 1’équation (3.0.1), nous obtenons

I’équation suivante :
t
W) = O+ [t = Kt s uls), 0/(s) ds
t
DK ,
+/p1(t — 3)8—;(15, s,u(s),u'(s))ds
: (3.0.2)

b
b [t = 5 DEKalt s, u(s), /() ds

+/mupwpﬁf@&wgw@»@,

ou ~y représente le signe du (¢ — s) comme suit,

1 t> s,
y=sign(t—s)=9{ —1 t<s,
0 t=s

Nous constatons, en se référant a [7], que la singularité provient de la dérivée des fonc-

tions p; (s) et pa(s) sous la forme suivante :

(1) Pm € WHL0,0 — a), m=1,2,
(2) p1(0) =0,
(A1)
(3) lim,_; p(t — s) = +00,
(4) limg o+ ph(s) = +oo,

ot WWh! est I’espace de Banach définie par

W 0,6 —a) = {p € L'(0,b—a):p € L*(0,b— a)},
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muni de la norme Hp“wl,l(mb_a) = ]|pHL1(O7b_a) + Hp,HLl(Ojb_a).

Dans la section suivante, nous étudions 1’existence et 1’unicité de la solution de 1’équation
(3.0.1), et nous développons une méthode itérative pour trouver une solution approxima-

tive de cette équation.

3.1 Ecxistence et unicité de la solution

Nous supposons que /,,,, m = 1, 2, satisfait les hypotheses suivantes :

(1)  felCa,b],R), " e C%a,b]* xR?), m=1,2.

JA, B, A, B,C, D,C, D >0,Vt,s € [a,b], Yz, y, T, § € R, tel que :

0,

|K1(t,87$7y) _K1<t787i‘7g)’
A2 _ _
W) IKaltsioy) = Kaft,5,2,9)] < Cle =yl + Dl — g,
0K 0K _ _
87;<t7sux7y)_aitl(ta87j7g) §A|J;_y|+B|‘%_g|u
0K 0K . _
aifavswfuy)_ai;(tasaiag) gc‘x_y‘"i_D’j_g’

Ensuite, pour prouver I’existence et 1'unicité de la solution de 1’équation (3.0.1), nous
définissons pour tout f € C([a, b]) la fonctionnelle T7,

Ty : C([a,b]) — C'([a,b])
& o THOM = FO+ [l = s DK (L5, uls),(5)) ds
+/p2(y t— s ) Ka(t, s, u(s), 4/ (s)) ds, Vt € [a, ]

pour tout & € C'([a, b]), (muni de la norme 1€l et ae)) = [1€lloo + 1€ [loo)-

On remarque que la fonctionnelle 7' est continu de C*([a, b]) dans lui-méme(bien dé-

fini) parce que c’est la somme de trois opérateurs de Volterra bien définis (voir [14]).
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Théoréme 3.1.1. Sous les hypothéses (Al), (A2) et s’il existe o > 0 tel que, pour tout
t € la,b]

b b
o . 1
max{A, B, A, B}/ |p1(t—s)| ds+max{C’,D,C’,D}/|p2(| t—s|)|ds <o< 3 (%)

b b
1
max{A, B} [ 1ph(t = )| ds +max{C. D} [Iph(|t s ds<o< g, ()
alors la solution u de I’équation(3.0.1) existe et unique dans C"([a, b]).

Démonstration. Pour démontrer le théoreme (3.1) nous appliquons le théoreme du point
fixe de Banach ou 7'y défini auparavant.

En effet, pour tout ¢ € [a, b], nous avons,

Ty (ua(t)) = Ty(ua(t))] < /|p1(t—8)||K1(t,s,ul(8),U’1(S))—Kl(t,s,Uz(S),UQ(S))IdS

b
+ /!Pz(! t— s DIIK2(t, s,u1(s), ui(s)) = Ka(t, s, us(s), ug(s))| ds

en se référant a I’hypotheése (2) de A2, on trouve
t t
Ty @) = Tylw@®)] < A [ pilt = s)lluils) = ua(s)| ds+ B [ pa(t = s)]ut(s) = wh(s)| ds

b b
+C [Ipalt= s Dllun(s) = wa(s) s+ D [ [pa(] t = s DIJu(s) = uh(s)]

IN

t t
A [ 1pi(t = ) dsllus = wlloe + B [ Ion(t = )] dsljul - u

b b
+ € [lpa(l t = s Dldsllur = uzlloo + D [ Ipa(lt = s])l dsljuy =

IN

b
(maX{A, B, A, B} / p(t — )| ds

b
+ maX{C’, D,é, D}/|pg(|t—8‘)‘d$) Hul—UQHCvl([a’b]),
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par conséquent

HTf(ul)—Tf(uz)Hoo S Q"u1_u2“cl([a7b]). (313)

De la méme maniere, nous obtenons

t

/ Pt — ) K (L, s, un(s), 10, (£)) ds

_ /p'l(t — K (s, us(s), ub(t)) ds

Ty (ua(t)) = Tr(ua(t)| =

n /tplos—s)a(,)[?@,s,ul(s),ui(t))ds
) jpl<t_S>aa§1<t,s,m<s>,u;<t>>ds
+ /p;q t—s ) Ko(t, s, (s), ui (1) ds
- /tp;(| t— s ) Ea(t, s, ua(s), uy(t)) ds

+ /p2|t—8

5 (t s,up(s),uy(t))ds
— /pg |t —s]) ;( (t, 8, ua(s), up(t)) ds

< /|P1 (t = $)[ [ Kt 5, ua(s), uy (1) — Ka(E, s, ua(s), us(t))] ds

+ / e = )1 | sk () = S 5.0, 50

+ /|p2 [ &= s DIK2(t,s,u1(s), ui (1) = Ka(t, s, uz(s), us(t))| ds

/ aK /
+ /|p2|t—s | st 0) = T o) 40 s
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d’apres I’hypothese (2) de A2, on a
|7 (ur(t)) = Th(ua(t))] < A/tlp’l(t—s)l |ur (s) —Uz(s)|d8+B/tlp’1(t—s)| [y (s) — u(s)| ds
+ fl/tlpl(t—s)llul(s) —Uz(s)!ds+f?/tIpl(t—s)IIU’l(s) — ujy(s)| ds
+ C/b!p’z(! t—=s )] |ur(s) = ua(s)| ds
+ D/b|p’2(| t—s )] |ui(s) — uj(s)| ds
+ C/b!pz(! t— s Dl[ur(s) = ua(s)| ds

+ D [ Ipa(lt = s Dlfui(s) — u(s)|ds

IN

(maX{A,B}/|p’1(t —3)| ds

b
+ maX{A,B,A,B}/|p1(t— s)| ds
b
+ max{C, D} [ Iph(lt =5 ]| ds

b
+ maX{C, D, é, D} / ‘pgﬂ t—s ‘)’ dS) Hu1 — U,zHCl([ayb]),
d’ou
1 T5(u1) — Th(uz)[loo < 20[|ur — uzllcr (fap)- (3.1.4)

Ainsi, de (3.1.3) et (3.1.4), nous obtenons

T (ur) — T(us) |1 (jap) < 3ollur — vzl o (o)

Comme o < %, T est une contraction, donc il existe v unique vérifiant 7 (u) = u, ce qui

acheve la preuve du théoreme. [
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3.2 Méthodes numériques

En général, pour résoudre les équations (3.0.1) et (3.0.2), il existe de nombreuses mé-
thodes numériques qui reposent sur la construction d’un systeme algébrique non linéaire,
a partir de I’équation considérée.

Dans nos travaux, nous nous intéressons a la méthode décrite dans [49] par Wang
et al(la version Volterra-Fredholm du travail de Borzabadi et Fard [4] initialisé dans le

chapitre 2) , qui ont étudié I’équation intégrale non linéaire de Volterra-Fredholm définie

par,
t b
x(t) = f(t) + AI/Kl(t, s,x(s)) ds + )\z/Kg(t, s,x(s))ds, a<t<b,

avec A\, A\ € R Ky, Ky € C([a, b)).

La méthode basée sur la transformation de 1’équation en une forme discrétisée, en utilisant
I’intégration de Newton-Cotes, alors, sous certaines conditions, les auteurs ont prouvé que
la solution de la forme discrétisée converge vers la solution exacte. Enfin, la solution de
la forme discrétisée est approchée par une méthode itérative.

Tout au long de cette section, en suivant les idées mentionnées ci-dessus et celle du
chapitre précédent, nous donnons une approche itérative pour obtenir la solution approxi-
mative de nos équations (3.0.1) et (3.0.2).

Tout d’abord, supposons que N € N* et considérons la partition équidistance Ay

définie par,

ANZ{ti:a—H’h,h:b]_va,@':()...]\f}_

Pour toute partition A, on note par,

Utl = Uy, Ul tl :u’-, tl :fietf’ tl :f, our toutz = 0--- V.
(t:) i ip
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Alors d’apres les équations (3.0.1) et (3.0.2), nous pouvons écrire,

w = fit [ pit = $)Ka(ti, s, u(s),u(s) ds

(3.2.5)
—i—/p(]ti — s)Kal(ts, 5, u(s),(s)) ds,
u, = f! +/p1 $)K1(ts, s,u(s),u'(s)) ds
+/p1 (tz,s,u(s) u'(s)) ds
(3.2.6)

T / 1Bl ti = s [V Ka(ti, s, u(s),u/(s)) ds

b

+/p2(| ti—s |)8£2 (ti,s,u(s),u'(s)) ds.

a

ou y; = sign(t; — s).

Dans notre cas, comme les fonctions p;(s), p2(s) satisfont I’hypothése (A1), alors pour
approcher les termes intégraux de (3.2.5) et (3.2.6), nous devons utiliser la méthode d’in-
tégration du produit (voir [3, 42]), ou le concept de cette méthode est d’approcher les
™ pour m = 1,2 sur Ay. En utilisant les fonctions linéaires

ot

par morceaux dans chaque sous-intervalle [tj, tj+1] ,J =0--- N, nous obtenons,

termes réguliers I, et

Kon(ti; s, u(s), u/(s))

12

s—t;
( ; ]> Ko (tis s 1, W)

tixg — S
+ <j+1h> Km(ti,tj,uj,u;), S € [tj,tj+1],

0K, , s—t;\ 0K,,
S 1 (), (5)) = ( hﬂ) S it g,
‘ 0K,
+ < ]+1h > ot (t17tj7uj7uj) ERS [tj7tj+1]'

puis, pour tout ¢ = 0--- N, les équations (3.2.5) et (3.2.6) peuvent étre écrites comme
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suit,

i N
U; = fZ + ZajKl(ti, t]’, Uj,U;) + ZEJ'KQ(tZ’,tj,Uj, U;) + Ol(h),

=0 §=0
0K
u, = f! +253K1 ti, t;, uj, J)+oz] T 1( tj,uj,u;-)
7=0
N
0K,
Z Ko(ts, ty,uj,uf) + a;—~ P (ti ty,uz,ul) + Oz(h),

(3.2.7)

(3.2.8)

ou, O1(h), Oy(h) sont les termes d’erreur de la méthode d’intégration des produits avec

o, 35, @ et 3; qui sont donnés par,

1 1
oy = E/(tl — s)p1(t; — s) ds,
t]

tj+1

1 . .
a; = - /(s—tj,l)pl(ti—s)ds—l—/(tjﬂ—s)pl(ti—s)ds , j=1...i—1,

t]‘ 1 t;

o = h/ s —ti—1)p1(ti — s)ds,

/80 - h/ rylpl t _S)dS
1 ti+1
B = - /<s—t] AT ds+/ pi = St — ) ds
ti—1

1 ,
62' = E /(S—ti_l)’)/ipl(ti—S)dS.

ti—1
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1 1
Qg = B/(tl_s)p2(|tz_s|)d8
t,

J tit1

[ s=timallts = shds+ [ (G = s)pallts = sds | j=1...N =1,
ti—1 t;
b

Ay = 3 /(s—tN (|t — s]) ds

<
SRS

—_

By = h/ )% py(|ti — s|) ds,

tj b
_ 1 .
B; = h /(S—tj—l)%plz(|ti—s|)ds+/(tj+1—8)%p/2(|75i_3|)d3 o J=Le N
ti—1 i
o
By = m /(s—tNA)%p/z(‘ti_SDds
tN—1

Proposition 3.2.1. O, et O,, considérés dans les équations (3.2.7) et (3.2.8) satisfont

| < (h),|0s] < pa(h) pour certains py(h), ua(h) > 0, avec
pi(h) — 0 et pa(h) — 0 lorsque h — 0.
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Démonstration.

|s—t|<h

0:] < /Ipl(ti—S) max [(K1(t, s, u(s), u'(s)) = Pu[Ki](t, 7 u(7), u/(7))]

+ /Im(l ti = s [) max |(Ka(t,s,u(s), uw'(s)) — Pul](t, 7 u(r), v/ ()|

IN

/|p1<ti - 3) dS’ (’Kl(tiu T, u<7)7u,(7)) - Kl(ti’ T, u(6)>ul(0))‘

+ |Ky(t, 7, u(0),u'(0) — Ki(t;,0,u(),u'(6))])

+ /po(l ti—s |) d8| <|K2<ti77_’u(7_)7u,(7_)) - K2<ti’7_7 u<9)7 ul(e)”

a

+ | Ka(t;, 7, u(0),u'(0)) — Ka(t;,0,u(6),u'(6))|)

e = 9 s s 10, 700,00 = K. 0(0). 00

IA

n maX{A,B,A,B}/|p1(z€—s)|ds|max u(r) — w(8)] + max [« (1) — ' (8)]

T—0|<h |[T—0|<h
b [l = s Dl s g, 1R, 0),000)) = K, 0,000,000

b
+ wax{C,D,C.D} [ (]t =5 DIds s, o) = )] + g, () = (0)

en utilisant les équations et les notations suivantes :

t

H(t) = /pl(t — ) Ky (t,s,u(s),u'(s)) ds + /pg(\ t—s |)Ks(t,s,u(s),u'(s))ds,

a

wo(h, p) = max |p(t) — ¢(0)],

[s—t|<h

w1 (h7 90) - ’lU()(h, gD) + w0<h7 QD/)’



CHAPITRE 3. ETUDE ANALYTIQUE DES EQUATIONS DE VOLTERRA-FREDHOLM 45

ainsi on a

0 <[ e = 9] ds s, 10,7000, 0)) ~ Ko.000), 0

+ max( 4, B AT} [ It = o) ds( g, 1£7) = SO+ ma 17(7) = £10)
H

H
+ leggh! (1) —

)+ s [(7) ~ K(O))
+ a/]pg(] t—s|)| ds <|Tr£1g)<(h | Ko (t, 7, u(0),u' () — Kg(ti,e,u(e),u’(e))o

+ maX{Cnyj}/lpz(lt—SI)!dS( max | f(7) — f(0)| + max |f'(7) = f'(0)]

~6|<h Ir—0|<h

+ max [H(r) — H(0)| + max [H'(r) =N (B)]),

|T—0|<h

max _ wo(h, K1(t,.,x,y))

a<t<b;z,yeR

max{A, B, A, B}

01| < g(wl(h,f)+w1(h,H)+

a<t<bz,yeR

max{C, D,C, D}

max _ wo(h, Ks(t, wxay)))

avec de étapes similaires,

max  (wo(h, Ki(t,.,z,y))

O < 2 h 2 h.H a<t<bz,yeR
o Q( gz A max{A, B}
Ky
N agtg%c)nyR(wo(h,Kz(t, ST, Y)) ) agtg}%)fyeRwo(h, St 2,y))
max{C, D} max{A, B, 4, B}
Ko
agtg}gfy@{%(h’ (L, 3,y))
max{C, D,C, D} '

Comme f € C'([a,b]) et d’apres la condition (1) of (A2) nous obtenons le résultat..] [

Si nous négligeons les termes d’erreur O;(h) et Oz(h) dans (3.2.7) et (3.2.8), nous
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obtenons les équations approchées non linéaires suivantes :

i N
V; = fz + Z CYjKl(ti, tj7 Uj, U)j) + Zang(ti, tj, Uj, wj) s (329)
7=0 j=0

i 0K
wi = f]+ > BiK1(ti, t, vj, w;) + O‘jaitl(ti’tj’vj’wj)
=0

(3.2.10)
N _ 0K,
+D 0 B Ka(tis ty, vj,w;) + aj = (tis 8y, v, w5)
7=0
ou, le couple (v, w) = (vy, ..., vN, W, ..., wy) est la solution de (3.2.9) et (3.2.10) res-

pectivement.

Le théoreme suivant permet de montrer I’existence et 1’unicité de la solution de (3.2.9) et

(3.2.10).

Théoreme 3.2.1. Sous les hypothéses (A2), le systéme (3.2.9-3.2.10) posséde une solution

unique, pour ) < o < é

Démonstration. nous notons V = (v, ..., vn, W, . .., wy) le vecteur inconnu dans R?V+2,
alors, on peut ecrire le systeme (3.2.9-3.2.10) sous forme d’une équation vectorielle V' =
(V).

Avec la norme suivante :

IV llgaw+2 = max {Jvsl} + max { fwil}.

, il est clair que,

pouri =0,....,n

max{|®;(V) = ®i(V)[} = [@u(V) = &,(V)]
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d’apres les hypotheses 2 de A2, on a

[D(V) = &,(V)] < D Joy|(Alv; — 05] + Blw; — wy))
=0

N
+ > la@l(Clv; — v;| + Dlw; — wy))
=0

IN

max{4, B} [ Ipi(t: = 5)| ds(|[V = V],

b
+ max{C, D} [ Ipa([ti = sl ds(|V = V.

Pourt=n+1,...,2n+1

{|2:;(V) = @:;(V)[} = [®.(V)—2,.(V)],

= n+1 ..... 2n+1
i

> leyl(Alv; — ;| + Blw; — ;)

J=0

+ Y 1Bil(Alv; — v;] + Blw; — w,])
=0

IN

N
+ Z @] (Clvj — v5] + D|w; — wyl)

18,1(Clv; — 05| + Dlw; — w;|)

+
M- 1

IN

t;
(max{A, B, A / p(t; — s)
+ maX{A,B}/ Pyt — )| ds)[V = V|
+ (max{C,D.C.D} [ Ipa(lts = s])|

t;
+ max{C, D} [ (|t — sl )|V = V.

Finalement
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[2(V) = (V) [gan+2 < BollV = Vlgev+e,

Comme p < 3, ® est une contraction, d’apres le théoreme du point fixe de Banache,il

existe une solution unique V. [

3.2.1 Analyse de la convergence

Maintenant, nous allons montrer que la solution approchée (v, w) converge vers la

solution exacte (u, u') quand h tend vers 0.

Proposition 3.2.2. Sous les hypothéses (Al), (A2) et pour 0 < o < 3, nous avons,

O1(h) + Oq(h)
1-30

[t = Voo + [t — wlloo <
Démonstration. Tout d’abord, on remarque qu’il existe ¢, € {0... N} tel que,
lu = vlloo + [0 = wlloo = ltig = vg| + |t — w,
d’autre part, nous avons

[
|uq - UQ| + |u; - w?”l < Z |aj||K1(tqvtjvuj7u;‘) - Kl(tqvtjvvj7wj)|

=0
+  BIE (s by, uj, ) — Kot by, 05, w05)]
8[(1 a[(1
+ oyl W(tmtwug‘au})—W(tr,tj,vj,wj) + Oy (h)
N
+ Z’%HKZ tqat]v“ﬂv“;) Ks(tg, ty, v, w;)|
J:
+ B[ Ka(tr, t, uj, 1) — Kot t, 05, w5))
— 8K2 (9[(2
+ &l ot — (b ty, uy, ;) It — (tes 05, w5) | + Oa(h).
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d’aprés ’hypothese (A2) on obtient

)

g — vg| + [u, —w,| <Y (el + 18;1) (Aluj — v;] + Bluj; — wy])

=0

+ Jay|(Alu; — v;] + Blu; —wy])
N

+ > ([ + 13, (Cluj — vj| + Dlu; — wy|)
=0

+ [61(Cluj — v;| + Dl — wjl) + O1(h) + Oa(h).

Par conséquent
tq tq
g = vl 1, =] < {max{A, B} | [ty — o)l ds + [ Ipi(t, — 9)] ds
t'r
+ max{A, B}/ Ip1(t, — s)] ds} (Jug — vg| + |ul, — w,|)
b b
+ {max{a D} ( [ 1palty = shylds + [ 1ph(lt, - ) ds>

b
+ max{C’,D} / Ip(|t, — s])| ds} (Jug — vg| + |ul, — w,|) + O1(h) + Os(h),
< 3o(lug — vy + Ul — w,|) + O1(h) + Oz(h).

Ce qui implique que

O1(h) + Oy(h)
1—3p .

[t = vljoo + [[v/ = wlloo <
Enfin, si h converge vers 0, alors (v, w) converge vers (u, u'). O

Dans la pratique, il est clair que la solution (v, w) ne peut pas étre déterminée, pour
cela il faut I’approcher en utilisant la méthode des approximations successives, définie
comme suit,

pourtoutz =0... N,

: N
e Z%Kl(tutju“??wf) + ZajK?(ti’tj’vf’wf)’ (3.2.11)
§=0 =0
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0K,
k+1 f +ZBJK1t t],’UJ,U) )+a] ot (t t]avjawk)

- (3.2.12)
- _ 2
+;)BJKQ (t;, tj, 0%, wh) +ajW(ti,tj,vf,w§).

Dans le prochain théoreme, nous allons prouver que la solution itérative

(Uk+1 wk+1) — (U(I]e—i-l k+1 k+1 wk+1)

, L UN LW, W
de (3.2.11) et (3.2.12) converge vers (v, w) quand k — oc.
Théoreme 3.2.2. Sous les hypotheses (Al), (A2) et pour tout (UO, wo), nous avons,

[ = vl + [0 —wlloe < (30) (0" = v]loo + [0° = wllec)-
Démonstration. En utilisant (3.2.9), (3.2.10), (3.2.11) et (3.2.12), nous avons pour tout

1=0---N:

'Uk+1 - = ZQJ(KI t t],'U],w ) Kl(tlyt]7v,]7w]))

N
+ Z@j(KQt tj,vj,w) Ky(ti, tj,v5,w;4)),
—

ainsi que
W —w; = zi%ﬁj(Kl(t t],v],wj) Ki(t;, tj,vj,w;))
=
b ag(O bty o) = 2 bt )
+ ‘Noﬁj(KQ(t ty, b wh) — Ky(ti, t,v5,w;))
=
+ a2ty 0) = S 0t 03, 0)
Par suite,

| oFtt — | < Z|aj|]K1t tj,vj,wj) Ki(t;, tj,vj,w;) |

2 1

+ Z | 04] H K2(t t]ﬂvww ) KQ(tthvUvaJ) ‘7
7=0
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en se référant a I’hypothése (2) de (A2), on obtient
[ o™ =i | < Y lyl(Clof — vyl + Dlwj — wyl)
=0

N
+ 2 1@|(AR] — vyl + Blwf —w;l),
j=0

IA

t
max{C, D}/ 1t = $)] ds([v* = vlloe + [[w* = w][ls0)

b
+ max{A, B} / [pa([t; = )| ds(llv" = vlloe + 0" = wllls0)-

Ainsi,
[ = v]lee < (olv* = vlloe + [[* = w]]ls0).
De la méme maniére, nous obtenons
[0 = wlloo < 2(0)(I* = vlloc + [l0* = w]|s0).
Enfin, on trouve
[0 = vllo + [0 — w]loe < Bo(|[v* — vllos + [[0* — w]|o0)-
Par induction, nous obtenons
[V = vfoo + [0 = wloe < (30) H([[v° = vl|oo + [Jw” — wllo)-

Comme 0 < ¢ < 3, (30)"™ — 0 lorsque k — oo aussi on a la quantité (||v° — v|s +
|w® —w|| ) bornée, alors nous avons ||v* ! —v|| o, + ||w* ! —w||  tend vers zéro lorsque

k — oo. O]

3.3 Les tests numériques

Nous présentons quelques exemples d’équations intégro-différentielles faiblement sin-
gulieres non linéaires de Volterra-Fredholm qui seront trait€s numériquement afin de va-

lider notre méthode.
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Pour les exemples suivants, nous appliquons notre processus numérique pour calculer
vF1 et w*t!, selon les schémas (3.2.11) et (3.2.12).
Nous considérons le vecteur initial (v",w”) nul, et nous proposons le critere d’arrét

en fixant le parametre £ de la maniere suivante :

|Uk+1 _ Ukl + ‘wk—kl _ wk| < 10—7'

Nous définissons la fonction d’erreur ', calculée a 1’aide de notre méthode numé-
rique,par,

k+1 T4 gkt
By = gmax {lu(t) — o] + u/(8) — wl ]},

Exemple 3.3.1.

1
1 t
u(t) = Z/ |t — s| cos (er + arccos (S;—) +u(s) — U/(5)> ds
0

+ ;/tm sin <e2s + arcsin <t ; S) + u(s) — u’(s)) ds

2 (7t 4+ 3)(1 — )32 5315/2

— te|0,1)].

90 450 0, 1]

ou la solution exacte est donnée par
u(t) = e*
Exemple 3.3.2.
1
1 t
u(t) = 0 0/ \/m cos (1 — s + arccos (S;— ) +u(s) — u’(s)> ds
1 —1
(t e ) ds

+
S—_

o 1+6 u(s) +€ u(s)

(7t +3) (1 = )*? + 7 16677
1].
o 450 105 te[0.1]

out la solution exacte s’écrit
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TABLE 3.1 — Résultats numériques de (3.3.1).

N En
10 3.03E-3
50 3.00E-4
100 1.08E-4
200 3.92E-5
500 1.01E-5
1000 3.60E-6

u(t) =t

TABLE 3.2 — Résultats numériques de (3.3.2).

N Ey
10 1.30E-2
50 1.28E-3
100 4.61E-4
200 1.66E-4
500 4.28E-5
1000 1.52E-5

Les tableaux 3.1 et 3.2 nous montre 1’efficacité¢ de notre méthode numérique en exa-

minant la fonction d’erreur £, ou nous avons constaté que £y converge vers 0 lorsque
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% 10°
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FIGURE 3.1 — La fonction d’erreur Ey
= T T T T T T T T T
T,l' e e e e e e e e
GF-ooi exact solutian ........ ERT ........ ....... _
+  approximate solution | : :

FIGURE 3.2 — la Solution exacte vs la solution approchée pour N = 50
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FIGURE 3.4 — la Solution exacte vs solution la approchée pour N = 50
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N augmente (E/y — 0 lorsque h — 0), ainsi que les graphes de la fonction d’erreur pour
les exemples (3.1) et (3.2) sont présenté dans les figures (3.1) et (3.3) respectivement.
De plus, les figures (3.2) et (3.4) montrent la comparaison entre les solutions exactes et

numériques pour N = 50.



CONCLUSION

Nous avons introduit une méthode numérique cohérente, pour I’approximation d’une
équation non linéaire faiblement singuliere de Fredholm et Volterra-Fredholm integro-
differentielle. on a étudié 1’existence et I'unicité de la solution, sous certaines hypotheses
sur les fonctions impliquées et leurs dérivés. Le célebre théoréeme du point fixe de Banach
est utilisé pour établir les résultats.

Comme perspective, nous allons appliquer d’autres schémas itératifs, avec des condi-
tions appropriées, pour améliorer la convergence des solutions approchées. Aussi, notre
méthode peut étre étendue pour approcher 1’équation integro-différentielle de Fredholm
avec un ordre de dérivée élevé.

Nous allons aussi étudier d’autres types d’équations intégro-différentielles, comme
les équations intégro-différentielles de Fredholm floues ou fractionnaires, a I’aide de mé-
thodes numériques cohérentes.

Enfin et surtout, nous allons étudier le cas 2D d’équations intégro-différentielles fai-

blement singuliere.

57
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