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Résumé

Nous étudions dans ce travail un système elliptique quasilinéaire dé�ni sur RN de la forme

(S�)

(
��pu = �a (x) jujp�2 u dans RN

��qv = �b (x) jvjq�2 v dans RN ,

Ici a et b sont des fonctions-poids positives bornées telles que a 2 L
N
p (RN) \ L1(RN) et

b 2 L
N
q (RN) \ L1(RN):

L�opérateur �pu = div (jrujp�2ru) désigne le p-Laplacien, 1 < p; q < N:
L�objectif principal de cette étude est la caractérisation de la première valeur propre �1 et d�exa-

miner ses di¤érentes propriétés (�1 est-elle simple, isolée, principale ?) : Nous allons montrer que le

système (S�) admet une valeur propre principale, positive et unique. L�outil essentiellement utilisé

est l�inégalité de Diaz.

Mots clés :

- Fonctionnelle faiblement semi-continue inférieurement, espace à poids, exposant critique,

opérateur compact, injection de Sobolev.
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Notations

H 0 dual de H:

< :; : > crochet de dualité entre H et H 0:

p.p. presque partout.

Supp u support de la fonction u:

� = (�1; :::; �n) multi-indice avec �i 2 N pour tout i = 1; :::; n:

5u =
�
@u

@x1
;
@u

@x2
; :::;

@u

@xN

�
= gradu:

@�u =
@�1+�2+:::+�N

@x�11 :@x
�2
2 :::@x

�N
N

u; j�j =
NX
i=1

�i:

�u =
NX
i=1

@2u

@x2i
= Laplacien de u.

@u

@n
dérivée normale extérieure.


 � RN domaine de RN :
@
 = � = frontière de 
:

BR;N =
�
x 2 RN = kxk < R

	
:

C (
) = C0 (
) = fv : 
! R continueg :
Pour k � 1; k 2 N;
Ck (
) =

�
v 2 Ck�1 (
) ; D�v 2 C (
) ; j�j = k

	
:

C1 (
) = \k�0Ck (
) :
Cc (
) = fv 2 C (
) tel que le supp (v) = K soit un compactg :

= fv 2 C (
) tel que v (x) = 0 sur 
nK;K compact dans 
g :
Ckc (
) = Cc (
) \ Ck (
) ; k � 1:
D (
) = C1c (
)

Lp(
) =
�
f : 
! R; f mesurable et

R


ju (x)jp dx <1

	
muni de sa norme usuelle.

L1(
) = ff : 
! R; f mesurable et sup ju (x)j <1; p.p. sur 
g muni de sa norme usuelle.
L1loc (
) = ff; f 2 L1 (K) pour tout compact K � 
g :

D1;p
�
RN
�
=
n
u 2 L

Np
N�p

�
RN
�
: 5u 2

�
Lp
�
RN
��No

muni de la norme kuk1;p =

0@Z
RN

j5ujp dx

1A 1
p

:
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On sait qu�il existe K > 0 tel que pour tout u 2 D1;p

kuk
L

Np
N�p

� K kukD1;p :

Pour K � 
 compact, DK (
) désigne l�ensemble f' 2 D (
) =supp (') � Kg ;

Pour � 2 NN et ' 2 D (
) on note P� (') = k@�'k1 :
Soit 
 un ouvert borné de RN et 0 < � � 1; on note

Co;�
�


�
=

(
v 2 C

�


�
; sup
(x;y);x 6=y

jv (x)� v (y)j
jx� yj� est �ni

)
:

muni de la norme

kvk0;� = max
x2


jvj+ sup
(x;y);x 6=y

�
jv (x)� v (y)j
jx� yj�

�
:
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Introduction

Nous considérons un système elliptique faisant intervenir le p-laplacien de la forme

(S�)

(
��pu = �a (x) jujp�2 u dans RN

��qv = �b (x) jvjq�2 v dans RN .

Cet opérateur sous forme divergence est elliptique dégénéré lorsque p 6= 2 et est équivalent à l�opé-
rateur de Laplace lorsque p = 2: Il apparaît aussi bien en mathématiques pures par exemple dans les

problèmes de géométrie riemannienne, qu�en mathématiques appliquées. En e¤et, il intervient dans

de nombreux domaines en sciences expérimentales : problèmes de réactions-di¤usion non linéaires,

élasticité non linéaire, dynamique des populations, écoulements dans les milieux poreux, écoule-

ments de �uides non-newtoniens, etc... En particulier, dans sa thèse de doctorat en 1975 [37] ; M.C.

Pélissier modélise l�écoulement des glaciers de montagne par des équations aux dérivées partielles

faisant apparaître le p-Laplacien. L�auteur explique sa présence par le fait que la glace peut-être

considérée comme un �uide pseudo-plastique et satisfait une loi de déformation non linéaire.

Dans la littérature on trouve de nombreux travaux dédiés à l�étude théorique de telles équations et

systèmes d�équations. En fait, l�étude de ce type de problèmes a e¤ectivement commencé au milieu

des années 1980 par M. Ôtani [35] en dimension un, puis par F. de Thélin [41] en dimension N,

qui ont obtenu les premiers résultats en examinant une équation de la forme �pu = �u
�1: F. de

Thélin [41] et W.M. Ni & J. Serrin [34] ont démontré indépendamment l�existence et l�unicité des

solutions radiales dans RN ; ensuite Ôtani [36] a généralisé ce résultat à des ouverts quelconques.
En 1987, F. de Thélin [42] a étendu ces résultats pour des équations de type �pu = g(x; u) où

la fonction g véri�e des conditions de croissance. Parallèlement, d�autres auteurs, précurseurs de

l�analyse des problèmes aux valeurs propres elliptiques comme G. Barles [5] ; S. Sakaguchi [38] et

A. Anane [3] ; ont étudié les équations du type

��pu = � jujp�2 u dans un domaine borné 
 de RN :

En 1990, P. Lindqvist [32] a établi di¤érents résultats sur ce type d�équations qui font suite à

l�article de A. Anane [3]. D�autre théorèmes d�unicité ont été énoncés par J.I. Díaz et J.E. Saa dès

1987 pour une équation du type ��pu = f(x; u) sous la condition que l�application r ! f(x; r)

rp�1
est décroissante. Le problème de bifurcation lié à la première valeur propre a été abordé par R.F.

Manásevich et M. A. Del Pino [33], tandis que les problèmes de non résonance associés au p-

Laplacien ont été étudiés par A. Anane et J. P. Gossez [4]. Dans ce qui précède, les auteurs ont

étudié des équations aux dérivées partielles dans des domaines bornés ; dans le cas des ouverts
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non bornés; nous citons les travaux de P. Drabek [21], P. Drabek X.Y. Huang [22] et A. Bechah,

K. Chaïb, F. de Thélin [14]. En particulier certains résultats d�existence de solutions ou d�états

fondamentaux �gurent dans les travaux de A. Djellit-S. Tas [19] :

Les travaux sur les systèmes où intervient le p-Laplacien ont été initiés par F. de Thélin [43] où il

a montré l�existence et l�unicité de la première valeur propre du système

(
��pu = � juj��1 u jvj�+1 dans 

��qv = � juj�+1 jvj��1 v dans 
,

sous la condition de criticalité �+1
p� +

�+1
q� = 1. Le cas d�un système variationnel a été traité par P.

Felmer, R.F. Manàsevich et F. de Thélin [25] où les auteurs ont étudié l�existence et l�unicité de la

solution positive d�un système variationnel (ou dérivant d�un potentiel)

8><>:
��pu =

@H

@u
(x; u; v) dans 


��qv =
@H

@v
(x; u; v) dans 
,

généralisant ainsi au cas des systèmes, les résultats de J.I. Díaz et J.E. Saa [20]. Puis, F. de Thélin,

J. Vélin [44] et J. Chabrowski [13] ont poursuivi l�étude de tels problèmes variationnels et ont

commencé une approche du cas non variationnel en faisant des hypothèses sur la croissance des

non linéarités. Tous ces travaux concernant le cas variationnel ont été généralisés pour le cas de

domaines non bornés par J. Fleckinger, R.F. Manáevich, N.M. Stavrakakis et F. de Thélin [26] et

A. Bechah, K. Chaïb et F. de Thélin [14] : L�étude des systèmes dans tout l�espace RN a été inspirée
par celle faite sur les systèmes faisant intervenir le Laplacien (voir M.F. Bidaut-Véron [9]): Il faut

aussi noter que l�existence de solutions pour des systèmes non variationnels a été établie par ph.

Clément, J. Fleckinger, E. Mitidieri et F. de Thélin [16] et ph.Clément, R.F. Manáevich E. Mitidieri

[17] pour des domaines bornés. Et ce n�est que récemment que ces résultats ont été étendus par A.

Bechah [6] [7].

Actuellement, de nombreuses recherches sont en cours, en particulier sur le principe de l�antimaxi-

mum de Ph. Clément et L.A. Peletier [18] comme l�article en préparation de T. Godoy, J.P. Gossez

et S. Paczka [30] dans lequel ils complétent les résultats déjà obtenus par N.M. Stavrakakis, F. de

Thélin [40] et J. Fleckinger, P. Takac [28] : Évidemment, l�historique que nous venons de dresser

ci-dessus est loin d�être exhaustif, néanmoins il est à la base de notre travail dans ce mémoire.

Avant d�engager les développements sur notre sujet de recherche, décrivons un problème aux valeurs

propres de la forme
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��pu = �g(x) jujp�2 u dans R

qui peut être résolu de façon explicite. En e¤et, on peut trouver la fonction propre positive corres-

pondant à la première valeur propre.

Cela revient à résoudre un problème de la forme :8<: �
�
ju0jp�2 u0

�0
= �g(x) jujp�2 u dans R
lim
jxj!1

u(x) = 0:

D�après les résultats de K.J. Brown, C. Cosner et J. Fleckinger [12] pour p = 2 et de X.Y. Huang

[31] pour p > 1, la fonction poids g doit changer de signe dans R pour garantir l�existence d�une
telle solution positive. Nous verrons par la suite que ces deux résultats ainsi que le fait que la valeur

propre principale pour un poids positif est unique, pourrons être démontrés de façon plus élégante

grâce au résultat du chapitre 2. De fait, nous allons choisir la fonction poids changeant de signe,

autrement dit

g(x) =

(
+1 si x 2 [�T0; T0]
�1 si jxj > T0

où T0 sera déterminé par la suite. De prime abord, nous divisons R en deux parties [�T0; T0] et
[�T0; T0]c et nous examinons chacun des problèmes auxiliaires.
Commençons par étudier cette solution sur [�T0; T0]c : En choisissant u(x) = e�jxj sur [�T0; T0]c

nous constatons aisément que u véri�e bien l�équation avec � = p� 1 .

Ensuite, sur l�intervalle [�T0; T0] l�équation devient :

("q) �
�
ju0jp�2 u0

�0
= �g(x) jujp�2 u sur [�T0; T0]

avec pour conditions au bord :

("c)

(
u(T0) = u(�T0) = e�T0

�u0(T0) = u0(�T0) = e�T0 :

Pour trouver une fonction qui satisfait l�équation ("q) nous nous inspirons de l�article de M. Del

Pino, P. Drabek et R. Manásevich [23]. Ces auteurs dé�nissent une fonction sinp (et un réel �p)

solution du problème :

("0)

(
�
�
ju0jp�2 u0

�0
= (p� 1)up�1 sur [0; �p]

u(0) = u(�p) = 0:
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Choisissons comme solution une fonction de la forme u(x) = � sinp(t + �) où sinp est dé�nie sur

[0; �p=2] par la donnée de sa fonction réciproque arcsinp :

arcsinp t =

tZ
0

ds

(1� sp)
1
p

:

Des raisons de symétrie par rapport à l�axe des ordonnées imposent que � = �p=2:

Il est à noter que l�on retrouve une certaine analogie au cas p = 2: En e¤et, dans le cas p = 2, nous

aurions pris une solution de la forme � cos t qui n�est rien d�autre que � sin(t + �=2). Par contre,

� cos t := (� sinp t)
0 n�est pas solution de ("0) ce qui souligne la particularité du cas p = 2.

A présent, il ne reste plus qu�à véri�er les égalités ("c) qui nous donneront un raccordement C1 avec

la solution sur [�T0; T0]c : La dé�nition de la fonction sinp nous donne déjà

sinp(t+ �p=2) = sinp(�p=2� t) et sin0p(t+ �p=2) = � sin0p(�p=2� t):

Pour le reste, il faut déterminer les valeurs de � et T0 appropriées :(
� sinp(�p=2� T0) = e�T0

� sin0p(�p=2� T0) = e�T0 :

Comme sinp est croissante et bijective de [0; �p=2] dans [0; 1] et sin0p est décroissante et bijective de

[0; �p=2] dans [0; 1] ; il existe une valeur �0 telle que sinp �0 = sin0p �0. Choisissons T0 2 (0; �p=2) tel
que �p=2� T0 = �0. On arrive alors à

� =
e�0��p=2

sinp(�0)
:

De plus, on a sinpp�0+sin
0p
p �0 = 1 et sinp�0 =sin

0
p�0; donc sinp�0 = 2

�1=p:

Ainsi, la fonction propre positive associée à la valeur propre p� 1 et au poids g a pour expression

u(x) =

(
21=pe�0��p=2 sinp(�p=2 + x) si x 2 [�0 � �p=2; �p=2� �0]

e�jxj si jxj > �p=2� �0

avec �p =
2�

p sin(�=p)
et �0 =

2�1=pZ
0

ds

(1� sp)
1
p

:

Voici quelques représentations graphiques des fonctions propres associées à p�1 et au poids g selon
les valeurs du paramètres p :
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Chapitre 1

Rappels généraux et dé�nitions

Résumé

Ce chapitre est consacré à des rappels d�analyse fonctionnelle, principalement les espaces des fonc-

tions intégrables, dérivées faibles, espaces de Sobolev, ainsi que les théorèmes de densité, trace,

compacité, injections de Sobolev. La plupart des résultats sont seulement énoncés. Les démonstra-

tions de ces résultats classiques �gurent dans presque tous les ouvrages d�analyse fonctionnelle. La

connaissance de l�ensemble de ces résultats facilite la compréhension de l�étude qui va suivre.

1
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1.1 Espaces des fonctions intégrables

Soit 
 un ouvert de RN de bord �: On note par Lp(
); p � 1; l�espace des fonctions mesurables

réelles dé�nies sur 
 telles que :

Z



ju (x)jp dx <1

On pose

Lp(
) =

8<:f : 
! R; f mesurable et
Z



ju (x)jp dx <1

9=;
Lp(
) est équippé de la norme

kukLp(
) =

0@Z



ju (x)jp dx

1A1=p

:

L�espace L1(
) est constitué des fonctions mesurables dé�nies sur 
 telles qu�il existe un réel positif

M tel que ju (x)j �M presque partout dans 
:

On note

kukL1(
) = inf fC ; jf(x)j � C p.p. sur 
g

L�espace L2(
) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(u; v) =

Z



u (x) v (x) dx:

Clairement, kukL2(
) = (u; v)
1=2

Théorème 1.1.1

Lp est un espace de Banach pour tout 1 � p � 1:

Théorème 1.1.2

Lp est re�exif pour 1 < p <1:

Lemme 1.1.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit u et v deux fonctions de L2 (
) ; alors uv 2 L1(
) et

j(u; v)j � kukL2(
) kvkL2(
) :

Une généralisation de l�inégalité de Cauchy-Schwarz est l�inégalité de Hölder.

1.1. Espaces des fonctions intégrables
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Lemme 1.1.2

Soit u et v deux fonctions de Lp (
) et Lp
0
(
) respectivement avec

1

p
+
1

p0
= 1 et 1 � p � 1:

Alors le produit u:v 2 L1 (
) et

ku:vkL1(
) � kukLp(
) kvkLp0 (
) :

Remarque 1.1.1

Il convient de retenir une conséquence très utile de l�inégalité de Hölder :

soient f1; f2; :::; fk des fonctions telles que

fi 2 Lpi (
) 1 � i � k avec
1

p
=
1

p1
+
1

p2
+ :::+

1

pk
� 1:

Alors le produit f = f1f2:::fk appartient à Lp (
) et

kfkLp � kf1kLp1 ::: kfkkLpk :

En particulier si f 2 Lp (
) \ Lq (
) avec 1 � p � q � 1; alors f 2 Lr (
) pour tout p � r � q et
l�on a l�inégalité d�interpolation

kfkLr � kfk
�
Lp kfk

1��
Lq où

1

r
=
�

p
+
1� �
q

(0 � � � 1) :

1.2 Dérivées faibles

Lemme 1.2.1

Soit 
 un ouvert de RN et f; g 2 L1loc (
) : Si pour toute fonction ' 2 D (
) on aZ



f (x)' (x) dx =

Z



g (x)' (x) dx alors f = g presque partout.

Dé�nition 1.2.1

Soit 
 un ouvert de RN et i 2 [1; N ] : On dit que f 2 L1loc (
) est dérivable dans la direction i au
sens faible s�il existe Dif 2 L1loc (
) telle que 8' 2 D (
) ;Z




f (x)
@'

@xi
(x) dx = �

Z



Dif (x)' (x) dx:

1.2. Dérivées faibles
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Remarque 1.2.1

Par le lemme ci-dessus, si un tel Dif existe, il est unique. Néanmoins, il peut ne pas exister.

Dé�nition 1.2.2

(i) On dit que T 2 D0(
) (T est une distribution) si T : D (
) ! R est linéaire et véri�e : pour
tout K compact inclus dans 
; il existe CK > 0 et mk 2 N tels que 8' 2 DK (
) ;

j hT; 'i j � CK sup
j�j�mK

P� (') :

(ii) Pour i 2 [1; N ] alors on dé�nit la dérivée de T 2 D0(
) dans la direction i comme étant la

distribution DiT véri�ant

hDiT; 'i = �
�
T;
@'

@xi

�
:

Dé�nition 1.2.3

S�il existe m 2 N tel que l�on puisse choisir mK = m pour tout K � 
 compact, alors on dit que T
est d�ordre inférieur à m. Une mesure de Radon est une distribution d�ordre 0.

Il est facile de voir que si T 2 D0(
) est d�ordre m alors DiT 2 D0(
) est d�ordre m+ 1:

La topologie sur D0(
) peut être dé�nie par la convergence des suites. Expressément

soit (Tn) 2 D0(
) et T 2 D0(
) alors Tn
D0
! T si 8' 2 D(
); < Tn; ' >!< T; ' >

On a alors Tn
D0
! T implique DiTn

D0
! DiT:

Dé�nition 1.2.4

Si f 2 L1loc (
) alors on dé�nit la distribution d�ordre 0 : Tf (') =
R


f (x)' (x) dx: on appelle alors

dérivée faible (au sens des distribution) de f dans la direction i la distribution DiTf que l�on note

Dif:

Remarque 1.2.2

Si f est dérivable au sens faible dans la direction i alors DiTf = TDif :

Proposition 1.2.1

Si f 2 L1loc (
) alors f est lipschitzienne. De plus, 8i 2 [1; N ] ; Dif 2 L1 (
) :

1.2. Dérivées faibles
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1.3 Espaces de Sobolev

Dé�nition 1.3.1

Les espaces de Sobolev sont, pour 
 ouvert de RN ; m 2 N et p 2 [1;+1] ; des espaces vectoriels
de la forme :

Wm;p (
) =
�
f 2 Lp (
) = 8� 2 NN avec j�j � m; @�f 2 Lp (
)

	
munis de la norme kukWm;p =

X
j�j�m

k@�ukp :

En particulier pour p = 2; on écrit Wm;2 (
) = Hm (
) qu�on munit du produit scalaire

(u; v) =
X
j�j�m

(@�u; @�v) :

Remarque 1.3.1

Dif étant une distribution, Dif 2 L2 signi�e qu�il existe g 2 L2 telle que

Dif = Tg : 8' 2 D (
) ; < Dif; ' >=

Z



g' d�:

Les espaces Wm;p (
) sont de Banach, séparables pour p < +1; ré�exifs pour 1 < p < +1.
Bien évidemment Hm (
) est un espace de Hilbert.

Dé�nition 1.3.2

Si 
 est un ouvert de RN ; m 2 N et p 2 [1;+1[ ; on dé�nit Wm;p
0 (
) = D (
); où l�adhérence est

prise pour la topologie de Wm;p (
) :

En particulier

H1
0 (
) =

�
u 2 H1 (
) = u = 0 sur �

	
;

où 
 est supposé �régulier�(de frontière C1 par exemple)

Proposition 1.3.1

Si u 2 Wm;p
0 (
) et ~u est dé�nie par

~u =

(
u sur 


0 sur 
c

alors ~u 2 Wm;p (
) :

1.3. Espaces de Sobolev
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Lemme 1.3.1 (inégalité de Poincaré) :

On suppose que
 est un ouvert borné dans une direction. Alors il existe une constanteC (dépendant de 
 et p)

telle que

kukLp � C k5ukLp 8u 2 W 1;p
0 (
) (1 � p <1) :

En particulier l�expression k5ukLp est une norme sur W
1;p
0 (
) qui est équivalente à la norme

kukW 1;p ; sur H1
0 (
) l�expression

R


5u 5 v est un produit scalaire qui induit la norme k5ukL2

équivalente à la norme kukH1 :

L�inégalité de Poincaré reste valable si 
 est borné dans une seule direction.

Dé�nition 1.3.3

Si 
 est un ouvert de RN : Pour 1 < p � 1 et
1

p
+
1

q
= 1; on dé�nit W�1;p (
) =

�
W 1;q
0 (
)

�0
: Et

pour tout m 2 N; H�m (
) = (Hm
0 (
))

0 :

Si L 2 H�1 (
) alors on note pour v 2 H1
0 (
) ; L (v) =< L; v >H�1;H1

0
:

Remarque 1.3.2

Si 
 est un ouvert de RN et L 2 H�1 (
) alors LjD(
) 2 D0 (
) ( distribution d�ordre 1) et la

connaissance de L sur D (
) entraîne, par densité, celle de L sur tout H10 (
) :

Proposition 1.3.2

Si 
 est un ouvert borné de RN et L 2 D0 (
) alors :

L 2 H�1 (
), 9C > 0 tel que 8' 2 D (
) on a j< L;' >D0;Dj � C k'kH1 :

, 9 (g1; :::; gN) 2 L2 (
) telles que L =
NX
i=1

Digi:

La dérivé Digi est au sens des distribution. Si l�on considère G = (g1; :::; gN) ; alors on note souvent

L = divG: La proposition reste vrai pour W�1;p:

1.4 Théorèmes de densité

Théorème 1.4.1

Si 1 � p < +1 alors D
�
RN
�
est dense dans Wm;p

�
RN
�
:

Soit 
 est un ouvert de RN ; on pose C1c
�


�
=
�
uj
 ; u 2 D

�
RN
�	
:

1.4. Théorèmes de densité
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Théorème 1.4.2

Si RN+ =
�
(x1; y) 2 RN = x1 > 0; y 2 RN�1

	
et 1 � p < +1 alors :

(i) C1c
�
RN+
�
est dense dans W 1;p

�
RN+
�
:

(ii) Il existe une application linéaire continue P :W 1;p
�
RN+
�
! W 1;p

�
RN
�
telle que 8u 2 W 1;p

�
RN+
�
;

P (u) = u sur RN+ :

On a en fait W 1;p
�
RN+
�
=
n
ujRN+ ; u 2 W

1;p
�
RN
�o

Dé�nition 1.4.1

Un ouvert borné 
 de RN est dit à frontière lipschitzienne s�il existe des ouverts (O0; O1; :::; On) de
RN et des applications ('0; '1; :::; 'n) telles que :

(i) 
 �
n[
i=0

Oi et O0 � 
;

(ii) '0 : O0 ! B1;N est bijective avec '0; '
�1
0 lipschitzienne

(iii) Pour tout i � 1; 'i : Oi ! B1;N est bijective avec 'i; '
�1
i lipschitzienne et ' (Oi \ 
) =

B1;N \ RN+ ; ' (Oi \ @
) = B1;N \
�
(0; y) ; y 2 RN�1

	
:

Théorème 1.4.3

Si 
 est un ouvert borné à frontière lipschitzienne et 1 � p � +1 alors :

(i) C1c
�


�
est dense dans W 1;p (
) :

(ii) Il existe une application linéaire continue P : W 1;p (
)! W 1;p
�
RN
�
telle que 8u 2 W 1;p (
) ;

P (u) = u sur 
:

1.5 Trace

Théorème 1.5.1

Si 1 � p <1 et 
 est un ouvert borné à frontière lipschitzienne alors l�application

0

(
C1c

�


�
� W 1;p (
)! Lp (@
)

u! uj@


est linéaire continue et se prolonge donc en une unique application linéaire continue  : W 1;p (
)!
Lp (@
) : c�est l�opérateur trace.

1.5. Trace
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Remarque 1.5.1

Si 
 = RN+ alors Lp (@
) = Lp
�
RN�1

�
: En fait, pour démontrer la continuité de 0 on le fait pour


 = RN+ et on ramène 
 borné à frontière lipschitzienne.

Remarque 1.5.2

Pour dé�nir une intégrale sur @
; on prend (�i)i2[0;n] une approximation de l�unité C
1 subordon-

née au recouvrement (Oi) ; et on écrit
R
@

f (x) d� (x) =

PR
Oi\@
 �i (x) f (x) d� (x) : On est donc

ramené à calculer
R
Oi\@
 �i (x) g (x) d� (x) ; pour cela, on paramétrise Oi\@
 par  (y) = '

�1
i (0; y)

(y 2 B1;N�1) et pose Z
Oi\@


g (x) d� (x) =

Z
B1;N�1

g ( (y))

 @@y1 ^ ::: ^ @

@yN�1

 dy
où k:k est la norme euclidienne et a1 ^ :::^ aN�1 est le produit mixte dans RN :

Proposition 1.5.1

Si 
 est un ouvert borné à frontière lipschitzienne et n (x) = (n1 (x) ; :::; nN (x)) désigne la normale

extérieure à @
 en x alors, pour tous (u; v) 2 H1 (
) et i 2 [1; N ] ; on aZ



u (x)Div (x) dx =

Z
@


u (y) v (y)ni (y) d� (y)�
Z
Diu (x) v (x) dx:

Remarque 1.5.3

Ce théorème d�intégration par parties est aussi valable si 
 = RN+ : Dans ce cas, le vecteur normal
extérieur à @RN+ est constant : n = (�1; 0; :::; 0) :

1.6 Compacité

Théorème 1.6.1 (Kolmogorov) :

Si 1 � p < 1 et 
 est un ouvert borné de RN et B � Lp (
) alors les propositions suivantes sont
équivalentes :

(i) B est relativement compacte dans Lp (
) ;

(ii) Il existe un opérateur P : B ! Lp (
) tel que :

1. 8u 2 B; Pu = u sur 
;

1.6. Compacité
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2. fPu; u 2 Bg est borné dans Lp
�
RN
�
;

3. supu2B k�hPu� PukLp(RN ) ! 0 quand h! 0::

Théorème 1.6.2 (Rellich) :

Si 
 est un ouvert borné à frontière lipschitzienne et 1 � p < 1 alors toute partie bornée dans

W 1;p (
) est relativement compacte dans Lp (
) :

Autrement dit l�inclusion W 1;p (
) ,! Lp (
) est compacte. Le théorème reste valable pour W 1;p
0 si


 est quelconque:

Dé�nition 1.6.1

Une application linéaire est compacte si l�image de tout borné est relativement compacte.

Théorème 1.6.3

Si 
 est un ouvert borné à frontière lipschitzienne et 1 < p <1 alors la trace  : W 1;p (
)! Lp (@
)

est compacte .

Ce théorème est faux pour p = 1; puisque  : W 1;1 (
)! L1 (@
) est surjective.

Théorème 1.6.4

Si 
 est un ouvert borné de RN ; alors pour tout m 2 N; l�injection de Hm+1
0 (
) dans Hm

0 (
) est

compacte.

1.7 Injections de Sobolev

Théorème 1.7.1

Si 
 est un ouvert borné à frontière lipschitzienne ou si 
 = RN on a :

(i) Si p < N alors W 1;p (
) ,! L
Np
N�p (
) :

(ii) Si p > N alors W 1;p (
) � C0;1�
N
p (
) :

(iii) Pour tout q 2 ]N;+1[ ;W 1;N (
) ,! Lq (
) :

Le théorème reste valable en remplaçant W 1;p par W 1;p
0 ; dans ce cas, si N > 1; le (iii) est même

valable pour tout q 2 [1;+1[

1.7. Injections de Sobolev
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1.8 Théorie variationnelle elliptique dans les espaces de

Hilbert

Sauf mention du contraire, on considère dans toute la section un espace de Hilbert V de dual( topologique)

V0 ; on identi�era V à V0 grâce au théorème de Riesz si nécessaire. On note k:kV la norme de V.

1.8.1 Théorème de Lax-Milgram

On suppose connues les propriétés élémentaires des fonctions et fonctionnelles convexes ainsi que

la notion de di¤érentiabilité au sens de Gâteaux (voir [24] par exemple). Nous rappelons toutefois

une propriété importante de semi-continuité des fonctionnelles convexes

Dé�nition 1.8.1

Une fonction J de V dans R[ f+1g est semi-continue inférieurement (sci) sur V si elle satisfait
aux conditions équivalentes :

(i) 8a 2 R; fu 2 V = J (u) � ag est fermé

(ii) 8u 2 V; lim
u!u

inf J (u) � J (u) :

Théorème 1.8.1

Toute fonction convexe sci pour la topologie forte (celle de la norme) de V est encore sci pour la

topologie faible de V.

En pratique ce résultat s�utilise sous la forme du corollaire suivant :

Corollaire 1.8.1

Soit J une fonctionnelle convexe de V dans R[ f+1g sci ( par exemple continue) pour la topologie
forte. Si vn est une suite de V faiblement convergente vers v alors

J (v) � lim
n!+1

inf J (vn) :

Commençons par un résultat très général de minimisation d�une fonctionnelle convexe sur un en-

semble convexe fermé de V.

1.8. Théorie variationnelle elliptique dans les espaces de Hilbert
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Théorème 1.8.2

On suppose que V est un Banach ré�exif. Soit J une fonctionnelle de V dans R; convexe et semi-
continue inférieurement. Soit K un sous-ensemble convexe, non vide et fermé de V. On suppose que

J est propre (c�est-à-dire qu�il existe un élément v0 de K tel que J (v0) < +1) : Alors le problème
de minimisation suivant : (

Trouver u tel que

J (u) = inf fJ (v) / v 2 Kg ;
(1.1)

admet au moins une solutions dans l�un des cas suivants :

(i) soit J est coercive i.e. lim
kvkV!+1

J(v) = +1

(ii) soit K est borné

Si, de plus, J est strictement convexe la solution est unique.

Théorème 1.8.3

Soient K un sous-ensemble convexe, non vide de V et J une fonctionnelle de K vers R convexe et
Gâteaux-di¤érentiable sur K. Soit u dans V ; alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) u est solution du problème (1:1):

(ii) u 2 K et 8v 2 K; rJ(u):(u� v) � 0:

Une application très importante de ces deux théorèmes est le théorème de Lax-Milgram :

Théorème 1.8.4

Soit V un espace de Hilbert et a une forme bilinéaire continue sur V�V: On suppose que a est
v-elliptique (ou coercive); i.e :

9� > 0;8v 2 V a(u; v) � � kvk2V : (1.2)

Soit L 2 V 0: Alors le problème : (
Trouver u 2 V tel que
8v 2 V a(u; v) = L(v)

(1.3)

a une solution unique.

Nous allons interpréter ce résultat. Soit u dans V et Au 2 V 0 dé�ni par :

1.8. Théorie variationnelle elliptique dans les espaces de Hilbert
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V ! R

Au : v 7�! a (u; v) :

Soit maintenant l�opérateur A de V dans V 0 dé�ni par

8u 2 V Au = Au:

Il est facile de voir que A est linéaire et que le problème (1:3) est équivalent à :(
Trouver u 2 V tel que

Au = L:
(1.4)

On a alors la proposition suivante, conséquence immédiate du théorème de Lax-Milgram :

Proposition 1.8.1

L�opérateur A est un isomorphisme (algébrique et topologique) de V dans V 0:

Preuve. A est linéaire. Le théorème de Lax-Milgram prouve que A est un isomorphisme algébrique

de V dans V 0: La continuité de A provient de celle de a ; plus précisément, pour tout u de V :

kAukV 0 = sup
v 6=0

���hAu; viV 0;V ���
kvkV

= sup
v 6=0

ja(u; v)j
kvkV

� kak kukV :

On conclut que A�1est aussi continu grâce au théorème de l�application ouverte.

1.8.2 Cas particulier important

Soient V et H deux espaces de Hilbert tels que V est inclus dans H avec injection continue.

On suppose également que V est dense dans H. On peut identi�er H et H 0 par le théorème de Riesz

et on a grâce à la densité :

V � H � V 0; (1.5)

avec injections continues et denses. H s�appelle l�espace pivot.

IL est classique d�associer au triplet variationnel (V;H; a (; )) sa réalisation : l�opérateur A autoad-

joint, positif, non borné dans H de domaine D (A) dé�ni par :

D (A) = fu 2 v; Au 2 Hg

(Au; v)H = a (u; v) 8u 2 D (A) 8v 2 V:

1.8. Théorie variationnelle elliptique dans les espaces de Hilbert



Chapitre 2

Existence et unicité de la première

valeur propre

Résumé

Dans la première partie de ce chapitre, notre objectif sera d�utiliser l�identité de Picone présentée

par W. Allegretto et X.Y. Huang dans [2] ; cette identité nous permet d�établir une variante de

l�inégalité de Diaz Saa dé�nie sur un domaine non borné de RN : Cette inégalité pour 1 < p < N se

présente sous la forme : Z
RN

j5�jp dx �
Z
RN

�
��pz

zp�1

�
j�jp dx:

Dans la seconde partie, nous appliquerons cette inégalité pour obtenir un résultat d�unicité de la

première valeur propre d�un système faisant intervenir le p-Laplacien, dé�ni dans RN ; de la forme :

(S�)

(
��pu = �a (x) jujp�2 u dans RN

��qv = �b (x) jvjq�2 v dans RN ,

Ce travail fait suite à l�article de A.Anane [3] où il étudie le cas d�une seule équation et à celui de

J. Fleckinger, R. F. Manásevich, N. M. Stavrakakis et F. de thélin [26] où un système légèrement

di¤érent est considéré. Dans ce dernier, une méthode locale est présentée a�n d�éviter l�éventuelle

explosion du quotient
zi
zj
dans RN : Cependant, lors de l�intégration par parties, des intégrales sur

le bord apparaissent ce qui alourdit la démonstration.

13
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2.1 Identité de Picone généralisée pour le p-Laplacien

Proposition 2.1.1

Soient u; v di¤érentiables et v > 0 p.p. sur 
 un sous-ensemble de RN . Pour p > 1 notons

L(u; v) = j5ujp + (p� 1) juj
p

vp
j5vjp � p juj

p�2 u

vp�1
5 u:5 v j5vjp�2 p:p: sur 


R(u; v) = j5ujp �5
�
jujp

vp�1

�
j5vjp�25 v p:p: sur 


Alors L(u; v) = R(u; v) � 0
De plus, L(u; v) = 0 p.p. sur 
 si et seulement si 5(u

v
) = 0 p.p. sur 
:

Preuve. Par simple développement de R(u; v), on montre que R(u; v) = L(u; v), car

5
�
jujp

vp�1

�
= p

jujp�2 u5 u
vp�1

� (p� 1) juj
p5 v
vp

:

Pour prouver la positivité de L(u; v), on observe que

jujp�2 u
vp�1

5 u:5 v j5vjp�2 � jujp�1

vp�1
j5vjp�1 j5uj (2.1)

et d�après l�inégalité de Young

jujp�1

vp�1
j5vjp�1 j5uj � p� 1

p

 
jujp�1

vp�1
j5vjp�1

! p
p�1

+
1

p
j5ujp

� p� 1
p

jujp

vp
j5vjp + 1

p
j5ujp

) p
jujp�1

vp�1
j5vjp�1 j5uj � (p� 1) juj

p

vp
j5vjp + j5ujp (2.2)

En vertu de (2:1) et (2:2) ; on obtient

j5ujp + (p� 1) juj
p

vp
j5vjp � p juj

p�2 u

vp�1
5 u:5 v j5vjp�2 = L(u; v) � 0:

De plus, si L(u; v) = 0 alors d�après (2:1) et (2:2) :

j5ujp + (p� 1) juj
p

vp
j5vjp � p juj

p�1

vp�1
j5vjp�1 j5uj = 0 p.p. sur 
: (2.3)

On dé�nit l�ensemble N :=

�
x 2 
 tels que juj

v
j5vj = 0

�
� 
:

Sur N, on a grâce à l�équation (2:3)

2.1. Identité de Picone généralisée pour le p-Laplacien



Chapitre 2. Existence et unicité de la première valeur propre 15

juj
v
j5vj = j5uj = 0 p.p:) u

v
5 v = 5u p.p:

et donc
u

v
5 v = 5u presque partout sur N: (2.4)

Sur Nc; on pose Q =
j5uj
j5vj juj

v

et en substituant dans (2:3) on obtient

Qp � pQ+ p� 1 = 0, Q = 1 car p >1

ainsi

j5uj = juj
v
j5vj p.p. sur Nc (2.5)

Tenant compte du fait que L(u; v) = 0; l�égalité (2:5) entraîne

j5ujp + (p� 1) j5ujp�2 j5uj2 � p5 u:5 vu
v
j5ujp�2 = 0 p.p. sur Nc

) j5uj2 + (p� 1) j5uj2 � p5 u:5 vu
v
= 0 p.p. sur Nc

)5u:
�
5u�5vu

v

�
= 0 p.p. sur Nc

) u

v
5 v = 5u p.p. sur Nc: (2.6)

En e¤et 5v ne peut pas être orthogonal à u
v
5 v � 5u car ça reviendrait à dire que 5u est

l�hypoténuse d�un triangle rectangle de côtés
u

v
5 v et u

v
5 v �5u;

ce qui n�est pas possible car
u

v
j5vj = j5uj :

Par (2:4) et (2:6) on a
u

v
5 v = 5u p.p. sur 
 et �nalement,

5
�u
v

�
= 0 p.p. sur 


Il est facile de constater que dans l�identité de Picone, l�ensemble 
 peut être pris tout à fait

quelconque, par exemple non connexe et non borné. Maintenant, nous sommes en mesure d�établir

le théorème suivant dont la démonstration a pour argument principal l�identité citée ci-dessus.

2.1. Identité de Picone généralisée pour le p-Laplacien
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2.2 Inégalité de type Dìaz-Saa

Théorème 2.2.1

Pour 1 < p < N; soient � dans D1;p(RN) et z � 0 (6= 0) dans D1;p(RN) toutes deux di¤erentiables.
Alors on a : Z

RN

j5�jp dx �
Z
RN

�
��pz

zp�1

�
j�jp dx; (2.7)

si l�on suppose que
�pz

zp�1
� L

N
p (RN) \ L1(RN):

De plus, si l�égalité (2:7) a lieu alors il existe C telle que z = C� sur RN :
Preuve.

Tout d�abord remarquons que z 2 D1;p(RN) est une solution non triviale du problème

8<: ��pv =

�
��pz

zp�1

�
vp�1

v � 0
dans RN :

comme
�pz

zp�1
2 L1( RN); on peut appliquer le principe du Maximum Fort de Vázquez ([46]) pour

prouver que z > 0 sur RN : De plus, on utilise le théorème de régularité de P.Tolksdorf ([45]) pour
montrer que pour tout r > 0, il existe � (r) > 0 tel que z 2 C1;� (Br) :
Et en particulier pour 
0 un domaine borné de RN ; il existe �0 > 0 tel que z 2 C1;�0 (
0) :
Soit (�n)n2N une suite de fonctions C

1
0

�
RN
�
telle que �n converge vers � dans D1;p(RN): On

applique l�identité de Picone aux fonctions �n et z

0 �
Z
RN

L (�n; z) dx

�
Z
RN

R (�n; z) dx

�
Z
RN

j5�njp dx�
Z
RN

5
�
j�njp

zp�1

�
j5zjp�25 zdx:

Or �n 2 C10 (RN) et z > 0 donc
�pn
zp�1

est une fonction test admissible ; par intégration par parties

on arrive à

0 �
Z
RN

j5�njp dx+
Z
RN

�pz

zp�1
j�njp dx:

2.2. Inégalité de type Dìaz-Saa
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comme (�n)n2N converge vers � dans D
1;p(RN); on a (�n)n2N qui converge vers � dans Lp

�
(RN) et

(j�njp)n2N qui converge vers j�j
p dans L

p�
p (RN): Ainsi������

Z
RN

�pz

zp�1
(j�njp � j�jp) dx

������ �
�pz

zp�1


L
N
p (RN )

kj�njp � j�jpk
L
p�
p
! 0 si n!1: (2.8)

Donc

0 �
Z
RN

j5�jp dx+
Z
RN

�pz

zp�1
j�jp dx

d�où le résultat Z
RN

j5�jp dx �
Z
RN

�
��pz

zp�1

�
j�jp dx: (2.9)

Considérons le cas de l�égalité Z
RN

j5�jp dx =
Z
RN

�
��pz

zp�1

�
j�jp dx:

Soit 
0 un domaine borné de RN et (�n)n2N dé�nie comme précédemment.

0 �
Z

0

L (�n; z) dx �
Z
RN

L (�n; z) dx

�
Z
RN

j5�njp dx+
Z
RN

�pz

zp�1
j�njp dx ! 0 quand n!1

Or
R

0
L (�n; z) dx converge vers

R

0
L (�; z) dx quand n ! 1 car 
0 est borné et z 2 C1;�0 (
0) :

Donc L (�; z) = 0 p.p. sur 
0; l�ensemble 
0 étant pris de façon arbitraire dans RN on peut donc
conclure que L (�; z) = 0 p.p. sur RN :
Et d�après l�identité de Picone, il existe C > 0 tel que � = Cz:

Théorème 2.2.2

Pour P � N; soient � dans W 1;p(RN) et z � 0 (6= 0) dans W 1;p(RN) toutes deux di¤érentiables.
Alors on a : Z

RN

j5�jp dx �
Z
RN

�
��pz

zp�1

�
j�jp dx (2.10)

si l�on suppose que pour p = N , il existe S � 1 tel que �pz

zp�1
� Ls(RN) \ L1(RN)

2.2. Inégalité de type Dìaz-Saa
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ou pour p > N;
�pz

zp�1
� L1(RN) \ L1(RN):

De plus, si l�intégrale ci-dessus est nulle alors il existe C telle que z = C� sur RN :
La démonstration de ce théorème est similaire à celle du théorème 2.2.1.

Des résultats d�existence de solution dans W 1;p(RN) pour le p-Laplacien quand p � N ont été

établis par W.Allegretto et X.Y. Huang dans [1] :

Lemme 2.2.1

Soit B : D1;p ! R, tel que B (u) =
Z
RN

g (x) jujp dx et g 2 L
N
p
�
RN
�
alors :

(i) Si fung est une suite dans D1;p; avec un * u faiblement, alors il existe une sous suite qu�on

note encore fung ; tels que B (un)! B (u) :

(ii) Si B0 (u) = 0 alors B (u) = 0:

Preuve. Voir lemme 2.2 dans [26] :

Lemme 2.2.2

On suppose que u 2 D1;pest une solution du problème :

��pu = �g (x) jujp�2 u , x 2 RN (2.11)

Alors

lim
R!+1

Z
@BR;N

u jrujp�2 @u
@n
dS = 0: (2.12)

Preuve. Soit u satisfaisant l�équation (2:11) : Multiplions les deux membres de (2:11) par u et

intégrons sur BR; on obtient

Z
BR;N

jrujp dx�
Z

@BR;N

u jrujp�2 @u
@n
dS = �

Z
BR;N

g jujp dx: (2.13)

Comme jruj 2 Lp
�
RN
�
; et g jujp 2 L1

�
RN
�
; il s�ensuit que

lim
R!1

Z
@BR;N

u jrujp�2 @u
@n
dS = L

existe et elle est �nie.

Pour montrer que L = 0; il su¢ t de construire une suite fRng ; avec Rn ! +1; telle que

2.2. Inégalité de type Dìaz-Saa
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lim
n!1

Z
@BRn;N

u jrujp�2 @u
@n
dS = 0: (2.14)

En e¤et, nous avons

�������
Z

@BR;N

u jrujp�2 @u
@n
dS

������� �
0B@R� p

p0

Z
@BR;N

jujp dS

1CA
1
p
0B@R Z

@BR;N

jrujp dS

1CA
1
p0

; (2.15)

où p0 =
p

p� 1 : Comme ru 2
�
Lp
�
RN
��N

; et u 2 L
Np
N�p

�
RN
�
; il s�ensuit que l�intégrale

1Z
0

8><>:
Z

@BR;N

�
jrujp + juj

Np
N�p

�
dS

9>=>; dR
est borné, et

lim
R!1

2RZ
R

Z
@BR;N

�
jrujp + juj

Np
N�p

�
dS dR = 0:

Par le théorème de la valeur moyenne, on peut trouver une suite fRng ; avec Rn ! 1 quand

n!1; tel que

lim
Rn!1

Rn

Z
@BRn;N

jrujp dS = 0 = lim
Rn!1

Rn

Z
@BRn;N

juj
Np
N�p dS: (2.16)

En outre, nous avons

Z
@BRn;N

jujp dS �

0B@ Z
@BRn;N

juj
Np
N�p dS

1CA
N�p
N
0B@ Z
@BRn;N

1dS

1CA
p
N

= KR
(N�1)p

N
n

0B@ Z
@BRn;N

juj
Np
N�p dS

1CA
N�p
N

:

Par conséquent

2.2. Inégalité de type Dìaz-Saa
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R
� p
p0

n

Z
@BRn;N

jujp dS � K

0B@Rn Z
@BRn;N

juj
Np
N�p dS

1CA
N�p
N

R
(N�1)p

N
+ p�N

N
� p
p0

n :

Nous obtenons

R
� p
p0

n

Z
@BRn;N

jujp dS � K

0B@Rn Z
@BRn;N

juj
Np
N�p dS

1CA
N�p
N

;

et par (2:16) lim
Rn!1

R
� p
p0

n

Z
@BRn;N

juj
Np
N�p dS = 0: Donc l�inégalité (2:15) implique (2:14) ; d�où le résul-

tat.

2.3 Existence de la première valeur propre

Théorème 2.3.1

Le système (S�) admet une première valeur propre �1 dé�nie par

�1 = inf
(u;v) � �

J(u; v) O�u

� =

8<:(u; v) � Z : K(u; v) = 1

p

Z
RN

a(x) jujp dx+ 1
q

Z
RN

b(x) jvjq dx = 1

9=;
tel que Z = D1;p(RN)�D1;q(RN) et J(u; v) =

1

p
kukp1;p +

1

q
kvkq1;q

Preuve. La démonstration repose sur le théorème de Berger.

Pour tout (u; v) � D1;p(RN)�D1;q(RN) nous dé�nissons les fonctionnelles
J et K par

J(u; v) =
1

p
kukp1;p +

1

q
kvkq1;q (2.17)

K(u; v) =
1

p

Z
RN

a(x) jujp dx+ 1
q

Z
RN

b(x) jvjq dx

Supposons que (u; v) � D1;p(RN) � D1;q(RN) est un couple de fonctions propres du système (S�)
associé à la valeur propre �. Multiplions la première équation de (S�) par u et la deuxième équation

par v et intégrons par parties sur BR;N , on obtient

2.3. Existence de la première valeur propre



Chapitre 2. Existence et unicité de la première valeur propre 21

8>>>>><>>>>>:

Z
BR;N

j5ujp dx�
Z

@BR;N

u j5ujp�2 @u
@n
dS = �

Z
BR;N

a jujp dx

Z
BR;N

j5vjp dx�
Z

@BR;N

v j5vjp�2 @v
@n
dS = �

Z
BR;N

b jvjp dx

En vertu du lemme 2.2.2., nous obtenons, en faisant tendre R! +18>>>>><>>>>>:

Z
RN

j5ujp dx = �
Z
RN

a jujp dx

Z
RN

j5vjp dx = �
Z
RN

b jvjp dx

Multiplions la première équation par
1

p
et la deuxième équation par

1

q
; puis additionnons membre

à membre, il s�en suit :

1

p

Z
RN

j5ujp dx+ 1
q

Z
RN

j5vjp dx = 1

p
�

Z
RN

a jujp dx+ 1
q
�

Z
RN

b jvjp dx

Autrement dit

1

p
kukp1;p +

1

q
kvkq1;q = �

0@1
p

Z
RN

a(x) jujp dx+ 1
q

Z
RN

b(x) jvjq dx

1A
D�abord, nous allons montrer les quatres assertions suivantes pour pouvoir appliquer le théorème

6.3.2 de M. S. Berger.

(i) J est faiblement semi-continue inférieurement.

(ii) L�ensemble � =

8<:(u; v) � Z : K(u; v) = 1

p

Z
RN

a(x) jujp dx+ 1
q

Z
RN

b(x) jvjq dx = 1

9=; est faiblement

fermé.

(iii) J est coercive sur l�ensemble �:

(iv) Si K 0(u; v) = 0 alors (u; v) = 0:

En e¤et, pour le point (i) il est aisé de voir que la fonction (u; v)! 1

p
kukp1;p +

1

q
kvkq1;q est convexe

continue, elle est donc faiblement semi-continue inférieurement.

Pour montrer le point (ii) ; on choisit une suite (un; vn) 2 � telle que (un; vn) * (u; v) faiblement

dans Z:

2.3. Existence de la première valeur propre
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On a bien

K(un; vn) =
1

p

Z
RN

a(x) junjp dx+
1

q

Z
RN

b(x) jvnjq dx = 1

En vertu du lemme 2.2.1, le passage à la limite entraîne :

lim
n!1

K(un; vn) = K(u; v) = 1 c�est à dire que (u; v) 2 �

On en déduit alors que � est faiblement fermé.

Le point (iii) est évident, au regard de la dé�nition de J .

En�n le point (iv) est une conséquence du lien qui existe entre K 0(u; v) et K(u; v):

En e¤et, Etant donné z1 2 D1;p(RN) et z2 2 D1;q(RN); la dérivée au sens de Gâteaux de K(u; v)
est

lim
t!0+

K(u+ tz1; v + tz2)�K(u; v)
t

= lim
t!0+

1

p

Z
RN

a(x) [ju+ tz1jp � jujp]
t

dx+ lim
t!0+

1

q

Z
RN

b(x) [jv + tz2jq � jvjq]
t

dx

La fonction t 2 R! (ju+ tz1jp) est de classe C1 et sa dérivée au point t vaut

pz1 (u+ tz1) ju+ tz1jp�2 :

Car, les applications

t! u+ tz1 et y ! jyjp

sont de classe C1 de R dans R et

(jyjp)0 = p signe(y) jyjp�1 = py jyjp�2 :

D�après le théorème des accroissements �nis sur [0; t] pour 0 < t < 1, il existe � 2 ]0; 1[ tel que

ju+ tz1jp � jujp = tpz1 (u+ �tz1) ju+ �tz1jp�2

On a donc

lim
t!0+

ju+ tz1jp � jujp

t
= pz1u jujp�2 ;

autrement dit

lim
t!0+

1

p

Z
RN

a(x) [ju+ tz1jp � jujp]
t

dx =

Z
RN

a(x)z1u jujp�2 dx: (2.18)
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Et de la même façon pour

lim
t!0+

jv + tz2jq � jvjq

t
= qz2v jvjq�2 ;

autrement dit

lim
t!0+

1

q

Z
RN

b(x) [jv + tz2jq � jvjq]
t

dx =

Z
RN

b(x)z2v jvjq�2 dx (2.19)

En combinant (2:18) et (2:19) on obtient

K 0(u; v)(z1; z2) =

Z
RN

a(x)z1u jujp�2 dx+
Z
RN

b(x)z2v jvjq�2 dx;

autrement dit

K 0(u; v)(
u

p
;
v

q
) = K(u; v):

D�où si K 0(u; v) = 0 alors (u; v) = 0; par dé�nition de K(u; v):

En conséquence, d�après Berger, il existe un couple de solution (u�1 ; v�1) tel que

�1 = J (u�1 ; v�1) = inf
(u;v) � �

J(u; v):

2.4 Unicité de la valeur propre principale

Théorème 2.4.1

(i) Si � est une valeur propre de (S�) alors, il existe un couple de fonctions propres associé à �

strictement positive sur RN :

(ii) Tout couple de fonctions propres de (S�1) est strictement positif sur RN :

Preuve.

(i) On a J(juj ; jvj) = J(u; v) et K(juj ; jvj) = K(u; v)

Si (u�; v�) véri�e l�équation

1

p
ku�kp1;p +

1

q
kv�kq1;q = �

241
p

Z
RN

a(x) ju�jp dx+
1

q

Z
RN

b(x) jv�jq dx

35
alors (ju�j ; jv�j) véri�e aussi l�équation donc on peut considérer que u� � 0; v� � 0:
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Par conséquent on a :

(
��pu� = �a (x) ju�jp�2 u� dans RN

��qv� = �b (x) jv�jq�2 v� dans RN ,

il en découle alors que

�pu� � j�j kak1 ju�jp�1 dans RN ; (2.20)

et

�qv� � j�j kbk1 jv�jq�1 dans RN : (2.21)

En utilisant le principe du maximum fort de vásquez appliqué aux inéquations (2:20) et (2:21) ; on

obtient :

(u� > 0 ) et (v� > 0 ) :

(ii) Soit (�;	) un couple de fonctions propres de (S�1), soit (�+;	+)� 0 (respectivement (��;	�) � 0)
la partie positive (respectivement négative) de (�;	) . Autrement dit.

(�;	) = (�+;	+) + (��;	�)

alors

�+;�� 2 D1;p(RN) ; 	+;	� 2 D1;q(RN) .

De plus,

J(�;	) = J(�+;	+) + J(��;	�) et K(�;	) = K(�+;	+) +K(��;	�)

Il est facile de voir que

max

�
K(�+;	+)

J(�+;	+)
;
K(��;	�)

J(��;	�)

�
� K(�;	)

J(�;	)
=
1

�1

On suppose de manière arbitraire que
K(�+;	+)

J(�+;	+)
est le maximum alors

�1K(�+;	+) � J(�+;	+)

Posons

(h+; k+) =

�
�+
�
;
	+
�

�
tel que � = [K(�+;	+)]

1
p ; � = [K(�+;	+)]

1
q

2.4. Unicité de la valeur propre principale
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On a

K(h+; k+) = 1

et

J(h+; k+) =
1

p
kh+kp1;p +

1

q
kk+kq1;q

=
1

p

Z
RN

j5h+jp dx+
1

q

Z
RN

j5k+jq dx

=
1

p

Z
RN

j5�+jp

�p
dx+

1

q

Z
RN

j5	+jq

�q
dx

=
1

K(�+;	+)

241
p

Z
RN

j5�+jp dx+
1

q

Z
RN

j5	+jq dx

35
=

J(�+;	+)

K(�+;	+)
� �1

=) �1 = �1K(h+; k+) � J(h+; k+)

(h+; k+) est un vecteur propre pour �1 et on a :

��ph+ = �1a (x) jh+jp�2 h+ dans RN

��qk+ = �1b (x) jk+jq�2 k+ dans RN .

Alors on a

�ph+ � j�1j kak1 jh+jp�1 dans RN ; (2.22)

�qk+ � j�1j kbk1 jk+j
q�1 dans RN : (2.23)

Puisque (h+; k+) � 0; le principe du maximum de Vásquez appliqué aux inéquations (2:22) et

(2:23) entraîne

(h+; k+) > 0 par conséquent (h�; k�) = 0

Et �nalement

(��;	�) = 0 ainsi (�;	) > 0 dans RN :
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Théorème 2.4.2

La valeur �1 est l�unique valeur propre réelle de (S�):

Preuve.

Soient (u; v) une solution propre positive associé à � et (�;	) une solution propre associé à �1.

D�après la dé�nition de �1; il est claire que �1 � �
On applique le théorème 2.2.1 aux couples (�; u) et (	; v)

Z
RN

j5�jp dx �
Z
RN

�
��pu

up�1

�
j�jp dx; (2.24)

Z
RN

j5	jq dx �
Z
RN

�
��qv

vq�1

�
j	jq dx: (2.25)

D�une part d�après la dé�nition de (�;	) on a :

1

p
k�kp1;p +

1

q
k	kq1;q = �1

241
p

Z
RN

a(x) j�jp dx+ 1
q

Z
RN

b(x) j	jq dx

35

� �

241
p

Z
RN

a(x) j�jp dx+ 1
q

Z
RN

b(x) j	jq dx

35
� �

241
p

Z
RN

a(x)
j�jp

up�1
up�1dx+

1

q

Z
RN

b(x)
j	jq

vq�1
vq�1dx

35
� �

241
p

Z
RN

a(x)
j�jp

up�1
up�2udx+

1

q

Z
RN

b(x)
j	jq

vq�1
vq�2vdx

35
� �

241
p

Z
RN

a(x)
j�jp

up�1
jujp�2 udx+ 1

q

Z
RN

b(x)
j	jq

vq�1
jvjq�2 vdx

35

�

241
p

Z
RN

�
��pu

up�1

�
j�jp dx+ 1

q

Z
RN

�
��qv

vq�1

�
j	jq dx

35 : (2.26)

D�autre part, tenant compte de (2:24) et (2:25) on a

1

p
k�kp1;p +

1

q
k	kq1;q =

1

p

Z
RN

j5�jp dx+ 1
q

Z
RN

j5	jq dx �
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� 1

p

Z
RN

�
��pu

up�1

�
j�jp dx+ 1

q

Z
RN

�
��qv

vq�1

�
j	jq dx: (2.27)

Par combinaison de (2:26) et (2:27) ; il s�en suit

1

p

Z
RN

j5�jp dx+ 1
q

Z
RN

j5	jq dx = 1

p

Z
RN

�
��pu

up�1

�
j�jp dx+ 1

q

Z
RN

�
��qv

vq�1

�
j	jq dx

)

8>>>>><>>>>>:

Z
RN

j5�jp dx =
Z
RN

�
��pu

up�1

�
j�jp dx

Z
RN

j5	jq dx =
Z
RN

�
��qv

vq�1

�
j	jq dx:

En appliquant encore une fois le théorème 2.2.1, on conclut l�existence de deux constantes C et bC
telles que u = C� et v = bC	:
Prenant (�;	) solution de (S�1) et (u; v) une solution positive de (S�) c�est à dire u = C� et

v = bC	 donc on peut écrire :
(S�)

(
��pu = �a (x) jujp�2 u dans RN

��qv = �b (x) jvjq�2 v dans RN ,

)

8<: �
�
jCjp�2C

�
�p� = �a (x) jCjp�2 C j�jp�2 � dans RN

�
���� bC���q�2 bC��q	 = �b (x)

��� bC���q�2 bC j	jp�2 	 dans RN ,

)
(
��p� = �a (x) j�jp�2 � = �1a (x) j�jp�2 � dans RN

��q	 = �b (x) j	jq�2 	 = �1b (x) j	jq�2 	 dans RN ,

) � = �1

2.4. Unicité de la valeur propre principale
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Conclusion

Nous nous sommes intéressés à l�existence et l�unicité de la première valeur propre d�un système

elliptique quasilinéaire dé�ni sur RN :
Nous avons montrer que cette première valeur propre est principale et unique.

La question de la simplicité reste toujours posée.

Dans l�avenir nous essayerons de répondre à cette question et nous étendrons notre étude à des

systèmes non linéaires où les non linéarités véri�ent des conditions de croissances c�est à dire des

systèmes de la forme :

(
��pu = �f (x; u; v)

��qv = �g (x; u; v)

Il s�agit de montrer l�existence d�un couple

 
�1

�1

!
associé à une solution propre

 
u1

v1

!
qui garde

un signe constant.

Conclusion
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