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Résume

Dans ce travail, on étudie un probleme inverse du type « complétion de données » engendré par
une équation elliptique : #_ (z,x)—Au(z,x) =0 dans un domaine cylindrique (0<z <z, x €QC
R”, n > 2) avec un opérateur A : D(A) C H — H densément défini, auto-adjoint et défini positif,

ou H est un espace de Hilbert séparable.

Les conditions de Dirichlet sont données sur la face supérieure du cylindre alors qu’il n’y a pas
de conditions sur I’autre face. Notre objectif est de reconstruire les données manquantes a partir
des mesures internes effectuées sur la solution. Ce probleme de Cauchy est mal posé, et donc une

procédure de régularisation est nécessaire pour le stabiliser.

En utilisant la décomposition spectrale de 'opérateur A, on peut expliciter la solution formelle du
probléme sous la forme d’une série de Fourier dont les coefficients de Fourier sont des quotients de
deux fonctions sinus-hyperboliques. On propose dans notre étude une méthode de régularisation
basée sur la troncature spectrale, qui nous permet de construire une solution approchée et stable.
Ensuite, la solution stabilisée sera projetée sur un sous espace de Krylov engendré par 'opérateur
A~!. Cet algorithme nous fournit une méthode pratique et simple pour calculer numériquement la

solution stabilisée.

2010 Mathematics Subject Classification : 35]J15, 35]25, 34K30; 31A25, 35R25, 47A52; 46E40, 47A56;
15A16, 15A18; 34A55, 65F50, 65F60.

Mots clés : Problemes de Cauchy mal posés, problemes inverses, opératenrs différentiels ellip-
tiques, complétion de données, régularisation, stabilisation, logarithmigue convexité, méthodes de pro-

jection de Krylov.



Abstract

In this work, we consider the data completion problem for a Cauchy problem governed by an
elliptic equation : #_,(z,x) — Au(z,x) =0 in a cylindrical domain (0< 2z <z, x €eQ CR”, n>2)
with linear densely defined selfadjoint and positive definite operators A : D(A) C H — H where H
denotes a separable Hilbert space. Cauchy data are given on the upper boundary and the boundary
values on the lower boundary are sought from interior measurements. The problem is ll-posed, and
for a stable numerical approximation of the solution #(z, x) some regularization technique has to

be applied.

The formal solution is written as a quotient of two hyperbolic sine function in terms of the two-
dimensional elliptic operator A (via its spectral eigenfunction expansion), and it is shown that the
solution is stabilized (regularized) if the large eigenvalues are cut off. We suggest a numerical proce-
dure based on the rational Krylov method, where the solution is projected onto a subspace genera-
ted using the operator A~'. This algorithm provides us a practical and simple method to calculate

numerically the stabilized solution.

2010 Mathematics Subject Classification : 35]15, 35]25, 34K30; 31A25, 35R25, 47A52; 46E40, 47A56;
15A16, 15A18; 34A55, 65F50, 65F60.
Key words : Ill-posed Cauchy problems, inverse problems, elliptic partial differential equations,

stabilization, regularization, logarithmic convexity, data completion, Krylov subspace method.
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{ZZ Un mathématicien est une personne qui peut trounver des analogies entre les théorémes ; un meillenr
mathématicien est celui qui peut voir des analogies entre les démonstrations. Les tres bons mathémati-
ciens sont ceux qui peuvent déceler des analogies entre les théories. Mais on peut supposer que le meillenr

des mathématiciens, est celui qui peut voir des analogies entre les analogies.

Stefan Banach
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&7 Dans les mathématiques vous ne comprenez pas des choses. Vous vous habituez juste a elles.

John Von Neumann

&7 Dans la mesure on les lois des mathématiques se rapportent a la réalité, elles ne sont pas sitres; et

jusque elles sont certaines, elles ne se rapportent pas a la réalité.

Albert Einstein
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§ Infroduction

0.1 Problématique

n 1923, le mathématicien frangais J. HADAMARD écrit son livre célebre sur les équations aux
E dérivées partielles et leur signification physique[l] Cet ouvrage fit le point de départ au déve-
loppement du concept de probléeme bien posé en physique mathématique. Il s’agit d’un probleme
dont la solution existe, elle est unique et elle dépend continiment des données (stabilité). Dans ce
méme livre HADAMARD laissait entendre (et ¢’était aussi une opinion partagée avec L.G. PETROVSKY E[)
que seul un probleme bien posé pouvait modéliser correctement un phénomene physique.

'.i/ La réalité actuelle est toute autre : le caractére fondamentalement mal posé de certains pro-
= blemes pratiques est reconnu et manifeste dans une classe de problemes tres larges, dite

"Problémes inverses" [, et motive de nombreuses recherches en mathématiques.

i Les problémes inverses est un domaine trop vaste pour que nous puissions en donner un

exposé exhaustif. Cette thématique a connu un essor considérable ces dernieres décennies,
parallélement au développement de techniques numériques et de moyens de calcul permettant leur
résolution. On peut les classer en deux catégories : les problemes qui visent a déterminer des condi-
tions aux limites ou des sources inconnues, et les problemes liés a ’estimation de paramétres intrin-
seques du systeme. Le premier type de problémes apparait des que la mesure directe de la grandeur
physique étudiée n’est pas accessible en pratique. Dans la deuxiéme catégorie de problemes inverses,
I’objectif est de déterminer & partir d’une connaissance partielle de I’etat du systéme, les parameétres

décrivant le modele physique.

1. J. HADAMARD, Lectures on Cauchy’s problem in linear PDEs, Yale University Press, New Haven (1923).

2. LG. PTEROVSKY, Lecture on Partial Differential Equations, New York : International Publishers (1954).

3. Un probléme inverse consiste a déterminer des canses connaissant des effets. Ainsi, ce probleme est I'inverse de celui
appelé probleme direct, consistant a déduire les effets, les canses étant connues.

u Guelma
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0.1 Problématique 2

ans ce travail, on étudie un probléeme inverse du type « complétion de données » ; Il s’agit

de reconstituer une donnée au bord, inaccessible a la mesure, a partir d’'une mesure interne.

Le modele mathématique est donné par un probléme de Cauchy du type elliptique & données man-
quantes, occupant un domaine cylindrique. Ce probleme est qualifié de mal posé au sens d” Ha-
damard et de nature extrémement instable; les solutions, lorsqu’elles existent, ne dépendent pas
de maniére continue des données, de sorte qu'une petite erreur sur ces derniéres peut induire des

erreurs importantes sur les solutions calculées.

Les problemes inverses elliptiques intervenant dans la reconstitution de sources et/ou de condi-
tions aux limites sur le bord ou une partie du bord, ont été largement étudiés et expérimentés
dans plusieurs applications : la détection des fissures, le contréle non destructif, la corrosion,

I"electro-cardiologie, et d’autres domaines pratiques. Pour plus de détails, on peut consulter )

I] 17,51}, (114 135}, [195]] %[13, 36,50, 62, (87, [108]], ainsi que les références qui y sont citées.

Lorsqu’il s’agit d’identifier ou de calculer une grandeur physique a partir des observations (mesures),
on est amené souvent a inverser un opérateur (la résolvante qui donne la solution du probleme di-
rect). Cette inversion, qui est souvent mal posée, nécessite un traitement particulier des instabilités,
par des techniques dites de régularisation qui consistent a perturber légérement le probleme, ou
d’éliminer les hautes fréquences responsables de cette instabilité, de maniére de rendre le probleme

en question bien posé et numériquement réalisable.

\/\;‘\ Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes de régularisation ont été uti-
lisées pour résoudre certains problemes de Cauchy avec des données sur-déterminées.
Parmi elles, on cite :

La méthode itérative alternative initialement proposée par KozLov et al. I] 992 [119] . Cette
méthode consiste a résoudre une suite de problémes elliptiques bien posés dont la solution converge,

pour des données compatibles, vers la solution du probléme original.

La méthode de guasi-réversibilité initialement introduite par LatTis & Lions @y [[126]
consiste a transformer le probléeme de Cauchy mal posé d’ordre 2 en un probléme bien posé d’ordre
plus élevé (d’ordre 4) en introduisant un certain parameétre (terme de correction), la convergence au
probléme d’origine est assurée quand ce parametre tend vers 0. Cette méthode a été ensuite reprise
par plusieurs auteurs pour résoudre quelques problemes inverses elliptiques, notamment KLIBANOV

& SANTOSA @ 1992 [1116]], BourGEOIS Ij 2005 1128}, 29]]. Pour plus de détails, on renvoie le lecteur aux

u Guelma
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0.2 Contenu du mémoire 3

@ [126], [ 4] [41].

La régularisation par les conditions non locales (A.B. C.-method ou Q.B. V.-metlood introduite

par ABDULKERIMOV Ij 977 1] et qui a été ensuite développée récemment par Hao et al. Ij 2009 1193]].
Le principe de cette approche consiste a perturber légerement le probléme original par un probleme
nonlocal bien posé, sans modifier opérateur différentiel. Dans le livre @& [[169], on trouve un bon

exposé accompagné d’une série d’expérimentations justifiant I’efficacité de cette méthode.

Dans le méme context, d’autres approches d’aspect numérique ont été développées pour amélio-
rer le calcul des solutions de certains problémes elliptiques a donnés manquantes, par exemple :
ANDRIEUX et al Ij 200 T1712]]), ELDEN & Simoncint 2% [61]].

D’étude intensive des problemes inverses est dictée par la richesse du sujet aussi bien sur P'aspect
théorique, que sur I’aspect pratique (cf. Ij [8], @& [178]). Toute problématique directe génére une
variété de probléemes inverses, qui donne naissance a des questions théoriques et des défis numé-

riques, ce qui souligne I'intérét et ’actualité du sujet que nous traitons dans ce mémoire.

0.2 Contenu du mémoire

Le présent travail porte sur I'étude d’une classe de problémes inverses elliptiques du type
« complétion de données ». Les ingrédients mathématiques utilis€ées est un mélange entre
la théorie spectrale et I'analyse numérique matricielle.

Le mémoire est composé de quatres chapitres. Le premier chapitre est consacré au
vocabulaire lié a cetfte thématique, et les autres constituent la contribution princi-
pale de la problématique étudiée dans ce projet de recherche.

4 Dans le Chapitre 1, on rappelle quelques résultats d’analyse fonctionnelle, ainsi que les outils d’ana-
lyse des problemes mal posés. Un apercu non exhaustif sur les méthodes de Krylov est donné pour faciliter
la lecture et comprendre I'intérét de ces approaches dans Uapproximation numériques des problemes in-

verses.

o4 Le chapitre 2 traite un probleme elliptigue a données manguantes, et le cadre fonctionnel conve-

nable pour ce type de problémes.

4. Auxiliary Boundary Conditions Method
5. Quasi Boundary Value Method

u Guelma
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0.2 Contenu du mémoire 4

4 Le chapitre 3 est consacré a 'analyse théorigue du probléme. En premier lieu, on établit un résultat
de convexité logarithmique, par lequel on démontre gue notre probleme est conditionnellement stable sur
une classe de correction maximale, gu’on donne sa caractérisation. Ensuite, moyennant une troncature
spectrale, la solution stabilisée sera tronquée pour construive une approximation stable du probléme

original.

o4 Quant au chapitre 4, il traite la question de lapproximation numérique de la solution stabilisée
dans le cas discret. Cette derniére peut étre calculée numérignement grice a une procédure de projection
sur un espace de Krylov bien approprié. On justifie théoriqguement la convergence de cette approximation

projetée, et on donne des estimations d’erreur qui vont préciser le critere d’arrét.

Motivation. On note ici que les problémes inverses du type complétion de données a partir
des mesures internes[ se distinguent par la rareté des résultats, et les études qui ont été faites dans
cette direction, traitent des problémes occupant des domaines simples dans R* (cf. I] [109, 153}

160, [132, [193]]), ce qui nous a motivé d’aborder et d’explorer cet axe de rechercheﬂ

6. En géologie, ces mesures sont connues sous le nom : mesures du puits (borehole measurements).
7. A\ Les résultats exposés dans le chapitre 3 sont originaux.

u Guelma
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Chapitre1 <

Rappels et notations

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats qui seront utilisés tout au long

de ce travail. Pour plus de détails, des références a la littérature seront systématiquement données.

On se place dans un un cadre hilbertien (H;, — H,), ou H. est un espace de Hilbert sur K=R ou

C, muni de la norme |.|; et le produit scalaire (.,.),, ( = 1,2).

1.1 FEléments de théorie spectrale

% Références

|

H. Brezis ; Analyse Fonctionnelle, Théorie et Applications, Masson (1993).

O

R. Dautray, J.-L. Lions ; Analyse mathématique et calcul numérique. Tome 5 (spectre des opérateurs), Edt. Mas-
son, (1988). [§3. page 136-180].

O E.B. Davies; Linear Operator and their Spectra, Cambridge University Press (2007).

O L Gohberg, S. Goldberg and M.A. Kaashoek ; Basic Classes of Linear Operators, Birkhduser (2003).
O D. Huet; Décomposition Spectrale et Opérateurs, PUF (1976).

O P. Lévy-Bruhl; Introduction a la Théorie Spectrale : Cours et Exercices Corrigés, Dunod (2003).

1.1.1 Opérateurs linéaires

De maniere générale, un opérateur linéaire est une application A : 2(A) C H, — H, linéaire, ou

9(A) est le domaine de définition de I’application linéaire A, qui est un sous-espace vectoriel de H,,

u Guelma
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1.1 Eléments de théorie spectrale 6

que ’on suppose en général dense dans H,. Lopérateur A : 9(A) = H, — H, est dit borné si la

quantité
1Al =sup {|Auly,, u€D(A), |u]y, =1}

est finie. Dans ce cas A est une application linéaire continue sur Z(A), et lorsque Z(A) est dense
dans H,, A s’étend de maniére unique a un opérateur borné sur H,.

e Tout opérateur A est complétement défini par son graphe G(A) qui est un sous-espace vectoriel
de H, x H, défini par G(A) = {(v, Av), ve Z(A)}.

Pour tout opérateur linéaire A : 2(A) C H, — H,, on note par :
N(A)={h € D(A), Ab =0} (noyau de A),
R(A)={h,=Ah,, b, € Z(A)} (image de A).

1.1.2 Opérateurs bornés

On note £ (H,,H,) (resp. £ (H,)) l'espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de H, dans
H, (resp. des endomorphismes continus de H,) muni de la topologie de la convergence uniforme :
|Bul,

Be ¥(H,H,), ||B||$(H1,H2): sup .
we\o} |y

Définition 1.1.1. On dit qu’une application linéaire continue § € £ (H,, H,) est inversible ssi il

existe une application S’ € £ (H,, H,) telle que
SoS=1Iy, SoS'=I.
Lapplication §' si elle existe est unique. On notera §' = S~ et
Inv(H,H,):= {S € Y(H,,H,), S inversible }

Théoreme 1.1.1. [Théoréme des isomorphismes de Banach]

Toute bijection linéaire continue S € £ (H,, H,) est inversible.

Définition 1.1.2. Soit A € £ (H). On appelle ensemble résolvant de A, I’ensemble

o(A) = {/1 €C; A, = (Al — A) est inversible (<= bijectif )}

u Guelma
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1.1 Eléments de théorie spectrale 7

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté
o(A):=C\ p(A).

On appelle rayon spectral (noté spr(A)) la borne supérieure du spectre en module, i.e.,

spr(A) := /lsu&) |A].
co

» Le spectre d’un opérateur borné est un compact non vide.

Le spectre ponctuel de A (noté o ,(A)) est 'ensemble des A € C tels que A, soit non injectif :
A€0,(A)<=N(4,) # {0}.

Un élément A € 0 ,(A) est dit valeur propre de 4, il lui correspond un 0 # s € H tel que Ab = Ab

que I’on appelle vecteur propre correspondant a A.

Définition et Proposition 1.1.1. Soit S € Z(H,, H,). Alors il existe un unique opérateur
S* e ¥Y(H,,H,), appelé adjoint de S, qui vérifie la relation suivante :

(Shyshy),=(h,S*hy),, Vh,€H,, Yh,eH,.
De plus, on a les propriétés suivantes :
ISIH=1IS"Ml,  $ =($")" =$.
Si S est bijectif (=> inversible), alors $* Dest aussi, et (§*)™' = (§7')".
Définition 1.1.3. Soit H un espace de Hilbert. On dit que A € £ (H) est auto-adjoint si A =A".

A=A" <= (Ax,y) =(x,Ay), Vx,y€H.

1.1.3 Opérateurs non-bornés

Définition 1.1.4. On dit qu'un opérateur A est fermée si son graphe G(A) est fermé dans H, x H,,
i.e., pour toute suite (#,) C D(A) telle que #, —> u dans H, et Au, — v dans H,, alors u € Z(A)

et v=Au.

» Dopérateur fermé A peut étre considéré comme un opérateur borné de son domaine de définition

9(A) muni de la norme du graphe (|#|g := |#|;; +|A#|y; ) dans H,.
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1.1 Eléments de théorie spectrale 8

Théoreme 1.1.2. [Théoréme du graphe fermé] Si Popératenr fermé A est définit sur tout espace H,,

alors A est borné
(A ferméet D(A)=H, => A borné).

Définition et Proposition 1.1.2. Soit A : 9(A) C H; — H, un opérateur non-borné a domaine
dense. On peut définir 'opérateur non-borné A* adjoint de I’opérateur A, comme suit :

A" 9A")CH,— H,

DA") = {7} €H,:3c>0tel que [(v, Au)| <clu|,, Vue @(A)}.
Dans ce cas la fonctionnelle # — g(#) = (v, Au) elle se prolonge de fagon unique en une fonction-

nelle linéaire f : H, — K telle que |f(#)| < c|u|, , Vu € H,.DParsuite f € H{~ H,. On a par

conséquent la relation fondamentale qui lie A et A
(v, Au)y =(A"v, u)y , Yue€P(A), VvepA).
» SiA: 9(A) C H —> H, est un opérateur non-borné a domaine dense, alors A" est fermé.

Définition 1.1.5. On dit quun opérateur A : Z(A) C H — H est symétrique lorsque
Vu,ve P(A), (Au,v)=(u,Av)
Définition 1.1.6. L'opérateur A : 2(A) C H — H est dit auto-adjoint si A = A%, i.e.,
D(A)=D(A") et (v, Au)=(Av, u), Vu,v e D(A).

Théoreme 1.1.3. Soit A : 9(A) C H — H un opérateur fermé symétrique. A est anto-adjoint si et
seulement si 0(A) C R.

Théoréme 1.1.4. [Caractérisation des opérateurs a image fermé]
Soit A: 9(A) C H —> H, un opératenr non-borné, fermé, avec 9(A) = H,.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) R(A) est fermé,  (ii) R(A*) est fermé, (iii) R(A)=N(A*), (iv) R(A*) =N(A).

Le résultat qui suit est une caractérisation utile des opérateurs surjectifs.

Théoréme 1.1.5. Soit A : 9(A) C H, — H, un opérateur non-borné, fermé, avec 9(A) = H,. Les

propriétés suivantes sont équivalentes :
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1.1 Eléments de théorie spectrale 9

(a) A est surjectif, i.e., R(A) = H,,
(b) il existe une constante k > 0O telle que

lv| < kJA*v|, Voe (A",
(c) N(A") = {0} et R(A") est fermé.

Corollaire 1.1.1. Soit A : 2(A) C H —> H, un opératenr non-borné, fermé, avec 2(A) = H,.
Lopérateur A admet un inverse borné A~ sur H, si et seulement s’il existe deux constantes m, et m,

telles que
|u| <m |Aun|, VYueD(A),

lv| <m,|A"0|, VYovePAY).

1.1.4 Spectre et résolvante d’un opérateur non borné

Soit A : 9(A) € H —» H un opérateur non borné que I'on suppose fermé[[Pf| et & domaine dense.

Définition 1.1.7. On appelle ensemble résolvant de A, ’ensemble
p(A)={AeC:A, = Al —Aest bijectit}.
Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté o(A) = C\p(A).

e On note que si A € p(A), I'inverse R(A;A) = A;l est défini sur tout ’espace et est fermé. Par le
théoreme du graphe fermé, il est borné, i.e., A7' € £(H). Cet opérateur est appelé la résolvante de
A.

e L'ensemble résolvant p(A) est un ouvert du plan complexe et 'application po(4) 3 A — R(A;A)
est analytique sur chaque composante connexe de p(A). La résolvante satisfait a I’équation fonction-

nelle sutvante dite identité de la résolvante
R(/lﬁA) - R(A2§A) = (/12 - /ll)R(/lﬁA)R(/{z;A)-

e Le spectre de A est donc un fermé de C, et si de plus opérateur A est borné, alors o(A) est un

compact non vide.

1. Thypothese de fermeture est nécessaire pour faire une théorie spectrale raisonnable.
2. SiAn’est pasfermé, alors p(A)=0.
3. SiA=A" alorso(A)#Deto(A)CR.
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1.2 Théorie de Riesz-Fredholm 10

Examinons a présent de plus prés la structure du spectre.

e Le premier sous-ensemble important du spectre est le spectre ponctuel :
0,(A)={A€C: A, n’est pas injectif}.

Un élément Ade o ,(A) est dit valeur propre de A, il lui correspond un 0 # ¢ € Z(A) tel que A, ¢ =0,
que l’on appelle vecteur propre (fonction propre quand H est un espace de fonctions) correspondant
aA.

e Sideo(A)\o »(A) donc A, est injectif mais non surjectif. Deux cas se présentent :

. SiR(A)) n’est pas dense, on dit alors que A € o, (A) le spectre résiduel de A.

. SiR(A)) est dense, on dit alors que A € 0,(A) le spectre continu de A.

1.2 Théorie de Riesz-Fredholm

1.2.1 Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts

Définition 1.2.1. On dit qu’un opérateur K € £ (H,, H,) est compact st K(B_(0,1)) est relati-

Hy
vement compact pour la topologie forte. On désigne par #'(H,, H,) ’ensemble des opérateurs

compacts de H, dans H, et on pose X (H,, H)) = X (H,).
» La compacité d’un opérateur T € £L(H,, H,) est caractérisée comme suit :
T ex(H,, H,) <= V(x,)C H, x,— 0 (faiblement) => Tx, — O (fortement).

» Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si §, € Z(E, F)et S, € X (F, G) (resp. S, € X (E, F)
et S, € £(F, G)), alors §,8, € X (E, G).

» [Théoreme de Shauder] Si K est compact, alors K* est compact. Et réciproquement.

Théoréme 1.2.1. Soit K € X (H) avec dim(H) = co. Alorson a :
(@) 0 € o(K),

(6) o(K)\{0} = o, (K)\{0},

(c) Pune des situations survantes :

. ou bien o(K) = {0},

. ou bien o(K)\{0} est fini,

« ou bien o(K)\{0} est une suite qui tend vers 0.
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1.2 Théorie de Riesz-Fredholm 11

Théoreme 1.2.2. On suppose que H est séparable. Soit T € H (H ) un opérateur anto-adjoint compact.

Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T :

VxeH, x:xo+Z(x,ek)ek,xO€N(A), Tx:Z/lkek.

k>1 k>1

1.2.2 Famille spectrale et résolution de I'identité

e Version discréte

Définition 1.2.2. Soit A : 2(A) C H — H un opérateur non borné. Alors A est dit a résolvante

compacte si
VA€ p(4), R(AA)e X (H).
On a le résultat suivant :
Theoreme 1.2.3. Un opératenr A : D(A) C H — H est a résolvante compacte ssi il existe u € p(A)
tel que R(u;A) € A (H).

Théoreme 1.2.4. Soit A: D(A) C H — H un opératenr auto-adjoint. Alors

1) 0,(4)=0,

(2) o(A)=0,(A)Vo (A)CR,

(3) A>0 <= o(A)C[0,00].

Théoreme 1.2.5. Soit A : 9(A) C H — H un opérateur aunto-adjoint borné inférienrement et a

résolvante compacte. Alors A est diagonalisable, i.e., il existe une base hilbertienne dans H, (e,)), ~, C

D(A), et une suite de réels (A,,),,», telles que

ASAL- <A, —+o0, Ae,=A e

e, m=1,2,.--

De plus, les valenrs propres (A, ) admettent la caractérisation (formule de min-max de COURANT-FISHER )

suivante :
) (Au,n)
A, = min max —
V, €7, 9(4) 0£4eV,,  |u)
. (Au,u)
A,=  max min —
Vit €%, 1(H) 0£ueVE na)  |u|
on

YV (2(A)):={V s.ev.de Z(A) tq. dim(V) = m},
vV _(H):={Vsev.deH tq. dm(V)=m —1}.
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1.2 Théorie de Riesz-Fredholm 12

Remarque 1.2.1. Si A: 9(A) C H — H est un opérateur auto-adjoint avec A >80 > 0= 0 €
o(A), et l'injection H' := (D(A),|.|) = H est compacte, alors A est a résolvante compacte et donc

diagonalisable.

e Version continue

Définition 1.2.3. Une famille {E£,},_p de projections orthogonales dans H est appelée famille spec-
trale ou encore résolution de I’identité si elle satisfait aux conditions :
(l) E/IEIU :Einf(/l,/.z)’ /1’ I €R,

(i) E__=0, E, =1,
ouE__h= lim E,b, E+Ooh:/11im E,h, heH,

A——00 —+00
(1ii) E,,=E, OUE/1+0h:5>lolr?_)OE/1+eh’ heH.

Les limites sont prises au sens de la norme de H.

Théoreme 1.2.6. Soient H un espace de Hilbert et A un opératur auto-adjoint dans H. Alors il existe
une famille spectrale {E,} ,_ telle que

(Ax,y):J Ad(E,x,y), Ax :f AdE x.
R R

On note symbolignement A = J AdE,.
R

Théoréme 1.2.7. Soit A—— [ (A) une fonction continnue a valeurs réelles. Soir 9 C H défini par :
D=<h GH:J If (DI A|Eh|* < oo
R

Alors 9D est dense dans H et on définit un opératenr auto-adjoint S dans H par :

(Sx,) = j FA(Ex,y), x€2,yeH,

de domaine 9(S) = 9.
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1.2.2.1 Fonctions d’un opérateur auto-adjoint

+00
Soit A un opérateur auto-adjoint dans I’espace de Hilbert H, A = f AdE,, Ay = info(A) >0, sa
Ao

décomposition spectrale.

Définition 1.2.4. On définit :

e Les puissances de A.

+00 +oo
A’:JA’dEA, r €R, he@(Ar)@fizrd|Exb|2<w.

o 4o

On note ici, que pour tout r <0, A” € L(H), etsi r =0,A° =1.

Pour tout 7 > 0 et pour tout h € Z(A”), ona (A"h,h) > A|h|*.

Pour tout 7 >0, Z(A”) muni de la norme [h|* =|A"h|>, h € P(A"), est un espace de Hilbert.
Si0<7r, <7,, D(A?) > D(A™) et D(A™) est dense dans D(A™).

e f(A) pour une fonction f continue sur R.

= [ FdE, beatray e [ IFQRAEHF <o
A Ay
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1.3 Problémes inverses
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O Problémes directs en EDP
Ftant donné un domaine Q ¢ R, on s’intéresse aux solutions # :

Q% [0,00[>(x,t) — u(x,t)€E de
ut+F(t,x,3x‘flu,...,9xj”u):f, dans Q,
{Bl_n=g, sur N x [0,00],
n(x,0) = uy(x) dans Q.

O Problémes inverses en EDP
A partir d’une connaissance partielle de la solution # de 'EDP (mesures internes, mesures fron-
tieres), retrouver :

® /.8 g, — Identification de sources.

e 1, — Identification de données initiales.

e ' — Identification de coefficients.

e () —> Identification géométrique.
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1.3 Problémes inverses 15

» Toute problématique directe génere une famille de problémes inverses.

On peut classer les problemes inverses en deux catégories : les problémes qui visent a déter-
miner des conditions aux limites ou des sources inconnues, et les problémes liés & I’estimation
de parametres intrinseques du systéme. Le premier type de problemes apparait dés que la me-
sure directe de la grandeur physique étudiée n’est pas accessible en pratique. Dans la deuxieme
catégorie de problemes inverses, 'objectif fixé est de déterminer a partir d’une connaissance
partielle de I’etat du systeme, les paramétres décrivant le modele physique.

La difficulté principale des problémes inverses est leur caractére généralement mal posé[l]
O Formulation abstraite

On peut toujours écrire un probléme inverse sous une formulation vectorielle abstraite (input-

output).

Définition 1.3.1. [Hadamard 1923] Soient X, Y deux espaces de Banach, et A : X O D(A) —
Y un opérateur (linéaire ou non-linéaire). Le probleme inverse Ax = y est bien posé au sens de

HADAMARD si

Existence : Pour tout y € Y il existe x € X tel que Ax = .

Unicité : Pour tout y € Y, il y a au plus une solution x € X.

Stabilité : La solution x dépend contintiment de la donnée .

Si au moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiée, alors le probleme est dit mal posé. En
pratique, cela veut souvent dire qu’il n’existe pas de solution unique ou que, si elle existe, une légere

modification des données conduit a des solutions tres différentes.

Le choix des espaces de départ et d’arrivée X et Y est bien sOr trés important dans
cette définition. La stabilité est une condition primordiale. En effet, s’il y a un probléme
de stabilité, le calcul numérique de la solution peut devenir impossible & cause des
erreurs de mesures ou d’arrondis.

Remarque 1.3.1. La définition donnée par Hadamard est trés contraignante dans la pratique. Il faut

donc relaxer la définition d’un probléme bien posé.

4. Alors que les mémes causes provoquent les mémes effets, des effets identiques peuvent avoir de multiples causes :
les problemes inverses sont mal posés.
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Définition 1.3.2. [Lavrentiev 1959] (Stabilité conditionnelle) Soit A : X D D(A) — Y un opé-
rateur fermé, densément défini. On dit que le probléme Ax = y est conditionnellement stable (ou

correct au sens de TIKRHONOV) sur M C P(A) s’ il existe une fonction
w:R, — R_, continue en 0 avec w(0) =0,

telle que I’on ait
ley =l < o (llAx, = Ax ), Vi, €.

L’ensemble M est appelée ensemble des contraintes (ou ensemble des informations a priori). L'ap-

partenance de # a M signifie certaine régularité ou certaine bornitude vérifie par la solution #.

1.3.1 Exemples de problemes mal posés

Exemple 1.3.1. Probleme de Cauchy pour I’équation de Laplace. Considérons le probléeme sui-

vant :

Aun=0, (x,y)€Rx(0,o00),
u(x,0)=0, x€R, (1.3.1)
du(x,0)=p,(x), x€R,

ol ¢,(x) = esin(x/e), ¢ > 0. On vérifie aisément que #_(x,y) = ¢”sinh(y/e)sin(x/e) est une
solution du probléme (1.3.1). On remarque que (¢, — 0, ¢ — 0) mais (#_(x, y) — oo, ¢ — 0)

pour tout x > 0 fixé. Ce qui prouve que les solutions de (1.3.1) ne dépendent pas continiment des

données initiales.

Exemple 1.3.2. Probléme rétrograde pour I’équation de la chaleur. Trouver #(x,0) = #,(x)

(condition initiale inconnue), sachant que le champ de temperature #(x, t) vérifié :

u,—un.,.=0, xe€(0,mxr),te,T),
u(x, T)=g(x), 0<x<r, (BCP)
u(0,t)=u(m,t)=0, 0<t<T,

ou ¢ € L,(0, 7) est une fonction donnée. Par la méthode de Fourier, on peut expliciter la solution

du probleme (BCP) sous la forme :

[ee]

w(x, t)=">_ 7" e, (x),
n=1
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ou ¢, est le coefficient de Fourier d’ordre 7 de ¢ :

- [ f o(x)sin(nx)dx, en(x):\/gsin(nx).

Soit ¢(x) = uy(x, 0) la temperature initiale. Alors d’apres I’égalité de Parseval, on a:
(o) nz
ol =36 14, .
n=1

On considere maintenant le probleme (BCP) avec des données bruitées :
1
Y=g+ ral)

On remarque que ||¢, — ¢|| = % — 0, B —> +oo mais ||#(¢,;0) — u(¢;0)|| = EekZT —
+00, k —> 400. On voit tres clair que le probleme (BCP) est instable donc mal posé. C’est pour
cela, qu’on dit que les phénomenes de la chaleur sont irréversibles.

La solution de I’équation de la chaleur avec la condition initial #(x, 0) = ¢(x) € L,(0, 7r) est donnée
par la formule :

T

n(x, 1) = Ze ‘Pae,(x f{

n=1

ie fsin nx)sm(nf)} (&)dE.

Ainsi, # est solution du probleme (BCP) ssi ¢ satifait ’équation de Fredholm de premiere espece :

Ho=¢, u(x.T)= j K(x, £)p(€)dE = §(x), 0<x<m,

o0

ouK(x Ze »T sin(nx)sin(n&).

Lopérateur 1ntegral A est du type Hilbert-Schmidt (donc compact), d’ott 2# ! n’est pas borné. Ce

qui montre le caractére mal posé du probleme (BCP).

Exemple 1.3.3. Equation hyperbolique avec conditions de Dirichlet. Considérons le probleme

suivant :

{ ut(t(t)+Au(t) =0, 0<t<T, (HCP)

O=¢, w(T)=¢,
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ou ¢, ¢ sont des fonctions données dans H, et A: P(A): H — H tel que A=A" et A> & > 0.
Si A, =(kn)*/T? k=1,2,---,nesont pas des valeurs propres de 4, alors "opérateur (sin(Tx/Z))

est injectif, et la solution formelle du probleme (H C P) est donnée par :

u(t)=sin((T — t)VA) (sin(T\/Z)) ¢ +sin(tvVA) sin(T\/Z))_gp.

Inversement, si {4, = (k7)’/T?, k=1,2,...,} N 0,(A) # 0, alors la solution du probleme (HCP)
n’est pas unique. Cependant, le probléeme (HCP) est mal posé au sens ’HADAMARD dans les

deux cas : les valeurs A, = (kn/T)*, k =1,2,---, peuvent étre proches des valeurs propres de A :

[8,400[2 A—> _ n’est pas bornée au voisinage des A,.
sin(T v/ )

» On remarque d’apres les exemples donnés, qu’il y a deux questions sérieuses liées a cette catégorie
de problemes :

1 La non unicité. Pour cette question, il nous faut des informations supplémentaires sur la solu-
tion et une bonne connaissance de la nature physique du probléme, pour récupérer I'unicite.

2 Dinstabilité. Ce caractere est le plus problématique, surtout dans I'implémentation numérique.
Cela veut dire qu’il est impossible de donner un schéma numérique convergeant et stable quel que
soit la performance de la méthode proposée. Pour traiter ce caractére d’instabilité, on régularise
par un probléme proche (dans un certain sens) qui est stable. Les méthodes de régularisation sont
variées, chaque probleme nécessite un traitement spécifique selon sa complexité et son degré de mal

position (Pour une bonne référence sur les méthodes de régularisation, on cite le livre de H.W. ENGEL
@ [62]).

1.3.2 Outils d’analyse des problemes mal posés

Dans I’étude des équations de la forme :

B:DB)CH —H,,u—Bu=w,

la fermeture de R(B) est une propriété cruciale, pour que 'inverse de B soit borné. Le Théoreme de

Banach nous fournit une caractérisation topologique sur cette question :

Théoréme 1.3.1. [Théoréme de Banach sur I'inversion bornée] On suppose que B est injectif. Alors
B~':R(B) — H, est borné ssi R(B) est fermée.
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Dans des situations pratiques, la vérification de la fermeture de I'image est souvent une tache tres
difficile, et en général, on n’a pas beaucoup d’outils pour étudier cette question. Si la carte spectrale
de 'opérateur est bien connue, cette information peut étre exploiter pour étudier la fermeture de

son image. On a dans cette direction la caractérisation spectrale suivante :

Théoréme 1.3.2. (¢f. KULKARNI et af 2%°% 20008 Ij [122,[123]]) Soit B: D(B) C H, — H, un opéra-
teur fermé densément défini. Alors R(B) est fermée ssi il existe r > O tel que o(B*B) C {0} U [r,+o0[.
Side plus, H = H, et B=B", alors R(B) est fermée ssi O n’est pas un point d’accumulation de o(T).

e Considérons maintenant un opérateur compact 1' € 4 (H,, H,), ou H,, H, sont deux espaces de
Hilbert séparables. Une des approches les plus pratiques pour étudier le probléeme inverse T'h, = h,,
consiste a utiliser la décomposition en valeurs singuliéres (SVD) de Popérateur T'. Cette représen-
tation propose des bases pour les espaces de Hilbert H, et H, permettant d’exprimer et de résoudre

simplement le probleme.

Définition 1.3.3. Soient H,, H, deux espaces de Hilbert séparables et 7' € ¢ (H,, H,). On appelle
valeur singulitre de Popérateur T, le réel positif s = v/, ol A est une valeur propre de I'opérateur
K=T"'T:H — H,.

Théoreme 1.3.3. [Décomposition en valeurs singulieres (SVD)]  Soit T € 4 (H,,H,) et Pr, la
projection orthogonale sur N(T'). Alors il existe une suite de valenrs singulieves (s,) et deux systémes

orthonormés {@,, @,,-+-} C Hy, {¢, ¢y, -} C H, tels que :
1. (s,) est décroissante, s, — 0, n —> oo
2 Top=s%e T'r =50
3. YheH, h=> (b, ¢,)p +Pryh.

k>1
4, V}] EHl’ Tb :Zsk(h’gpk)sbk
k>1
s.VheH, Th=> s(hd)o.
k>1

Le systeme {(sp; 9> 1)} 11 est appelé le systéme singulier de T.
La famille (¢,) est une base hilbertienne de N(T'Y*, la famille (¢, est une base hilbertienne de R(T).

Remarque 1.3.2. Le calcul des valeurs singuliéres et I’étude de leur vitesse de décroissance peut donc

fournir des renseignements sur le caractére mal posé d’un probléme donné (cf. @ [62]).

5. La notion de valeurs singuliéres généralise la notion de valeurs propres liée aux opérateurs auto-adjoints.
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Théoreme 1.3.4. [Théoreme de PicarD]
Soit K € J (H,,H,) un opérateur compact, et {(c,, ¢,, ¢,), n €N} son systéme singulier. Alors le
probléme :

Kf=g¢

est résoluble ssi
2 < 4o0.

g EN(K")* =R(K) 2%

9
§N i

Dans ce cas, la solution est donnée par la formule :

nEN

» Afin de proposer une stratégie de régularisation éfficace, on doit mesurer tout d’abord la com-
plexité du probleme posé. En général, on ne dispose pas d’un cadre théorique permettant de donner
des réponses a ce type de questions, mais dans des cas particuliers, on a des criteres qui caractérisent
que tels problémes sont fortement mal posés ou faiblement mal posés.

» Pour les opérateurs compacts, on utilise le critére suivant :

Soient H,, H, deux espaces de Hilbert séparables, T" € .7 (H,, H,), et soit le probleme inverse :
T:-H—H, u—Tu=nv. (E)

Définition 1.3.4. (¢ EnceL @ [62]) On dit que le probléme (E) est faiblement mal posé (resp.

. . . . . )
fortement mal posé), si les valeurs singulieres s, de K = 7" T sont équivalentes a — (resp. Ce™),
n

ou C et p sont des constantes positives.

1.3.3 Méthodes de régularisation

La régularisation des problémes mal posés, due initialement a TikHonov @ [[181]], cherche & re-
définir les notions d’inversion et de solution (guasi-solution, solution approchée, ...), de fagon que la
. ’ . . . / . / « A /
«solution régularisée » obtenue par « inversion régularisée » dépende continliment des données et
soit proche de la solution exacte (supposant que celle-ci existe pour des données proches des valeurs
effectivement obtenues par la mesure). En d’autres termes, on remplace le probleme initial mal posé

par un autre « proche dans un sens » du premier et qui est bien posé.
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Considérons un opérateur inverse Kb, = h, ou K : H, — H, est un opérateur compact injec-

tif.ﬁ On suppose que », € R(K), i.e., le probléme inverse possede une solution uniqueﬂ

Définition 1.3.5. Une famille d’opérateurs linéaires bornés R, : H, — H,, (o > 0) est dite "famille

régularisante" pour I'opérateur K si
Vh, eH,, limo(Ro[K)h1 =h,, i.e.,, R, K —> I simplement.

Remarque 1.3.3. Si R est une famille régularisante pour 'opérateur K : H; — H,, ou H, est de
dimension infinie, alors les opérateurs R, ne sont pas uniformément bornés, i.e., il existe une suite

(2,) CR, telle que lim |[R, ||=+occ.

La donnée initiale b, € H, n’est jamais connue exactement : il y a toujours un bruit qui vient la
perturber. Notons /) la donnée perturbée ot le nombre 7 > 0 est le niveau du bruit, z.e., |h, — b]| <
n.

Notons h;”” = R_h I'approximation de la solution du probléme inverse Kb, = b, obtenue avec
Popérateur de régularisation et la donnée perturbée. En utilisant I’inégalité triangulaire sur |, —h,"”|

on obtient
by = b= 10hy = Roby) 4 (Ruby = B S nllR 1y = R ). (13.2)

Le premier terme de droite de I’équation (1.3.2) représente la majoration de I’erreur due au niveau

de bruit. Par la Remarque (1.3.3), nous avons vu que ||R || — 400 quand @ — 0. Il ne faut donc

pas choisir @ trop petit sinon I’erreur peut devenir tres grande. Par contre le second terme de
: P :

droite de (1.3.2) tend vers 0 quand « tend vers O par définition de R,. Nous allons faire tendre le

niveau de bruit 7 vers 0 et nous allons choisir une stratégie de régularisation de maniére a ne pas

commettre une trop grande erreur sur la vraie solution 5,.

Définition 1.3.6. Une stratégie de régularisation 7 — a(n) est admissible si pour tout b, € H,

lim a(7)=0 et lim ( sup {|R b7 — hy| tel que |Kh, —b]| < 7;}) =o. (1.3.3)

n—s0 n—s0 }J;/GHZ

Les stratégies de régularisation sont variés, chaque probleme nécessite un traitement spécifique selon
son degré de complexité, pour plus de détails (cf. @ [123}162} (87, [149])). Parmi les méthodes les plus

6. Le fait de choisir K injectif n’est pas trés contraignant car on peut toujours restreindre I’espace H; au complément
orthogonal de N(K), ot N désigne le noyau.
7. 1l faut noter que notre probléme Kb, = b, inverse est toujours mal posé a cause de la non continuité de K.
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connues en problemes inverses et en calcul matriciel mal conditionné, on ala méthode de Tikhonov
et la méthode de la troncature spectrale.
» Le principe de la régularisation de Tikhonov pour stabiliser le probléme inverse mal posé K f = g

est de choisir comme solution I’élément £, qui minimise la fonctionnelle
Kf — gl +a|f, a>0. (1.3.4)

Dexistence et 'unicité du minimum est assurée grace a la coercivité et stricte convexité de f ——
|f|?. Le paramétre @ est appelé le parametre de régularisation et le terme |f|* est appelé le terme de
correction. Le choix du parameétre « est basé sur un critére d’équilibre entre ’erreur due au terme
de correction et le gain de la stabilité.

On a le Théoréme suivant :

Théoréme 1.3.5. Soit K € £ (H,, H,). Alors la fonctionnelle de Tikhonov admet un unique minimum

1. Lélément f, est la solution de I'équation normale
S,f,=(+KK)f,=K"g. (1.3.5)

La famille d’opérateurs R, = (oI +K*K)"'K* : H, —> H,[f| est appelée famille régularisante de
1
Tikhonov. On a ||R,|| < >

et tout choix de a(n) — 0 avec n’a(n) — 0 est admissible. Pour

les résultats de la vitesse de convergence, on peut consulter les références @ [162,149] pour plus de
détails.

» Le parametre de régularisation a@ > O est choisi via le principe d’écart (en anglais : discrepancy
principle) de Morozov @ [[146]], ce principe consiste a fixer le parameétre o tel que la solution cor-
Le choix optimal est extrémement difficile et les critéres qui existent sont d’application délicate, et
nécessitent des méthodes itératives pour étre mis en oeuvre.[|"]

» Dans la pratique nous supposerons qu’un parametre « est valable si ’erreur appartient a un petit

intervalle contenant la valeur du niveau de bruit n > 0 (¢f. % [[149], page 172).

8. (sa =S, (S,h,b) = |Sh] +alh* > alb]’,Vh € H1> — (O(Sa) Cla|lS,|]=>0e ,O(Sa)>, i.c., S existe et

S7'e Z(H,).
9. Méthodes a priori : utilisent I'information sur le niveau d’erreur 7 et sur Popérateur K.
10. Méthodes a posteriori : utilisent aussi les données g, .

Ay = max{a HKf, — g, < r)}, ou f, :il}f{lea - g'}|2+a|f|2}.
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1.3.4 Convexité logarithmique

Pour finir cette revue de méthodes d’analyse des problémes mal posés en EDP, on cite ici la méthode
de la convexité logarithmique (cf %[10, 117, [155]], Ij [68, 112, 127, 131]) , qui trouve sa place

dans la stabilisation des problemes mal posés, qui sont conditionnellement stables.

Définition 1.3.7. Soit f : I C R — R, une fonction positive. On dit que f est log-convexe si la
fonction f (t) =log(f (t)) est convexe.

Si la fonction f est strictement positive (f > 0) et log-convexe sur I'intervalle [4, 5], alors on a

I'inégalité suivante :

log(f(2)) < (1—0(1))log(f(a)) + 0(t)log(f (£)), ¢ €[a,b], (1.3.6)

b—a

. Cette derniere inégalité nous donne I'inégalité d’interpolation :

f@) S f@)'OF @YY, t€la,b]. (1.3.7)

» Une fonction f € 6*([a, b];R’ ) est log-convexe ssi f f " —(f)* > 0. Cette propriété découle du

fait qu’une fonction est convexe si sa dérivée seconde est positive :

g () 20 <= 1L =YL 5 6 " (fY>0et f2>0

[ =log(f(2))" 2 =7 = = [fT=(fy20et f7>0
Théoreme 1.3.6. Soit f une fonction continue, positive et log-convexe sur un intervalle I. Alors f(t) >
O,Vielonf(t)=0,Vtel

Théoreme 1.3.7. Soit A: D(A) C H — H un opératenr symétrique, et u(t) une solution du probléme
u'(t)=Au(t), 0<t <T.Alorslog(|u(t)|) est convexe sur [0, T]. En conséquence

()] < L'~ (T (1.3.8)

Cette inégalité montre que la dépendance continue peut étre récupérer si on impose une contrainte
de bornitude sur la solution.

Pour plus de détails et d’autres versions généralisées (¢f. Ames & Straughan [[10], p. 17-20, Isakov
%[108], p. 43-46 et Fattorini %[65], p. 375).
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1.4 Méthodes de projection de Krylov

% Références

O Z.Bai,]. Demmel, J. Dongarra, A. Ruhe, and H. van der Vorst (Editors) ; Templates for the Solution of Algebraic
Eigenvalue Problems : A Practical Guide, STAM (2000).
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O L. Komzsik ; The Lanczos Method : Evolution and Application, SIAM (2003).
O B. N. Parlett; The Symmetric Eigenvalue Problem, STAM (1998).

O Y. Saad; Iterative Methods for Sparse Linear Systems, STAM (2003).

La modélisation des problémes que ’on rencontre en ingénierie et dans les domaines appliqués,
conduit éventuellement apres une étape de discrétisation, a la résolution de systemes d’équations en
dimension finie. Le traitement numérique de ces systemes complexes nécessite des méthodes rapides
et stables, d’ou le recours a des techniques itératives de projections orthogonales qui permettent de
réduire la taille du systéme a étudier. Ces méthodes de projection consistent en général a construire
une matrice dite projetée, de taille plus petite que celle de la matrice de départ. Parmi les approches
de projection qui ont été largement étudiées et exploitées avec succes, il y a les méthodes de type
Krylov qui sont basés sur des techniques de projection orthogonale sur un sou espace %, , appelé
« sous-espace de Krylov » de taille m, ou m croit avec les itérations. La terminaison des méthodes de
type Krylov est assurée pour m = N (en arithmétique exacte), bien qu’on espere qu’elle se produise
pour m K N (N étant la taille de la matrice du probleme discret). On note ici que ces méthodes sont
connues sous le nom « méthodes polynémiales >, leur convergence est super-linéaire, de plus elle
possedent un effet régularisant remarquable pour les problemes mal posés et les systemes linéaires
mal conditionnés.

Dans la littérature mathématique, on remarque que ces derniéres années, un nombre de travaux a
été consacré a ces approches. Cet effort scientifique est un témoignage sur la popularité et ’efficacité
de ces outils mathématiques dans le traitement numérique de ’analyse spectrale de grande échelle.
Notre choix de cette stratégie numérique est basé sur trois aspects fondamentaux :

» Le fondement théorique solide développé par des grands spécialistes reconnus dans le domaine
du développement de logiciels industriels :) %[17, 33), 170, 182, [83], 97, 92, [118), [138], [154] [168),

171, 1186, [190], [ [99, [To1], [ [38, 98, f61].
» Le type de convergence est super-linéaire % [168].

» Deffet régularisant constaté dans le traitement numérique de certains problemes inverses tres

complexes [ o [38] 39} 40, 1163} [99].
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*® Dans cette partie, on expose une méthode itérative pour calculer numériquement le vecteur
y = f(A)b, ot A € R"*N est une matrice carrée arbitraire, b € RY est un vecteur donné et f est
une fonction réguliere définie sur une partie contenant le spectre de la matrice A. On note ici que
ce calcul est tres complexe du fait que la matrice f(A) peut ne pas étre sympathique, méme si A est

une matrice creuse. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter la référence de base @y [97],

il peut aussi regarder quelques développements récents dans les travaux @ 2010 1125]],

1.4.1 Sous espaces de Krylov

Définition 1.4.1. On appelle sous espace de Krylov d’ordre 7 associé au couple (4, b), A € RVN,

beRY (meN,1<m<<N),le sous-espace défini par
A, (A, b):=Vect{b,Ab,...,A" " b}, (1.4.1)

ou Vect{...} désigne ’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs b = b, b, = Ab

yersh _ =A"D.
Quelques propriétés de base de ces sous-espaces sont résumés dans le Lemme suivant :
Lemme 1.4.1. Soit A € RN*N une matrice carrée et b € RN un vecteur non nul. Alors on a les
propriétés suivantes :
L H(AD)S A
A, (A b)={p
3. dim (%, (4,0)) <
4. dim (A4, (A, b)) <dim (A, (A, b));
5. dim (A, (A, b)) <dim (A,,,,(4,b));
6. X, (tA,0b) =X, (A, b) pour tout réel T #0, o #0;
7. X, (A—ol,b)=X (A,b) pourtout réel o;
8. A (PAP*,Pb)=PX, (A,b) on P est une transformation unitaire P~' = P*.

(A’b)g%‘%fm—l(A’b)g‘%m(Aab)’
(A) b | p est un polynéme de degré < (m —1)};
m

>

On rappelle ici seulement I’algorithme d’ ARNOLDI (cas non symétrique) et I’algorithme de LANC-

ZOS (cas symétrique) qui génerent les bases du sous espace de Krylov, qui vont étre exploitées pour

calculer f(A)b.
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1.4.2 Approximation de f (A) b par la méthode de Krylov
1.4.3 Algorithme d’Arnoldi

Définition 1.4.2. H = (h;;) € RM*N est une matrice sous forme Hessenberg supérieure (resp.

inférieure) si la condition () (resp. (H_)) est verifiée.

Vji>i+1, h;=0 (H.).

1] -
La méthode d’Arnoldi est une méthode de projection orthogonale sur un sous-espace de Krylov,
JA . J . . ’ 7.7 . . .
généralement appliquée aux matrices non symeétriques. Cette méthode a été introduite par Arnoldi

en °° dans le but de factoriser une matrice sous forme Hessenberg supérieure et voici ’algorithme

d’Arnoldi.

b
v = —;
o
Pour j de 1 a m faire
w; =Av;;
Pour i de 1 aj faire
— o e
bi;] =W
w; = w; = b5
Fin Pour
b =]
Si (h;,,,; =0) Alors
| Stop;
Sinon
e
‘ Vjiy1= b—h/m;
. . ]+1’]
Fin Si
Fin Pour
Algorithme 1: Méthode d’Arnoldi
H_ est une matrice de Hessenberg supérieure de taille 72 X m avec m << N et les vecteur v,,...,v,,

sont les colonnes de la matrice orthonormale V, de taille N x m. Ces vecteurs forment une base

orthonormale du sous-espace de Krylov &, (A, v,) = Vect{v,,Av,,...,A” v, }. Pour plus de détails

(cf- @ [[17, 160, [168]).
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Proposition 1.4.1. [¢f. Saap @[[168] Chap. 6.3, page 147] Dans lalgorithme d’Arnoldi, on a, a

Pétape m < N, la relation suivante :

AV =V H +h T (1.4.2)

m+1,mvm+1em’

Le.,
VIAV, ~H, (1.4.3)

on e, est le m'™ vecteur de la base canonigue de R, H = [/Jm " m] est une matrice de Heisenberg

supérienre et V, = [v,,,,...,v,, | est une matrice réelle orthogonale (V,, V; =1).

» Pour m = N, la méthode d’Arnoldi nous fournit une formule trés pratique pour calculer f (A) b :

b
on pose v; = ——, et on calcule

112]]
fA)b = Vyf(Hy) Vb,
= ||6]| Vyf (Hy)e-

» Pour m << N, on projette le vecteur f (A) b sur un sous espace de Krylov de dimension m <<

N, pour obtenir I’approximation :
fA)b=IIBIV,.f (H,)e: (1.4.4)

Cette méthode originale a été introduite par VAN DER VorsT *¥7 Ij [[185] pour résoudre 1’équa-
tion f(A)x =y, en suite elle a été développée par V. Druskin & L.A. Knizhnerman dans Particle

1989 152]], pour calculer le produit £(A)b, ou f est une fonctions polynomiale (resp. exponen-
tielles)[] Apres le succes qu'elle a eu, elle a été généralisée pour certaines classes de fonctions ration-

nelles, racines carrées, frigonométriques, completement monotones, et du type Markov <cf

Définition 1.4.3. (/. @ [118]) Soient (y;),", les vecteurs propres associés aux valeurs propres
(04),_, de la matrice H,,. Alors (6,,V,,y,),_, sont appelées valeurs de Ritz et vecteurs de Ritz

associés a la matrice A par rapport au sous-espace de Krylov 2 (A).

Remarque 1.4.1. Dans des situations pratiques, le calcul des couple propres d’une matrice carrée

A est une tache tres complexe, c’est pour cela, il est commode de calculer les couples de Ritz qui

11. f(A)b =exp(A)b, ot o(A) est négatif.
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peuvent étre considérés comme des bonnes approximations a une certaine précision. Cette approche
est bien justifiée théoriquement et numériquement, pour plus de détails, on renvoie aux @ [[17,
154].

Le théoreme qui suit précise la proximité entre les valeurs propres et les valeurs de Ritz :

Théoreme 1.4.1. (¢f. [189], %[118]) Soient A € RNV, (/1-)?[:1 les valeurs propres de A et

...... 1

(60;)7, les valeurs propres de H,, (matrice de Heissenberg & Pitération-m du processus d’Arnolds). Si

2

A=A" et m < N, alors on a la localisation suivante :

Amin5(915(92§"'§(9m5/1m

Chague intervalle (—o0,0,]1,(0,,0,1, .-, [0,,_1,0,,1,[0,,, +00) contient an moins une valenrs propres

m—1"""m
de A.

1.4.4 Méthode de Lanczos

Dans la méthode de Lanczos, on profite de la symétrie de la matrice A pour obtenir une récurrence
simple 4 trois termes (¢f SaaD @ [[168] Chap. 6.6, page 172). L'algorithme suivant nous donne une

procédure de construction de la base orthonormée du sous espace de Krylov de taille m.

1 ’ 0
Gy = tqo =Y
RS
Pour j de 12 m faire

a; = q].Tqu ;

/5/+1 = ”A% - %—1/61'—1 - q]'a]'H ;
Si (8,4, =0) Alors

| Stop;
Sinon
_ <A%‘ — ;1B ‘b‘“f) ,
B Bin ’
Fin Si
Fin Pour

Algorithme 2: Méthode de Lanczos

ot l7ll=vq"g.
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Les vecteurs (g;),_, , sont les vecteurs de base du sous espace de Krylov .7, (4, b) construit par la

=1,

méthode Lanczos.

Comme dans la méthode d’Arnoldi, on a la proposition suivante :

Proposition 1.4.2. Dans I’Algorithme de Lanczos, on a, a I’étape m < N, la relation suivante :

AQm = Qm Tm + ﬁm+1qm+1e;’ (145)

Le.,
QAQ, ~T, (1.4.6)

ou e, est le m'™™ vectenr de la base canonique de R™, et

T, =Tridiag [ 8,11, 8,11 ] ./ =0,m

est une matrice tridiagonale et Q,, = [q,,Gy,--»q,, | est une matrice orthogonale (Q,, Q; =1) de

plus, on a la relation :

/8/+1‘1j+1 =Ag; - /qu]' - /Bj—lqj_1- (1.4.7)

Dans ce cas, 'approximation de f (A) b par projection sur le sous-espace de Krylov engendre par le

processus de Lanczos, prend la forme :
fA)b=11bQ,.f (T,) e (1.4.8)
Notation. On note par K le triplet de Krylov :
K, = (#,4,b),V,,H,), m<N,

K = (J{m(A,b), Qm,Tm>, m <N,

m

ot AeRNN b RN,V (resp. Q, ) := la matrice dont ses colonnes sont les vecteurs de base de
’espace de Krylov . (A,b) et H = VWTAVm (resp. T, = QlAQm)

a4
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Chapitre2 <

Probléme elliptique & données manquantes

2.1 Probléme direct

On commence notre investigation par cette illustration.
Soit 2 un ouvert borné, régulier de R?, de frontiére I'. Soit z, > 0, on note Q le cylindre de R’ défini
par Q =02 x (0, z,). Le point générique w de Q est noté par w = (x,,2), (x,y) €Net z € (0, z)).

Considérons le probléme aux limites suivant :

Au(x,y,z)=u,,(x,y,2)+ A, u(x,y,2)=0  dansQ,
u(x,y,z)=0 sur " x [0,z,], 2.1.1)
u(x,,0) = uy(x,y) dans 02, .
u(x,y,2,) = uy(x,y) dans Q.
Le probleme peut s’écrire sous la forme :
u,,(x,y,2z)—Au(x,y,z)=0  dans Q,
u(x,y,0) = uy(x,y) dans 2, (2.1.2)

u(x,y,2,) = uy(x,y) dans Q,

ouA=—A, avec D(A)=H*(Q)NH, () C H = L*(5).
On sait bien que 'opérateur A est auto-adjoint, défini positif et a résolvante compacte, i.e., A™" est

un opérateur compact sur L*(Q),[] et donc il est diagonalisable dans une base orthonormée. Soit

1. La compacité de A~! découle de I'injection compacte de H'(Q) dans L*(1).
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(e.°]

_p ey

(v,)°2, la base hilbertienne formée par les vecteurs propres (v,,)
Av, =u,v,, <v,,v,>=3,, 0<c<u Sy, <<y, — 00, n—> 0.

Sous des conditions de régularité « trés raisonnables »» sur les données #, et u,, on peut montrer
Pexistence et I'unicité de notre probleme direct @.1.1).f]

Considérons maintenant la version abstraite de notre probleme direct.

Soient (H, < .,.>,||.||) un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, et A: D(A)C H — H
un opérateur non borné a domaine dense dans H.

Soit le probleéme de Canchy avec les conditions de Dirichlet :

{ u,,(2)—Au(z)=0, 0<z<z, (2.1.3)

u0)=9, u(z)=4¢,
ou ¢, ¢ sont des conditions aux limites données.

On fait les hypotheses suivantes :

H1 Topérateur A est auto-adjoint, i.e., A=A".
H2 Topérateur A est strictement positif, i.e., A>yJ ou0<y =info(A).
H3 Linjection H' :=(D(A),|.|g) = H est compacte.

e Sous les hypothéses (H1, H2) I'opérateur L = d” — A est elliptigue au sens de la définition :

Soit G : D(G) C H — H un opérateur fermé a domaine dense. On dit que 'opérateur G est
elliptique st il vérifie la condition suivante :

(—00,0] C p(G), IM>0,YA<0, |(G—AD)Y|<M/(1+]A).

e Sous les hypotheses (H1, H2 et H3) 'opérateur A est diagonalisable. Soit alors (5 b )i) les

k>1
couples propres (valeur propres,vecteurs propres) de 'opérateur A :

Agk:/ligk, /6:1,2,..., <£m,§n >= 87)’171’
O<ySASAEL. A — 00, k— 00,

VheH, h= Z h&,, by =<h,&, > le coefficient de Forier d’ordre £ de .
k=1

2. Par la méthode de Fourier, on peut expliciter la solution recherchée sous la forme d’une série de Fourier.

3. H2=>0€ p(A), H3 => A~ est compact.

4. (H1,H2, H3) => A" est auto-adjoint compact, et donc diagonalisable d’aprés le Théoréme de la décomposition
spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts. En conséquence A est diagonalisable.
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Définition 2.1.1. On dit que # € 6€'([0, z,]; H) est une solution classique du probléme 2.1.3) si
est deux fois continiment dérivable sur (0, z,), pour tout z € (0,z,), #(z) € D(A) et si elle vérifie

I’équation et les conditions aux limites (2.1.3).

Théoréme 2.1.1. (¢f. PriLErkO @ [[159], p. 366-373.) Le probleme R.1.3) admet une solution clas-
sique ssi ¢, ) € D(A'?).
Si 9, € D(A), alors u € 6'([0,2,]; H)N 6 ([0, z,]; D(A)).

Dans la suite du travail, et pour des raisons de simplicité, on suppose que ¢ =0

sinh ((z1 - z)ﬂ)
Soit la famille (hyperbolic sine family) d’opérateurs bornés : R(z) := € X4(H).
sinh <Z1 ﬂ)

Alors la solution du probléme (2.1.3)) est donnée par la formule :

sinh <(Z1 — Z)ﬂ) . i sinh ((z, — z)A,)
sinh <21 1/2) = sinh(z4,)

Mentionnons avant de continuer qu’il existe une littérature tres abondante qui traite les problemes

u(z)=

<9,&,>¢,. (2.1.4)

elliptiques directs (existence, unicité, régularité des solutions, approximation numérique des solu-
tions). Les références Ty @y [49, 66, 180, [85, 188, (120, [124) 166, [175, (194, [178], [ 146,74, 75,
76,77,178., 179,184,194, 95,96, [139} (140, [141} [151]] dressent un large panorama de ce sujet et en donne

de trés nombreuses illustrations.

2.2 Formulation du probleme inverse

Soit #(z; ¢) la solution du probleme :

{ u,,(z)—Au(z)=0

, O<z<z,
n(0)=¢, u(z)=0

(2.2.1)
pour une condition donnée ¢.
Notre probleme inverse se formule comme suit :

Soit u(z = v;9) = h une mesure interne effectuée sur la solution u(z; @) an point z = r,
0 < T < z,. Notre objectif est de déterminer la donnée u(0) = ¢ a partir de I'information h.

On peut schématiser notre probléme inverse comme suit :

o —u(z)=R(z)p — ®(u)=u(z=1)=h, (2.2.2)
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on obtient donc une équation de Fredholm du premiére espéce
Ko=h, K=R(1). (2.2.3)

Il est naturel de se demander si Popérateur K est inversible et quelle est la stratégie de reconstruction.
Plus précisément, on va traiter les questions suivantes :

1. Injectivité de K (unicité).

2. Continuité de K et son inverse s’il existe (stabilité).

3. Image de K (ensemble admissible maximale).

4. Algorithme de reconstruction de ¢ a partir de h.

Une premiére réflexion qui nous semble pratique est de résoudre le probleme :

n,(z)—Au(z)=0, 0<z<z,
LS h s, 224
et de poser #(0) = ¢.

Mais la solution du probleme (2.2.4) n’existe que si / vérifie des conditions extrémement

restrictives, et de nature tres instables. En effet, soit le probleme :
v,,(2)—Av(z)=0,t<z<z, v(t)=h, ov(z;)=0. (2.2.5)

On sait bien que le probléme (2.2.5) est bien posé (probleme classique bien traité), et sa solution est

donnée par :

_ sinh ((z,—2)A)
v(z)= ; sinh (21 — T)/1k>

Soit donc v'(7) = A’, et considérons le probleme :

<h,, >E,. (2.2.6)

w,(z)—Aw(z)=0,0<z<7, w(t)=h, ©'(r)=h" (2.2.7)

On vérifie aisément que la solution formelle (unique) du probleme (2.2.7) est donnée par

= sinh ((z, — z)A
w(z) :g sinh((; — T))/{:; <h&>E,. (2.2.8)

& On remarque que sur I'intervalle r < z < z,, # = v, donc le probleme (2.2.4) est bien posé.

Par contre sur la partie complémentaire 0 < z < 7 ou # = w, le probleme est instable, ceci découle

sinh ((z, — z)A,)
sinh ((z; — 7)A;)

du comportement des hautes fréquences w, = ~ exp ((t — z)A,) — oo quand

kb — oco.
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2.3 Propriétés spectrales et topologiques de ’opérateur K

Les propriétés qualitative de notre probléme inverse reposent sur les propriétés spectrales et topo-

logiques de 'opérateur K. Avant de donner ces propriétés, on rappelle la version généralisée du

Théoréeme de Picard :

Théoréme 2.3.1. [Théoreme de Picard] Soient ¢ : R — R une fonction continue, et Z(p) := {t €
R: ¢(¢)=0}. Sour B= J AdE), un opératenr auto-adjoint. On suppose que Z(p) =0 ou bien Z(P) est

R
au plus dénombrable. Alors le probleme inverse

d(B)x =, 2.3.1)

est solvable ssi

J SOV 2dIdE P < co. 232)
R

De plus, ¢(B) est injectif <= Z(¢p)N o ,(B) =0.

sinh <(z1 - T)ﬁ)
sinh (21 Jt >
Proposition 2.3.1. L'opératenr K : H — H possede les propriétés suivantes :

sinh ((z,—7)4,) |
- =y, <L
sinh (Zl/1k>

Notons ¢(t):= L2y

1. Ke X (H), ||K||:sup{v,€ =
k>

2. K est auto-adjoint.
3. K est injectif.

4. R(K) est dense mais n’est pas fermée.

Preuve. - D’apres le calcul fonctionnel des opérateurs aut-adjoints (¢f. Rappels, Thm.|1.2.7), la re-
présentation spectrale de 'opérateur K = ¢(A) nous assure que K est auto-adjoint (car ¢ est conti-

nue et a valeurs réelles). La fonction ¢ est bornée, décroissante, donc la norme ||K|| = sup ¢(A) =
A€a(A)

$(A3) =v;. La compacité de Popérateur K résulte de la limite v, — 0 quand & — oc.

- Linjectivité de K découle immédiatement de Z(¢) N o ,(A) = 0. Ce qui implique que R(K) =
N(K )J‘ =0t =H. O
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Théoreme 2.3.2. D’apres le Théoréme de Picard, le probléme inverse Ko = h est uniquement solvable

SSI

k=1

o sinh (z,4,) 2 ,
Z <sinh ((z1 — T)/lk)> [<hé>[ <o

on encore

o sinh (z,4,) \’ ,
heC(A):= H: , 00
eCy={ce ;(Smh«zl_%)> PIRAND

Remarque 2.3.1. On montre que ’ensemble

C,(A)=R(K)=2(K™") {{EH io:exp 2t <, &, >|2<oo}

k=1

En effet, il existe deux constantes

1—exp(—27s 1 —exp(—27s
0< ]€_ = lnf P( ) s k+ sup p( )
s2y7 1 —exp(—=2(z, — 7)s) >y7 1 —exp(=2(z; — 7)s)
telles que
1 —exp(—27s)

k_exp(t4,) <

<k A).
1—exp(=2(z, —7)s) ~ +exp(TA)

En d’autres termes
sinh (z,4,)
sinh ((z, — 7)4,

iexp(ZT/lk)|<{,§k>|2<oo<=>i< )> | <& > < o0
k=1 k=1

O
En conclusion, le probleme (2.2.4) admet une solution unique #(z;h) € H ssi u(0) € H (1(0) €
H <=> h € C,(A)). Dans ce cas, la solution est donnée par :
& sinh ((z, — 2) 4,)
“'sinh ((z;, — 1) A;)

Remarque?2.3.2.
e On note ici que I'ensemble des vecteurs propres {&;}77 | de I'opérateur A est inclus dans les en-
sembles

Cy(A) = {C eH:iexp(Zﬁrikﬂ <& > <oo}, 6> 1.

k=1
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e La suite {Cy(A), 0 > 1} est décroissante au sens de I'inclusions. Dans la terminologie des pro-
blémes inverses, ces ensembles sont appelés les classes admissibles (en anglais : correctness classes), et
pour 0 =1, on trouve C,(A) = R(K) la classe admissible maximale.

e On note aussi que les ensembles Cy(A) sont denses dans A mais ne sont pas fermés, et dans des

situations particuliéres, ils coincident avec certains espaces de Sobolev.
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Stabilisation et approximation

Puisque le probleme (2.2.4) est stable sur T < z < z,, et instable sur 0 < z < 7, alors on va I’étudier

uniquement sur le domaine d’instabilité.

3.1 Stabilité conditionnelle

la solution du probléme (2.2.4) est stable ; on dit alors que la solution #(z; ) est conditionnel-

% On suppose que ||#(0)]| < M ou u(z) est la solution du problem (2.2.4). Sous cette condition,
lement stable sur ’ensemble E,, := {u(z;h) : ||u(0)|| < M}.

Nous voulons maintenant aborder la question de stabilisation dans le cas de données enta-
chées de bruit, parce que les données qu’on dispose viennent de ’expérimental, ce qui im-
plique l’existence d’erreurs de mesure. Cette cause d’incertitude induit une image floue a cause de la
sensibilité des problemes inverses aux incertitudes, et I'interprétation des réponses devient presque

impossible et engendre un grand risque.

On suppose maintenant que la donnée #(7) = b est entachée de bruit (inexacte), i.e., on dispose une
approximation b, de b : ||h, — h|| < ¢, ¢ est le niveau de bruit. Dans le cas d’un bruit additif, on a
bc, =h+e.

Considérons alors le probleme :
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u,, —Au=0, z€(0,z,), (3.1.1)
u(z,) =0, (3.1.2)
[l (7) = Al =|lh. — hl| < e, (3.1.3)
|| ()| < M. (3.1.4)

Notations. On note par (SP.) := le probleme (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) et (3.1.4), (SP,) : = (3.1.1),
(3.1.2),(3.1.4) avec la donnée exacte u(t) = h.

Remarque3.1.1. Lasolution du probleme (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) et (3.1.4) est stable, mais en général
n’est pas unique. En effet, soit la famille de fonctions U#(z) = e T u(z),0< u <eouu(z;h)est

la solution du probleme (SP,). On remarque que les fonctions U#(z) vérifient les conditions du
probléeme (SP.) :

K

Ut —AU* =e T(u,, —Au)=0,

Ut(z,)=e Wu(z,)=0,
1U#©) = e T][x(0)]| < e
|UH(z) = bl|=le™BTh — b| = (1— e TT)][4]| < <ﬁ> bl = <e.

O

Notons B(h,¢) := {Z EH: ||Z —h|| £ e}, Z. 'ensemble de toutes les solutions du probleme (3.1.1),
G.12), B.1.3) et G.14).

Théoreme 3.1.1. Sozent u; et u; denx solution du probleme (SP.). Alors on a la continuité holderienne

suivante :

z,—Zz

ui(z)— u;(z)H < < > SEMTE 0<z< T (3.1.5)

z, =T
Preuve. Soit # la solution du probléeme (SP,), alors on a

_ < sinh ((z,—2) A)
“(2)= Z sinh ((z, — 7) 4;) i) &

k=1

u Guelma
MEZIANI Mohamed Seyf Eddine Département de Mathématiques ©2010



3.1 Stabilité conditionnelle 39

Soient les fonctions de la variable réelle A >0,

sinh((z, — z) A) 1—e2n=2)4
= =0(z,A oul(t,A))= ———.
sinh((z, — 7) A) (2, )" (£:4) 1 — ¢~ 2Az—D)A

M(z,A)=1—¢ X024 — B+ BeHa™0

Il est clair que
1— e—Z(zl—z)/l

0 )= ——y 2 1, (3.1.6)
Une application directe du Théoréme des accroissements finis, donne
M(z,A)— M (2,0)=(A—0)M (z,7) avec 0 < n < A.
Ona M(z,0)=1-1-B+B=0, M'(2,9)=2(z, —z)e 2™ —28(z, — 1) e X~

Z, —Z / /
Pour 3 = , on obtient M (z,n) < 0, ce qui implique que M (z,A) = AM (z,n) < 0, donc
z, =T
M(z,A) <O.
M(z,\)=1—e 202 B4 Be A <0 = 1—e 2072 < B Be™™ —,3< 2Az1— T)’{)
ce qui donne
1 — e 2n=2)/ z,—z
0(z,A) o2 s Jé — (3.1.7)
D’apres ((3.1.6) et (3.1.7)) on obtient donc
zZ,—z
1<0(2,0)< . (3.1.8)
z, =T

| $o [sinh ((z,—2) A,
D’autre part, Ona”%(z)”zzz <sinh E(z1 7) A ;
1 k

2
> AR /92 (h,&,)?, qui peut étre estimée
k=1

comme suit

||u<z>||2=f( 0 (2,2) e ) B, <
< >+Z.o€2(r zAk|h|_<

La fonction #(z) = Z e D% (h, &) &, vérifie le probléme parabolique (rétrograde) suivant :
k=1

(3.1.9)

i, 4+ VA =0, 7#(r)=h.
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En vertu du Théoréme de la convexité logarithmique (¢f. Rappels, Thm.[1.3.7), on peut écrire :
[ N AGR A (3.1.10)
En combinant les inégalités (3.1.9) et (3.1.10), on obtient
Zi—=Z\ |t et
[l (@I < { —— J I (Il [l O (3.1.11)
1
Puisque # (t) = h = u (1), il vient donc
z,—z N
[l ()l < [l (DI {12 Q)" - (3.1.12)
Z,—T
A \ i /4 ./ 1
D’autre part et grace a I'inégalite (3.1.8) < e < 1> , On peut écrire
—+00 +00
[Z@IF = D e b, =Z 92 (2, A) % |y |
k=1 o \0(z Ak
< sup (z,4) e T4 b,
o (o) S0
<Z( (2. 2) %) b P = e ()P
En particulier, pour z =0,
[l (O)]] <[] Q)] (3.1.13)
Ainsi, de (3.1.12) et (3.1.13) découle
—z Z1—2z z oz
|l (2 )||<< >||%(T)|| [l I S< >||%(T)||TM g (3.1.14)
z, — z =T
Soient maintenant #; et #; deux solutions différentes du probleme (SP,) telles que
| u (7)—u, (T)H <e.
Alors une application directe du résultat (3.1.14) donne
€ ¢ Zl —Zz zZ . 1-Z
u; (z)—uy (z)|| < e~M =,
Z,—T
(|

Remarque3.1.2. Ce Théoreme montre que le probleme (SP,) est stable, i.e.,

u(z;h;) — u(z; by)|| = O(e?/7) — 0, e — 0.

u Guelma
MEZIANI Mohamed Seyf Eddine Département de Mathématiques ©2010



3.2 Régularisation par troncature spectrale 41

3.2 Régularisation par troncature spectrale

Définition 3.2.1. Pour A, > 0, on définit la solution régularisée du probléme (SP,) comme suit :

sinh ((z, — z) ;)

& h.) &g 3.2.1
= mnh((zl—r)/lk)( whe) G-2.)

v (2)=

La quantité A_ est appelée fréquence de coupure. Cette technique est connue sous le nom « tronca-

ture spectrale » qui élimine les hautes fréquences responsables de 'instabilite.

Théoréeme 3.2.1. Soit u(z;h) (resp. v.(z,h.) la solution régularisée du probleme (SPy) (resp. (SP.)).
1 M
Alors pour A_ = <—> In <—>, on a lestimation suivante :

T &

zZ1—z z,q_z
v —v, || < +1)e-M™=, 0<Lz<rT. (3.2.2)

z, -
Avant de donner la preuve du Théoréme [3.2.1}, on introduit les deux Lemmes techniques suivants.

Lemme 3.2.1. Supposons que v,(z; h,) et v,(z; h,) sont deux solutions régularisées définies par la pro-

1 M
cédure (32.0), telles que ||h, — h,|| <e.Si A, = <—> In <—> , alors on a Pestimation suivante :
T £
Z1 —Z z 1—2
o1 (2) = v, (2)I| < M, 0<z<r (3.2.3)
Z,—T

Preuve. Un calcul direct donne

lo, —ol[" =

= E ., |
’lkf/lc 6(21_’[)/11@ (1 6_2(21_T)/1k> |< p) gk)|
1-— 3_2(21_2)/1/e 2
— E 2t—2)A; |< ) 5 )|
= e ’
A2, < 1 — e 2z=04 2> Sk

IA
w
c

o

N
Q
g
q
N
=
N——
PR
w
c
o
—_
|
('b
N
sIN\
I
.q
\/
@
M
g‘\
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En utilisant les estimations

sup (A7) = "
A <A,

1— e 2n=2)k Z,—Z
sup — = sup 0 (z,A) L
h<d 1—e 2@k ) o Z—T
D Wb =hy, &) P L iby = hill?,

A <A,

on obtient

2
Z,—Z _
o, — 0| < < >
zZ,—7T

IA
N
| |
Q[N
v

N
/\

Enfin on trouve

z z z z
||7)1—7)2||§< 1_ >£?M1_? pour0<z < 1.

1

Lemme 3.2.2. Soient u(z;h) la solution définie par 2.3.3) et u (z;h) la solution régularisée définie
1 M
par (3.2.1). On suppose que ||u Q)|| < M. Si A, = <—> In <—>, alors on a Pestimation suivante :
T £

lu—ul||<eM~%, 0<z<r7 (3.2.4)

Preuve. Ona:
sinh® ((z, — ) A,)
oo, sinh? (( )k)
sinh® ((z, —z)A,)  sinh’(z,4,)
4=, sinh (zl/lk) sinh? ((z;=7)A)

IN

[ls(25b) = u (2; b)II (B, &)

[ (b, &)

sinh® ((z, — z) A,) sinh’® (z,A,) 5
sup . 12 . 12 | <h’ €k> | :
A=A sinh® (z,4;) fso, sinh” (2, =) 4)
De
sinh? (z, A sinh? (z, A
— CA) e <> CA) eyl <ar,
J>, sinh ((zy—1)A) >0 sinh” ((z; — 1) A;)
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et

sinh ((Zl —2) Ak) e(z1—2)A, (1 _ 6—2(21—2)/1k> <1 _ e—z(zl—z)/l,e>
= —e

sinh (z,4,) prapn (1 — 6—221/@) (1 _ e—ZZlflk)

inh —2z)A
Sup sin .((Zl Z) k) S Sup <e—Z/1k> — e—Z/Ic,
aza \ sinh(z4) Az,

M

ln(z;h) = n(z;h)|| < e M = o)) pr = 2412

il en résulte que

O
Revenons maintenant a la démonstration du Théoreme (3.2.1). Soient #(z;h) (resp. u.(z;h)) la

solution exacte (resp. régularisée) du probleme (SPy) et v, (z; h.) la solution régularisée du probleme
(SP,). En appliquant les Lemmes et[3.2.2, on obtient pour0< z < 7

zZ,—z

(23 5) = v (2 )| < (25 ) = u (25 D)l + | (25 5) — v (25 b )l < < + 1> eTM'T.

zZ,—T

Remarque 3.2.1. Le Théoreme (3.2.1) nous donne seulement la continuité a I'intérieur de I'inter-
valle ]0, 7].
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Approximation numérique du probléme par La
méthode de Krylov

4.1 Discretisation et projection de la solution

4.1.1 Stratégie de discrétisation

La discrétisation par éléments finis ou différences finies d’'une EDP intervenant dans un probléme
inverse est une source d’erreur et son influence sur la convergence est certaine. Pour remédier a ce
phénomene, on propose une semi-discrétisation du probleme, ce qui va nous permettre d’une part
de diminuer les erreurs, et d’autre part de transformer le probleme semi-discrétisé en une EDO,
dont I’étude repose en général sur des méthodes spectrales en dimension finie.

Par un calcul opérationnel, on transforme notre probléme en un probléme de calcul matriciel de la
forme : u = f(A)v, oli u := est la solution recherchée, v := les données du probleme, A € RV est
une matrice symétrique définie positive, et / := une fonction analytique sur une partie contenant
le spectre de A.

Pour calculer numériquement le vecteur #, il y a toute une théorie bien développée et un ensemble
de logiciel pour certaines classes de fonctions. Dans notre étude, on choisit la méthode de projec-
tion de Krylov a cause de son effet régularisant dans le traitement numérique de certains problémes
inverses, et la disponibilité des packages (Matlab, Fortran) qui peuvent étre adapter apres une modi-
fication pour une classe tres large de problemes inverses.

Notons A, € RM*N Popérateur discret de A, qui est une matrice symétrique, définie positive. On

suppose que les erreurs de la discrétisation sont petites par rapport a 'incertitude ¢, et que A, est de
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taille suffisamment grande de fagon que A,; soit une bonne approximation de I'opérateur différentiel
A.

Dans la suite, nous utilisons les notations suivantes :

Ey:=RN, N>1.

hy € Ey, := I'analogue discret de A.

by, € Ey :=l'analogue discret de ,.

og(Ay)= {ai }::1 := I’ensemble des valeurs propres de A, (0 < af < ai <...<d?).
{g, }g: . :=l’ensemble des vecteurs propres normalisés de A

Les analogues discrets de (2.3.3) et (3.2.1) sont notés respectivement par :

N sinh ((z, — z) ;)

)= T
Un(z:hy) = '\ \sinh ((z;, — 7)) S ) G 10
o\ L sinh ((z, — z) a;,) .
ve <Z’hN> B Azksﬁc sinh ((z, — 7)) Wty ) o 12

Maintenant, la question qui se pose est comment calculer numériquement des approximations de
(4.1.1) et (4.1.2). Il est clair, si on arrive a calculer de maniere précise les couples propres de la matrice

Ay, alors le probleme sera résolu. Or, ce n’est pas assez facile comme on peut imaginer ; c’est une
A \ \ . . /7

tache tres complexe et trés sensible aux perturbations. Pour montrer la dangerosité de ce calcul,

prenons ’exemple suivant :

1 0 1 ¢
a=(1) am(!f)ocect

Par un simple calcul exact, on trouve les couples propres suivants :

oot £)oe(2)
{/11(5):1+5, w1:< | > Az(g):1-g,w2:<‘11 >}

Cet exemple montre que les vecteurs propres sont sensibles aux perturbation additives (erreurs
d’arrondi, erreurs de troncature) : deux matrices proches avec deux configurations spectrales diver-
gentes !

Dans les problemes inverses, la situation est plus critiques, et les méthodes standards sont limitées
et ne répondent pas a la spécificité et le de degré de complexité de cette catégorie de problemes mal

posés.
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Dans notre travail, on va adapter une nouvelle stratégie d’approximation introduite et justifiée nu-
mériquement par LARS ELDEN et VALERIA SIMONCINT dans un article récent Ij 2099 761]). Le principe

de cette méthode est basé sur une procédure de projection sur un espace de Krylov bien appro-

prié. Cette approche a été exploitée avec succes dans I’approximation de certaines équations aux
dérivées partielles (cf Ij (52,53} 73], 186}, (99} [100, (142, [143], [125]) , et recemment pour des pro-

Dapproche standard consiste a générer ’espace de Krylov &, (A, by) = vect {/oN,ANhN, e ,Ax_th}
par une procédure itérative (¢f. Algorithme 2).
h
Soient (g;)._, la base orthonormée de %, (A, hy) avec g, = ﬁ, Q, =(919»--9,) et T, =
N

Q! AQ,, € R la représentation symétrique de A sur I'espace .%,,. L'approximation de
dans le triplet de Krylov K, = (£, (4,hy),Q,,, T,,) est donnée par :

sinh ((z1 —2)4/ Tm>

Uz )=l e

el (4.1.3)

oue, =(1,0,---,0)eR”.
Remarque4.1.1. Lapproximation (4.1.3) converge vers la solution (4.1.1), et le type de convergence

est super-linéaire.

Pour P’estimation d’erreur entre Uy(0) et U7 (0), on remarque que le choix T = —z, facilite les
calculs, et nous permet d’établir I'estimation d’erreur [|A, (0)]| = ||Uy(0) = U}, (0)]]-
1 m

Pour v = S ona la formule simplifiée suivante :

sinh <Z1ﬁ> _ 2cosh <%ﬁ> sinh (%ﬁ) — 2cosh <iﬁ> >0
sinh (27) sinh (3 v4) P

En s’inspirant de la note de ELDEN & SIMONCINT @ 2019 [1174]] et I’article de DRUSKIN & KNIZHNERMAN

Ij [52], on montre le résultat suivant :

Théoréme 4.1.1. Soient A € RN une matrice symétrique définie positive, ¢ € RN avec ||| = 1,

Apin = mino(A), A, = maxo(A), a = 74/ A, on T >0.
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Soit Y, = Q, cosh <TV Tm> e, lapproximation de Y = cosh <T\/Z) & dans le tripler de Krylov

a
K = <% (4,4),Q,,, Tm>. Sim < 3 et a est suffisamment grande, alors on a estimation d’errenr

a m 2 2m\*
18ul1=lb =l e (- (2) 40 ((22) ). an

Preuve. La preuve repose sur le développement de la fonction cosh (7: \/Z) en série de Chebychev

suivante :

de la forme :
cosh(ﬂ/_) +ZZ —1)* 1, (a) 7, (B), (4.1.5)

ot les 7, sont les polynomes de Chebychev du degré &, et les /; sont les fonctions de Bessel modi-
fides.

Pour justifier cette étape, introduisons les variables suivantes :

2A
B:I—T, a=7T4Apeo T>0.

Soit & tel que B = cos(20). En utilisant la formule (no 9.6.35, p. 376) donnée dans le livre de
Asravowitz @y (2]

+00
esin? =1 (“)+2Z(_1)k Lyii(a)sin((2k +1)0 +2Z (a)cos(2k0),

et la propriete I, (a)= (—1) I, (—a) pour (k =0,1,...), alors on peut écrire

cosh(asinf) = %(e“i“e+e_“i“€>
- 3%@+%e@>
+zZ ) Ly, (@)sin ((2k 4 1) 9)+22 L, (a)cos(2k0)
/e_l
+ZZ(—1 Ly, (—a)sin((2k+1)0 +ZZ L, (—a)cos(2k0)

= a)+22 L, (a)cos(2k0).
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1
De légalité 6 = 5 argcos (B), il s’ensuit

2

cos(2k0)=F,(B), cosh(asinf)=cosh (av 1 —cos? 9) = cosh (d u _B)> :

(/-B)

En tenant compte de 4 = 7V A, on arrive enfin & montrer ’existence du développement

en série de Chybechev de la fonction cosh(rv/A).
En se basant sur le Thm. 2 (DRUSKIN & KNIZHNERMAN Ij 52]) et le développement (4.1.5), on peut

écrire

L@)Q, e1+22 @Q, 7 (VT,) e1+22 7,(B)¢ 4.1.6)
Y, el+2Z 2)Q, %(f) e, (4.1.7)

d’ou
Y -Y, =23 (-1 1y(@)(7% (B¢ - Q7% (VT,) e,)-
k=m
En utilisant les propriétés ||B|| < 1, || 7, (B)|| £ 1, H?k <\/T7M>H <1et||Q,ll =4Il = lle;]], on

obtient ’estimation suivante

+00 +00
1A <121l (BN 1QuINT: (VT ) ledll) <2 I (+.1.8)
k=m k=m
En vertu du comportement asymptotique (Ij [52], preuve du Thm. 4) :

1 1 1 k 2
I, (a)=(2n)"2 (k> +4°) 2 exp <(/e2 +4°)? — kargsinh <—>> (1+0(a™)), <_m < 1>,
a
I'inégalité (4.1.8) prend la forme

oo 1 2k
A< 2kY +a*)? — 2k h : 4.1.9
1A, _C(ﬂ)zm:eXP <(( ) +a’) argsin <d >> (4.1.9)
Notons ¢t — (£? +42)% — targsinh <£> = G(t), t > 0. On voit que
a
dG(t) t t - t
de \/(t2+42) - \/<t2+42) Caem <;>

t
= —argsinh <—> <0,
a
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donc G(t) est décroissante.

Une application directe du Théoréme des accroissements finis sur la fonction G(¢) dans P'intervalle

[2m,2k], (k > m), donne

G(2k) — G(2m) = (2k — 2m)G'(c) = —2(k — m)argsinh (5> . (c €]2m,2k]),

a

ce qui implique
2m
G(2k)— G(2m) = (2k —2m)G'(c) =< —2(k — m)argsinh <—> ,
a

exp(G(2k 2m
% =exp (G(2k) — G(2m)) <exp <—2(/e — m)argsinh <7>>

—2(k—m) —2(k—m)
2m 2m\ 2 2m 2m\ 2
=|exp|log| —+ 1+<—> = —+ 1—|—<—>
a a a a

2m —2(k—m)
< <1 + —> .
a

Il s’ensuit donc

Foo oo 2 ol _ 2k oo exp(G(2k))
exp(G(2k))= > ex k) 4+a”)? —2kargsinh | — | | =exp(G(2m _—
/;n p(G(2k)) g;ﬂ p<((2 ) +a?)’ —2karg <d>> p(G(2 ))kz:;nexp(G(Zm))
| 2\ \ Foo €Xp ((2/@)2 —|—az> ? 2k argsinh <%>
—exp <<(2m)2 +azz>2 — 2margsinh <7>> Z < : >
k=m exp (((27%)2 +‘dz> * —2margsinh (27”’))

<exp <<(2m)2 +42>% — 2margsinh <27m>> jZ:O:] (@) | :

et par un calcul élémentaire, cette derniere inégalité peut se simplifier comme suit

S exp(G(2k)) < <%> exp(G(2m)). (4.1.10)
k=m

3
z
D’autre part, le développement de Maclaurin : argsinh(z) =z — - +---, nous permet de simplifier

) 2m m\ 2 2m\*
—2m argsinh <—> X —a <<—) +0 <<—> >> . (4.1.11)
a a a
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En combinant (4.1.9), #.1.10) et (4.1.11), on trouve

g (2)en(+(2)'+0((2)))

Ce qui achéve la démonstration du Thm. [4.1.1] O

4.1.1.1 Accélération de la convergence par la méthode Shift-Inverted

En général, les méthodes de Krylov convergent trop lentement en arithmétique flottante. Pour
/7 1° \ 4 \ 4 4 LR .

remeédier a ce phénomene, les procédures de préconditionnement ou les transformations spectrales

«décalage-inversion » (en anglais shift-invert) sont souvent recommandées pour améliorer la conver-

gence de la méthode de calcul utilisée (¢f. [17]], section 4.4.3).

Pour des raisons de simplicité, on choisit comme espace de projection, le sous-espace de Krylov
-1 e\ _ e —17¢ —(m—1)1 ¢
A, (A5 h5) =veet {3, A7 b, ..., A7 Dpe L.
Remarque4.1.2.

1. Danslaversion générale «shift-invert », le sous-espace de projection est 4/, <(AN —sI)™, hN> .

2. Le choix s = A_/2 permet un calcul rapide des valeurs propres dans I'intervalle € [0, A ].

Schéma d’approximation I

On procéde par I’algorithme d’Arnoldi (. @& [[17])), on construit le triplet de Krylov

_ -1 1¢ -1
K, = (J(m (AN ,hN) QT )
suivant la relation de récurrence :

A_lQm = Qm Tm +/6m+1qm+1e,;|;’ q,I.HQm =0.

j
2
Puisque <<(9§m)) ,Q y](.m)> approchent les couples propres de Ay, alors d’apres la représen-
j=1..m

tation

sinh ((z,—2)T;7) (sinh(z, = 7) T7) " ()= >
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I’approximation du vecteur V,(z, b;,) (formule @#1.2)) dans le triplet de Krylov K(Ay', b5,) prend la

forme :

Ve =[] . 2o

s1nh <(z1 —2)0;
9,<A  sinh <(z1 —7)0

(
i
] (m)
(m)> (y]. ) . (4.1.12)
]

4.2 Estimation d’erreur discrete

Notre objectif ici est d’établir une estimation d’erreur similaire a ’estimation (3.2.2) dans le cas
discret. Pour ce faire, introduisons les notations suivantes :
Soit ¥, := (A IA)= {f eERN: AL = /15} le sous espace associé a la valeur propre A de A,,.

Notons X (4,) @ ¥, le sous espace invariant des valeurs propres A < A_.
A<A,
Soit matrice G (A,) := la matrice dont ses colonnes sont formées par les vecteurs propres associés

aux valeurs propres A < A,

E* :=le projecteur orthogonal sur le sous espace X (A.). Il est bien connu que la matrice associée a
E€ est donnée par G (1) G (1) <cf @ [1154], Ij [184]).

sinh ((z1 —z) ﬁ)
sinh ((z1 =) 1/7)
Posons T_1 =S, et soit §¢ la restriction de §,, sur le sous-espace invariant X (4,).
D’apres (4.1.1), on a UN(Z) F(z,Ay) by, et V7 (z5h5)=Q,,F <Z,S;> Q;h;.

— . m . & 1 T
On souhalte estimer I'écart &,, = ||Uy(z; hy)— V" (2; by, )|| qui va nous permettre de fixer un critere

Soit F(z,A) =

, et soit A, la restriction de A sur le sous-espace invariant X (4,).

d’arrét a partir du seuil de saturation de I’algorithme du calcul proposé.

Ona
S = HF(z,AN)hN—QmF (2,5:) QLA
< H (F(2.A0) - Q,F (25,)Q)) bNH + HQmF (2.55) QT (hy—b5,) (
= o4 g0

Comme dans le lemme (3.2.1), 8% peut étre estimé comme suit :

zZ,—Z z z
ﬁ<1>§< ! >5?M1‘?. (4.2.1)

Z,—T
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Pour le terme o', on le décompose en deux termes moyennant I’opérateur de projection E€ et
_ 1
bN =F (O’AN ) PN

0= H (F (z,Ay)—Q, F (Z,5;> Q;) hNH <"+,

ol
AV = H([ —E) (F(z,Ay) = Q,F (2,5:) Q)) /oH 4.2.2)
- H(I—EC)<F(2,AN)—QMF (2,52) QL) (F(0,4y) gpN”
et
AV < H(z —EY(E (2,A0) (FO.A) ") 4.2.3)
= E) (F (245) = QuF (2,5:) QL) (FOA0™) -
Puisque (I — E°)F (z,A%) =0, alors on a
AV < ||a = ENE A (FO.A)) | (424

+ H(I —E)(F(2,4,) = Q,F (2.5 Q;) (F0,40)™) goNH .
En vertu du Lemme (3.2.2), le premier terme du coté droit de (4.2.4) peut étre estimé comme suit :
H([ — E)(F(2,4y)) (F (0,Ay) @NH <eiMiE,
(F(2:A0) = Q,F (2,5) Q) by
E°(F(2,Ay)~ Q,F (2,5.) Q) hNH
E(F (5,) = QuF (55,) Q) b =

et le second terme est dominé par car || — E°|| £ 1. Ainsi,

o = |

= | |(F (245) = QF (2.5:) QL) b |-
D’apres ce qui précede, on peut formuler le théoreme suivant :

Théoreme 4.2.1. Soit Uy(z, by ) (resp. V"(z, by,) le vectenr défini par la formule (#.1.1) (resp. (4.1.12)),

et supposons que les hypothéses du Théoréme [3.2.1] sont vérifiées. Alors on a lestimation d’erreur sui-

vante :

o= vk i< (2=

Z,

+ 1> M2 |[(F (2,45) - QuF (255) Q1) b
(4.2.5)

zZ =T

» Les deux termes du c6té droit de la formule (4.2.5) nous fournissent le bilan d’erreur, et la conver-
gence sera guidée par le second terme. Pour avoir une bonne convergence, il faut que les valeurs et

les vecteurs de Ritz soient suffisamment proches aux couples propres de la matrice A,.
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4.3 Exécution

On commence tout d’abord par la construction de la matrice Q,, = [4,, 4, ---»9,,], ou les colonnes
-1 e . . .
4q---»q,, forment la base du sous-espace de Krylov %, (AN , bN). Cette construction intervient

I’algorithme de Lanczos (1.4.7), plus précisément, on pose :
bs

go =0, g, = ——, et les autres colonnes seront calculées par la relation de récurrence :
&

A7'q; =B+ B4+ g J=1m

_ T -1 _ T -1
avec a; =4, A" q; et B;= A <cf @ [117, 182, 168]>.
e L'expression (4.1.12) se calcule par I’algorithme suivant :
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donner Ay, z, h;], tol, maxit, A,.
&

=7 Q=96,=0.

N
Pour j de 1 a maxit faire

calculer a:A_lqj —q; 184
calculer a; = q]TZj

9,=0,9,

calculer §=q - q;2;

~ q
Calculer ﬁ] = ||q|| et qj-i—l -
B

evaluer T]

calculer les valeurs et les vecteur propres ((9? ))2 , yfj )> de Tj_1

Jsinh ((z—2)8") ¢
ledler w, = Sy ) (00
calculer w; 6@29{)’, b ((Zl—T)QEj)> (3’1 > e

Si (j > p) Alors

N

calculer le résidu »"
i)
., j—p—1 j=p
Si(j>p+1let A <tol) Alors
7]
F| c;!culer Vi, = Q]»_pwj_1 et stop
in Si
Fin Si
evaluer Qi = [Q]-,q]-H] :
Fin Pour

Algorithme 3: Calcul de 'approximation V" (z; by,)

= =
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Conclusion et perspectives

e Dans ce travail, on a étudié un probléme inverse elliptique du type « complétion de données »,
ou des résultats de stabilisation et de régularisation ont été établis dans le cas continu et discret. Des
estimations d’erreurs sont aussi démontrées, et la convergence de la méthode est justifiée théorique-
ment.

e La réalisation d’une expérimentation numérique nécessite un travail de calcul paralléle treés com-
plexe, ce qui est impossible pour le moment, vu le manque de logiciels du calcul numérique paralléle
et le temps de réalisation d’un projet de Magister.

e On doit mentionner ici que le travail réalisé dans ce mémoire, rentre dans le cadre d’un projet
de recherche de I’équipe WG-IIPP. du Laboratoire de Mathématiques Appliquées (Annaba), dont
’objectif principal est de construire un package "produit maison” contient toutes les variantes de la
méthode de Krylov.

e Dans le futur prochain, on projette de programmer d’autres sous-espaces de Krylov tres sophisti-
qués dont le but est d’améliorer la vitesse de convergence. On souhaite aussi introduire une méthode
pratique pour calculer le résidu approximatif par lequel on peut fixer un critére d’arrét d’avance, ou
on est siir qu'on est dans la marge de convergence.

e La résolution des problemes inverses par les méthodes de Krylov est un sujet trés ambitieux et
plein de problémes ouverts, qui méritent un effort tres sérieux. Pour cela on a choisit ce sujet, malgre

le degré de difficulté, et le niveau tres élevé de la compétition avec les spécialistes de ce domaine.
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