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Abstract

The asymptotic behavior of L,— extremal polynomials is a meeting place for various
mathematical displines privilege.

The L,—extremal polynomials form a rather special class of polynomials, this particu-
larity it must be the fact that solution of certain extremal problems posed in L, (p > 0).

The aim of this work is the study of asymptotic behavior a class of the extremal
polynomials (0 < p < 0o) noted 7),,, associated with variable measure concentrated on
the unit circle. Also, we present a density theorem and a generalization of the main
result to rectifiable Jordan curves and to unit cercle with the possible addition of a finite

number of mass points.

Key words : Asymptotic behavior, Extremal polynomials, Varying measures.



Résumé

Le comportement asymptotique des polynémes L, — extrémaux constitue un lieu de ren-
contre privilégié pour diverses disciplines mathématiques. Les polynomes L, — extrémaux
forment une classe assez particuliére de polyndmes, ils doivent cette particularité au fait
qu’ils soient solutions de certains problémes extrémaux posés dans LP (p > 0).

Le but de ce travail, est ’étude du comportement asymptotique d’une classe de po-
lynomes extrémaux (0 < p < oo) notés 7T, , associés a des mesures variables concentrées
sur le cercle d’unité. Ainsi nous présentons le théoréme de densité et une généralisation
des résultats essentiels sur un contour de Jordan rectifiable et sur le cercle unité plus un

nombre fini de points masses.

Mots clés : Comportement asymptotique, Polynomes extrémaux, Mesures variables.



0.1 Introduction

Les polynémes orthogonaux sont apparus au 18“™¢ siécle mais leur théorie n’a connue
de développement important qu’au 20°™¢ siécle, ceci est da & leur rapport avec d’autres
branches de mathématiques, telles que la théorie des opérateurs, théorie des nombres,
théorie de 'approximation, interpolation, fractions continues, approximants de Padé,
analyse numériques,....

Les polynoémes orthogonaux les plus connus sont les polynomes orthogonaux clas-
siques. Parmi ces polynomes orthogonaux on peut citer ceux de Tchebychev, Hermite,
Jacobi, Laguerre. Ces polyndémes appartiennent & une classe trés vaste de polynomes dit
polynoémes orthogonaux relativement a une mesure qui sont définis comme suit :

Soit o une mesure de Borel positive sur le plan complexe dont le support contient un
ensemble infini de points et tels que les moments de la mesure o existent i.e. 2™ € L*(0),

pour tout m > 0. Alors il existe un unique systéme de polynémes
pn(z) =pu(o,2) = k2" + ..k, >0, n=0,1,...

orthonormés dans L?(o) i.e.

0, n#m
/pnpmda -
1

, n=m

Parfois, il est plus commode de travailler avec les polynémes orthogonaux, @, (z) =
1

k—npn(z) = 2" + ... appelés polynémes orthogonaux normalisés (monic orthogonal poly-
nomials).

La théorie des polynémes orthogonaux comporte deux parties essentielles qui sont
proches. La premiére traite ’aspect algébrique et ’autre analytique.

1) La partie algébrique de cette théorie est en relation avec les fonctions spéciales,
les systémes orthogonaux concrets comme ceux de Jacobie, Hahn, Askey -Wilson, les

polynomes discrets, les polynémes g-orthogonaux,....



Cette partie englobe aussi la théorie des polynémes orthogonaux a plusieurs variables.

2) La deuxiéme partie analytique traite les questions d’analyse et ceux en rapport
avec d’autres parties d’analyse mathématique. Son role essentiel est dans I’étude des
polynoémes orthogonaux sur le cercle et la droite réelle.

L’un des outils les plus importants dans 1’étude des polynémes orthogonaux est le fait
qu’ils minimisent la norme L? (o) dans I’ensemble de tout les polynoémes normalisés de
degré n i.e. ils résolvent le probléme extrémal suivant :

1

2 . 2
||Tn,2||L2(U) - QIEHPI,P_l ||Zn + Q||L2(O') - ]{327

ou k, est le coefficient dominant du polynéme orthonormé p,(z) et P, désigne I’ensemble
des polynoémes orthogonaux normalisés de degré n.

Par conséquent on voit que la propriété extrémale est complétement équivalente a
celle de 'orthogonalité. Cette caractérisation de polynémes orthogonaux nous permet
de définir une classe plus large de polynomes notés 7),,(z), dit polynémes extrémaux
associés a la mesure o, ils minimisent la norme L? (o) (0 < p < oo) dans I’ensemble de

tous les polyndémes normalisés de degré n i.e. ils résolvent le probléme extrémal suivant :

175

. n 2 .
Jin 127+ QL) = My (0).

,pHLp(U)

L’un des plus intéressants et difficiles problémes des polynomes extrémaux et qui
rentre dans la partie (b) est celui de leur comportement asymptotique, qui consiste a
trouver un équivalent de 7, ,(2) pour n assez grand et z appartenant & l'extérieur du
support de la mesure o.

Il existe différents types de comportement asymptotique de polynémes extrémaux,
dans ce contexte on peut mentionner les plus fréquents :

a) Le comportement asymptotique faible (nths-root or weak asymptotic) des poly-
nomes orthogonaux est 'étude de la limite (n — oo) de m , n € N, il exige des

conditions faibles et dépendent des propriétés de la régularité de la mesure o. L’outil



principal dans I’étude de ce cas est la capacité logarithmique. Parmi les applications on
peut citer la distribution des zéros et leur comportement asymptotique. Nous ne trai-
terons pas ce type d’asymptotique, le lecteur intéressé peut consulter la monographie
excellente récente ([27]) par H. Stahl and V. Totik.

b) Le Ratio asymptotique (Ratio asymptotic) est I’étude du comportement asymp-
Tn+1 (Z)

T (2)
polynémes orthogonaux est que la densité de la mesure soit strictement positive. Cette

totique du rapport . La meilleure condition pour établir cette asymptotique de
condition est connue sous le nom de condition de Rakhmanov ([20, 21]).

c) Le comportement asymptotique fort (Szegd or strong asymptotics) est I'asymp-
totique uniforme de T), (z) sur ou a l'extérieur du support de la mesure. La condition
essentielle imposée sur la mesure pour obtenir I’asymptotique fort, est la condition de
Szeg0, cette derniére nous permet de construire l’espace de Hardy associé et obtenir

I’asymptotique & partir de la propriété extrémale des polynémes orthogonaux.

A. A. Gonchar et G. Lopez ([10]) ont été les premiéres personnes qui ont travaillé
sur les mesures variables et c’était en 1978. Ils les a utilisés pour étudier la vitesse de la
meilleure approximation sur un intervalle £ C R de la transformation de Cauchy avec
des mesures positives finies et dont les supports se situent dans un intervalle F C R,
avec E et F vérifiant F N F = (). Les mesures variables ont été¢ également utilisées dans
d’autres travaux. Gonchar et Lopez-Lagomasino ([5]) ont étudiés les résultats généraux
de la convergence de Padé multipoint utilisant la transformation de Cauchy. Par ailleurs,
dans([10]) L’opez-Lagomasino a présenté les polynomes orthogonaux par rapport a des
mesures variables de fagon a joint les polynomes orthogonaux a l’égard des mesures
a support borné et non borné, ainsi, il a prouvé des résultats asymptotique pour les
polyndmes orthogonaux associés a des mesures avec support non borné utilisant des

polyndmes orthogonaux par rapport & des mesures variables sur |z| = 1.

Ce mémoire se compose de trois chapitres qui présente une étude bibliographique

détaillée poussée du probléme de comportements asymptotiques des polynémes orthogo-



naux pour des mesure « et des support F de la forme suivante : « = 4+, et F = TU{z }
ou F = E avec T le cercle unité et F est un contour de Jordan rectifiable assez régulier ; 3
est concentrée sur T ou E et absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
longueur d’arc sur T ou F, v est une mesure discréte concentrée sur un nombre fini de
points.

Dans le premier chapitre de ce mémoire on introduit les outils fonctionnels de base
concernant les fonctions harmoniques ainsi que leurs propriétés. Pour définir la conver-
gence sur les sous ensembles compacts de C qui intervient d’ailleurs en rapport avec
les opérations de limites sur les fonctions holomorphes, on décrit alors la topologie de
I'espace H (D) (étant D le disque unité) et on donne la notion de famille normales (ou
Mentel) ainsi on cité la formule de poisson.

On introduit aussi la théorie avancée des fonctions harmoniques tel que on a donné
quelques rappels sur les mesures complexes et réelles ainsi que la notion de la limite radiale

de l'intégrale de poisson par rapport a p € M (T) et les fonctions sous harmoniques.

Dans le chapitre 2 on définit dans ce chapitre, le systéme des polynémes orthogonaux
associés a une mesure donné. On insistera sur une propriété extrémale que possédent ces
polynomes que est le point de départ de toutes les techniques utilisées pour trouver la
formule asymptotique de ces polynomes. On a définit ’espace de Hardy H? (D) (0 < p <
o0) et ses propriétés fondamentles ainsi que la notion du produit de Blaschke B (z). On
citera la formule de Jensen et le théoréme de factorisation ensuite on a étudié un cas
particulier de I'espace de Hardy H? (D) comme étant ’espace fonctionnel de base pour
étudier le comportment asymptotique des polynémes orthogonaux. Enfin, on construit
la fonction de Szego associé au disque unité, a 'extérieur du cercle unité et a 'extérieur

d’un contour de Jordan rectifiable.

Le troixieme chapitre est consacré a 1’étude du comportement asymptotique des po-
lynoémes L,— extrémaux T, , par rapport a des mesures variables, on donne

e Le premier résultat qui conserne le comprtement asymptotique des polynémes L, —



extrémaux associés & une mesure concentrée sur le cercle unité T. La formule dans ce cas

est comme suit : .
P, (2)

Thp(2) = lim Walz)

n—oo || Py

Wi

Ce probleéme a été étudié par M. Bello Hernandez, J. Minguez Ceniceros ([3]) .

e Le deuxiéme resultat conserne le comportement asymptotique des polynémes L,—
extrémaux associés & une mesure concentrée sur le cercle unité plus un nombre fini de
point z; € int (T) et aussi a été étudié par M. Bello Hernandez, J. Minguez Ceniceros

([3]) . La formule asymptotique, s’écrit sous la forme suivante :

Ty, (2 8,)
W, (2)
T, ,(z lim —
P ( ) n—>oo’ Tn,p (,’ Bn)
W: p,B

e Le troisieme résultat conserne le comportement asymptotique des polynémes L, —
extrémaux associés a une mesure concentrée sur contour de Jordan rectifiable de méme
ce résultat a été trouvé par M. Bello Hernandez, J. Minguez Ceniceros ([3]) en 2003. La

formule asymtotique est donnée sous cette forme :

pnp (x)
lim Yo (@) _ Top ().
n—oo pnp

=

Nous allons résumer dans ce mémoire selon la mesure o et son support F, le compor-
tement asymptotique d’une classe assez large de polyndémes orthogonaux relativement a
la mesure o et qui s’avérent la plus intéressante pour notre étude.

a) F = [—m, 7| ; o est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur

[—7, 7] ; c’est & dire :
do=p(0)do; pe L' ([-n,7],dd); p>0.

10



Ce cas correspond au comportement asymptotique des polynomes orthogonaux sur
le cercle avec fonction poids. Ce probléme a été étudié profondément par Szego en 1921
([28]) . La formule asymptotique des polynomes orthogonaux {7,,(z)} associés a o est :
ZTL

T.(2) =~ = (l); |z| > 1, (%)

ou D, est une fonction holomorphe dans le disque unité ouvert, construite par Szego et
porte son nom. Szegd a utilisé la propriété extrémale des polyndmes orthogonaux pour
trouver la formule (k). Sa méthode a été reprise et développée pour trouver la formule
asymptotique d’autres types de polynémes orthogonaux.

Krein ([16]), et Gueronimus ([8]), ont généralisé cette étude dans le cas ou o est non
absolument continue.

b) F=[-1,+1];do = p(z)dz; p>0; pe L' ([-1,+1],dz).

Ce cas correspond au comportement asymptotique des polynémes orthogonaux sur le
segment avec fonction poids. Szegd dans ([29]) a établi une relation entre les polynomes
orthogonaux sur le cercle et ceux du segment, en utilisant cette relation, il a déduit la
formule asymptotique des polynémes orthogonaux sur le segment de celle du cercle. Cette
formule a la méme forme que la formule (x) .

c) F = E, E est un contour de Jordan rectifiable; o est absolument continue par

rapport a la mesure longueur d’arc, c’est a dire :
do = p(&) |d¢|; € € C; p e LY(E,|dE]); p>0.
La formule asymptotique a toujours la forme suivante :
T, (2) = [C(E) @ (2)]" ¢ (2) [1 + &n (2)]

o, C'(E) est une constante qui dépend de F, ® est I'application conforme du domaine

Q) = ext (F) vers 'extérieur du cercle unité; ¢ est une fonction holomorphe dans €2,

11



solution d’un probléme extrémal, et enfin ¢, — 0 uniformément sur les compacts de ).

Szegd ([29]) en 1921, avait étudié ce probléme mais dans le cas ou p = 1, et E
est analytique. Cette théorie s’est développée en considérant des classes de fonctions
poids et de contours de plus en plus larges. On peut citer par exemple : Smirnov
([24], [25]), Korovkine ([15]), Geronimus (([7]), pour 0 < p < c0) ; Souétine ([26]) .

d) F = EJlEi ol tout F; est un contour de Jordan rectifiable ou un arc. o est abso-
lument conti;me sur chaque F;.

Ce cas a été profondément étudié en 1969 par H. Widom ([33]) .

e) F=TU {zk}izl ; T étant le cercle unité, z;, € ext (T), 0 = a+7y, « est concentrée
sur T assez générale, et v = ze:Akézk; A, > 0.

Ce probléme a été étudié ]ze:nl 1994 par X. Li et K. Pan [17], et a été appliqué a I’étude
de la distribution des zéros des polynoémes orthogonaux associés a o.

f) F = EU{z.}._,; E est un arc rectifiable, deux fois lisse dont la dérivée seconde
vérifie une condition de Lipchitz, (E € C?T); 2, € ext(E); 0 = a + 7; « concentrée

sur E et da = p(&) |dE]; |d€| étant la mesure de Lebesgue longueur d’arc sur F, v =
f:Akdzk, A, > 0.
o Ce probléme a été étudié par Gon

char en 1975 ([9]) dans le cas ou E = [—1,+1] et a été appliqué au probléme de la
convergence des approximants de Padé de fonctions méromorphes; et par Kaliaguine en
1995 ([12]) dans un cas assez général.

g) F=[-1,+1]U{z},—,, 0 = a+ 7, a concentrée sur [—1,+1] et non absolument
continue, v étant une mesure discréte concentrée sur les points z;, avec les masses Aj.

Ce probléme a été étudié profondément et dans sa forme la plus générale en 2001 par
F. Peherstorfer et P. Yuditskii ([19]) .

h) F = FU {zk}f;:l E est un contour de Jordan rectifiable possédant quelques
propriétés de régularité; z; € ext(F); 0 = o+ v; « est concentrée sur E et absolument
continue par rapport & la mesure longueur d’arc; v = f:Akdzk, A > 0.

k=1
Pour p > 0, ce cas a été étudie en 1993 par V. Kaliaguine ([13]), C’est une générali-

12



sation du résultat de Ya. L. Geronimus ([7]) .
i) F = T, p une mesure positive finie de Borel dans [0, 27] Les formules asymptotiques

des T}, , a I'infini sont donnés par la formule suivante :

Frp(2)
Thp(2) = lim W”—(Z)

Wy

Ce cas a été étudie en 2003 par M. Bello Hernandez, J. Minguez Ceniceros ([3]) .

j) F=TU{z}:_,, z € int (T) et B, = p, + 1 une mesure variable ou 7 une mesure
du
Wl

discréte avec une masse Ax > 0 au point z;, k = 1,..., N, et du,, = la mesure
variable p et W.

Ce probléme a été étudié par M. Bello Hernandez, J. Minguez Ceniceros en 2003 ([3]).
Dans ce cas, les formules asymptotiques des TT]LYP a 'infini sont donnés par la formule

suivante :

T;:,p (27 ﬁn)
TN (2) = lim u
n,p ( ) n%oo’ T?’t,p (‘7 /Bn)
W: p,B

k) F = E, E est un contour de Jordan analytique, la mesure étant variable de la

forme :

do
do, = W,
ol o est une mesure de Borel positive concentrée F, {Y,,}2° | est une suite de polynémes
tel que, pour tout n, Y,, est de degré n, de zéros w, ;, i = 1,...,n appartient a I’extérieur
du contour |®(z)| = R > 1, ou ® est la transformation conforme de I'extérieur de E vers
I’extérieur du cercle unité.

Ce cas a été étudié en 2005 par M. Bello Hernandez, J. Minguez Ceniceros ([2]) .
1) F = EU{z},_,, E est un contour de Jordan analytique et les points z; € ext(E),

13



la mesure étant variable de la forme :

g

Qp = 0p +7 = |Y|p

N
+) Apb.; A >0,
k=1
ou o et {Y,,}°°, sont les méme citées dans la partie (k).
Ce probleme a été étudie en 2007 par R. Khaldi et F. Aggoune ([14]). Dans ce cas,
les formules asymptotiques des T,ivp a 'infini sont donnés par la formule suivante :

Ap(o,w)

&= 30

+en(2)],

en (2) — 0 uniformément sur les compacts de int (B).

14



Chapitre 1

Notions préliminaires

On désignera par D le disque unité ouvert de C et par T le cercle unité de C. L’en-

semble des fonctions holomorphes sur D est noté Hol(D).

1.1 Définitions et premiéres propriétés des fonctions
harmoniques

Définition 1.1.
Soit Q un ouvert de C et soit f une fonction f:Q — C. On dit que f est harmonique
sur Q si f est de classe C? sur Q et si Af=0 sur Q, ot Af est le Laplacien de f définir

par
_or 0

Af =Gt (1.1)

Remarque 1.1.

Pour toute fonction f de classe C? sur un ouwvert Q de C, on a :

*f

A =455 = a0

15



avec

en effet,
*f of
_ 9 | .orf 1.2
0202 02 ( ( +8y))’ (1.2)
_ 17179 8 f (0 (Of i Of
_2283:635 ~"\ay \or oy
1 0? f 82 f n 0 f
4 8952 8x8y 8y8x 0y?
B 1
=0
*f _ f X 2 v
car = puisque f est par hypothése de classe C*. Via un calcule analogue, on
Oyox  Oxdy
0?f 1
montre que 5705 ZLAf'

Proposition 1.1.

Toute fonction holomorphe ou anti-holomorphe sur un ouvert €} est harmonique sur

Remarque 1.2.

Soit Q un ouvert de C. Une fonction f : Q) — C est harmonique si et seulement si
Re(f) et Im(f) sont harmoniques sur Q.
La remarque ci-dessus est une conséquence immédiate du fait que Re(Af) = A(Re(f))
et Im(Af) = A(Im(f)).

Corollaire 1.1.

Soit Q un ouvert de C. Si une fonction f : Q — C est holomorphe, alors Re(f) et
Im(f) sont harmoniques sur Q.
Le corollaire ci-dessus admet une réciproque a condition d’imposer une condition supplé-

mentaire sur ’ouvert €.

16



Théoréme 1.1. ([30])

Soit Q un ouvert simplement connexe de C et soit f: Q — R de classe C?. Si f est
une fonction harmonique sur € alors il existe une fonction ¢ holomorphe sur ) telle que
Re () = f.

Corollaire 1.2.

Soit Q un ouvert de C et soit f:Q — R de classe C?. Les trois conditions suivantes
sont équivalentes :

1. f est harmonique sur ).

2. Pour tout zy € 2, il existe 1 > 0 et ¢ holomorphe sur D(zg,1) tels que f =Re(¢)
sur D(zg, 7).

3. Pour tout ouvert simplement connexe U de ), il existe ¥ holomorphe sur U tel
que f =Re(¥) sur U.

Les fonctions harmoniques sur un disque ouvert D(a,r) (a € C et r > 0), continues sur
le disque fermé m et & valeurs complexes ont la propriété suivante.

Corollaire 1.3. (Principe du Mazimum)

Soit Q0 un ouvert connexe et soit f : 2 — R une fonction harmonique. St f admet
un maximum relatif sur €2, alors f est constante.

Corollaire 1.4.

Soit K un compact non vide de C et soit f une fonction (4 valeurs complexes)

continue sur K et harmonique sur Uintérieur de K, K°. Alors

sup[f ()] = sup |f(2)] (1.3)

z€K ze€Fr(K)

ot Fr (K) désigne la frontiére de K.

1.1.1 Compacité et convergence dans Hol(2)

La convergence sur les sous-ensembles compacts, est la convergence qui intervient le

plus naturellement en rapport avec les opérations de limite sur les fonctions holomorphes.
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Pour définir cette notion, on commence par énoncer une propriété des sous ensembles
ouverts du plan complexe, qui nous permet de construire une métrique sur Hol () .
Théoréme 1.2. ([30])
Tout ouvert Q2 du plan est la réunion d’une suite {K,}, n=1,2,..., de compacts tels
que :
(a) K,, soit inclus dans Uintérieur de K, 1 pour n =1,2,....
(b) Tout sous-ensemble compact de S soit inclus dans l'un des K.
(c) Toute composante de S* — K,, contienne une composante de S*—Q, pour n = 1,2, ....

S? étant la sphére de Riemann.

Ceci étant, pour f et g deux fonctions quelconques de Hol (€2) , définissons :

1.0 =3 (5) TErey o) = (5 o) 0

On montre que(Hol (), d) est un espace métrique complet et qu’'une suite de fonctions
de Hol(£2) converge au sens de la métrique d si et seulement si elle converge uniformément
sur chaque sous-ensemble compact de §2. Cette derniére caractérisation de la convergence
au sens de la métrique d, nous permet de donner et justifier la définition suivante :

Définition 1.2.

Soient {f,} une suite de Hol (Q) et f : Q — C. On dit que {f,} converge vers f
dans le sens de Hol (), si {f,} converge uniformément vers f sur chaque sous-ensemble
compact de €.

Théoréme 1.3. ([30])

Soit {fn} une suite de Hol (). Si f, — [ au sens de Hol (2)). Alors f € Hol(Q),
et fT(Lk) — f®) qu sens de Hol (Q) pour chaque k > 1.
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1.1.2 Familles normales

Définition 1.3.

Supposons F C Hol (), pour un ouvert conneze non vide Q du plan complexe. Nous
appelons F une famille normale, si toute suite d’éléments de F contient une sous-suite
qui converge uniformément sur les sous-ensembles compacts de 2. On n’exige pas que la
fonction limite appartient a F.

Le théoréme suivant nous donne une propriété tres utile de compacité des familles
normales.

Théoréme 1.4. ([30])

Supposons que F C Hol () et que F soit uniformément bornée sur tout compact

inclut dans ). Alors F est une famille normale.

1.1.3 Formule de Poisson

Définition 1.4.

Pour 0 <r <1,t€R, on pose

o0
P(t)y= Y rient, (1.6)
Pour r fizé, 0 < r < 1, P, est appelé un noyau de Poisson et (P,)o<r<1 est appelée la
famille des noyaux de Poisson.

Remarque 1.3.

(e}

1. Pour r fizé, 0 <r <1, la série E ri"le™ converge normalement, donc unifor-
n=—oo

mément en t. La fonction P, est continue sur [0, 27].

2. Pour r firte, 0 <r <1, ona

1 2w

P (t)dt = 1.

21 Jo
Pour voir ceci, on peut inverser l'intégrale et la série qui définit P,(t) ou encore remarquer
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1 27 R
que 2—/ P, (t)dt = P, (0), le 0-iéeme coefficient de Fourier de la fonction P,.
TJo

Proposition 1.2.

0

Pour z = re?avec 0 <r <letf € R,on a:

P.(0—-t) = 1+ 22307“” cos (n (0 —1t)) (1.7)

it
e’ +z
= R—
et — 2
1— 72

1—2cos(0—t)r?

Remarque 1.4.

1l résulte de la proposition précédente qu’un noyau de Poisson est une fonction uni-
formément continue sur [0, 27|, 2w-périodique, positive et paire.

La proposition suivante nous montre comment construire des fonctions harmoniques
dans D a partir de mesures complexes sur T.

Proposition 1.3.

0

Soit u une mesure complexe (finie) sur [—m,w]. Pour z = re®avec 0 < r < 1 et

0 € R, on pose :

P(i)(2) = — / " P60~ t)dp(t), (18)

=5 g
alors P, est une fonction harmonique sur D.
Théoréme 1.5. ([4])
Soit f une fonction continue sur T. Alors il existe une unique fonction g continue
sur D, harmonique dans D et vérifiant gl = f. De plus, pour z = re? avec 0 <17 < 1
1 /7

et 0 € Ryon a g(z) = o P.(0 —t)f(e*)dt. On notera P(f) la fonction définie par :
7r

—T

) 1 i )
re — —/ Pr(0 —t)f(e")dt.
2r ) .
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Remarque 1.5.

Si f est une fonction harmonique réelle sur D(0,7) avec v > 1, on a :

f(2) = Re ( ! /0% ez:t i Zf(e“)dt) pour |z| <1, (1.9)

21 et — z

1 [t + 2
et la fonction z — —/ .
2r J, et —z

le résultat annoncé par le Théoréme 1.1 de fagon constructive.

f(et)dt est holomorphe sur D. On a ainsi redémontré

Si l’on souhaite trouver une solution au probléme de Dirichlet en remplacant le disque
unité I par un disque quelconque de C, il suffit de faire un changement de variable. C’est
ce que nous dit le corollaire suivant.

Corollaire 1.5.

Soient a € C et R > 0. Pour toute fonction f continue sur I'(a,R) ot I'(a, R)
= {z € C : |z — a|] = R}, il existe une fonction unique g continue sur D(a,R) :=
{z € C: |z —a| < R}, harmonique sur D(a,R) := {z € C : |z —a|] < R} et telle que
glre,r) = [. De plus, si z=a+re?avec0<r<RetfcRona:

1 s

:% -

g(2) P, r(0 —t)f(a+ Re™)dt. (1.10)

Théoréme 1.6. ([4])
Soit f une fonction continue sur §2 vérifiant la propriété suivante dite “propriété de
la moyenne faible” sur ) : pour tout a € €, il existe une suite (r,)n>1 de réels positifs

1 [ ,
tels que D(a,r,) C Q, limr, =0 et f(a) = — [ f(a+re™)dt pour tout n > 1. Alors
s

n—1 27 J,
f est harmonique sur Q.
Remarque 1.6.
Soit f est une fonction continue sur un ouvert ) de C. Les trois assertions suivantes
sont équivalentes :

1. La fonction f est harmonique sur €.

2. La fonction f vérifie la “propriété de la moyenne faible” sur ).
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3. La fonction [ vérifie la “propriété de la moyenne” sur 2.

1.2 Théorie avancée des fonctions harmoniques

Théoréme 1.7. (Conséquence de la théorie d’Hahn-Banach) ([30])

Soit X un espace vectoriel normé et soit X* son dual topologique. Pour M C X, on
pose M+ := {0 € X*: M C kerl}. Soit E un sous-espace vectoriel de X. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. E est dense dans X.

2. B = {0}.

1.2.1 Mesures complexes

Soit (X, M) un espace mesurable. Autrement dit X est un ensemble et M est une
tribu sur X (i.e.M C P(X)), 'ensemble des parties de X.
Définition 1.5.

Une mesure complexe est une application p: M — C vérifiant la propriété suivante :

VE € M,Y(E))z1 € P(E), ona:p(E)=Y u(E;).AAcM

i>1
Remarque 1.7.

e Toute mesure complexe p on associe sa variation totale |u| définie par la formule :

lu|(F) = sup{Z\u(Ei)] : (E;)i>1 partition dénombrable de E}, (1.11)

i>1

o || = p si p est une mesure positive finie (i.e. u(X) < 00).

e On démontre qu’il existe h : X — C mesurable (i.e. l'image réciproque par h de tout
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ouvert de C est un élément de M) telle que |h(x)| = 1, |u|-presque partout vérifiant :

u(E) = / hd|p| pour tout E € M.
E

St f est mesurable et si f € L'(X, M, |u|), on pose alors :
[ fan= [ snul
X X

Soit m une mesure de Lebesque sur R si :

Définition 1.6.

m(E) :/deEEB(R).
E

Définition 1.7. (Mesure étrangére & la mesure de Lebesqgue)

On dit que p est étrangére a m et on note p L m s%il existe un borélien A de R tel
que m(A) = 0 et tel que u(E) = p(E N A) pour tout borélien E. Autrement dit, p est
portée par un borélien de mesure de Lebesgue nulle.

Définition 1.8.

On dit que v est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et on note

u<<m si m(E) =0 implique u(E) =0 (>).

Remarque 1.8.

Si pi est absolument continue par rapport & m, il existe une unique fonction f € L*(R)

telle que u(E) = /f(x)da:. On écrit aussi du(z) = f(z)dz.
E
Théoréme 1.8. (de Radon-Nikodym) ([30])
Soit m la mesure de Lebesque sur R et soit p une mesure complexe définie sur R,
i.e. € M(R). Alors il existe un unique couple (v, p) de mesures de M(R) tel que

w=v-+pavecvlmet p<<pu.
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Remarque 1.9.
Si f est la dérivée de Radon-Nikodym de p, i.e. la fonction f € L'Y(R) telle que
p(E) = /f(x)da: pour tout borélien E de R, alors
E
w(lz —s,x+s|)

lim P = f(z) m —p.p.

Définition 1.9.
Pour x € R et s > 0, on pose I, ; =|x — s,z + s[. Soit  une mesure a valeurs réelles

et définie sur R. On appelle dérivée supérieure de i en x la quantité

D(p)(x) := lim sup’ (212,3)' (1.13)

On appelle dérivée inférieure de 1 en x la quantité

D(p)(x) := lim inf g;’s). (1.14)

1.2.2 Limite radiale de l’intégrale de Poisson par rapport a
peM(T)
Proposition 1.4. ([31])
Soit € M(T) a valeurs réelles. L’intégrale de Poisson par rapport & u est la fonction
harmonique sur I définie par :

Com )

P(p)(re) B0 = t)dp(t), (1.15)

n—oopour 0 <r<1letfeR. Onaalors:

lim sup P(u)(r") < D(p)(0) = lim suptlf = 25;9 sl (1.16)
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Théoréme 1.9. ([31])

Soit 1 € M(T). Pour presque tout t € R (par rapport a la mesure de Lebesgue),
Tli)r{{P(u)(reie) existe et si on pose ¢(e') = TEI}{P(M)(M“), alors ¢ € L'(T) et ¢ est la
dérivée de Radon-Nikodym de 1 par rapport a la mesure de Lebesque. Autrement dit, si

l’on pose

V(E) = u(E) — / d(e)dt, (1.17)

pour tout borélien E de T, alors

v 1 m.

1.3 Fonctions sous-harmoniques

Définition 1.10.

Une fonction f: D — R continue sur D est dite sous-harmonique si elle a la propriété
suiante : pour tout domaine (ouvert connexe) Q de I dont la fermeture de ) est inclus
dans D et pour toute fonction U harmonique dans Q et continue dans 2 vérifiant f(z) <
U(z) sur la frontiére Fr(Q) de Q, on a f(z) < U(z) pour tout z € 2.

En pratique, les fonctions continues & valeurs réelles sous-harmoniques sur ) sont
caractérisées par la propriété locale de majoration par la valeur moyenne avec laquelle il
est souvent plus facile de travailler.

Théoréme 1.12. ([31])

Soit f: DD — R continue sur . Alors f est sous-harmonique si et seulement si pour

tout zy € D il existe p, > 0 tel que D(z0,p,) C D avec de plus

1

2T
f(z0) = %/o Ul(zo + pe™)dt (1.19)

pour tout p < p,.
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Proposition 1.5. ([31])

Soit f une fonction continue a valeurs réelles sous-harmonique sur I et soit
2 '
m(r) = / |f(7"e’t)‘ dt pour 0 <r < 1. (1.20)
0

Alors v — m(r) est une fonction croissante sur [0, 1].
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Chapitre 2

Polynémes orthogonaux, espaces de

Hardy et fonctions de Szego

2.1 Systéme de polyndémes orthogonaux

Soit v une mesure de Borel positive, finie, dont le support noté F = supp («) , est un

sous ensemble infini du plan complexe C. On désigne par L? (C, ), I'espace vectoriel :
L2((C,a){f:@%@:/f(z)zda(z)<+oo}. (2.1)
C

f |/ (2)]” da (), Etant Iintégrale de Lebesgue relativement a la mesure o.

On note par (f, g), le produit scalaire complexe

_ / f(2)g ()da (2). (2.2)
C

pour f, g € L?(C,a).
L’espace (L* (C, ), (.,.),,) devient un espace de Hilbert complexe. ([7]).

27



Définition 2.1.

Soit o une mesure de Borel positive, finie, dont le support F contient un nombre infini
de points dans le plan complexe. On appelle systéme de polyndémes orthogonaux associés
a la mesure «, le systéme de polynomes {L,, (2)},cy Vérifiant les conditions suivantes :

1) L, (z) est un polynome normalisé de degré n, c’est a dire : L, (2) = 2" + ....

2) Le systéme {L, (2)},cy €st orthogonal dans Uespace L* (C, ) ; c’est & dire :

/Ln (2) Ly (2)da (2) = 0; si n # m. (2.3)
f
Proposition 2.1.
Si « vérifie les conditions de la définition 2.1. et si les moments de la mesure «
existent ; c’est a dire :

e L*(Ca); n=0,1, 2.; (2.4)

alors le systéme de polyndomes orthogonaux associés a la mesure « existe et il est
unique.

Preuve

Il suffit d’appliquer le procédé d’orthogonalité au systéme libre {1, z, 22 ...} dans
I'espace de Hilbert L? (C,a) ([7]).

2.1.1 Propriété extrémale

Les polynomes orthogonaux {L, (2)} _y possédent une propriété extrémale qui nous

neN
sera trés utile par la suite.

Théoréme 2.1. (propriété extrémale)

Soit {Ln(2)},en le systéme de polyndémes orthogonaux relativement a la mesure a; o

vérifiant les conditions de la proposition 2.1. Notons par P, 1 l’ensemble des polynomes
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normalisés de degré n. Dans ce cas L, est la solution du probléme extrémal suivant :
2 .
1nllo = Join Q] (2:5)

avec : ||f|2 = (f, f)a; ¥V f € L*(C,q).
Preuve

Soit @) € P, 1, alors :

n
Q= E apLy, avec a,, = 1.
k=0

D’autre part

n—1
2 2 2 2
QU = I1Lall2 + > lawl* [1L&]l2
k=0

Cette expression est minimale si et seulement si ag = a7 = ... = a,_1 = 0.

2.1.2 Comportement asymptotique

Définition 2.2.
On appelle probléeme du comportement asymptotique des polyndémes orthogonaux rela-

tivement a la mesure o ’étude du probléme suivant :

Etudier : lim L, (2); z € F ou z € K; K compact de C\F; avec F = supp («).

n—o0

La solution de ce probléme dépend en général de a et de son support F.

2.2 Espaces de Hardy

Les espaces H” ainsi dénommeés en références a G. H. Hardy, ont un grand nombre
de propriétés intéressantes, en ce qui concerne les problémes de factorisation, les valeurs
frontiéres et la représentation du type de Cauchy & partir de mesures sur la frontiére. Les

espaces de Hardy ont été introduis en analyse en 1915 dans le disque unité ouvert, consti-
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tuent ’outil fonctionnel de base pour étudier les comportements asymptotiques des poly-
nomes extrémaux. Utilisant les propriétés de la transformation conforme entre le disque
unité ouvert et I'intérieur d’un contour de Jordan rectifiable, V.J.Smirnov ([23, 24, 25])
a étudié ces espaces a l'intérieur d’un contour de Jordan rectifiable. En 1951, W.Rudin
([22]) a généralisé I’étude de ces espaces dans un ouvert connexe quelconque en se basant
sur une caractérisation des espaces de Hardy dans le disque unité ouvert. Cette caracté-
risation se résume dans le fait qu'une fonction appartenant a I’espace de Hardy dans le

disque unité ouvert si et seulement si elle admet un majorant harmonique dans le disque.

2.2.1 Espaces de Hardy dans le disque unité ouvert

Soit D = {z € C : |2| < 1}, le disque unité ouvert. Notons par Hol (D) ensemble des
fonctions holomorphes dans ID.

Théoréme 2.2. ([24])

Soit f € H (D), définissons pour r: 0 <r < 1;

M, (f,r) = {%/7r |f(rei6)‘pd0};, (0<p< o).

—Tr

Les fonctions M, sont croissantes par rapport & la variable v dans [0,1].
Ce théoréeme suggere la définition suivante :
Définition 2.3.
Soit f € Hol (D) et 0 < p < oo. Posons :

11, = lim A, (£,7)

ou M, (f,r) est définie au théoréme 2.2. La classe H? (D) est définie comme [’ensemble
des fonctions f € Hol (D) pour lesquelles | f||, < oc.
Remarque 2.1.

Comme les fonctions M, sont croissantes par rapport & la variable v dans [0,1], si
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f € Hol (D) alors ||f||, existe toujours dans R et

11, = s {M, (f,7)}- (2.6)

Théoréme 2.3. ([22])
Pour 1 < p < oo; lespace (Hp (D), HHP> est un espace de Banach.

2.3 Produit de Blaschke

On sait que si Z (f) est I’ensemble des zéros d’une fonction holomorphe non constante
définie sur un domaine €2. On sait aussi que tout sous-ensemble A inclus dans €2 et sans
point d’accumulation dans Q est un Z (f) pour au moins une fonction f appartenant
a Hol(Q2). Cependant, on ne peut rien dire de plus, en général au sujet de Z (f) si
I’on n’impose aucune condition sur la fonction f. Mais la situation est bien différente
si on remplace Hol(§2) certains sous-ensembles de Hol(f2) définis par des conditions
de croissance comme 1’espace de Hardy HP?. Dans ce cas, la distribution des zéros doit
satisfaire certaines conditions quantatives et c’est la formule de Jensen qui rend possible la
détermination explicite des conditions que les zéros d’une fonction non constante f € H?

doivent satisfaire.

2.3.1 La formule de Jensen

La formule de Jensen procure une inégalité ot interviennent les valeurs frontiéres
des fonctions holomorphes bornées sur le disque unité ouvert D, elle est donnée par le
théoréme 2.4 suivant :

Théoréme 2.4. ([31])

Soit Q = D (0, R) (le disque ouvert de rayon R) et f € Hol (2) telle que f (0) # 0.

On prend 0 < R < r et on note z, ..., zy les zéros de f appartenant & D, rangés avec
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leur ordre de multiplicité. On a

|f(0)] H = exp L/Tr log | f (re®)|do 3 . (2.7)

1| nl 2m -7

Remarque 2.3.

L’hypothese f(0) # 0 ne peut étre génante puisque si f a un zéro d’ordre k en zéro,
il suffira d’appliquer cette formule a f (z) /2"

Théoréme 2.5. ([31])

Soit {zx} une suite dans D telle que z, # 0 pour laquelle

D (1= |al]) < o (2.8)

St k est un entier non négatif, et si l’on pose

R
B (z) _kl;[ﬂ e (ze D), (2.9)

la fonction B est une fonction holomorphe bornée dans 1D et ne posséde pas d’autres zéros
que les points zy, (outre lorigine si k > 0). Certains des zj, peuvent étre répétés, ce qui
fournit un zéro multiple pour B en ce point.

Définition 2.4.

La fonction B définie dans le théoreme 2.5 est appelée un produit de Blaschke.

Remarque 2.4.

Le terme "produit de Blaschke" pourra étre utilisé pour le cas d’un nombre fini de
facteurs du tout et éventuellement s’il n’ya pas de facteurs du tout, en posant B (z) = 1.

Les propriétés décrivant les comportement du produit de Blaschke au voisinage de la

frontiére de D sont données dans le théoréme suivant :
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Théoréme 2.6.

Pour tout 0, si B(z) est le produit de Blaschke défini ci dessus alors B (z) admet en
presque partout sur le cercle T une limite radiale B* (ew) donnée par

* 0\ 1 6
B (e )—1111%3(7’6 ),

de plus, | B (re”)| = 1.

Remarque 2.5.

Le produit de Blasche ainsi que ses propriétés peuvent étre introduit d’une autre facon
que dans les théorémes 2.4, 2.5 c’est ['objet du théoréme suivant :

Théoréme 2.7.

Soit {z} une suite dans ext (T) pour laquelle

D=z <
k=1

St k est un entier non négatif, et si l’on pose

00 _ 2
T (z € D), (2.10)

B -
1(2) k=1zz, — 1 2z

alors By défini par (2.10) est appelée "produit de blaschke" et posséde les propriétés
suivantes :
1) By € Hol (D), By est bornée dans I et ne posséde pas d’autres zéros que les points zy.

2) By (z) admet en presque partout sur le cercle T une limite radiale By (eie) donnée par

By (ew) = limB (T@ie) ,

r—1

3) |B (e")| = ki.jl |2k -
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2.4 Théoréme de factorisation

Toute fonction f € H? (D), sauf f = 0, peut se factoriser en un produit de Blaschke
formé sur les zéros de f et une fonction g € H? (D) n’ayant pas de zéros dans D.

Théoréme 2.8.

Soit f € HP (D) et soit B(z) le produit de Blaschke formé sur les zéros de f telle
que

f(z)=B(2)-9(2), Vze D, (2.11)

alors g € H? (D) et g n’a pas de zéros dans D
Remarque 2.6.

Comme |B (z)| <1 dans D alors il vient du théoréme de factorisation ci-dessus que

™

sup /7T ‘f (reia) ‘de = sup/ ‘g (reia) ‘de (2.12)
- r<l

—T
r<l

et donc

£l = llgll, (2.13)

Corollaire 2.1.

Si f € H? (D) alors on peut écrire

f(2)=B()-lg(2)] (2.14)

ou B (z) est le produit de Blaschke construit sur les zéros de f et g € H' (D) n’ayant pas

de zéros dans D.

Remarque 2.7.
La factorisation 2.11 rend possible l'application a HP (D) de résultats de H' (D).
Définition 2.5.

Une fonction intérieure est une fonction U € H' (D) telle que |[U*(e")| = 1 m-presque
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partout avec U*(e™) = lim U(re™)

r—1-

Le résultat suivant donne une description compléte de toute fonction intérieure.

Théoréme 2.9.

Soit ¢ € C, |c| = 1, soit B un produit de Blaschke et soit v une mesure de Borel

positive finie sur T telle que v 1. m. Pour z € D, on pose

dv(t)

U(z) = cB(z)e 2Td-ae"—2 (2.15)

La fonction U est une fonction intérieure et toute fonction intérieure peut s’obtenir de
cette facon.

Définition 2.6.

Les fonctions intérieures singuliéres sont les fonctions intérieures qui ne s’annulent

pas sur D, i.e. les fonctions de la forme
1 [Tell+ 2
-— —du(t)

it
2 J_ et — z

S,(z) = ce : (2.16)

Définition 2.7.

Une fonction extérieure est une fonction Q € Hol(D) de la forme

1 [Tet 42 }
—g oit _ Zdz/(t) loqu(el )dt
Q(z) = ce - (2.17)

ol |c| =1 et o ¢ est une fonction positive mesurable telle que log ¢ € L*(T).
Proposition 2.2.
Soit Q) une fonction extérieure reliée & ¢, alors
1. log|Q| est lintégrale de Poisson de la mesure absolument continue par rapport & la
mesure de Lebesque dont la dérivée de Radon-Nikodym est logo.

2. lim |Q(re™)| = ¢(e) m-presque partout.
r—1-
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8. Pour p €]0,00], Q € HP(D) si et seulement si ¢ € LP(T). Dans ce cas [|Q|, = [[¢]], -

Propsition 2.3.

Soit p €]0,1]. Supposons que f € HP(D), f non identiquement nulle. Alors la limite
radiale de f, notée f*, est telle que log|f*| € L'(T) et f € LP(T).

Corollaire 2.2.

Soit p €]0,00]. Supposons que f € HP(D), f non identiquement nulle. Dans ce cas,
la fonction extérieure QQ; définie par

1 [Tet +z

- : dv(t) log \f*|(e“)dt
Qr(z) = 2MJre" =2 (2.18)

appartient & HP(D).
Remarque 2.8.
La fonction Q) est appelée le facteur extérieur de f. Notons que Q)5 ne dépend que de

f*, c’est a dire des limites radiales de f.

2.5 Etude particuliére de H? (D)

L’importance particuliére de I'espace H? (D) est due au fait qu'il s’agit d’un espace
de Hilbert et qu’on peut Iidentifier & un sous ensemble de L*(T), ou T est le cercle
unité. D’autre part H? (D) est ’espace fonctionnel de base qu’on utilisera pour étudier le
comportement asymptotique des polynoémes orthogonaux. Avant de donner les propriétés

fondamentales de H? (D), définissons les espaces L? (T) .

2.5.1 Espace L?(T)

Soit T = {z € C: |z| =1} le cercle unité du plan complexe. Si F' est une fonction

définie sur T et & valeurs complexe et si on définit la fonction f par :

f(0)=F (), (2.19)
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alors f est définie sur R, périodique, de période 2.

Réciproquement, si f est une fonction définie sur R, périodique, de période 27, alors
il existe une fonction F' définie sur T vérifiant (2.19).

On peut ainsi identifier les fonctions définies sur T avec les fonctions définies sur R,
périodique, de période 27. Cette identification nous permet de

donner la définition suivante :

Définition 2.8.

Pour 1 < p < +o0, LP(T) désigne la classe de toutes les fonctions a valeurs com-
plexes, mesurables au sens de Lebesque, périodique, de période 2w, définies sur R, pour

lesquelles la norme :
1

91 = 55 [ 1 (O de st fnie (2:20

Théoréme 2.10. ([4])

L2 (T) est un espace de Hilbert complexe pour le produit scalaire

)i = 57 [ 10 7D (221)

pour tout f € L*(T) et tout g € L*(T).
Les propriétés fondamentales de 'espace H? (D) sont résumées dans le théoréme sui-

vant :
Théoréme 2.11. ([22))
a) Une fonction f € Hol (D) de la forme

f(z)= Z(znz” (z € D)
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appartient o H?* (D) si et seulement si

o
Z |a,) < 0.
n=0

Dans ce cas

%)
2 2
1113 =D lanl*.
n=0

b) Si f € H?>(D) alors lim f (7“6"9) existe en presque tous les points de T. Cette
r—1-
limite sera notée f* (e“’), on lappellera limite non tangentielle de f; f* € L?(T) et

[flly = 1[f*llL2qr) - De plus f est Uintégrale de Cauchy de f*, c’est-a-dire :
1 (1) 0
C1
ou C est le cercle unité orienté positivement.

2.5.2 Espace de Hardy a ’exterieure du disque unité

Notons par : G = {w € C: |w| > 1} U {oco}, Hol (G) 'ensemble des fonctions holo-
morphes dans G (0o y compris) et par C, = {w € C: |w| =r}.

Définition 2.9.

Soit f € Hol(G), on dit que f € H*(G) s’il existe une constante ¢ positive, indé-

pendante de r, telle que :

/If(w)|2|dw| <ecVr:l<r<2.
Cr

Si f € H?(G), on note par :

e = sup [ 1f (@)l dul. 222
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Remarque 2.9.
La définition de ’espace de Hardy dans le disque unité ouvert est équivalente a celle
donnée dans la définition 2.5.

En effet d’apres la remarque 2.1., on a

fEHQ(U<:>8up/|f ) dz| < +o0.

0<r<1

Proposition 2.4. ([4])
Soit f € Hol (D), définissons g par :

sw) = £(1). powrwe©\ o},
g(00) = F(0);

alors f € H* (D) si et seulement si g € H? (G).

Notons par :
L (Coldel) = { 1€~ T [17 @1 <00 b5 7 >0,

ol |dz| est la mesure longueur d’arc.

Ceci étant les propriétés de I'espace H? (G) sont résumées dans le théoréme suivant :
Théoréme 2.12.

Soit f € H*(G) alors :

a) lim f (T@’e) existe en presque tous les points du cercle unité, Cette limite est appelée

r—1+

limite non tangentielle et elle se note f,.

) fy € L2(Cp ldul) et [1f, () ldw] = ||l = lim [ 1f (@) |dw]
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c) L'espace H? (G) est un espace de Hilbert complexe pour le produit scalaire

s ) oy = / £ (w) g1 (@) |du
C1

1 [ h(©)dE
S 2im) f—ww’
Ch

d) Yw € G\ {0}, f(w)

Preuve

a) Soit f € H?(G), alors : 3¢ >0 tel que : [ |f (w)|* |dw| < ¢ Vr:1<r <2
CT

1 1
En effectuant le changement de variables w = —, on a: dw = ——,2dw’ , ceci nous donne :
w w
) 1\|* 1
Jirtian = [1r(5)] m i
Cr C,s
m 1\|°1,
_ /W f (Ta’@) s,
1 [" 1N\]* 1
= F o f <T/€i9) d@, 5 S r < 1
Donc :
T 1 2
/ f(/.9> do <r'c<c
—n el
Posons :

alors f; € H*(D), ce qui implique que lim f; (r'e’) existe presque partout pour —7 <
r'—1-
0 <m;
or
lim f, (r'e”) = lim f L = lim f (re”);
r 1=t r—1="1 \ et r—1+
ce qui donne le point a).

Les points b) et c¢) sont une conséquence immédiate de a) et du théoréme 2.5.
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2.5.3 Espace de Hardy & l’exterieur d’un contour de Jordan

rectifiable

Définition 2.10. (contour de Jordan)

On appelle contour de Jordan, l'image d’une application Z :t — Z (t), de l'intervalle
[a,b] dans C tel que, Z continue, Z(a) = Z(b) et Z |4 est injective.

Définition 2.11. (contour de Jordan rectifiable)

Un contour de Jordan est dit rectifiable, si ’application Z définie ci-dessus est a
variation bornée.

Par exemple si Z(t) est une application continument différentiable par morceau alors

b
elle est & variation bornée et sa variation totale est égale a / | Z'(t)] dt.
a

2.5.4 Transformation conforme

La transformation conforme représente I'un des outils fonctionnels fondamentaux dans

cette étude, elle permettra le passage de I'extérieur du contour E vers ’extérieur du cercle
T.
Il est connu que tout contour de Jordan E partage le plan C en deux parties, I'une bornée,
ouverte et simplement connexe appelée l'intérieur de F et notée int (E) et 'autre ouverte,
non bornée et connexe appelée l'exterieur de E notée ext (E).

Notons par Q = ext (E) U {oo} et par G ={w € C: |w| > 1} U {0}

L’application du théoréme de la représentation conforme de Riemann nous donne le

théoréme suivant :

Théoréme 1.12. ([6])

Soit E un contour de Jordan, alors il existe ® : Q0 — G, unique possédant les pro-
priétés sutvantes :

a) @ est bijective.

b) @ |o\(eo} €St holomorphe.
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c) ®(00) = oo.
d) ZILIEOM > 0.
S ek 1

Notons par lim =5 ) La constante C' (F) s’appelle capacité logarithmique
2—00 z

de E. Si le contour de Jordan est rectifiable, on obtient le théoréme de Caratéodory

suivant :

Théoréme 1.13. ([6])

Soit E un contour de Jordan rectifiable et ® : Q) — G, l"application conforme définie
dans le théoréme 2.12., alors ® admet un prolongement continu unique sur E qui réalise
une bijection de E sur T = {z:|z| =1}.

Si 'on note par ¥ 'application inverse de &, ¥ : G — €2, on montre dans ([14]) que
leurs dérivées @' (z) et ¥'(z) n'ont pas de zéros dans 2 et G et ont des valeurs limites
sur F et T presque partout (par rapport a la mesure de Lebesgue).

Notons par Hol(f2) ’ensemble des fonctions holomorphe dans 2 (0o y compris), et
E,={z€Q:|®(2)|=r}, pour r > 1.

Définition 2.12.

Soit f € Hol (). On dit que f € H*(Q), si Ic > 0; ¢ indépendante de r tel que :

/|f<z)|2|dz| <e pourl<r<?
E,

Proposition 2.5.

f € H?*(Q) si et seulement si:

FO¥ (w) /' (w) € H* (G).
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Preuve

Posons z = ¥ (w) , alors dz = ¥'(w)dw, d’ou :

[1r G

/|f DI |9 (w)] duo]

- /\f () w)| I

Ceci donne le résultat cherché.

Les propriétés de espace H?()) découlent & partir des propriétés de 'espace H? (G)
en utilisant la proposition 2.3. et le théoréme 2.6. On obtient alors :

Théoréme 2.14. ([23],[24], [25])

Soit E un contour de Jordan rectifiable et f € H?(Q), alors f admet en presque tous

les points de E une limite non tangentielle notée f; f(f) = lin%f (2). f vérifie aussi

1) Fe 12 (B et [ |FOf tael = tim [ 17 ().
2) Pour tout f € H?*(Q) et pour tout g € A (Q) notons :

11 = [ 7@ lag1,
E

/ 7€) 50 de.

Alors <H2(Q), (., )HQ(Q)> est un espace de Hilbert compleze.

3) W2 € O\ {oo), f(z 2m/§

2.6 Fonctions de Szeg6

Les fonctions de Szego rentrent dans le cadre général de la représentation des fonctions

positives.
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2.6.1 Fonction de Szegd associée au disque unité

Soient F' € H?*(D) et F* sa limite non tangentielle. Si I'on pose f(6) = |F*(e”)],
alors f € L*(T), et on montre que log(f) € L*(T).

Réciproquement étant donnée une fonction f € L*(T), f presque partout positive et
log(f) € L*(T), on montre qu'il existe une infinité de fonctions F de la classe H?(D) tel
que f(0) = ‘F *(ei9)| presque partout pour —7m < 6 < 7. On s’intérésse a une fonction
particuliere F' de la classe décrite auparavant, dite fonction de Szego, qui est 'objet du
théoréme suivant :

Théoréme 2.15.

Soit f une fonction non négative intégrable au sens de Lebesque sur l'intervalle [—, 7]

et vérifiant la condition de Szegod

/W log f(0)df > —occ.

—T

Alors la fonction définie par :

D) = e { - [ oatrion T Gan} (el <

- — ze~
dite fonction de Szego associée a D et a la fonction poids f, posséde les propriétés sui-
vantes :
1) Dy € H*(D).
2) Di(z) #0 Vze D.
3) |D;§(em)‘2 = f(z) presque partout sur [—m, 7).
ot D} est la limite non tangentielle de Dy.

4) D¢(0) > 0.
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Preuve
Construction de Dy

Considérons 'intégrale de Poisson associée a la fonction log (f) qu’on note par :

1—172

u(r,e) = %/_ log(/ (6)) 1 — 2rcos(x — 0) + r? 0.

La fonction u est harmonique dans le disque unité puisque log(f) € L' ([—m, x|, df)

([18]).

Considérons maintenant la fonction holomorphe h (z) dont u (r, x) est la partie réelle

et exigeons que h (0) soit réelle pour avoir I'unicité de h. La fonction cherchée sera donc
1
g(z) =expysh(z) .
On montre facilement que :
Re Ds(z) = Reg(z); (z =re"™, 0<r <1).

Alors

1) Montrons que :
1 [7 12
de>0telque:Vr:0<r<1; 2—/ ‘Df(rem” dr < c.
7T —Tr

En effet

1Ds(2)] =

45



Par suit, pour z =re¢®®*, 0 <r <1,ona:

{Df(reim)|2 = exp{u(r,z)},
e {% [ 1ot o) QTC;(;’”_ 5 +r2d9},

1 [7 1— 2
= o inégalité 25]).
T 27 /_nf (6) 1 —2rcos(x — ) + r? df (inégalité de Jensen [25])

En intégrant par rapport & z on obtient

1 [7 o |2 1 [/ 1 (7 1—r?
— Dy(re™)| de < — — 0 do | d
27 [Dytre®)["de < 2 ) . (2#/_ A )1—2rcos(x—9)+r2 ) v

- ™

1 1 1—r?
T oor _ﬂfw) (ﬂ/_ﬁl—%cos(x—ﬁ)—kr?dx) b

1 i
— P — . N < .
QW/_ﬂf(Q)dH C Vrio0<r<l

Ce qui donne le point 1).
2) est évident.

3) Dy € H? (D), notons par D} la limite non tangentielle de Dy; et comme :

| Dy (re®)|* = exp {% / log(f (0)1—; C;(_ﬁ e de} ,

il vient :
x [ iz\|2 _ . iz |2
D () = tim |y (o)

1 [T 1—r?
= lim — 1 0 de
P {TE{I— 2m / og (/(6)) 1 —2rcos(z —0) + 12 } ’

™

= exp{log f ()}, p.p sur [—m,7]; ([18], [26], [28]).

1
4) D¢(0) = exp {ih (0)} > 0. (h(0) est réel par construction).
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2.6.2 Fonction de Szegd associée a ’extérieur du cercle unité

Théoréme 2.16.
Soit [ une fonction non négative intégrable de Lebesque sur lintervalle [—m, 7| et

vérifiant la condition de Szegd

/7r log f(t)dt > —oc.

—T

Alors il existe une fonction unique notée ch et appelée fonction de Szegé associée a
Vextérieur de T et a la fonction poids f, possédant les propriétés suivantes :

1) D? € H?(G).

2) D} (w) #0 YweG.

3) !(ch)*(e”)!2 = f(x) presque partout sur [—m,w|, ou (D?)* est la limite non
tangentielle de DY.

4) ch (00) > 0.

Preuve

Considérons la fonction de Szego D introduite dans le théoréme 2.15. et construisons
la fonction ch de la fagon suivante :

DY (w) = Dy (%) pour w € G\ {0} .

va (00) = Dy (0).

Alors les propriétés de Dy et la proposition 2.4. nous donne les propriétés de D?.

Notons que la forme explicite de ch est exactement la fonction :

D) =ew{ - [ osts ) Gan} (ui > 1)

—i0
o —e

2.6.3 Fonction de Szegd associée a ’extérieur d’un contour de

Jordan rectifiable

Soit F un contour de Jordan rectifiable. Désignons par :
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ﬁ@M&z.ﬁEHO/V@WM<w
FE

|d€| Etant la mesure de Lebesgue longueur d’arc.
Théoréme .2.17.

Soit p une fonction non négative intégrable au sens de la mesure de Lebesgue longueur

d’arc |d€| sur E et qui vérifie la condition de Szego :

[ togp (€ 12 (€)1 1d¢] > ~cx. (223)
E
Alors il eziste une fonction notée D(z) dite fonction de Szegé associée & l'extérieur du
contour E et a la fonction poids p possédant les propriétés suivantes :
1) D(2)/®'(2) € H*(Q).
2) D(z) #0 Vze .
3) ‘D (5)‘2 | (€)| = p(€) presque partout sur E, ou D est la limite non tangentielle
de D.
4) D(0) > 0.
Preuve

Considérons la fonction poids 0 (w) définie sur le cercle unité par :

(%) =p(©) /19 ()], £ =T ().

Comme

alors on a

4(® () = ¥ (¢) d€ = d(e) = ie™do),
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d’ou

()| = ab
par suite, on a
[ st epan = [ (1o £ jor e
/ 1 /
= Jrosrienie e+ | (s i) 011
= [osto @) 1@ ©l1ael + [ (og | ()] av.

Comme log |V (¢")| € L* [~7, 7], car ¥ € H'(G) (voir [14]), ceci avec la condition

(2.6) , entrainent

/7r log(d ("))df > —oc (2.24)

qui est la condition usuelle de Szegd.

D’autre part

[ o= [ L @i - [p@le <+ @229

E E

D’apres le théoréeme 2.16., en utilisant (2.24) et (2.25), on peut alors associer a la fonction

poids (ew) , la fonction de Szego associée a I'extérieur du cercle unité suivante :

D) = e {1 [ hog(s (<) 20} (ol > 1),

—T
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Finalement la fonction cherchée est exactement la fonction définie par :
D(z) = D (w), avec w = ®(z).

Montrons maintenant qu’elle vérifie les propriétés 1), 2), 3) et 4).
En effet, d’apres la proposition 2.4.
1) D(2)y/®'(2) € H*(Q) & DI (P (2)) /¥ (2) € H2(Q)

& DY (D (¥ (w))) /(W (w))y/V'(w) € H*(G)
& Dg( ) € H*(G).
( Puisque /@' (¥ (0))/¥'(w) = /(®o¥) (w)) = 1 car oV = Idp.)

2) D(z) = ((z))#Ocar@()EGpourzEQ
3) [D(©) )|<1>'<s|=\< ) <5><|<1>' (=35 (e") 1/ ()] = p (&)
1) D(o0) = D§ (® (o)) = D§ (o) >
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Chapitre 3

Comportement asymptotique des
polyndémes extrémaux par rapport a

des mesures variables

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons démontrer un théoréme de type Szegé pour les polynomes
LP- extrémaux par rapport au mesures variables sur le cercle d’unité T. On présente aussi
un théoréme de densité et une généralisation du résultat principal., tout d’abort pour
un cercle d’unité plus un nombre fini des points et le second pour un contour de Jordan

rectifiables.
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3.2 Comportement asymptotique des polyndomes ex-
trémaux par rapport a des mesures variables sur

le cercle unité

3.2.1 Notations et définitions

Soit p une mesure positive finie de Borel dans [0,27] dont le support contient un
ensemble infini de points. On considére {W,,} , n € N a un degré n (deg W,, = n) tous ses

zéros {wy,; 1 1 <i < n} sesituent dans D = {2 : |z| < 1}, et ils satisfont a :
lim Z (1 — |wn,|) = +o0.
i=1

Nous voulons étudier le comportement asymptotique des polynoémes qui résolvent le pro-
bléme extrémal :
@n

Tnp = Inf —
" Qn(z)=2"+... ‘ W

@n

= mnf W

P QneHn-Qn(O):l

)
p

1
ou IT est 'ensemble des polynomes de degré au plus n, W} (z) = 2"W, (—), et || fll, =
z

1 ) 1rp
{o [ 1ran}

Notons que les zéros de W (z) sont {

} C E = {]Z| > 1}. A partir de mainte-
ni ) i=1...n
nant, P, , désigne un polynome tel que

P,
Wn

= Tn,p-

p
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Soit /1 la dérivée de Radon-Nikodym par rapport & la mesure de Lebesgue. Supposons

que log (i € L', soit D, (i, 2) la fonction de Szegd

1 [*C+z ,
D = — log /i (0) d6 =¢? zeD.
P(M?Z) eXp{Zpﬂ' 0 C_ZOgH() }7( € 72
Définissons
2t ¢ ze T, UD
Ky ) =4 0 "
0 sizeT,,

ou T, et Ty donne une décomposition disjointe du cercle unité tel que /i et p, appar-
tiennent respectivement a ces ensembles. Ci-apres, i, dénote la partie singuliere de p par
rapport & la mesure de Lebesgue. HP, 0 < p < 1, est définie comme la classe de toutes

les fonctions f analytiques dans I tel que

2 1rp
gow, ([ G ) <o

Il est bien connu que H? peut étre identifié avec la fermeture en P de ’ensemble des
polynémes en €.

La fonction D, (i, z) satisfait les propriétés suivantes :

(1) D, (i, z) est analytique en D; plus précisément, D, (i, z) € HP,
(2) D, (p,z) #0en D, et D, (u,0) >0,

(3) | Dy (1, €")|" = 2 () presque partout dans [0, 27].

HP (11) est défini comme la fermeture des polynomes LP (i) en e,

Li(p)={fell(n):f=0, fipp}

et
LE(p) ={fe L’ (u): f=0, u, p.p.}
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Théoréme 3.1.
Si e T, alors HP (u) = K,H? & LP (p). C’est a dire il existe des fonctions uniques
[ I tel que f=K,f+ f., f € H?, et f, € L2.

Preuve

Soit g € HY (u). Alors g € LP (u) et g = g1 + go avec g1 € LY (u) et go € LP (p) .
Nous devons prouver que ce soit g, € K,H? ou g,/K, € H?. Il suffit de prouver qu’il n’y
existe {jn}, Jjn € HP tel que ||j, — g1/Kpll, — 0. Etant donné que g € H” (1) il existe

une suite des polynomes {h,} tel que ||h, — ng# — 0. D’ot, avec z = €%,

[lG-2a[mo = [me-aergigme
_ BN A ()
= [ - g @F G lam ©
hp—g ||
< |ois 0

et j, = hn/K, € H” pour tout n. L’unicité de la représentation s’ensuit immédiatement
du fait H” (u) N LP? (1) = 0. D’ou, par conséquent. Nous avons prouvé une des inclusions.
Nous allons voir que K, H? C H' (1) . Considérons f = K, favec f e HP. Alors il existe

des polynomes h,, tel que

[#n

p?u

0= HKpf— Kb,
p

et puisque K,h, € H' (1), on obtient f € H” (u).

Maintenant, soit f € L? (u). comme u ¢ T, il existe des polynomes @, tel que

If = @nll,,, — 0 (3.1)

En outre, en raison de Q,,/K, € H'| il existe une suite des polynomes {h,} tel que
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- 0&[|Q, — Kphn”#a,p — 0. (3.2)

p

lic
Kp

En combinant (3.1) et (3.2) avec

1 = Qo+ Eohall, = 1 = Qull, 4 1@ = Kl

La preuve est conclue.

3.2.2 Reésultats auxiliaires

Avant de prouver le théoréme, nous avons besoin d’établir plusieurs résultats auxi-
liaires.
Soit K un ensemble compact et {a, 1, ...0tnn} C CVK un ensemble donné de points. Soit

F,, un ensemble des fonctions de cette forme

bmozn + bmlznfl + bn,n

Z—n1) (2 — an2) .. (2 — ann)

T (2) = (

Soit f une fonction continue dans K. Notons par 7, (f) la meilleure approximation pour
f(z) dans k dans la classe F, dans le sens de Tchebycheff; qui est, ||f —r, (f)|| =
min {||f — 7| : 7, € F,} avec ||.|| la norme supremum sur K.

Théoréme 3.2. ([33])

Soient les points o, tel que |ozn7k| > 1. Une condition nécessaire et suffisante pour
que

limr, (f) = f(2), uniformément dans |z| <1,

n—oQ

pour chaque telle fonction f analytique dans {|z| < 1} on a :

" 1
lim Z (1 — ) = +400.
k=1

|O‘n7k|
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Théoréme 3.3. ([33])

Supposons que p € T. Si f, et f sont dans HP (1), 0 < p < 1, tel que
(Z) nh—>nC}O ||f”Hp,y, = Hf”p“u’
(17) lim f, (2) = f(2), vérifié uniformément sur tout compact de D,

alors

Jim [|fy — ], =0

Lemme 3.1. ([1])
Soit ¢, ¢ € LY, 0 < P < o0. Si ¢, (x) — ¢(z) ps et |,ll, = llell,, alors

e, — ll, — 0.
Théoréme 3.4.
Soit {z},_,

A un ensemble des point dans I, o A peut étre fini ou infini. Soit | une

.....

mesure finie positive de Borel sur [0,27) satisfait la condition de Szeqd et {f,} C H” ()
<de (4), fo=Kp () fo+ fw), 0 < p < o de telle sorte que

(i) lim £, (0) = 1;

(i1) hm fn (2) =0, i=1,2,..

(ii7) Z 1 (1= Tzi]) < +o0;

n—oo

(iv) [1ful) = 220

41_11 |z
Alors

A Z— Z; 57;

i=1%Z;z — 1 |z|?
A z—z Z¥

fn_ (,)H -

i=17Z;2z — 1 |2;z|2

(b) llm

n—

H,p
Si A est un ensemble vide, puis le coté de droite de (a) est égal a 1, c’est-a dire

A Zz— Z; Z

Il
=

i=1Z;z — 1|z ?

Découle immédiatement de la formule de Cauchy et inégalité de Hélder.
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Preuve

Tout d’abord, nous allons prouver pour la mesure de Lebesgue et A = ) en deux
étapes : p = 2 et p # 2. Deuxiémement, nous considérons en général u € T et encore
A = (. Enfin, nous prouvons le cas général.
(A) Soit p=m, p=2, et A = (. Notons que dans ce cas, D (i, z) = 1. De la monotonie

des moyens et de I'inégalité triangulaire, nous obtenons

[ (0) + 1] < 1 fn + Uy < [ fally + 1L, -

Donc

lim [|f, + 1| = 2.

Maintenant, en utilisant le lau parallélogramme, on obtien ||f, — 1|| =0, c’est (b).

L’énoncé (a) découle immédiatement de la formule de Cauchy et inégalité de Holder.
(B) Considérons maintenant et encore p # 2 et encore 1 = m, et A = (). En utilisant
encore le théoreme de factorisation pour AP, nous obtenons qu’il existe 3, € H*, plus

précisément, les produits de Blaschke, et h,, € H?, telle que

et
2
[ full, = Nhnlls -

Nous allons voir que h, (2) = 3, (0)” h, (z) € H? vérifient les conditions étudiées dans

(A).

L= lim [f, 2 = lim |5, (0 by ()] < |13, (0 B,
= Tim |8, )P |l = lim |5, (0)1"% < 1,
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puisque |3,, (z)] = 1 si |z] =1 et du principe du maximum l'inégalité suit,

donc

lim |8, (0)]”% =1,

et nous obtenons lim ||A,||, = , = 1. Puis, & partir du cas précédent, nous avons (a) et (b)

pour h,. De méme pour {Bn (2) = gn ES;

(b). Alors, nous avons (a) pour f,,. Il reste a voir que (b) est vérifié pour h,, et 3,, il existe

}, B, € H*® C H? Donc {3, } vérifie (a) et
{n;} Cc I' C N telle que

limh,, (z) =1,ps et limf, (2)=1ps.

n—oo n—oo

En utilisant le lemme 3.1 la preuve en découle.
(C') Dans cette étape nous considérons u € T et encore A = ). Nous appliquons I’argu-

ment précédent & f,,. en fait,

: ks : ks P j2
tim [|7] = tim {7+ sl = Do (01,
n—o0 D, n—o0 Pilg s
et cela donne
Jim_sup H D, (u,0)".
Alors
lim sup/ )Kp () fn (") f1(0) dm (9)’
= D, (w0 i sup [ |7, (¢)]dm (6) < D, ()"
~ ||P ~
d’ou lim ||f,|| < 1. A partir du cas analysé ci-dessus, nous obtenons lim f (z) = 1
n—oo p n—o0
uniformément sur tout compact de I et lim f'n = 0. donc lim fn =1et
n—oo n—oo p
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~ ||P
Jim, HKpfn o = Dr (s 0). Ainsi Tim [ fnifl,, = 0 et par conséquent
tuw = 817, = i (10 = Ko, + 1= F5, )

) ~ p P

= hm HKpfn - Kp + an73Hp7u )

n—oo Pslg s

) ~ p

= lim (Dp (14, 00" || o — 1Hp + ||fms”§,us) :

(D) Enfin, nous prouvons le cas général.

Soit f, = K,fn + fus avec f, € HP et 1 full,.p = HKpfn

fo|| <

. Alors lim sup
H,p n—oo

p
A

1/ 'H1 |2;|” de (iv) . Nous allons voir que toutes les sous-suites convergentes de f,,, converge
1=

vers la méme limite, uniformément sur tout compact de . Soit f une fonction de limite.

. . A
Du (i), f est nulle sur est nulle sur z;, f € H? et | f||, < 1/1:[1 El

~ Z — Z; Z Z—W; W;

fz)=m

h(2),

2Zi1 |zz|2 zw; — 1 |wi|2

ou {z}, {w;} sont des zéros de f, h est une fonction a un zéro libre en H?, h (0) =1,

. A A

fall =11 <1/'H1 \zi|p> (1/1—[1 |wi\p) [A]l,,. Alors [|h]|, < 1 et, comme conséquence
P 1= 1=

h = 1. Donc, Pensemble {w;} est vide et f(z) = - Z"|2

et‘

. De plus, nous avons

f

2Zi-1 |z

lim f, (2) = f (z) uniformément sur chaque un sous ensemble compacte de D et ‘ <
n—oo

p
fll . Alors a partir de théoréme 3.3, nous obtenons lim ||f, — f|| = 0 de méme que
p n— 00 D
_ _ _ _ A
nh—>I§O HKpfn - K,f , = 0. En particulier lim ’Kpfn = HKpf , = (1/'1_[1 ]zl\) X
JUa n— o0 P g i=

Dy, (1, 0), et alors lim [|f,[|, , = 0. D’ott nous obtenons (b).

Remarque 3.1.
Théoremes Newman et Keldysh ne sont pas applicables dans le cas H>® comme il est
montré dans [’exemple ci-dessous.
On pose
fa(2) = (nz4n—1)/(n+(n—1)2).
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Il est facile de vérifier que f, € H®, | full, =1, et lim f, = 1, uniformément sur chaque sous ense
n—oo

an - 1” - 0.
Théoréme 3.5.
Pour 0 <p<1

lim

n—oo

=D, (1, 0),

p

P,
Iz

o 0 remplace D, (1, 0) si log i (0) est non intégrable.
Preuve

Soit A C N une suite indexée de telle sorte que

*
lim || =22
H}*

n

= lim su
neA P

n—00
p

‘ P7i:7p
Will,

D’un résultat da a Szego ([29]) , nous savons que si 7}, » sont des polynémes extrémaux
de telle sorte que

||Tn,2

, = min {||@Q,||, : monic de deree n},

alors

|§ =Dy (N»O)za

lim ||Tn,2||§ = lim HT;:J

avec D, (11,0) = 0 si log /i (#) est non intégrable. Etant donné que les zéros de Ty, se

trouvent dans B, @, (2) = (T, (z))le est analytique dans {|z| < 1}, de sorte que (1)

vérifié, d’aprés le théoréeme 2, il existe une suite {W":" } telle que
Mo 2 My, cfen
Ry, (2)
lim sup | ——= — Q. (2)| = 0.
neA |2|<1 W;M (Z) n( )

En Particulier, puisque @, (0) = (17, (0))2/}O =1=W} (0), nous avons liIRRm 2 (0) =1,
bl n ne ’

d’ou
iy [ [~ ti 10,1 = tim 2, = D, (1,0
neh W;Ln , neh nllp neA n,2 |9 p ) )
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et

lim sup

n—oo

< D, (11,0). (3.3)

p

Py,
Wy
D’autre part, en utilisant I'inégalité de Jensen

p p

[1(6)do

By (¢°)

W= (ew)

n

1 21 P;,p ( 62’9)

W ()

1 2 P* (eia)
> n,p
w0 = —27/0 W ()

1 2
exp o / log
0

Frp (0)]° p

- DP(:uao)p‘

2m Jo

p

v

2
d@} X exp{%/ log /1 (9) d@}
0

v

Par conséquent,

*k
. . n,
lim inf [|—/=

n—oo

> D, (11,0) (3.4)

n lp

avec (3.3) et (3.4) le théoréme est démontré.
Remarque 3.2.

Nous avons également prouvé que

ol (L[]
p 21 Jo

Wi (2)

W*

n

n—oo

P 1/p
(6)d) =D, (10).

lim ’
Théoréme 3.6.
Pour o < p < 00, les énoncés suivantes sont équivalentes :
(i) satisfait la condition Szegd; qui est, log fi € L*
(1) la limite suivante existe et est positive

lim 7,,, > 0.

n—oo
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(#77) 1l existe une fonction S € H? (1) avec ||S||, # 0, tel que

*

P
e _ 5|l =0,
Wy

p

lim ‘

n—oo

(iv) 1l existe une fonction T, , analytique en D tel que

Py (2)

L Wa(2)

A rpe = T (2)
Wy

uniformément sur chaque sous-ensemble de I compact.

En outre, si i) est vérifié, alors

lim 7,,, = D, (1,0),

n—oo

et les fonctions dans (itii) et (iv) sont S (z) = K, (u, z) et T,,, (2) = Do)
p :ua Z

Preuve
(1) <= (i1) : 1l résulte de Théoréme 3.5.

(i) <= (7ii) : On considére la fonction

_ By (2) Dy (4, 2)

" (&) = ey D, (n0)

(3.5)

qui appartient & H? puisque h, (0) = 1 et |Dp (,u, eie)’ = /1 (#), d’apres le théoréme 3.5,

nous avons )
o
i {7 [ lon (1) a0} =1 30

Nous appliquons le théoreme 3.4 (ici A = () et 3 est la measure de Lebesgue) il s’ensuit

. 1 21 ;
7111_)1{.10{%/0 |hn (69—1)‘pd9—0}.

que
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Donc ' '
iy (¢%) Dy (1)

. -1
Wi () Dy (1, 0)

P
d@} -

ﬂ(@)d@} ~0.

{ 1 2m
lim { — /
n—oo | 21 J,

1 27 P* ei@ D p
. {_/ wo () Dy (1, 0)
n—oo | 27 J,

Wi (e?) Dy (p, )
Par conséquent, utilisant (3.6) et encore théoréme 3.5, nous obtenons (iii) ou S (z) =

KP (M? Z) .
(1ii) = (i) 1l résulte de la relation

Puis

*

%_\p
W*

n

lim inf
n—oo

ot ¥ (¢) est tel que ||¥||, # 0.

En effet, selon 1, nous avons I'existence d’une sous-suite {n,} tel que

*
Pn 7p

7
Wy

=0,

n—oo

lim H —
v p

si (7) n’est pas vérifié, d’apres le théoréeme 3.5

*
P"/L’p

=0,

et on obtient [[¥|| = 0,qui est une contradiction.
(13i) = (iv). La suite des fonctions {h,} dans (3.6) satisfait ’hypothése du théoréme
3.4, donc lim hy, (2) = 1 uniformément sur tout compact de D.

Maintenant, puisque (¢) est équivalent a (ii7), en utilisant & nouveau théoréme 3.5, nous

obtenons )
Py, (2)
Y Wy (2) 1
im - = )
n%oo’ Pn,p (Z> ‘ Dp (M’ 2)
W G,
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(iv) = (i), a partir de (iv) et le théoréme 3.5, nous avons

P, (0

W (0) 1
lim — " T, (0) = —— < o0,
R 'O = 50

Wy, G,

mais cela est vrai si et seulement si (i) est vérifiée.

3.2.3 Théoréme de densité

Dans cette partie nous donnons un théoreme de densité qui peut étre considéré comme

"application" du résultat principal. nous introduisons la notation :

h
Rmk = {W che Hn—k} .

n

Théoréme 3.7.

Supposons que u est une mesure absolument continue pu, et satisfait a la condition
Szego, puis les instructions suivantes sont équivalentes :

(1) Pour chaque j € Z

p

1 2
d/jla (6) = Dp (/,La, 0)p )

lim —
n—oo 27 J

P:m—jp (ew)
Wy (e)

ot P, _j, est le polynéme monic extrémal c’est

o

(i1) Pour chaque k € Z, est dense dans HP (u,) .

Pn,n—j,p
W,

: Qn—js monic} .

Preuve
(11) = (i) : ici, nous utilisons la méme technique que dans la preuve du théoréme

3.5. Il est bien connu que (i) < (i) est vrai lorsque p = 2 et W, (z) = 2™ ([16]). Ti—k2
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désignent les polyndmes extrémaux dans ce cas, étant donné k > o il existe R,,, &

polynomes de degré m,, — k tel que

‘ 1 27
lim —
n—oo 27T 0

Rmnfk (Z)

* 2/p
A NE

f1(6)do = 0.

Notons que les fonctions {(T .k (z))le} sont analytiques dans un ensemble ouvert
contenant {|z| < 1} parce que T}, n’a pas des zéros dans {|z| < 1}. Alors

(a) lim R, (0) =1

1 [ _
(b) lim — / Bom, ()
n—oo 27 J

partir de (77) nous observons que la suite {m,, } peut étre choisie dans A. Par conséquent,

Wi, (2)
() résulte de (a) et (b).

p
(0 (0)dd = D, (u,,0)". Donnons A C N une suite indexée, a

(1) = (4i) : Définir i, j € z, en utilisant (i) et le théoréme, 3.4 nous avons

P;,nf(ﬁl»j),p (Z)

K
W;; (2) - P(:uauz)u
dans L? (u,). Alors
TL,TL—(’L“F )7 7
W;; (;)p —)ZKP (,LLa,Z),

dans H? (u,). Comme H? (p1,) = HP. K, (11,,.) et H? est la fermeture des polynomes en
LP, R, ; satisfait (i) .
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3.3 Comportement asymptotique des polynéomes ex-
trémaux sur le cercle unité plus une partie dis-

créte finie

On représente dans ce paragraphe une étude du probléme de comportement asympto-
tique des polynomes LT —extrémaux sur un ensemble de la forme F' = TU{z1, 2y, ..., 2y}
avec zx, € D.

Soit 3, une mesure variable tel que 3, = p,, +7, ol n une mesure discréte avec une masse
dp
Wl

Ici, nous étudions le comportement asymptotique des polynomes Ty | (z, 3,,), qui résolvent

Ak > 0 au point 2z, k =1,..., N, et du,, =

le probleme extrémal

1 (| P(2) ] o 1/p
. n \% P

= - E P, A )
)\n,p Prlbl(lol)lll { 27T/ ‘ [[;: (Z) dlu <9) i K=1 ’ ! (ZK)’ K}

Théoréme 3.8.
Pour 0 < p < oo les propositions suivantes sont équivalentes
(1) p satisfait la condition Szegd

(77) Les limites suivantes existes et sont positives :
lim A, , > 0.
n—oo

(#77) IL existe une fonction S € H? (1) avec||S||, , # 0 de sorte que

T
hm'W S (2) 0.

n—oo
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w) Il existe une fonction analytique T, , dans D tel que
(iv) ytique Ty, q

Ty, (2, 8,)
: W, (2)
lim - =T,,(z
I (.5,) » ()
W: p,B

vérifié uniformemnt sur chaque sous-ensemble compact de D .
De plus, si (i), est vérifié
lim A, , = D, (u,0)

n—oo

. . . D, (1, 0) 1
et les fonctions (iit) et (iv) sont respectivement S (z) = 2"~ et T,,,, (2) = ———,
Dy (1, 2) ' Dy (s, 2)
Preuve
On montre uniquement (i) < (i7)

Puisque Ag > 0,

1/p

@) " dp (0) = Tn,p; (3.7)

1 Qn
Ao > Inf —
P _in(rol):1 27r/ ‘W;{ (2)
\

z|=1

lim inf A,, > D, (1,0).

n—oo

Maintenant, soit V;,, un polynome dont les zéros sont z1, 22,... 2, et soit T;_y , avec
V p

Ty n,(0) =1, le polynéme extrémal pour la mesure v (2) dpu,, ; tel que,

’ Vi (0)

p p T* z p p
/\Zp < inf / Qn—N (Z) VN (Z) d/JJ _ / n—N7p( ) Vn (z) d,u.
P Quon(0)=1 Wy (z) | |Va(0) Wi (2) | [Vn(0)
|z|=1 |z|=1
En utilisant le théoréme 4 nous avons
Tr_np )MV (2) 7 ( Vv (2) " >
lim e du= D, | |——==| du,0).
|z|=1
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A partir des propriétés de la fonction Szegd, nous obtenons que

o,

Vi (2)
Vn (0)

p
du,0> = D, (1,0),

et donc

lim sup A\, < D, (1,0) .

n—oo

Le résultat découle de (3.7) et (3.8).
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3.4 Comportement asymptotique des polynémes ex-
trémaux sur un contour

Dans cette partie nous donnons une asymptotique forte des polynomes extrémaux
*z N : 2 o "
associés a des mesures variables possédant la forme do = W, oll 0 est une mesure
positive sur un contour de Jordan C, et {Y,,} est une suite de polynomes telle que pour
chaque n, Y, a exactement un degré n et tel que tous ses zéros (a,,;), i = 1,2,..., se
trouvent a ’extérieur de C.
Soit C' un contour de Jordan de longueur L dans le plan C dont 'intérieur est . Soit

o(s) une mesure positive sur [0,[]. Nous désignons par LP(C, o) 'espace des fonctions

mesurables et complexes sur C, telle que :

1l :/\f<<>|p < o0, E=£(s).
C

Avec ¢ = ((s) une paramétrisation de C. Soit B lintérieur de C' et z = ¢ (2) = a+ z +
boz? + o . |z] < 1, @ € B la transformation conforme qui agit de D = {z : |z] < 1}
sur B, tel que a = ¢(0) et ¢(0) > 0 & partir du théoréme de Carathéodory, ¢ peut étre
prolongeable par continuité a une fonction qui est une application injective de {|z| = 1}
sur C.

Soit z = 7(z) la fonction inverse de ¢. Ainsi, la mesure ¢ induit une mesure image p sur

|z| = 1 définie par :

(E) =0(C—puly —p(E))) =0a((yo() — ukE)),

avec ¢ et [i parties absolument continue de o et pu, respectivement.

Soit K la composante non bornée du complément de C' et z = ¢(z) une fonction qui
associe K sur E = {z : |z] > 1} de sorte que les points & 'infini correspondent les uns
aux autres et que ¢(oc0) > 0. Cg désigne génériquement la courbe |p(z)] = R > 1 dans

K.
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Nous définissons la mesure variable

B do
e

do,

ou {Y,}, n € N est une suite de polyndmes telle que pour chaque n, Y,, a exactement un
degré n, 'ensemble de ses zéros (ay, i),7 = 1,2, ..., se trouvent dans le composant non
bornée du complément de C4, A > 1, et Y, () = 1.

Nous voulons étudier le comportement asymptotique des polynoémes qui résolvent le pro-

bléme extrémal suivant :

1\p
P \

Ya (€)

1
C

Nous désignons par {FP,,, } une suite de polynomes extrémaux tel que

1Prsll,,,, = min Q.

HP(C,0) est définie comme la fermeture des polynémes LP(C, o) de la variable ¢ € C.
LP(Co)={f e L*(C,o): f=0,6sps}et LP(C,o)={f € LP(C,o0): f=0, os—a.e.},
avec 0, la partie singuliére de 0. De méme, nous définissons H(C, o) et HP(C, o)

Par ailleurs, on note H? I’espace classique de Hardy dans {|z| < 1} et H?(u) la fermeture
des polynomes LP(u) en e®.

Nous supposons que o satisfait la condition de Szego tel que
[ 10865} 15 €)1 1d6] >~
c

et c’est la méme chose que, log /i € L. Nous désignons par D,(u, 2) la fonction de Szego.

1 27r€+z
2pm o C—2

D,(p, z) = exp{ log 12 (0) d@} L (=¢€Y zeD,
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et
Ap(ps ) = Dy(p, 7y (2)).

La fonction A, (o, x) satisfait les propriétés suivantes :

1) Dy(o,x) est réguliere en B, plus précisément, D, (o, z) € HP(C, o).
2) D,(0,2) =0 dans B, et Dy(0,a) = D,(p,0) > 0,

3) [7(Q)||Dy(, ) |p = o(s) presque partout dans C, avec ¢ € C.

3.4.1 Reésultats auxiliaires

Soit F' un ensemble de points fermés limités et f(x) une fonction continue sur F'. Soit

F,, un ensemble de fonctions de la forme

bnoZ™ 4 by 12"+ L+ by

(= an1) (T — an) e (T — anp)

™, () =

Prenons r,(f) € F,, de sorte que c’est la meilleure approximation de f(x) sur F' dans le

sens de Tchebycheft, i.e.

1f = (DI = min {[[f = 7| : 70 € F}

Avec ||.|| est la norme sup sur F.

Si f € HP(u), alors il existe des fonctions uniques f , fs telles que

f=K,f¥fs feHP, f.elL?(n).

Avec

Dy (11,0) siz€ (ToU{z:]z| =1})

0, siz e T,

ou T, etTg représentent une décomposition disjointe du cercle unité de telle sorte que i

71



et p, se situent respectivement sur ces deux ensembles.
Théoréme 3.9. (Théoreme de Keldysh ([2]))
Supposons que p satisfait la condition de Szegé et {f,} C H"(u), 0 < p < oo, tel que
i) lim £, (0) = 1;
ii) i [1£ull,,, = Dy (1,0).
Alors
a) nh—>nc>10f” (2) =1 est uniformément sur chaque sous ensemble compact de D.
0) \[fn = Kp (11, 2)ll,,,, = O-
Théoréme 3.10.

Pour 0 < p < oo

Pn 7p

% =A,(0,a)

b,o

n—oo

lim H

ot 0 remplace Ay(o,a) si o ne satisfait pas les conditions Szego.
Preuve
Soit s est la mesure image de o sur |z| = 1 par v o (. A partir de Szego ([2]), nous
savons que si T}, 2(z), sont les polynomes extrémaux
tels que
||Tn,2||2,u = min{||Qn||2,M : @, monic de degree n} ,
Alors

5., = D2 (11, 0)°

tim [Tz, = lim (77,
Avec D,(11,0) = 0 si logi(f) n’est pas intégrable et

— 1
T =2"T,o|—-).
n,2 (Z) < 2 (Z)

Soit
0 (1) = (T3 (v ()™,

ce qui est analytique dans B tant que les zéros de T, se situent dans {|z| > 1}, donc et
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a partir du théoreme 2.1 ; il existe une suite

R,
{ Ym: } telle que

lim sup Bim, (€)

_571 - )
n=o2ceC | Y, (€) =0

et la convergence est uniforme dans B. En particulier, il y a convergence en x = « et

tant que
6 (@) = (T72(0)™ = 1 = Y, (@)
on a
lim R, (o) =1
Or,

do(s) = lm 2i/|5n(g>|pda(s),

1 (R (O)
L, %/ ’Ymn ©
C

Par conséquent

< Dy (1,7 (@) = Ay (0, a).

n—oo
n llp,o

P
lim sup H P

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Jensen
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p 2 o0 p
wor = o || o

1 2 P, (cp (eie) p,

1
2

Ry, (€)
Y, (€)

v

v

S

=

—~

S

—~

™

=
5~

~—

=

[V
@
>
o}
—N—
S
o\,;
y
)

Théoréme 3.11.
Pour 0 < p < 00, les énoncés sutvants sont équivalents
i) o satisfait la condition de Szego.

i1) La limite suivante existe et est positive

lim p,,, > 0.

n—oo

iii) 1l existe une fonction S(x) réguliére dans B avec S(a) =1 et ||S]],.0 < 00, tel que

lim '

iv) 1l existe une fonction T, ,(x) réguliére dans B tels que vérifie uniformément sur
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chaque sous ensemble compact de B

Pn, ()
lim Yo (@) _ Thp ()
n—oo pﬂ
’ Y, x
Par ailleurs, si i) est vérifié
Ay(o, ) 1
limp,, = Ay(o,a),S (z) = 2" et T,, (1) = —
nﬂoop 59 P( ) ( ) Ap(0—7$) 717( ) AP(O',CE)

Preuve
Les preuves i)==ii). Voire le théoréme 3.1.

i)==-iii). Nous considérons la fonction

Bup (9 (2)) Dy (1, 2)
Yo (@ (2)) Dp (1,0)

hn (2) =
qui est réguliére dans I et h,(0) = 1. A partir de i)==-ii) et |D,(u, e¢?)|p = /i(6), nous

27
avons lim {i/ }hn (ei9)|p d@} =1.
n—oo | 27 /g

Ensuite, nous appliquons le théoréeme 2.2.
lim i/%yh () —1["dop =0
oo o o n )
2 i i p
lim i/ Fr (1)) Do ) _ 4o,
nooo | 21 fy | V(@ (e?)) Dy (1, 0)

im 1 T Py (0 (€7)) _ Do 0) | —
nl_m {27?/0 Y, (¢ (€9)) D, (11, %) f(0)do = 0} .

Par conséquent, en utilisant (3.4) et le théoréme 3.1, nous avons

1 21 p
lim { — _
Jim 9 o /0 dp () =0,

donc

-1

p

Py (‘P (ew)) _ D, (11,0)
Yale(e?)  Dy(p,e?)
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\

et c’est la méme chose que iii), ou

Ayo, )
S(z) = -2~
@) Apo, )
iii)=-1). Il résulte de la relation
P
hminf 1222 — wll =0
il 7 M

ot (Q) est telle que ||]], # 0.

En fait, a partir de (3.5), il s’ensuit qu'il existe une suite {n, } tel que

=0.

p

P,y
v, Y

Ty

lim
~y—00

Si i) n’est pas vérifié, & partir de ii)

et nous obtenons ||1||, = 0, ce qui est contradictoire
iii)==1iv). La suite de fonctions {h,,} comme dans (3.3) satisfait I'hypothése du théoréme
2.2, uniformément sur chaque sous ensemble compacte de B. Comme i) est équivalent &

iii) d’apres le théoréme 3.1, nous avons

P p (2)

lim Yr, (2) = !

nﬂoo‘ Pn»y,p (1‘) Dp (:uaf)/(x))’
Yo, @ |,
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iv)==1). a partir iv) et le théoréme 3.1, nous avons

anp (']:)

Y, (x) 1
hm - T o) — —— < X0
w‘ P,@] T A

Y, (z) ,

Mais ceci est vrai si et seulement si i) est vérifié.

3.4.2 Théoréme de densité

Dans cette section, nous donnons un théoréme de densité qui peut étre vu comme

une «application» du théoréme principal. On introduit la notation suivante :
h
R, = 7: degree h <n—Fk .

Théoréme 3.12.
Soit 0, une mesure en C continue absolument par rapport & la mesure de Lebesgue,

et qui satisfait la condition Szegd, alors les énoncés suivants sont équivalents :

. , _ P
i) Pour chaque j € Z,, lim |- = Ay(04, @),
n—oo n oA
ot P, ,_j, désigne un polynome extrémal, avec P, ,_;,(a) =1, c’est-a-dire
3 n,n—73,p 3 QTL J
lim =min< ||| Qn-j €, ,Qn_j(a)=1¢.
e Yn PO Ya

ii) Pour chaque k € Z., R, est dense dans HP(o,).

Preuve
ii)==1) Ici, nous utilisons la méme technique que dans la preuve du théoréme 3.1. A
partir de Szego ([29]), le résultat est vrai pour 7).,

donc

lim H k2H2 D2 (M70)2

n—oo
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Soit 0k (z) = (T7_4o (v (x)))mpqui est analytique dans B comme le Zéros deT;_, , se
trouvent dans {|z| > 1}, et & partir de ii) il existe une suite de polynomes { Ry, (»)—i} de

degré m,)_;, tel que

R,
lim sup s (C)

—_5n7 =Y,
n—oocec | Yo, () #(0) =0

et la convergence est uniforme dans B. Alors,

a) lim R, (o) =1.
Rmn—k:
Yin

n

p

b) lim

n—oo

= Ay(0q, )P
Pon

Etant donné A C N une suite d’index, & partir de ii) on observe que la suite {m,,}
peut étre choisi dans A, alors i) résulte de a) et b).

i)==ii). On posei, j € Z,, al'aide de i) et le théoréme 2.2, nous avons

Pn,n—(i-i—j)vp (C) N Ap<0a7 Oé)
Yo (€) Ap(0a:C)’

dans L? (C,0,) ainsi

Ciann—(H-j%p (C) - Cz Ap(am a) ’
Yo (€) Ap(0a;C)
dans H?(C,0,).
puisque
Ay(oq, @) X
H?(C,0,) = H? (C) ———= et H? (C) est la fermeture des polynomes dans L? (C');

Ap(%,C)

R, ; satisfait .ii).
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3.5 Conclusion

Dans ce travail nous avans présenté I'un des problémes fondamentaux de la théorie des
polynoémes orthogonaux ou L,— extrémaux est celui de leur comportement asymptotique
quands n — oo. Parmi les méthodes actuelles utilisées pour résoudre ces problémes on
peut citer celles se basant sur ’étude approfondie de problémes extrémaux dans des
espaces de Hardy de fonctions holomorphes et sur la théorie du potentiel logarithmique
complexe.

Ce probléeme dépend essentiellement de la mesure o et de son support F.

Nous avons traité le probléme dans le cas particulier p = 2 sur le cercle avec une
fonction poids assez générale, ce probleme a été étudié par plusieurs auteurs. D’autres
mathématiciens ont précédé Szegé come Mehler, Heine, Darboux, Adammoff, mais
chacun s’est penché sur une classe particuliére de polynémes orthogonaux sans élaboré
une méthode générale de résolution. Il faut noter que la méthode de Szego est a la
base de I’étude du comportement asymptotique des polynémes orthogonaux associés a
des mesures concentrées sur des ensembles autres que le cercle (un contour de Jordan
réctifiable, un contour de Jordan réctifiable plus une partie discréte ou finie infinie, un
Systéme de contours et arcs plus une partie discréte finie ou infinie).tel qu’il a introduit de
nouvelles idées pour vérifier les conditions imposées sur les mesures utilisées. La méthode

dans le cas du contour reste encore a vérifier ;
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