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Abstract

The asymptotic behavior of Lp� extremal polynomials is a meeting place for various

mathematical displines privilege.

The Lp�extremal polynomials form a rather special class of polynomials, this particu-

larity it must be the fact that solution of certain extremal problems posed in Lp (p > 0) :

The aim of this work is the study of asymptotic behavior a class of the extremal

polynomials (0 < p <1) noted Tn;p associated with variable measure concentrated on

the unit circle. Also, we present a density theorem and a generalization of the main

result to recti�able Jordan curves and to unit cercle with the possible addition of a �nite

number of mass points.

Key words : Asymptotic behavior, Extremal polynomials, Varying measures.
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R�esum�e

Le comportement asymptotique des polynômes Lp� extrémaux constitue un lieu de ren-

contre privilégié pour diverses disciplines mathématiques. Les polynômes Lp� extrémaux

forment une classe assez particulière de polynômes, ils doivent cette particularité au fait

qu�ils soient solutions de certains problèmes extrémaux posés dans Lp (p > 0).

Le but de ce travail, est l�étude du comportement asymptotique d�une classe de po-

lynômes extrémaux (0 < p <1) notés Tn;p associés à des mesures variables concentrées

sur le cercle d�unité. Ainsi nous présentons le théorème de densité et une généralisation

des résultats essentiels sur un contour de Jordan recti�able et sur le cercle unité plus un

nombre �ni de points masses.

Mots clés : Comportement asymptotique, Polynômes extrémaux, Mesures variables.
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0.1 Introduction

Les polynômes orthogonaux sont apparus au 18�eme siècle mais leur théorie n�a connue

de développement important qu�au 20�eme siècle, ceci est dû à leur rapport avec d�autres

branches de mathématiques, telles que la théorie des opérateurs, théorie des nombres,

théorie de l�approximation, interpolation, fractions continues, approximants de Padé,

analyse numériques,....

Les polynômes orthogonaux les plus connus sont les polynômes orthogonaux clas-

siques. Parmi ces polynômes orthogonaux on peut citer ceux de Tchebychev, Hermite,

Jacobi, Laguerre. Ces polynômes appartiennent à une classe très vaste de polynômes dit

polynômes orthogonaux relativement à une mesure qui sont dé�nis comme suit :

Soit � une mesure de Borel positive sur le plan complexe dont le support contient un

ensemble in�ni de points et tels que les moments de la mesure � existent i.e. zm 2 L2(�),

pour tout m > 0. Alors il existe un unique système de polynômes

pn(z) = pn(�; z) = knz
n + :::; kn > 0; n = 0; 1; :::

orthonormés dans L2(�) i.e.

Z
pnpmd� =

8<: 0; n 6= m

1; n = m
:

Parfois, il est plus commode de travailler avec les polynômes orthogonaux, Qn(z) =
1

kn
pn(z) = zn + ::: appelés polynômes orthogonaux normalisés (monic orthogonal poly-

nomials).

La théorie des polynômes orthogonaux comporte deux parties essentielles qui sont

proches. La première traite l�aspect algébrique et l�autre analytique.

1) La partie algébrique de cette théorie est en relation avec les fonctions spéciales,

les systèmes orthogonaux concrets comme ceux de Jacobie, Hahn, Askey -Wilson, les

polynômes discrets, les polynômes q-orthogonaux,....
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Cette partie englobe aussi la théorie des polynômes orthogonaux à plusieurs variables.

2) La deuxième partie analytique traite les questions d�analyse et ceux en rapport

avec d�autres parties d�analyse mathématique. Son rôle essentiel est dans l�étude des

polynômes orthogonaux sur le cercle et la droite réelle.

L�un des outils les plus importants dans l�étude des polynômes orthogonaux est le fait

qu�ils minimisent la norme L2 (�) dans l�ensemble de tout les polynômes normalisés de

degré n i.e. ils résolvent le problème extrémal suivant :

kTn;2k2L2(�) = min
Q2Pn�1

kzn +Qk2L2(�) =
1

k2n
;

où kn est le c�¢ cient dominant du polynôme orthonormé pn(z) et Pn désigne l�ensemble

des polynômes orthogonaux normalisés de degré n.

Par conséquent on voit que la propriété extrémale est complètement équivalente à

celle de l�orthogonalité. Cette caractérisation de polynômes orthogonaux nous permet

de dé�nir une classe plus large de polynômes notés Tn;p(z); dit polynômes extrémaux

associés à la mesure �; ils minimisent la norme Lp (�) (0 < p <1) dans l�ensemble de

tous les polynômes normalisés de degré n i.e. ils résolvent le problème extrémal suivant :

kTn;pkLp(�) := min
Q2Pn�1

kzn +Qk2Lp(�) = mn;p (�) :

L�un des plus intéressants et di¢ ciles problèmes des polynômes extrémaux et qui

rentre dans la partie (b) est celui de leur comportement asymptotique, qui consiste a

trouver un équivalent de Tn;p(z) pour n assez grand et z appartenant à l�extérieur du

support de la mesure �.

Il existe di¤érents types de comportement asymptotique de polynômes extrémaux,

dans ce contexte on peut mentionner les plus fréquents :

a) Le comportement asymptotique faible (nths-root or weak asymptotic) des poly-

nômes orthogonaux est l�étude de la limite (n!1) de n
p
jTn (z)j, n 2 N, il exige des

conditions faibles et dépendent des propriétés de la régularité de la mesure �. L�outil
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principal dans l�étude de ce cas est la capacité logarithmique. Parmi les applications on

peut citer la distribution des zéros et leur comportement asymptotique. Nous ne trai-

terons pas ce type d�asymptotique, le lecteur intéressé peut consulter la monographie

excellente récente ([27]) par H. Stahl and V. Totik.

b) Le Ratio asymptotique (Ratio asymptotic) est l�étude du comportement asymp-

totique du rapport
Tn+1 (z)

Tn (z)
: La meilleure condition pour établir cette asymptotique de

polynômes orthogonaux est que la densité de la mesure soit strictement positive. Cette

condition est connue sous le nom de condition de Rakhmanov ([20; 21]).

c) Le comportement asymptotique fort (Szegö or strong asymptotics) est l�asymp-

totique uniforme de Tn (z) sur ou à l�extérieur du support de la mesure. La condition

essentielle imposée sur la mesure pour obtenir l�asymptotique fort, est la condition de

Szeg½o, cette dernière nous permet de construire l�espace de Hardy associé et obtenir

l�asymptotique à partir de la propriété extrémale des polynômes orthogonaux.

A. A. Gonchar et G. Lopez ([10]) ont été les premières personnes qui ont travaillé

sur les mesures variables et c�était en 1978. Ils les a utilisés pour étudier la vitesse de la

meilleure approximation sur un intervalle E � R de la transformation de Cauchy avec

des mesures positives �nies et dont les supports se situent dans un intervalle F � R,

avec E et F véri�ant E \ F = ;. Les mesures variables ont été également utilisées dans

d�autres travaux. Gonchar et Lopez-Lagomasino ([5]) ont étudiés les résultats généraux

de la convergence de Padé multipoint utilisant la transformation de Cauchy. Par ailleurs,

dans([10]) L�opez-Lagomasino a présenté les polynômes orthogonaux par rapport à des

mesures variables de façon à joint les polynômes orthogonaux à l�égard des mesures

à support borné et non borné, ainsi, il a prouvé des résultats asymptotique pour les

polynômes orthogonaux associés à des mesures avec support non borné utilisant des

polynômes orthogonaux par rapport à des mesures variables sur jzj = 1.

Ce mémoire se compose de trois chapitres qui présente une étude bibliographique

détaillée poussée du problème de comportements asymptotiques des polynômes orthogo-
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naux pour des mesure � et des support F de la forme suivante : � = �+; et F = T[fzkg

ou F = E avec T le cercle unité et E est un contour de Jordan recti�able assez régulier ; �

est concentrée sur T ou E et absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue

longueur d�arc sur T ou E;  est une mesure discrète concentrée sur un nombre �ni de

points.

Dans le premier chapitre de ce mémoire on introduit les outils fonctionnels de base

concernant les fonctions harmoniques ainsi que leurs propriétés. Pour dé�nir la conver-

gence sur les sous ensembles compacts de C qui intervient d�ailleurs en rapport avec

les opérations de limites sur les fonctions holomorphes, on décrit alors la topologie de

l�espace H (D) (étant D le disque unité) et on donne la notion de famille normales (ou

Mentel) ainsi on cité la formule de poisson.

On introduit aussi la théorie avancée des fonctions harmoniques tel que on a donné

quelques rappels sur les mesures complexes et réelles ainsi que la notion de la limite radiale

de l�intégrale de poisson par rapport à � 2M (T) et les fonctions sous harmoniques.

Dans le chapitre 2 on dé�nit dans ce chapitre, le système des polynômes orthogonaux

associés à une mesure donné. On insistera sur une propriété extrémale que possèdent ces

polynômes que est le point de départ de toutes les techniques utilisées pour trouver la

formule asymptotique de ces polynômes. On a dé�nit l�espace de Hardy Hp (D) (0 < p �

1) et ses propriétés fondamentles ainsi que la notion du produit de Blaschke B (z). On

citera la formule de Jensen et le théorème de factorisation ensuite on a étudié un cas

particulier de l�espace de Hardy H2 (D) comme étant l�espace fonctionnel de base pour

étudier le comportment asymptotique des polynômes orthogonaux. En�n, on construit

la fonction de Szegö associé au disque unité, à l�extérieur du cercle unité et à l�extérieur

d�un contour de Jordan recti�able.

Le troixième chapitre est consacré à l�étude du comportement asymptotique des po-

lynômes Lp� extrémaux Tn;p par rapport à des mesures variables, on donne

� Le premier résultat qui conserne le comprtement asymptotique des polynômes Lp�
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extrémaux associés à une mesure concentrée sur le cercle unité T: La formule dans ce cas

est comme suit :

Tn;p (z) = lim
n!1

P �n;p (z)

W �
n (z)P �n;pW �
n


Ce problème a été étudié par M. Bello Hernandez, J. Minguez Ceniceros ([3]) :

� Le deuxième resultat conserne le comportement asymptotique des polynômes Lp�

extrémaux associés à une mesure concentrée sur le cercle unité plus un nombre �ni de

point zk 2 int (T) et aussi a été étudié par M. Bello Hernandez, J. Minguez Ceniceros

([3]) : La formule asymptotique, s�écrit sous la forme suivante :

Tn;p (z) = lim
n!1

T �n;p (z; �n)

Wn (z)T �n;p (:; �n)W �
n


p;�

:

� Le troisième résultat conserne le comportement asymptotique des polynômes Lp�

extrémaux associés à une mesure concentrée sur contour de Jordan recti�able de même

ce résultat a été trouvé par M. Bello Hernandez, J. Minguez Ceniceros ([3]) en 2003. La

formule asymtotique est donnée sous cette forme :

lim
n!1

pnp (x)

Yn (x) pnpYnx

 = Tn;p (x) :

Nous allons résumer dans ce mémoire selon la mesure � et son support F ; le compor-

tement asymptotique d�une classe assez large de polynômes orthogonaux relativement à

la mesure � et qui s�avèrent la plus intéressante pour notre étude.

a) F = [��; �] ; � est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur

[��; �] ; c�est à dire :

d� = � (�) d�; � 2 L1 ([��; �] ; d�) ; � � 0:
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Ce cas correspond au comportement asymptotique des polynômes orthogonaux sur

le cercle avec fonction poids. Ce problème a été étudié profondément par Szegö en 1921

([28]) : La formule asymptotique des polynômes orthogonaux fTn(z)g associés à � est :

Tn(z) �
zn

D�(
1
z
)
; jzj > 1; (�)

où D� est une fonction holomorphe dans le disque unité ouvert, construite par Szegö et

porte son nom. Szegö a utilisé la propriété extrémale des polynômes orthogonaux pour

trouver la formule (�) : Sa méthode a été reprise et développée pour trouver la formule

asymptotique d�autres types de polynômes orthogonaux.

Krein ([16]) ; et Gueronimus ([8]) ; ont généralisé cette étude dans le cas où � est non

absolument continue.

b) F = [�1;+1] ; d� = � (x) dx; � � 0; � 2 L1 ([�1;+1] ; dx) :

Ce cas correspond au comportement asymptotique des polynômes orthogonaux sur le

segment avec fonction poids. Szegö dans ([29]) a établi une relation entre les polynômes

orthogonaux sur le cercle et ceux du segment, en utilisant cette relation, il a déduit la

formule asymptotique des polynômes orthogonaux sur le segment de celle du cercle. Cette

formule a la même forme que la formule (�) :

c) F = E; E est un contour de Jordan recti�able ; � est absolument continue par

rapport à la mesure longueur d�arc, c�est à dire :

d� = �(�) jd�j ; � 2 C; � 2 L1(E; jd�j); � � 0:

La formule asymptotique a toujours la forme suivante :

Tn (z) = [C (E) � (z)]
n ' (z) [1 + "n (z)]

où, C(E) est une constante qui dépend de E; � est l�application conforme du domaine


 = ext (E) vers l�extérieur du cercle unité ; ' est une fonction holomorphe dans 
;
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solution d�un problème extrémal, et en�n "n ! 0 uniformément sur les compacts de 
:

Szegö ([29]) en 1921, avait étudié ce problème mais dans le cas où � � 1; et E

est analytique. Cette théorie s�est développée en considérant des classes de fonctions

poids et de contours de plus en plus larges. On peut citer par exemple : Smirnov

([24] ; [25]) ; Korovkine ([15]) ; Geronimus (([7]) ; pour 0 < p <1) ; Souétine ([26]) :

d) F =
S
[
i=1
Ei où tout Ei est un contour de Jordan recti�able ou un arc. � est abso-

lument continue sur chaque Ei:

Ce cas a été profondément étudié en 1969 par H. Widom ([33]) :

e) F = T[fzkg`k=1 ; T étant le cercle unité, zk 2 ext (T) ; � = �+; � est concentrée

sur T assez générale, et  =
P̀
k=1

Ak�zk ; Ak > 0:

Ce problème a été étudié en 1994 par X. Li et K. Pan [17] ; et a été appliqué à l�étude

de la distribution des zéros des polynômes orthogonaux associés à �:

f) F = E [ fzkg`k=1 ; E est un arc recti�able, deux fois lisse dont la dérivée seconde

véri�e une condition de Lipchitz, (E 2 C2+); zk 2 ext (E) ; � = � + ; � concentrée

sur E et d� = �(�) jd�j ; jd�j étant la mesure de Lebesgue longueur d�arc sur E;  =P̀
k=1

Ak�zk ; Ak > 0:

Ce problème a été étudié par Gon

char en 1975 ([9]) dans le cas où E = [�1;+1] et a été appliqué au problème de la

convergence des approximants de Padé de fonctions méromorphes ; et par Kaliaguine en

1995 ([12]) dans un cas assez général.

g) F = [�1;+1] [ fzkg1k=1 ; � = � + ; � concentrée sur [�1;+1] et non absolument

continue,  étant une mesure discrète concentrée sur les points zk avec les masses Ak:

Ce problème a été étudié profondément et dans sa forme la plus générale en 2001 par

F. Peherstorfer et P. Yuditskii ([19]) :

h) F = E [ fzkg`k=1 E est un contour de Jordan recti�able possédant quelques

propriétés de régularité ; zk 2 ext(E); � = � + ; � est concentrée sur E et absolument

continue par rapport à la mesure longueur d�arc ;  =
P̀
k=1

Ak�zk ; Ak > 0:

Pour p > 0; ce cas a été étudie en 1993 par V. Kaliaguine ([13]) ; C�est une générali-
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sation du résultat de Ya. L. Geronimus ([7]) :

i) F = T, � une mesure positive �nie de Borel dans [0; 2�] Les formules asymptotiques

des Tn;p à l�in�ni sont donnés par la formule suivante :

Tn;p (z) = lim
n!1

P �n;p (z)

W �
n (z)P �n;pW �
n

 :
Ce cas a été étudie en 2003 par M. Bello Hernandez, J. Minguez Ceniceros ([3]) :

j) F = T[fzkg`k=1, zk 2 int (T) et �n = �n+ � une mesure variable où � une mesure

discrète avec une masse AK > 0 au point zk; k = 1; :::; N; et d�n =
d�

jW �
n j
p ; la mesure

variable � et W:

Ce problème a été étudié par M. Bello Hernandez, J. Minguez Ceniceros en 2003 ([3]).

Dans ce cas, les formules asymptotiques des TNn;p à l�in�ni sont donnés par la formule

suivante :

TNn;p (z) = lim
n!1

T �n;p (z; �n)

Wn (z)T �n;p (:; �n)W �
n


p;�

:

k) F = E; E est un contour de Jordan analytique, la mesure étant variable de la

forme :

d�n =
d�

jYnjp
;

où � est une mesure de Borel positive concentrée E; fYng1n=1 est une suite de polynômes

tel que, pour tout n, Yn est de degré n, de zéros wn;i, i = 1; :::; n appartient à l�extérieur

du contour j�(z)j = R > 1; où � est la transformation conforme de l�extérieur de E vers

l�extérieur du cercle unité.

Ce cas a été étudié en 2005 par M. Bello Hernandez, J. Minguez Ceniceros ([2]) :

l) F = E [fzkgNk=1, E est un contour de Jordan analytique et les points zk 2 ext(E),
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la mesure étant variable de la forme :

�n = �n +  =
�

jYnjp
+

NX
k=1

Ak�zk ; Ak > 0;

où � et fYng1n=1 sont les même citées dans la partie (k):

Ce problème a été étudie en 2007 par R. Khaldi et F. Aggoune ([14]). Dans ce cas,

les formules asymptotiques des TNn;p à l�in�ni sont donnés par la formule suivante :

TNn;p (z) =

�
�p(�; !)

�p(�; z)
+ "n (z)

�
;

"n (z)! 0 uniformément sur les compacts de int (B) :
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Chapitre 1

Notions préliminaires

On désignera par D le disque unité ouvert de C et par T le cercle unité de C. L�en-

semble des fonctions holomorphes sur D est noté Hol(D).

1.1 Dé�nitions et premières propriétés des fonctions

harmoniques

Dé�nition 1.1.

Soit 
 un ouvert de C et soit f une fonction f : 
! C. On dit que f est harmonique

sur 
 si f est de classe C2 sur 
 et si �f=0 sur 
, où �f est le Laplacien de f dé�nir

par

�f =
@2f

@2x
+
@2f

@2y
: (1:1)

Remarque 1.1.

Pour toute fonction f de classe C2 sur un ouvert 
 de C, on a :

�f = 4
@2f

@z@z
= 4

@2f

@z@z
;

15



avec
@

@z
=
1

2

�
@

@x
� i

@

@y

�
et

@

@z
=
1

2

�
@

@x
+ i

@

@y

�
;

en e¤et,

@2f

@z@z
=

@

@z

�
1

2

�
@f

@x
+ i

@f

@y

��
; (1:2)

=
1

2

�
1

2

�
@

@x
(
@f

@x
+ i

@f

@y

�
� i

�
@

@y

�
@f

@x
+ i

@f

@y

���
;

=
1

4

�
@2f

@x2
+ i

@2f

@x@y
� i

@2f

@y@x
+
@2f

@y2

�
;

=
1

4
�f;

car
@2f

@y@x
=

@2f

@x@y
puisque f est par hypothèse de classe C2: Via un calcule analogue, on

montre que
@2f

@z@z
=
1

4
�f:

Proposition 1.1.

Toute fonction holomorphe ou anti-holomorphe sur un ouvert 
 est harmonique sur


.

Remarque 1.2.

Soit 
 un ouvert de C. Une fonction f : 
 ! C est harmonique si et seulement si

Re(f) et Im(f) sont harmoniques sur 
.

La remarque ci-dessus est une conséquence immédiate du fait que Re(�f) = �(Re(f))

et Im(�f) = �(Im(f)).

Corollaire 1.1.

Soit 
 un ouvert de C. Si une fonction f : 
 ! C est holomorphe, alors Re(f) et

Im(f) sont harmoniques sur 
:

Le corollaire ci-dessus admet une réciproque à condition d�imposer une condition supplé-

mentaire sur l�ouvert 
:
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Théorème 1.1. ([30])

Soit 
 un ouvert simplement connexe de C et soit f : 
! R de classe C2. Si f est

une fonction harmonique sur 
 alors il existe une fonction ' holomorphe sur 
 telle que

Re (') = f .

Corollaire 1.2.

Soit 
 un ouvert de C et soit f : 
! R de classe C2. Les trois conditions suivantes

sont équivalentes :

1. f est harmonique sur 
.

2. Pour tout z0 2 
, il existe r > 0 et � holomorphe sur D(z0; r) tels que f =Re(�)

sur D(z0; r).

3. Pour tout ouvert simplement connexe U de 
, il existe 	 holomorphe sur U tel

que f =Re(	) sur U:

Les fonctions harmoniques sur un disque ouvert D(a; r) (a 2 C et r > 0), continues sur

le disque fermé D (a; r) et à valeurs complexes ont la propriété suivante.

Corollaire 1.3. (Principe du Maximum)

Soit 
 un ouvert connexe et soit f : 
 ! R une fonction harmonique. Si f admet

un maximum relatif sur 
, alors f est constante.

Corollaire 1.4.

Soit K un compact non vide de C et soit f une fonction (à valeurs complexes)

continue sur K et harmonique sur l�intérieur de K; K0: Alors

sup
z2K

jf (z)j = sup
z2Fr(K)

jf (z)j (1:3)

où Fr (K) désigne la frontière de K.

1.1.1 Compacité et convergence dans Hol(
)

La convergence sur les sous-ensembles compacts, est la convergence qui intervient le

plus naturellement en rapport avec les opérations de limite sur les fonctions holomorphes.
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Pour dé�nir cette notion, on commence par énoncer une propriété des sous ensembles

ouverts du plan complexe, qui nous permet de construire une métrique sur Hol (
) :

Théorème 1.2. ([30])

Tout ouvert 
 du plan est la réunion d�une suite fKng ; n = 1; 2; :::; de compacts tels

que :

(a) Kn soit inclus dans l�intérieur de Kn+1 pour n = 1; 2; ::::

(b) Tout sous-ensemble compact de 
 soit inclus dans l�un des Kn:

(c) Toute composante de S2�Kn contienne une composante de S2�
; pour n = 1; 2; ::::

S2 étant la sphère de Riemann.

Ceci étant, pour f et g deux fonctions quelconques de Hol (
) ; dé�nissons :

d(f; g) =

1X
n=1

�
1

2

�n
dn (f; g)

1 + dn (f; g)
; où dn (f; g) = sup

z2Kn

fjf(z)� g(z)jg : (1:4)

On montre que(Hol (
) ; d) est un espace métrique complet et qu�une suite de fonctions

deHol(
) converge au sens de la métrique d si et seulement si elle converge uniformément

sur chaque sous-ensemble compact de 
: Cette dernière caractérisation de la convergence

au sens de la métrique d; nous permet de donner et justi�er la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.2.

Soient ffng une suite de Hol (
) et f : 
 ! C: On dit que ffng converge vers f

dans le sens de Hol (
) ; si ffng converge uniformément vers f sur chaque sous-ensemble

compact de 
:

Théorème 1.3. ([30])

Soit ffng une suite de Hol (
). Si fn ! f au sens de Hol (
)): Alors f 2 Hol(
);

et f (k)n ! f (k) au sens de Hol (
) pour chaque k � 1:
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1.1.2 Familles normales

Dé�nition 1.3.

Supposons F � Hol (
) ; pour un ouvert connexe non vide 
 du plan complexe. Nous

appelons F une famille normale, si toute suite d�éléments de F contient une sous-suite

qui converge uniformément sur les sous-ensembles compacts de 
: On n�exige pas que la

fonction limite appartient à F .

Le théorème suivant nous donne une propriété très utile de compacité des familles

normales.

Théorème 1.4. ([30])

Supposons que F � Hol (
) et que F soit uniformément bornée sur tout compact

inclut dans 
: Alors F est une famille normale.

1.1.3 Formule de Poisson

Dé�nition 1.4.

Pour 0 � r < 1, t 2 R, on pose

P (t) =
1X

n=�1
rjnjeint: (1:6)

Pour r �xé, 0 � r < 1, Pr est appelé un noyau de Poisson et (Pr)0�r<1 est appelée la

famille des noyaux de Poisson.

Remarque 1.3.

1. Pour r �xé, 0 � r < 1, la série
1X

n=�1
rjnjeint converge normalement, donc unifor-

mément en t. La fonction Pr est continue sur [0; 2�]:

2. Pour r �xé, 0 � r < 1, on a

1

2�

Z 2�

0

Pr (t) dt = 1:

Pour voir ceci, on peut inverser l�intégrale et la série qui dé�nit Pr(t) ou encore remarquer
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que
1

2�

Z 2�

0

Pr (t) dt = P̂r (0), le 0-ième coe¢ cient de Fourier de la fonction Pr.

Proposition 1.2.

Pour z = rei�avec 0 � r < 1 et � 2 R, on a :

Pr (� � t) = 1 + 2

1X
rn

n=1

cos (n (� � t)) (1:7)

= R
eit + z

eit � z

=
1� r2

1� 2 cos (� � t) r2
:

Remarque 1.4.

Il résulte de la proposition précédente qu�un noyau de Poisson est une fonction uni-

formément continue sur [0; 2�], 2�-périodique, positive et paire.

La proposition suivante nous montre comment construire des fonctions harmoniques

dans D à partir de mesures complexes sur T.

Proposition 1.3.

Soit � une mesure complexe (�nie) sur [��; �]. Pour z = rei�avec 0 � r < 1 et

� 2 R, on pose :

P (�)(z) =
1

2�

Z �

��
Pr(� � t)d�(t); (1:8)

alors P� est une fonction harmonique sur D.

Théorème 1.5. ([4])

Soit f une fonction continue sur T. Alors il existe une unique fonction g continue

sur D, harmonique dans D et véri�ant gjT = f . De plus, pour z = rei� avec 0 � r < 1

et � 2 R;on a g(z) = 1

2�

Z �

��
Pr(� � t)f(eit)dt. On notera P (f) la fonction dé�nie par :

rei� 7�! 1

2�

Z �

��
Pr(� � t)f(eit)dt:
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Remarque 1.5.

Si f est une fonction harmonique réelle sur D(0; r) avec r � 1, on a :

f(z) = Re

�
1

2�

Z 2�

0

eit + z

eit � z
f(eit)dt

�
pour jzj � 1; (1:9)

et la fonction z 7�! 1

2�

Z 2�

0

eit + z

eit � z
f(eit)dt est holomorphe sur D. On a ainsi redémontré

le résultat annoncé par le Théorème 1:1 de façon constructive.

Si l�on souhaite trouver une solution au problème de Dirichlet en remplaçant le disque

unité D par un disque quelconque de C, il su¢ t de faire un changement de variable. C�est

ce que nous dit le corollaire suivant.

Corollaire 1.5.

Soient a 2 C et R > 0. Pour toute fonction f continue sur �(a;R) où �(a;R)

= fz 2 C : jz � aj = Rg, il existe une fonction unique g continue sur D(a;R) :=

fz 2 C : jz � aj � Rg; harmonique sur D(a;R) := fz 2 C : jz � aj < Rg et telle que

gj�(a;R) = f . De plus, si z = a+ rei�avec 0 � r < R et � 2 R on a :

g(z) =
1

2�

Z �

��
Pr=R(� � t)f(a+Reit)dt: (1:10)

Théorème 1.6. ([4])

Soit f une fonction continue sur 
 véri�ant la propriété suivante dite �propriété de

la moyenne faible� sur 
 : pour tout a 2 
, il existe une suite (rn)n�1 de réels positifs

tels que D(a; rn) � 
, lim
n!1

rn = 0 et f(a) =
1

2�

Z 2�

0

f(a+ rne
it)dt pour tout n � 1. Alors

f est harmonique sur 
:

Remarque 1.6.

Soit f est une fonction continue sur un ouvert 
 de C. Les trois assertions suivantes

sont équivalentes :

1. La fonction f est harmonique sur 
:

2. La fonction f véri�e la �propriété de la moyenne faible�sur 
.
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3. La fonction f véri�e la �propriété de la moyenne�sur 
.

1.2 Théorie avancée des fonctions harmoniques

Théorème 1.7. (Conséquence de la théorie d�Hahn-Banach) ([30])

Soit X un espace vectoriel normé et soit X� son dual topologique. Pour M � X, on

pose M? := f` 2 X� :M � ker`g. Soit E un sous-espace vectoriel de X. Les assertions

suivantes sont équivalentes :

1. E est dense dans X.

2. E? = f0g.

1.2.1 Mesures complexes

Soit (X;M) un espace mesurable. Autrement dit X est un ensemble et M est une

tribu sur X (i.e:M � P (X)), l�ensemble des parties de X.

Dé�nition 1.5.

Une mesure complexe est une application � :M ! C véri�ant la propriété suivante :

8E 2M; 8(Ei)i�1 2 P (E) ; on a : �(E) =
X
i�1

�(Ei):A A 2M:

Remarque 1.7.

� Toute mesure complexe � on associe sa variation totale j�j dé�nie par la formule :

j�j(E) = supf
X
i�1
j�(Ei)j : (Ei)i�1 partition dénombrable de Eg; (1:11)

� j�j = � si � est une mesure positive �nie (i.e. �(X) <1).

� On démontre qu�il existe h : X ! C mesurable (i.e. l�image réciproque par h de tout
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ouvert de C est un élément de M) telle que jh(x)j = 1, j�j-presque partout véri�ant :

�(E) =

Z
E

hdj�j pour tout E 2M:

Si f est mesurable et si f 2 L1(X;M; j�j), on pose alors :

Z
X

fd� =

Z
X

fhdj�j:

Dé�nition 1.6.

Soit m une mesure de Lebesgue sur R si :

m(E) =

Z
E

dx 8E 2 B (R) :

Dé�nition 1.7. (Mesure étrangère à la mesure de Lebesgue)

On dit que � est étrangère à m et on note � ? m s�il existe un borélien A de R tel

que m(A) = 0 et tel que �(E) = �(E \ A) pour tout borélien E. Autrement dit, � est

portée par un borélien de mesure de Lebesgue nulle.

Dé�nition 1.8.

On dit que � est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et on note

�� m si m(E) = 0 implique �(E) = 0 (�).

Remarque 1.8.

Si � est absolument continue par rapport à m, il existe une unique fonction f 2 L1(R)

telle que �(E) =
Z
E

f(x)dx. On écrit aussi d�(x) = f(x)dx:

Théorème 1.8. (de Radon-Nikodym) ([30])

Soit m la mesure de Lebesgue sur R et soit � une mesure complexe dé�nie sur R,

i.e. � 2M(R). Alors il existe un unique couple (�; �) de mesures de M(R) tel que

� = � + � avec �?m et �� �:
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Remarque 1.9.

Si f est la dérivée de Radon-Nikodym de �, i.e. la fonction f 2 L1(R) telle que

�(E) =

Z
E

f(x)dx pour tout borélien E de R, alors

lim
s!0

� (]x� s; x+ s[)

2s
= f(x) m� p.p.

Dé�nition 1.9.

Pour x 2 R et s > 0, on pose Ix;s =]x� s; x+ s[. Soit � une mesure à valeurs réelles

et dé�nie sur R. On appelle dérivée supérieure de � en x la quantité

D(�)(x) := lim
s!0

sup
� (Ix;s)

2s
: (1:13)

On appelle dérivée inférieure de � en x la quantité

D(�)(x) := lim
s!0

inf
� (Ix;s)

2s
: (1:14)

1.2.2 Limite radiale de l�intégrale de Poisson par rapport à

�2M(T)

Proposition 1.4. ([31])

Soit � 2M(T) à valeurs réelles. L�intégrale de Poisson par rapport à � est la fonction

harmonique sur D dé�nie par :

P (�)(rei�) =
1

2�

Z �

��
Pr(� � t)d�(t); (1:15)

n!1 pour 0 � r < 1 et � 2 R. On a alors :

lim
r!1�

sup P (�)(rei�) � D(�)(�) := lim
s!0

sup
�(]� � s; � + s[)

2s
: (1:16)
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Théorème 1.9. ([31])

Soit � 2 M(T). Pour presque tout t 2 R (par rapport à la mesure de Lebesgue),

lim
r!1�

P (�)(rei�) existe et si on pose �(eit) = lim
r!1�

P (�)(reit), alors � 2 L1(T) et � est la

dérivée de Radon-Nikodym de � par rapport à la mesure de Lebesgue. Autrement dit, si

l�on pose

�(E) := �(E)�
Z
E

�(eit)dt; (1:17)

pour tout borélien E de T, alors

� ? m:

1.3 Fonctions sous-harmoniques

Dé�nition 1.10.

Une fonction f : D! R continue sur D est dite sous-harmonique si elle a la propriété

suivante : pour tout domaine (ouvert connexe) 
 de D dont la fermeture de 
 est inclus

dans D et pour toute fonction U harmonique dans 
 et continue dans 
 véri�ant f(z) �

U(z) sur la frontière Fr(
) de 
, on a f(z) � U(z) pour tout z 2 
:

En pratique, les fonctions continues à valeurs réelles sous-harmoniques sur D sont

caractérisées par la propriété locale de majoration par la valeur moyenne avec laquelle il

est souvent plus facile de travailler.

Théorème 1.12. ([31])

Soit f : D! R continue sur D. Alors f est sous-harmonique si et seulement si pour

tout z0 2 D il existe �0 > 0 tel que D(z0;�0) � D avec de plus

f(z0) =
1

2�

Z 2�

0

U(z0 + �eit)dt (1:19)

pour tout � < �
0
.
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Proposition 1.5. ([31])

Soit f une fonction continue à valeurs réelles sous-harmonique sur D et soit

m(r) =

Z 2�

0

��f(reit)�� dt pour 0 � r < 1: (1:20)

Alors r 7! m(r) est une fonction croissante sur [0; 1[:
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Chapitre 2

Polynômes orthogonaux, espaces de

Hardy et fonctions de Szegö

2.1 Système de polynômes orthogonaux

Soit � une mesure de Borel positive, �nie, dont le support noté F = supp (�) ; est un

sous ensemble in�ni du plan complexe C. On désigne par L2 (C; �) ; l�espace vectoriel :

L2 (C; �) =

8<:f : C! C :
Z
C

jf (z)j2 d� (z) < +1

9=; : (2:1)

R
C
jf (z)j2 d� (z) ; Étant l�intégrale de Lebesgue relativement à la mesure �:

On note par hf; gi� le produit scalaire complexe

hf; gi� =
Z
C

f (z) g (z)d� (z) ; (2:2)

pour f; g 2 L2 (C; �).

L�espace (L2 (C; �) ; h:; :i�) devient un espace de Hilbert complexe. ([7]):
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Dé�nition 2.1.

Soit � une mesure de Borel positive, �nie, dont le support F contient un nombre in�ni

de points dans le plan complexe. On appelle système de polynômes orthogonaux associés

à la mesure �; le système de polynômes fLn (z)gn2N véri�ant les conditions suivantes :

1) Ln (z) est un polynôme normalisé de degré n; c�est à dire : Ln (z) = zn + ::::

2) Le système fLn (z)gn2N est orthogonal dans l�espace L2 (C; �) ; c�est à dire :Z
F

Ln (z)Lm (z)d� (z) = 0; si n 6= m: (2:3)

Proposition 2.1.

Si � véri�e les conditions de la dé�nition 2:1. et si les moments de la mesure �

existent ; c�est à dire :

zn 2 L2 (C; �) ; n = 0; 1; 2:::; (2:4)

alors le système de polynômes orthogonaux associés à la mesure � existe et il est

unique.

Preuve

Il su¢ t d�appliquer le procédé d�orthogonalité au système libre f1; z; z2; :::g dans

l�espace de Hilbert L2 (C; �) ([7]):

2.1.1 Propriété extrémale

Les polynômes orthogonaux fLn (z)gn2N possèdent une propriété extrémale qui nous

sera très utile par la suite.

Théorème 2.1. (propriété extrémale)

Soit fLn(z)gn2N le système de polynômes orthogonaux relativement à la mesure �; �

véri�ant les conditions de la proposition 2:1: Notons par Pn;1 l�ensemble des polynômes
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normalisés de degré n: Dans ce cas Ln est la solution du problème extrémal suivant :

kLnk2� = min
Q2Pn;1

kQk (2:5)

avec : kfk2� = hf; fi� ; 8 f 2 L2 (C; �) :

Preuve

Soit Q 2 Pn;1; alors :

Q =

nX
k=0

akLk avec an = 1:

D�autre part

kQk2� = kLnk
2
� +

n�1X
k=0

jakj2 kLkk2� :

Cette expression est minimale si et seulement si a0 = a1 = ::: = an�1 = 0:

2.1.2 Comportement asymptotique

Dé�nition 2.2.

On appelle problème du comportement asymptotique des polynômes orthogonaux rela-

tivement à la mesure � l�étude du problème suivant :

Etudier : lim
n!1

Ln (z) ; z 2 F ou z 2 K; K compact de CnF ; avec F = supp (�) :

La solution de ce problème dépend en général de � et de son support F :

2.2 Espaces de Hardy

Les espaces Hp ainsi dénommés en références à G. H. Hardy, ont un grand nombre

de propriétés intéressantes, en ce qui concerne les problèmes de factorisation, les valeurs

frontières et la représentation du type de Cauchy à partir de mesures sur la frontière. Les

espaces de Hardy ont été introduis en analyse en 1915 dans le disque unité ouvert, consti-
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tuent l�outil fonctionnel de base pour étudier les comportements asymptotiques des poly-

nômes extrémaux. Utilisant les propriétés de la transformation conforme entre le disque

unité ouvert et l�intérieur d�un contour de Jordan recti�able, V.J.Smirnov ([23; 24; 25])

a étudié ces espaces à l�intérieur d�un contour de Jordan recti�able. En 1951, W.Rudin

([22]) a généralisé l�étude de ces espaces dans un ouvert connexe quelconque en se basant

sur une caractérisation des espaces de Hardy dans le disque unité ouvert. Cette caracté-

risation se résume dans le fait qu�une fonction appartenant à l�espace de Hardy dans le

disque unité ouvert si et seulement si elle admet un majorant harmonique dans le disque.

2.2.1 Espaces de Hardy dans le disque unité ouvert

Soit D = fz 2 C : jzj < 1g ; le disque unité ouvert. Notons par Hol (D) l�ensemble des

fonctions holomorphes dans D:

Théorème 2.2. ([24])

Soit f 2 H (D) ; dé�nissons pour r : 0 � r < 1;

Mp (f; r) =

�
1

2�

Z �

��

��f �rei����p d�� 1
p

; (0 < p <1) :

Les fonctions Mp sont croissantes par rapport à la variable r dans [0; 1[ :

Ce théorème suggère la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.3.

Soit f 2 Hol (D) et 0 < p <1: Posons :

kfkp = lim
r!1�

Mp (f; r)

où Mp (f; r) est dé�nie au théorème 2:2. La classe Hp (D) est dé�nie comme l�ensemble

des fonctions f 2 Hol (D) pour lesquelles kfkp <1:

Remarque 2.1.

Comme les fonctions Mp sont croissantes par rapport à la variable r dans [0; 1[ ; si
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f 2 Hol (D) alors kfkp existe toujours dans R et

kfkp = sup
0�r<1

fMp (f; r)g : (2:6)

Théorème 2.3. ([22])

Pour 1 � p <1; l�espace
�
Hp (D) ; k:kp

�
est un espace de Banach.

2.3 Produit de Blaschke

On sait que si Z (f) est l�ensemble des zéros d�une fonction holomorphe non constante

dé�nie sur un domaine 
: On sait aussi que tout sous-ensemble A inclus dans 
 et sans

point d�accumulation dans 
 est un Z (f) pour au moins une fonction f appartenant

à Hol(
). Cependant, on ne peut rien dire de plus, en général au sujet de Z (f) si

l�on n�impose aucune condition sur la fonction f . Mais la situation est bien di¤érente

si l�on remplace Hol(
) certains sous-ensembles de Hol(
) dé�nis par des conditions

de croissance comme l�espace de Hardy Hp: Dans ce cas, la distribution des zéros doit

satisfaire certaines conditions quantatives et c�est la formule de Jensen qui rend possible la

détermination explicite des conditions que les zéros d�une fonction non constante f 2 Hp

doivent satisfaire.

2.3.1 La formule de Jensen

La formule de Jensen procure une inégalité où interviennent les valeurs frontières

des fonctions holomorphes bornées sur le disque unité ouvert D, elle est donnée par le

théorème 2:4 suivant :

Théorème 2.4. ([31])

Soit 
 = D (0; R) (le disque ouvert de rayon R) et f 2 Hol (
) telle que f (0) 6= 0.

On prend 0 < R < r et on note z1; :::; zN les zéros de f appartenant à D; rangés avec
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leur ordre de multiplicité. On a

jf (0)j
N

�
n=1

r

jznj
= exp

8<: 1

2�

Z �

��
log
��f �rei����d�

9=; : (2:7)

Remarque 2.3.

L�hypothèse f (0) 6= 0 ne peut être génante puisque si f a un zéro d�ordre k en zéro,

il su¢ ra d�appliquer cette formule à f (z) =zk:

Théorème 2.5. ([31])

Soit fzkg une suite dans D telle que zk 6= 0 pour laquelle

1X
k=1

(1� jzkj) <1: (2:8)

Si k est un entier non négatif, et si l�on pose

B (z) =
1
�
k=1

zk � z

1� zzk

jzkj
zk

(z 2 D) ; (2:9)

la fonction B est une fonction holomorphe bornée dans D et ne possède pas d�autres zéros

que les points zk (outre l�origine si k > 0). Certains des zk peuvent être répétés, ce qui

fournit un zéro multiple pour B en ce point.

Dé�nition 2.4.

La fonction B dé�nie dans le théorème 2:5 est appelée un produit de Blaschke.

Remarque 2.4.

Le terme "produit de Blaschke" pourra être utilisé pour le cas d�un nombre �ni de

facteurs du tout et éventuellement s�il n�ya pas de facteurs du tout, en posant B (z) = 1:

Les propriétés décrivant les comportement du produit de Blaschke au voisinage de la

frontière de D sont données dans le théorème suivant :
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Théorème 2.6.

Pour tout �, si B (z) est le produit de Blaschke dé�ni ci dessus alors B (z) admet en

presque partout sur le cercle T une limite radiale B� �ei�� donnée par
B� �ei�� = lim

r!1
B
�
rei�

�
;

de plus,
��B �rei���� = 1:

Remarque 2.5.

Le produit de Blasche ainsi que ses propriétés peuvent être introduit d�une autre façon

que dans les théorèmes 2:4; 2:5 c�est l�objet du théorème suivant :

Théorème 2.7.

Soit fzkg une suite dans ext (T) pour laquelle

1X
k=1

(1� jzkj) <1:

Si k est un entier non négatif, et si l�on pose

B1 (z) =
1
�
k=1

zk � z

zzk � 1
jzkj2

zk
(z 2 D) ; (2:10)

alors B1 dé�ni par (2:10) est appelée "produit de blaschke" et possède les propriétés

suivantes :

1) B1 2 Hol (D), B1 est bornée dans D et ne possède pas d�autres zéros que les points zk.

2) B1 (z) admet en presque partout sur le cercle T une limite radiale B�
1

�
ei�
�
donnée par

B�
1

�
ei�
�
= lim

r!1
B
�
rei�

�
;

3)
��B �ei���� = 1

�
k=1
jzkj :
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2.4 Théorème de factorisation

Toute fonction f 2 Hp (D), sauf f � 0; peut se factoriser en un produit de Blaschke

formé sur les zéros de f et une fonction g 2 Hp (D) n�ayant pas de zéros dans D:

Théorème 2.8.

Soit f 2 Hp (D) et soit B (z) le produit de Blaschke formé sur les zéros de f telle

que

f (z) = B (z) � g (z) ; 8z 2 D; (2:11)

alors g 2 Hp (D) et g n�a pas de zéros dans D

Remarque 2.6.

Comme jB (z)j � 1 dans D alors il vient du théorème de factorisation ci-dessus que

sup

Z �

��
r<1

��f �rei����pd� = sup
r<1

Z �

��

��g �rei����pd� (2:12)

et donc

kfkp = kgkp (2:13)

Corollaire 2.1.

Si f 2 Hp (D) alors on peut écrire

f (z) = B (z) � [g (z)]
1
p (2:14)

où B (z) est le produit de Blaschke construit sur les zéros de f et g 2 H1 (D) n�ayant pas

de zéros dans D:

Remarque 2.7.

La factorisation 2:11 rend possible l�application à Hp (D) de résultats de H1 (D) :

Dé�nition 2.5.

Une fonction intérieure est une fonction U 2 H1(D) telle que jU�(eit)j = 1 m-presque
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partout avec U�(eit) = lim
r!1�

U(reit)

Le résultat suivant donne une description complète de toute fonction intérieure.

Théorème 2.9.

Soit c 2 C; jcj = 1, soit B un produit de Blaschke et soit � une mesure de Borel

positive �nie sur T telle que � ? m. Pour z 2 D, on pose

U(z) = cB(z)e
�
1

2�

Z �

��

eit + z

eit � z
d�(t)

: (2:15)

La fonction U est une fonction intérieure et toute fonction intérieure peut s�obtenir de

cette façon.

Dé�nition 2.6.

Les fonctions intérieures singulières sont les fonctions intérieures qui ne s�annulent

pas sur D, i.e. les fonctions de la forme

S�(z) = ce

�
1

2�

Z �

��

eit + z

eit � z
d�(t)

: (2:16)

Dé�nition 2.7.

Une fonction extérieure est une fonction Q 2 Hol(D) de la forme

Q(z) = ce
�
1

2�

Z �

��

eit + z

eit � z
d�(t) log �(eit)dt

(2:17)

où jcj = 1 et où � est une fonction positive mesurable telle que log � 2 L1(T).

Proposition 2.2.

Soit Q une fonction extérieure reliée à �, alors

1. logjQj est l�intégrale de Poisson de la mesure absolument continue par rapport à la

mesure de Lebesgue dont la dérivée de Radon-Nikodym est log�:

2. lim
r!1�

jQ(reit)j = �(eit) m-presque partout.
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3. Pour p 2]0;1]; Q 2 Hp(D) si et seulement si � 2 Lp(T). Dans ce cas kQkp = k�kp :

Propsition 2.3.

Soit p 2]0; 1]. Supposons que f 2 Hp(D), f non identiquement nulle. Alors la limite

radiale de f , notée f �, est telle que logjf �j 2 L1(T) et f 2 Lp(T).

Corollaire 2.2.

Soit p 2]0;1]. Supposons que f 2 Hp(D), f non identiquement nulle. Dans ce cas,

la fonction extérieure Qf dé�nie par

Qf (z) = e
�
1

2�

Z �

��

eit + z

eit � z
d�(t) log jf�j(eit)dt

(2:18)

appartient à Hp(D).

Remarque 2.8.

La fonction Qf est appelée le facteur extérieur de f . Notons que Qf ne dépend que de

f �, c�est à dire des limites radiales de f:

2.5 Etude particulière de H2 (D)

L�importance particulière de l�espace H2 (D) est due au fait qu�il s�agit d�un espace

de Hilbert et qu�on peut l�identi�er à un sous ensemble de L2 (T) ; où T est le cercle

unité. D�autre part H2 (D) est l�espace fonctionnel de base qu�on utilisera pour étudier le

comportement asymptotique des polynômes orthogonaux. Avant de donner les propriétés

fondamentales de H2 (D) ; dé�nissons les espaces Lp (T) :

2.5.1 Espace Lp (T)

Soit T = fz 2 C : jzj = 1g le cercle unité du plan complexe. Si F est une fonction

dé�nie sur T et à valeurs complexe et si on dé�nit la fonction f par :

f (�) = F
�
ei�
�
; (2:19)
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alors f est dé�nie sur R; périodique, de période 2�:

Réciproquement, si f est une fonction dé�nie sur R; périodique, de période 2�; alors

il existe une fonction F dé�nie sur T véri�ant (2:19):

On peut ainsi identi�er les fonctions dé�nies sur T avec les fonctions dé�nies sur R;

périodique, de période 2�. Cette identi�cation nous permet de

donner la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.8.

Pour 1 � p < +1; Lp (T) désigne la classe de toutes les fonctions à valeurs com-

plexes, mesurables au sens de Lebesgue, périodique, de période 2�; dé�nies sur R; pour

lesquelles la norme :

kfkLp(T) =

8<: 1

2�

�Z
��

jf (t)jp dt

9=;
1
p

est �nie. (2:20)

Théorème 2.10. ([4])

L2 (T) est un espace de Hilbert complexe pour le produit scalaire

hf; giL2(T) =
1

2�

�Z
��

f (t) :g (t)dt (2:21)

pour tout f 2 L2 (T) et tout g 2 L2 (T) :

Les propriétés fondamentales de l�espace H2 (D) sont résumées dans le théorème sui-

vant :

Théorème 2.11. ([22])

a) Une fonction f 2 Hol (D) de la forme

f (z) =

1X
n=0

anz
n (z 2 D)
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appartient à H2 (D) si et seulement si

1X
n=0

janj2 <1:

Dans ce cas

kfk22 =
1X
n=0

janj2 :

b) Si f 2 H2 (D) alors lim
r!1�

f
�
rei�

�
existe en presque tous les points de T: Cette

limite sera notée f �
�
ei�
�
; on l�appellera limite non tangentielle de f ; f � 2 L2 (T) et

kfk2 = kf �kL2(T) : De plus f est l�intégrale de Cauchy de f �; c�est-à-dire :

f (z) =
1

2i�

Z
C1

f � (�)

� � z
d�; z = rei�; 0 � r < 1;

où C1 est le cercle unité orienté positivement.

2.5.2 Espace de Hardy à l�exterieure du disque unité

Notons par : G = fw 2 C : jwj > 1g [ f1g ; Hol (G) l�ensemble des fonctions holo-

morphes dans G (1 y compris) et par Cr = fw 2 C : jwj = rg :

Dé�nition 2.9.

Soit f 2 Hol (G) ; on dit que f 2 H2 (G) s�il existe une constante c positive, indé-

pendante de r, telle que :

Z
Cr

jf (w)j2 jdwj � c; 8r : 1 < r � 2:

Si f 2 H2 (G) ; on note par :

kfk2H2(G) = sup
1<r�2

Z
Cr

jf (w)j2 jdwj : (2:22)
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Remarque 2.9.

La dé�nition de l�espace de Hardy dans le disque unité ouvert est équivalente à celle

donnée dans la dé�nition 2:5:

En e¤et d�après la remarque 2:1., on a :

f 2 H2 (U)() sup
0�r<1

Z
Cr

jf (z)j2 jdzj < +1:

Proposition 2.4. ([4])

Soit f 2 Hol (D) ; dé�nissons g par :

g (w) = f

�
1

w

�
; pour w 2 Gn f1g ;

g (1) = f (0) ;

alors f 2 H2 (D) si et seulement si g 2 H2 (G) :

Notons par :

L2 (Cr; jdzj) =

8<:f : Cr ! C :
Z
Cr

jf (z)j2 jdzj <1

9=; ; r > 0;
où jdzj est la mesure longueur d�arc.

Ceci étant les propriétés de l�espace H2 (G) sont résumées dans le théorème suivant :

Théorème 2.12.

Soit f 2 H2 (G) alors :

a) lim
r!1+

f
�
rei�

�
existe en presque tous les points du cercle unité, Cette limite est appelée

limite non tangentielle et elle se note f1 :

b) f1 2 L2 (C1 ; jdwj) et
R
C1

jf1 (w)j
2 jdwj = kfk2H2(G) = lim

r!1+

R
Cr

jf (w)j2 jdwj :
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c) L�espace H2 (G) est un espace de Hilbert complexe pour le produit scalaire

hf; giH2(G) =

Z
C1

f1 (w) :g1 (w) jdwj

d) 8w 2 Gn f1g ; f (w) = 1

2i�

Z
C1

f1 (�)

� � w

d�

w
:

Preuve

a) Soit f 2 H2 (G) ; alors : 9 c > 0 tel que :
R
Cr

jf (w)j2 jdwj � c; 8r : 1 < r � 2:

En e¤ectuant le changement de variables w =
1

w0
; on a : dw = � 1

w02
dw0; ceci nous donne :

Z
Cr

jf (w)j2 jdwj =
Z
Cr0

����f � 1w0
�����2 1

jw0j2
jdw0j ;

=

Z �

��

����f � 1

r0ei�

�����2 1r02 r0d�;
=

1

r0

Z �

��

����f � 1

r0ei�

�����2 d�; 12 � r0 < 1:

Donc : Z �

��

����f � 1

r0ei�

�����2 d� � r0c � c:

Posons :

f1(r
0ei�) = f

�
1

r0ei�

�
;

alors f1 2 H2(D); ce qui implique que lim
r0!1�

f1
�
r0ei�

�
existe presque partout pour �� �

� � �;

or

lim
r0!1�

f1
�
r0ei�

�
= lim

r0!1�
f1

�
1

r0ei�

�
= lim

r!1+
f
�
rei�

�
;

ce qui donne le point a).

Les points b) et c) sont une conséquence immédiate de a) et du théorème 2:5:

40



2.5.3 Espace de Hardy à l�exterieur d�un contour de Jordan

recti�able

Dé�nition 2.10. (contour de Jordan)

On appelle contour de Jordan, l�image d�une application Z : t! Z (t) ; de l�intervalle

[a; b] dans C tel que, Z continue, Z(a) = Z(b) et Z
��
]a;b[ est injective.

Dé�nition 2.11. (contour de Jordan recti�able)

Un contour de Jordan est dit recti�able, si l�application Z dé�nie ci-dessus est à

variation bornée.

Par exemple si Z(t) est une application continument di¤érentiable par morceau alors

elle est à variation bornée et sa variation totale est égale à
Z b

a

jZ 0(t)j dt:

2.5.4 Transformation conforme

La transformation conforme représente l�un des outils fonctionnels fondamentaux dans

cette étude, elle permettra le passage de l�extérieur du contour E vers l�extérieur du cercle

T.

Il est connu que tout contour de Jordan E partage le plan C en deux parties, l�une bornée,

ouverte et simplement connexe appelée l�intérieur de E et notée int (E) et l�autre ouverte,

non bornée et connexe appelée l�exterieur de E notée ext (E) :

Notons par 
 = ext (E) [ f1g et par G = fw 2 C : jwj > 1g [ f1g

L�application du théorème de la représentation conforme de Riemann nous donne le

théorème suivant :

Théorème 1.12. ([6])

Soit E un contour de Jordan, alors il existe � : 
 ! G; unique possédant les pro-

priétés suivantes :

a) � est bijective.

b) �
��

nf1g est holomorphe.
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c) � (1) =1:

d) lim
z!1

� (z)

z
> 0:

Notons par lim
z!1

� (z)

z
=

1

C (E)
: La constante C (E) s�appelle capacité logarithmique

de E: Si le contour de Jordan est recti�able, on obtient le théorème de Caratéodory

suivant :

Théorème 1.13. ([6])

Soit E un contour de Jordan recti�able et � : 
! G; l�application conforme dé�nie

dans le théorème 2:12., alors � admet un prolongement continu unique sur E qui réalise

une bijection de E sur T = fz : jzj = 1g :

Si l�on note par 	 l�application inverse de �; 	 : G! 
; on montre dans ([14]) que

leurs dérivées �0 (z) et 	0(z) n�ont pas de zéros dans 
 et G et ont des valeurs limites

sur E et T presque partout (par rapport à la mesure de Lebesgue).

Notons par Hol(
) l�ensemble des fonctions holomorphe dans 
 (1 y compris), et

Er = fz 2 
 : j� (z)j = rg ; pour r > 1:

Dé�nition 2.12.

Soit f 2 Hol (
) : On dit que f 2 H2 (
) ; si 9c > 0; c indépendante de r tel que :

Z
Er

jf (z)j2 jdzj � c; pour 1 < r � 2

Proposition 2.5.

f 2 H2 (
) si et seulement si :

f(	 (w))
p
	0(w) 2 H2 (G) :
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Preuve

Posons z = 	(w) ; alors dz = 	0(w)dw; d�ou :

Z
Er

jf (z)j2 jdzj =
Z
Cr

jf(	 (w))j2 j	0(w)j jdwj

=

Z
Cr

���f(	 (w)):p	0(w)���2 jdwj :
Ceci donne le résultat cherché.

Les propriétés de l�espace H2(
) découlent à partir des propriétés de l�espace H2 (G)

en utilisant la proposition 2:3: et le théorème 2:6. On obtient alors :

Théorème 2.14. ([23] ; [24] ; [25])

Soit E un contour de Jordan recti�able et f 2 H2 (
) ; alors f admet en presque tous

les points de E une limite non tangentielle notée ~f ; ~f (�) = lim
z!�

f (z) : ~f véri�e aussi :

1) ~f 2 L2 (E; jd�j) et
R
E

��� ~f (�)���2 jd�j = lim
r!1+

R
Er

jf (z)j2 jdzj :

2) Pour tout f 2 H2(
) et pour tout g 2 H2 (
) notons :

kfk2H2(
) =

Z
E

��� ~f (�)���2 jd�j ;
hf; giH2(
) =

Z
E

~f (�) :~g (�) jd�j :

Alors
�
H2(
); h:; :iH2(
)

�
est un espace de Hilbert complexe.

3) 8z 2 
n f1g ; f(z) = 1

2i�

Z
E

~f (�)

� � z

d�

z
:

2.6 Fonctions de Szegö

Les fonctions de Szegö rentrent dans le cadre général de la représentation des fonctions

positives.
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2.6.1 Fonction de Szegö associée au disque unité

Soient F 2 H2(D) et F � sa limite non tangentielle. Si l�on pose f(�) =
��F �(ei�)�� ;

alors f 2 L2(T); et on montre que log(f) 2 L1(T):

Réciproquement étant donnée une fonction f 2 L2(T); f presque partout positive et

log(f) 2 L1(T); on montre qu�il existe une in�nité de fonctions F de la classe H2(D) tel

que f(�) =
��F �(ei�)�� presque partout pour �� � � � �: On s�intérèsse à une fonction

particulière F de la classe décrite auparavant, dite fonction de Szegö, qui est l�objet du

théorème suivant :

Théorème 2.15.

Soit f une fonction non négative intégrable au sens de Lebesgue sur l�intervalle [��; �]

et véri�ant la condition de Szegö

Z �

��
log f(�)d� > �1:

Alors la fonction dé�nie par :

Df (z) = exp

�
1

4�

Z �

��
log(f(�))

1 + ze�i�

1� ze�i�
d�

�
(jzj < 1)

dite fonction de Szegö associée à D et à la fonction poids f; possède les propriétés sui-

vantes :

1) Df 2 H2(D):

2) Df (z) 6= 0 8z 2 D:

3)
��D�

f (e
ix)
��2 = f(x) presque partout sur [��; �]:

où D�
f est la limite non tangentielle de Df :

4) Df (0) > 0:

44



Preuve

Construction de Df

Considérons l�intégrale de Poisson associée à la fonction log (f) qu�on note par :

u (r; x) =
1

2�

Z �

��
log(f (�))

1� r2

1� 2r cos(x� �) + r2
d�:

La fonction u est harmonique dans le disque unité puisque log(f) 2 L1 ([��; �] ; d�)

([18]):

Considérons maintenant la fonction holomorphe h (z) dont u (r; x) est la partie réelle

et exigeons que h (0) soit réelle pour avoir l�unicité de h: La fonction cherchée sera donc

g (z) = exp

�
1

2
h (z)

�
:

On montre facilement que :

ReDf (z) = Re g(z); (z = reix; 0 � r < 1):

Alors

Df (z) = g(z):

1) Montrons que :

9c > 0 tel que : 8r : 0 � r < 1;
1

2�

Z �

��

��Df (re
ix)
��2 dx � c:

En e¤et

jDf (z)j =
����exp�12 (Reh (z) + Imh(z))

����� ;
= exp

�
1

2
Reh (z)

�
;

= exp

�
1

2
u (r; x)

�
:
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Par suit, pour z = reix; 0 � r < 1; on a :

��Df (re
ix)
��2 = exp fu (r; x)g ;

= exp

�
1

2�

Z �

��
log (f (�))

1� r2

1� 2r cos(x� �) + r2
d�

�
;

� 1

2�

Z �

��
f (�)

1� r2

1� 2r cos(x� �) + r2
d� (inégalité de Jensen [25]):

En intégrant par rapport à x on obtient

1

2�

Z �

��

��Df (re
ix)
��2 dx � 1

2�

Z �

��

�
1

2�

Z �

��
f (�)

1� r2

1� 2r cos(x� �) + r2
d�

�
dx

=
1

2�

Z �

��
f (�)

�
1

2�

Z �

��

1� r2

1� 2r cos(x� �) + r2
dx

�
d�

=
1

2�

Z �

��
f (�) d� = C: 8r : 0 � r < 1:

Ce qui donne le point 1).

2) est évident.

3) Df 2 H2 (D) ; notons par D�
f la limite non tangentielle de Df ; et comme :

��Df

�
reix

���2 = exp� 1

2�

Z �

��
log(f (�))

1� r2

1� 2r cos(x� �) + r2
d�

�
;

il vient :

��D�
f

�
eix
���2 = lim

r!1�

��Df

�
reix

���2 ;
= exp

�
lim
r!1�

1

2�

Z �

��
log (f (�))

1� r2

1� 2r cos(x� �) + r2
d�

�
;

= exp flog f (x)g ; p.p sur [��; �] ; ([18] ; [26] ; [28]) :

4) Df (0) = exp

�
1

2
h (0)

�
> 0: (h(0) est réel par construction).
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2.6.2 Fonction de Szegö associée à l�extérieur du cercle unité

Théorème 2.16.

Soit f une fonction non négative intégrable de Lebesgue sur l�intervalle [��; �] et

véri�ant la condition de Szegö

Z �

��
log f(t)dt > �1:

Alors il existe une fonction unique notée D�
f et appelée fonction de Szegö associée à

l�extérieur de T et à la fonction poids f; possédant les propriétés suivantes :

1) D�
f 2 H2 (G) :

2) D�
f (w) 6= 0 8w 2 G:

3)
���D�

f

��
(eix)

��2 = f (x) presque partout sur [��; �], où
�
D�
f

��
est la limite non

tangentielle de D�
f :

4) D�
f (1) > 0:

Preuve

Considérons la fonction de Szegö Df introduite dans le théorème 2:15. et construisons

la fonction D�
f de la façon suivante :

D�
f (w) = Df

�
1

w

�
pour w 2 Gn f1g :

D�
f (1) = Df (0) :

Alors les propriétés de Df et la proposition 2:4. nous donne les propriétés de D�
f :

Notons que la forme explicite de D�
f est exactement la fonction :

D�
f (w) = exp

�
1

4�

Z �

��
log(f (�))

w + e�i�

w � e�i�
d�

�
(jwj > 1):

2.6.3 Fonction de Szegö associée à l�extérieur d�un contour de

Jordan recti�able

Soit E un contour de Jordan recti�able. Désignons par :
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L2(E; jd�j) =

8<:f : E ! C :
Z
E

jf (�)j2 jd�j <1

9=; :

jd�j Étant la mesure de Lebesgue longueur d�arc.

Théorème .2.17.

Soit � une fonction non négative intégrable au sens de la mesure de Lebesgue longueur

d�arc jd�j sur E et qui véri�e la condition de Szegö :

Z
E

(log � (�)) j�0 (�)j jd�j > �1: (2:23)

Alors il existe une fonction notée D(z) dite fonction de Szegö associée à l�extérieur du

contour E et à la fonction poids � possédant les propriétés suivantes :

1) D(z)
p
�0(z) 2 H2(
):

2) D(z) 6= 0 8z 2 
:

3)
��� ~D (�)���2 j�0 (�)j = � (�) presque partout sur E, où ~D est la limite non tangentielle

de D:

4) D(1) > 0:

Preuve

Considérons la fonction poids � (w) dé�nie sur le cercle unité par :

�
�
ei�
�
= � (�) = j�0 (�)j ; � = 	

�
ei�
�
:

Comme

� (�) = ei�;

alors on a

d (� (�)) = �0 (�) d� = d(ei�) = iei�d�;
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d�où

j�0 (�)j jd�j = d�;

par suite, on a

Z �

��
log(�

�
ei�
�
)d� =

Z
E

�
log

� (�)

j�0 (�)j

�
j�0 (�)j jd�j ;

=

Z
E

log(� (�)) j�0 (�)j jd�j+
Z
E

�
log

1

j�0 (�)j

�
j�0 (�)j jd�j ;

=

Z
E

log(� (�)) j�0 (�)j jd�j+
Z �

��

�
log
��	0 �ei����� d�:

Comme log
��	0 �ei���� 2 L1 [��; �] ; car 	0 2 H1(G) (voir [14]), ceci avec la condition

(2:6) ; entrainent Z �

��
log(�

�
ei�
�
)d� > �1 (2:24)

qui est la condition usuelle de Szegö.

D�autre part

Z �

��
(�
�
ei�
�
)d� =

Z
E

� (�)

j�0 (�)j j�
0 (�)j jd�j =

Z
E

� (�) jd�j < +1: (2:25)

D�après le théorème 2:16., en utilisant (2:24) et (2:25), on peut alors associer à la fonction

poids �
�
ei�
�
; la fonction de Szegö associée à l�extérieur du cercle unité suivante :

D�
� (w) = exp

�
1

4�

Z �

��
log(�

�
ei�
�
)
w + e�i�

w � e�i�
d�

�
(jwj > 1):
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Finalement la fonction cherchée est exactement la fonction dé�nie par :

D(z) = D�
� (w) ; avec w = �(z) :

Montrons maintenant qu�elle véri�e les propriétés 1); 2); 3) et 4):

En e¤et, d�après la proposition 2:4.

1) D(z)
p
�0(z) 2 H2(
), D�

� (� (z))
p
�0(z) 2 H2(
)

, D�
� (� (	 (w)))

p
�0(	 (w))

p
	0(w) 2 H2(G)

, D�
� (w) 2 H2(G):

( Puisque
p
�0(	 (w))

p
	0(w) =

p
(�o	)0 (w)) = 1 car �o	 = IdE:)

2) D(z) = D�
� (� (z)) 6= 0 car � (z) 2 G pour z 2 
:

3)
��� ~D (�)���2 j�0 (�)j = ���D�

��
(� (�))

��2 j�0 (�)j = �
�
ei�
�
j�0 (�)j = � (�) :

4) D(1) = D�
� (� (1)) = D�

� (1) > 0:
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Chapitre 3

Comportement asymptôtique des

polynômes extrémaux par rapport à

des mesures variables

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons démontrer un théorème de type Szegö pour les polynômes

Lp- extrémaux par rapport au mesures variables sur le cercle d�unité T. On présente aussi

un théorème de densité et une généralisation du résultat principal., tout d�abort pour

un cercle d�unité plus un nombre �ni des points et le second pour un contour de Jordan

recti�ables.
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3.2 Comportement asymptôtique des polynômes ex-

trémaux par rapport à des mesures variables sur

le cercle unité

3.2.1 Notations et dé�nitions

Soit � une mesure positive �nie de Borel dans [0; 2�] dont le support contient un

ensemble in�ni de points. On considère fWng ; n 2 N a un degré n (degWn = n) tous ses

zéros fwn;i : 1 � i � ng se situent dans D = fz : jzj < 1g ; et ils satisfont à :

lim
n!1

1X
i=1

(1� jwn;ij) = +1:

Nous voulons étudier le comportement asymptotique des polynômes qui résolvent le pro-

blème extrémal :

�n;p = inf
Qn(z)=zn+:::

QnWn


p

= inf
Qn2�n:Qn(0)=1

QnW �
n


p

;

où �
n
est l�ensemble des polynômes de degré au plus n; W �

n (z) = znWn

�
1

z

�
, et kfkp =�

1

2�

Z
jf jp d�

�10p
:

Notons que les zéros de W �
n (z) sont

�
1

wn;i

�
i=1::::n

� E = fjZj > 1g. A partir de mainte-

nant, Pn;p désigne un polynôme tel quePn;pWn


p

= �n;p:
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Soit �� la dérivée de Radon-Nikodym par rapport à la mesure de Lebesgue. Supposons

que log �� 2 L1; soit Dp (�; z) la fonction de Szegö

Dp (�; z) = exp

�
1

2p�

Z 2�

0

� + z

� � z
log �� (�) d�

�
; � = ei�; z 2 D:

Dé�nissons

Kp (�; z) =

8<:
Dp(�;0)

Dp(�;z)
si z 2 Ta [ D

0 si z 2 Ts;

où Ta et Ts donne une décomposition disjointe du cercle unité tel que �� et �s appar-

tiennent respectivement à ces ensembles. Ci-après, �s dénote la partie singulière de � par

rapport à la mesure de Lebesgue. Hp; 0 < p < 1, est dé�nie comme la classe de toutes

les fonctions f analytiques dans D tel que

sup
0<r<1

�Z 2�

0

��f �rei����p d��10p <1:

Il est bien connu que Hp peut être identi�é avec la fermeture en Lp de l�ensemble des

polynômes en ei�.

La fonction Dp (�; z) satisfait les propriétés suivantes :

(1) Dp (�; z) est analytique en D; plus précisément, Dp (�; z) 2 Hp,

(2) Dp (�; z) 6= 0 en D, et Dp (�; 0) > 0,

(3)
��Dp

�
�; ei�

���p = �� (�) presque partout dans [0; 2�].
Hp (�) est dé�ni comme la fermeture des polynômes Lp (�) en ei�:

Lps (�) = ff 2 Lp (�) : f = 0; �� p.p:g

et

Lpa (�) = ff 2 Lp (�) : f = 0; �s p.p:g
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Théorème 3.1.

Si � 2 T; alors Hp (�) = KpH
p � Lps (�). C�est à dire il existe des fonctions uniques

~f , fs tel que f = Kp
~f + fs, f 2 Hp, et fs 2 Lps:

Preuve

Soit g 2 HP (�). Alors g 2 Lp (�) et g = g1 + g2 avec g1 2 LPa (�) et g2 2 Lps (�) :

Nous devons prouver que ce soit g1 2 KpH
p ou g1=Kp 2 Hp: Il su¢ t de prouver qu�il n�y

existe fjng ; jn 2 Hp tel que kjn � g1=Kpkp ! 0: Étant donné que g 2 HP (�) il existe

une suite des polynômes fhng tel que khn � gkp;� ! 0: D�où, avec z = ei�;

Z ���� hn (z)Kp (z)
� g1 (z)

Kp (z)

����p dm (�) =

Z
jhn (z)� g1 (z)j

p �� (�)

jDp (�; 0)j
dm (�)

=

Z
jhn (z)� g (z)jp �� (�)

jDp (�; 0)j
dm (�)

�
 hn � g

Dp (�; 0)

p
p;�

! 0;

et jn = hn=Kp 2 HP pour tout n: L�unicité de la représentation s�ensuit immédiatement

du fait HP
a (�)\Lps (�) = 0: D�ou, par conséquent. Nous avons prouvé une des inclusions.

Nous allons voir que KpH
p � HP (�) : Considérons f = Kp

~f avec ~f 2 Hp. Alors il existe

des polynômes hn tel que

 ~f � hn


p
! 0 =)

Kp
~f �Kphn


p;u
! 0;

et puisque Kphn 2 HP (�) ; on obtient f 2 HP (�) :

Maintenant, soit f 2 Lps (�) : comme � =2 T, il existe des polynômes Qn tel que

kf �Qnk�s;p ! 0: (3:1)

En outre, en raison de Qn=Kp 2 HP ; il existe une suite des polynômes fhng tel que
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QnKp

� hn


p

! 0, kQn �Kphnk�a;p ! 0: (3:2)

En combinant (3:1) et (3:2) avec

kf �Qn +Kphnk
�;p
= kf �Qnk�s;p + kQn �Kphnk�a;p :

La preuve est conclue.

3.2.2 Résultats auxiliaires

Avant de prouver le théorème, nous avons besoin d�établir plusieurs résultats auxi-

liaires.

Soit K un ensemble compact et f�n;1; :::�n;ng � C8K un ensemble donné de points. Soit

Fn un ensemble des fonctions de cette forme

�n (z) =
bn;0z

n + bn;1z
n�1 + :::bn;n

(z � �n;1) (z � �n;2) ::: (z � �n;n)
:

Soit f une fonction continue dans K. Notons par rn (f) la meilleure approximation pour

f (z) dans k dans la classe Fn dans le sens de Tchebyche¤; qui est, kf � rn (f)k =

min fkf � �nk : �n 2 Fng avec k:k la norme supremum sur K.

Théorème 3.2. ([33])

Soient les points �n;k tel que j�n;kj > 1: Une condition nécessaire et su¢ sante pour

que

lim
n!1

rn (f) = f (z) ; uniformément dans jzj � 1;

pour chaque telle fonction f analytique dans fjzj � 1g on a :

lim
n!1

nX
k=1

�
1� 1

j�n;kj

�
= +1:
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Théorème 3.3. ([33])

Supposons que � 2 T: Si fn et f sont dans Hp
a (�) ; 0 < p < 1, tel que

(i) lim
n!1

kfnkp;� = kfkp;�,

(ii) lim
n!1

fn (z) = f (z) ; véri�é uniformément sur tout compact de D,

alors

lim
n!1

kfn � fkp;u = 0:

Lemme 3.1. ([1])

Soit 'n; ' 2 LP ; 0 < P < 1: Si 'n (x) ! ' (x) p:s et k'nkp ! k'kp ; alors

k'n � 'kp ! 0:

Théorème 3.4.

Soit fzigi=1;:::;� un ensemble des point dans D, où � peut être �ni ou in�ni. Soit � une

mesure �nie positive de Borel sur [0; 2�) satisfait la condition de Szegö et ffng � HP (�)�
de (4) ; fn = KP (�; :) ~fn + fn;s

�
, 0 < p <1 de telle sorte que

(i) lim
n!1

~fn (0) = 1;

(ii) lim
n!1

~fn (zi) = 0; i = 1; 2; :::;

(iii)
P�

i=1
n!1

(1� jzij) < +1;

(iv) kfnk =
Dp (�; 0)
�

�
i=1
jzij

:

Alors

(a) lim
n!1

~fn (z) =
�

�
i=1

z � zi
ziz � 1

zi

jzij2

(b) lim
n!1

fn �Kp (�; z)
�

�
i=1

z � zi
ziz � 1

zpi
jzij2


�;p

= 0:

Si � est un ensemble vide, puis le côté de droite de (a) est égal à 1, c�est-à dire

�

�
i=1

z � zi
ziz � 1

zi

jzij2
� 1:

Découle immédiatement de la formule de Cauchy et inégalité de Hölder.
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Preuve

Tout d�abord, nous allons prouver pour la mesure de Lebesgue et � = ; en deux

étapes : p = 2 et p 6= 2: Deuxièmement, nous considérons en général � 2 T et encore

� = ;: En�n, nous prouvons le cas général.

(A) Soit � = m; p = 2; et � = ;: Notons que dans ce cas, D (�; z) � 1: De la monotonie

des moyens et de l�inégalité triangulaire, nous obtenons

jfn (0) + 1j � kfn + 1k2 � kfnk2 + k1k2 :

Donc

lim
n!1

kfn + 1k = 2:

Maintenant, en utilisant le lau parallélogramme, on obtien kfn � 1k = 0; c�est (b) :

L�énoncé (a) découle immédiatement de la formule de Cauchy et inégalité de Hölder.

(B) Considérons maintenant et encore p 6= 2 et encore � = m; et � = ;: En utilisant

encore le théorème de factorisation pour Hp; nous obtenons qu�il existe �n 2 H1, plus

précisément, les produits de Blaschke, et hn 2 H2; telle que

fn (z) = �n (z)hn (z)
2=p =

�n (z)

�n (0)
(�n (0)

p hn (z))
2=p

et

kfnkpp = khnk
2
2 :

Nous allons voir que �hn (z) = �n (0)
p hn (z) 2 H2 véri�ent les conditions étudiées dans

(A) :

1 = lim
n!1

jfn (0)jp=2 = lim
n!1

j�n (0)
p hn (z)j � k�n (0)

p hnk2

= lim
n!1

j�n (0)j
p=2 khnk2 = lim

n!1
j�n (0)j

p=2 � 1;
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puisque j�n (z)j = 1 si jzj = 1 et du principe du maximum l�inégalité suit,

donc

lim
n!1

j�n (0)j
p=2 = 1;

et nous obtenons lim
n!1

�hn2 = 1: Puis, à partir du cas précédent, nous avons (a) et (b)
pour �hn: De même pour

�
��n (z) =

�n (z)

�n (0)

�
, ��n 2 H1 � H2. Donc

�
��n
	
véri�e (a) et

(b). Alors, nous avons (a) pour fn: Il reste à voir que (b) est véri�é pour �hn et ��n, il existe

fnjg � � � N telle que

lim
n!1

�hnj (z) = 1, p.s et lim
n!1

��nj (z) = 1 p.s.

En utilisant le lemme 3:1 la preuve en découle.

(C) Dans cette étape nous considérons � 2 T et encore � = ;: Nous appliquons l�argu-

ment précédent à ~fn: en fait;

lim
n!1

 ~fnp
p;�
= lim

n!1

Kp
~fn

p
p;�a

+ kfn;skpp;�s = Dp (�; 0)
p ;

et cela donne

lim
n!1

sup
Kp

~fn

p
p;�
� Dp (�; 0)

p :

Alors

lim
n!1

sup

Z ���Kp

�
ei�
�
~fn
�
ei�
�
�� (�) dm (�)

���
= Dp (�; 0)

p lim
n!1

sup

Z ��� ~fn �ei����� dm (�) � Dp (�; 0)
p ;

d�où lim
n!1

 ~fnp
p
� 1: A partir du cas analysé ci-dessus, nous obtenons lim ~f

n!1
(z) = 1

uniformément sur tout compact de D et lim
n!1

 ~fn � 1
p
= 0: donc lim

n!1

 ~fn
p
= 1 et
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lim
n!1

Kp
~fn

p
p;�a

= Dp (�; 0) : Ainsi lim
n!1

kfn;skp;�s = 0 et par conséquent

lim
n!1

kfn �Kpkpp;� = lim
n!1

�
kfn �Kpkpp;�a + kfn �Kpkpp;�s

�
;

= lim
n!1

�Kp
~fn �Kp

p
p;�a

+ kfn;skpp;�s

�
;

= lim
n!1

�
Dp (�; 0)

p
 ~fn � 1p

p
+ kfn;skpp;�s

�
:

(D) En�n, nous prouvons le cas général.

Soit fn = Kp
~fn + fn;s avec ~fn 2 Hp et kfnk�;p �

Kp
~fn


�;p
: Alors lim

n!1
sup

 ~fn
p
�

1=
�

�
i=1
jzijp de (iv) : Nous allons voir que toutes les sous-suites convergentes de fn, converge

vers la même limite, uniformément sur tout compact de D: Soit ~f une fonction de limite.

Du (ii) ; ~f est nulle sur est nulle sur zi; ~f 2 Hp et kfkp � 1=
�

�
i=1
jzijp :

~f (z) = �
z � zi
z�zi�1

zi

jzij2
�
z � wi
z �wi � 1

wi

jwij2
h (z) ;

où fzig ; fwig sont des zéros de ~f , h est une fonction a un zéro libre en Hp; h (0) = 1,

et
 ~fn

p
= �

�
1=

�

�
i=1
jzijp

��
1=

�

�
i=1
jwijp

�
khkp : Alors khkp � 1 et, comme conséquence

h � 1. Donc, l�ensemble fwig est vide et ~f (z) = �
z � zi
z�zi�1

zi

jzij2
: De plus, nous avons

lim
n!1

~fn (z) = ~f (z) uniformément sur chaque un sous ensemble compacte de D et
 ~fn

p
� ~f

p
. Alors à partir de théorème 3:3, nous obtenons lim

n!1

 ~fn � ~f

p
= 0 de même que

lim
n!1

Kp
~fn �Kp

~f

p;ua

= 0: En particulier lim
n!1

Kp
~fn


p;ua

=
Kp

~f

p;ua

=

�
1=

�

�
i=1
jzij
�
�

Dp (�; 0), et alors lim
n!1

kfnkp;�a = 0: D�où nous obtenons (b) :

Remarque 3.1.

Théorèmes Newman et Keldysh ne sont pas applicables dans le cas H1 comme il est

montré dans l�exemple ci-dessous.

On pose

fn (z) = (nz + n� 1) = (n+ (n� 1) z) :
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Il est facile de véri�er que fn 2 H1, kfnk1 = 1, et limn!1fn = 1, uniformément sur chaque sous ensemble compacte de D, mais

kfn � 1k9 0.

Théorème 3.5.

Pour 0 < p < 1

lim
n!1

Pn;pWn


p

= Dp (�; 0) ;

où 0 remplace Dp (�; 0) si log �� (�) est non intégrable.

Preuve

Soit � � N une suite indexée de telle sorte que

lim
n2�

P �n;pW �
n


p

= lim
n!1

sup

P �n;pW �
n


p

:

D�un résultat dû à Szegö ([29]) ; nous savons que si Tn;2 sont des polynômes extrémaux

de telle sorte que

kTn;2k2 = min fkQnk2 : monic de deree ng ;

alors

lim
n
kTn;2k22 = limn

T �n;222 = D2 (�; 0)
2 ;

avec D2 (�; 0) = 0 si log �� (�) est non intégrable. Étant donné que les zéros de T �n;2 se

trouvent dans E, Qn (z) =
�
T �n;2 (z)

�20p
est analytique dans fjzj � 1g, de sorte que (1)

véri�é, d�après le théorème 2, il existe une suite
�
Rmn

W �
mn

�
mn2����

telle que

lim
n2�

sup
jzj�1

����Rmn (z)

W �
mn
(z)

�Qn (z)

���� = 0:
En Particulier, puisque Qn (0) =

�
T �n;2 (0)

�20p
= 1 =W �

mn
(0), nous avons lim

n2�
Rm;n (0) = 1,

d�où

lim
n2�

Rmn

W �
mn

p
p

= lim
n2�

kQnkpp = limn2�
T �n;222 = Dp (�; 0)

2 ;
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et

lim
n!1

sup

P �n;pW �
n


p

� Dp (�; 0) : (3:3)

D�autre part, en utilisant l�inégalité de Jensen

1

2�

Z 2�

0

�����P �n;p
�
ei�
�

W �
n (e

i�)

�����
p

d� (�) � 1

2�

Z 2�

0

�����P �n;p
�
ei�
�

W �
n (e

i�)

�����
p

�� (�) d�

� exp

(
1

2�

Z 2�

0

log

�����P �n;p
�
ei�
�

W �
n (e

i�)

�����
p

d�

)
� exp

�
1

2�

Z 2�

0

log �� (�) d�

�
�

����P �n;p (0)W �
n (0)

����pDp (�; 0)
p

= Dp (�; 0)
p :

Par conséquent,

lim
n!1

inf

P �n;pW �
n


p

� Dp (�; 0) (3:4)

avec (3:3) et (3:4) le théorème est démontré.

Remarque 3.2.

Nous avons également prouvé que

lim
n!1

P �n;pW �
n


p

= lim
n!1

�
1

2�

Z 2�

0

����P �n;p (z)W �
n (z)

����p �� (�) d��1=p = Dp (�; 0) :

Thèorème 3.6.

Pour o < p <1; les énoncés suivantes sont équivalentes :

(i) satisfait la condition Szegö ; qui est, log �� 2 L1

(ii) la limite suivante existe et est positive

lim
n!1

�n;p > 0:
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(iii) Il existe une fonction S 2 Hp (�) avec kSkp 6= 0; tel que

lim
n!1

P �n;pW �
n

� S


p

= 0:

(iv) Il existe une fonction Tn;p analytique en D tel que

lim
n!1

P �n;p (z)

W �
n (z)P �n;pW �
n

 = Tn;p (z)

uniformément sur chaque sous-ensemble de D compact.

En outre, si i) est véri�é, alors

lim
n!1

�n;p = Dp (�; 0) ;

et les fonctions dans (iiii) et (iv) sont S (z) = Kp (�; z) et Tn;p (z) =
1

Dp (�; z)
:

Preuve

(i)() (ii) : Il résulte de Théorème 3:5:

(i)() (iii) : On considère la fonction

hn (z) =
P �n;p (z)Dp (�; z)

W �
n (z)Dp (�; 0)

; (3:5)

qui appartient à Hp puisque hn (0) = 1 et
��Dp

�
�; ei�

��� = �� (�), d�après le théorème 3:5,
nous avons

lim
n!1

�
1

2�

Z 2�

0

��hn �ei����p d�� = 1 (3:6)

Nous appliquons le théorème 3:4 (ici � = ; et � est la measure de Lebesgue) il s�ensuit

que

lim
n!1

�
1

2�

Z 2�

0

��hn �ei� � 1���p d� = 0� :
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Donc

lim
n!1

(
1

2�

Z 2�

0

�����P �n;p
�
ei�
�
Dp

�
�; ei�

�
W �
n (e

i�)Dp (�; 0)
� 1
�����
p

d�

)
= 1:

Puis

lim
n!1

(
1

2�

Z 2�

0

�����P �n;p
�
ei�
�

W �
n (e

i�)
� Dp (�; 0)

Dp (�; ei�)

�����
p

�� (�) d�

)
= 0:

Par conséquent, utilisant (3:6) et encore théorème 3:5, nous obtenons (iii) où S (z) =

Kp (�; z) :

(iii) =) (i) Il résulte de la relation

lim
n!1

inf

P �n;pW �
n

�	

p

= 0;

où 	(�) est tel que k	kp 6= 0:

En e¤et, selon 1, nous avons l�existence d�une sous-suite fn�g tel que

lim
n!1

P �n;pW �
n�

�	

p

= 0;

si (i) n�est pas véri�é, d�après le théorème 3:5

lim
n�!1

P �n;pW �
n


p

= 0;

et on obtient k	kp = 0;qui est une contradiction.

(iii) =) (iv) : La suite des fonctions fhng dans (3:6) satisfait l�hypothèse du théorème

3:4, donc lim
n!1

hn (z) = 1 uniformément sur tout compact de D:

Maintenant, puisque (i) est équivalent à (iii), en utilisant à nouveau théorème 3:5, nous

obtenons

lim
n!1

P �n;p (z)

W �
n� (z)P �n;p (z)W �
n� (z)


p

=
1

Dp (�; z)
:
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(iv) =) (i) ; à partir de (iv) et le théorème 3:5, nous avons

lim
n!1

P �n;p (0)

W �
n� (0)P �n;p (z)W �
n� (z)


p

= Tn;p (0) =
1

D (�; 0)
<1;

mais cela est vrai si et seulement si (i) est véri�ée.

3.2.3 Théorème de densité

Dans cette partie nous donnons un théorème de densité qui peut être considéré comme

"application" du résultat principal. nous introduisons la notation :

Rn;k =

�
h

W �
n

: h 2 �n�k
�
:

Théorème 3.7.

Supposons que u est une mesure absolument continue �a et satisfait à la condition

Szegö, puis les instructions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour chaque j 2 Z+

lim
n!1

1

2�

Z 2�

0

�����P �n;n�jp
�
ei�
�

W �
n (e

i�)

�����
p

d�a (�) = Dp (�a; 0)
p ;

où Pn;n�j;p est le polynôme monic extrémal c�estPn;n�j;pWn

 = min�QnWn

 : Qn�j;monic� :
(ii) Pour chaque k 2 Z+ est dense dans Hp (�a) :

Preuve

(ii) =) (i) : ici, nous utilisons la même technique que dans la preuve du théorème

3:5: Il est bien connu que (ii) , (i) est vrai lorsque p = 2 et Wn (z) = zn ([16]). Tn�k;2
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désignent les polynômes extrémaux dans ce cas, étant donné k � o il existe Rmn�k

polynômes de degré mn � k tel que

lim
n!1

1

2�

Z 2�

0

�����T �n�k (z)�2=p � Rmn�k (z)

W �
mn
(z)

����p �� (�) d� = 0:
Notons que les fonctions

n�
T �n�k (z)

�20po
n
sont analytiques dans un ensemble ouvert

contenant fjzj � 1g parce que T �n�k n�a pas des zéros dans fjzj � 1g : Alors

(a) lim
n!1

Rmn�k (0) = 1

(b) lim
n!1

1

2�

Z 2�

0

����Rmn�k (z)

W �
mn
(z)

����p �� (�) d� = Dp (�a; 0)
p : Donnons � � N une suite indexée, à

partir de (ii) nous observons que la suite fmng peut être choisie dans �: Par conséquent,

(i) résulte de (a) et (b).

(i) =) (ii) : Dé�nir i, j 2 z, en utilisant (i) et le théorème, 3:4 nous avons

P �n;n�(i+j);p (z)

W �
n (z)

! Kp (�a; z) ;

dans LP (�a) : Alors

ziP �n;n�(i+j);p (z)

W �
n (z)

! ziKp (�a; z) ;

dans Hp (�a). Comme H
p (�a) = Hp:Kp (�a; :) et H

p est la fermeture des polynômes en

Lp, Rn;j satisfait (ii) :
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3.3 Comportement asymptotique des polynômes ex-

trémaux sur le cercle unité plus une partie dis-

crète �nie

On représente dans ce paragraphe une étude du problème de comportement asympto-

tique des polynômes LP�extrémaux sur un ensemble de la forme F = T[fz1; z2; :::; zNg

avec zk;2 D:

Soit �n une mesure variable tel que �n = �n+�, où � une mesure discrète avec une masse

AK > 0 au point zk, k = 1,:::; N , et d�n =
d�

jW �
n j
p .

Ici, nous étudions le comportement asymptotique des polynômes T �n;p (z; �n), qui résolvent

le problème extrémal

�n;p = min
Pn(0)=1

(
1

2�

Z ���� Pn (z)W �
n (z)

����p d� (�) + NX
K=1

jPn (zK )j
P AK

)1=p
:

Théorème 3.8.

Pour 0 < p <1 les propositions suivantes sont équivalentes

(i) � satisfait la condition Szegö

(ii) Les limites suivantes existes et sont positives :

lim
n!1

�n;p > 0:

(iii) IL existe une fonction S 2 Hp (�) aveckSkp;� 6= 0 de sorte que

lim
n!1

T �n;p (z; �n)W �
n
(z)

� S (z)


p;�

= 0:
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(iv) Il existe une fonction analytique Tn;p dans D tel que

lim
n!1

T �n;p (z; �n)

Wn (z)T �n;p (:; �n)W �
n


p;�

= Tn;p (z)

véri�é uniformemnt sur chaque sous-ensemble compact de D :

De plus, si (i) ; est véri�é

lim
n!1

�n;p = Dp (u; 0)

et les fonctions (iii) et (iv) sont respectivement S (z) =
Dp (�; 0)

Dp (�; z)
et Tn;p (z) =

1

Dp (�; z)
;

Preuve

On montre uniquement (i), (ii)

Puisque AK > 0;

�n;p � inf
Qn(0)=1

8><>: 1

2�

Z
jzj=1

����Qn (z)W �
n (z)

����p d� (�)
9>=>;
1=p

= �n;p; (3:7)

lim
n!1

inf �n;p � Dp (�; 0) :

Maintenant, soit Vn un polynôme dont les zéros sont z1; z2; ::: zn et soit T �n�N;p, avec

T �n�N;p (0) = 1, le polynôme extrémal pour la mesure

����VN (z)VN (0)

����p d�n ; tel que,
�pn;p � inf

Qn�N (0)=1

Z
jzj=1

����Qn�N (z)W �
n (z)

����p ����VN (z)VN (0)

����p d� = Z
jzj=1

����T �n�N;p (z)W �
n (z)

����p ����VN (z)VN (0)

����p d�:
En utilisant le théorème 4 nous avons

lim
n!1

Z
jzj=1

����T �n�N;p (z)W �
n (z)

����p ����VN (z)VN (0)

����p d� = Dp

�����VN (z)VN (0)

����p d�; 0� :
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À partir des propriétés de la fonction Szegö, nous obtenons que

Dp

�����VN (z)VN (0)

����p d�; 0� = Dp (�; 0) ;

et donc

lim
n!1

sup�n;p � Dp (�; 0) : (3:8)

Le résultat découle de (3:7) et (3:8):
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3.4 Comportement asymptotique des polynômes ex-

trémaux sur un contour

Dans cette partie nous donnons une asymptotique forte des polynômes extrémaux

associés à des mesures variables possédant la forme d� =
d�

jY jP
, où � est une mesure

positive sur un contour de Jordan C, et fYng est une suite de polynômes telle que pour

chaque n, Yn a exactement un degré n et tel que tous ses zéros (�n;i ), i = 1; 2; :::; se

trouvent à l�extérieur de C.

Soit C un contour de Jordan de longueur L dans le plan C dont l�intérieur est �. Soit

�(s) une mesure positive sur [0; l]. Nous désignons par Lp(C; �) l�espace des fonctions

mesurables et complexes sur C, telle que :

kfkp;� =
Z
C

jf (�)jp <1; � = � (s) :

Avec � = �(s) une paramétrisation de C. Soit B l�intérieur de C et x = ' (z) = �+ z +

b2z
2 + ::::::::; jzj < 1; � 2 B la transformation conforme qui agit de D = fz : jzj < 1g

sur B, tel que � = '(0) et �'(0) > 0 à partir du théorème de Carathéodory, ' peut être

prolongeable par continuité à une fonction qui est une application injective de fjzj = 1g

sur C.

Soit z = (x) la fonction inverse de ': Ainsi, la mesure � induit une mesure image � sur

jzj = 1 dé�nie par :

�(E) = �(� � �( � �(E))) = �(( � �)� �(E));

avec �� et �� parties absolument continue de � et �, respectivement.

Soit K la composante non bornée du complément de C et z = '(x) une fonction qui

associe K sur E = fz : jzj > 1g de sorte que les points à l�in�ni correspondent les uns

aux autres et que '(1) > 0. CR désigne génériquement la courbe j'(x)j = R > 1 dans

K.

69



Nous dé�nissons la mesure variable

d�n =
d�

jYnjP

où fYng, n 2 N est une suite de polynômes telle que pour chaque n, Yn a exactement un

degré n, l�ensemble de ses zéros (�n; i); i = 1; 2; :::, se trouvent dans le composant non

bornée du complément de CA; A > 1, et Yn(�) = 1.

Nous voulons étudier le comportement asymptotique des polynômes qui résolvent le pro-

blème extrémal suivant :

�n;p = inf
Qn(�)=1

kQnkp;�n = inf
Qn(�)=1

8<: 1

2�

Z
C

����Qn (�)Yn (�)

����P d� (s)
9=;
1np

:

Nous désignons par fPn;p g une suite de polynômes extrémaux tel que

kPn;p k
p;�n

= min
Qn(�)=1

kQnkp;�n :

Hp(C; �) est dé�nie comme la fermeture des polynômes Lp(C; �) de la variable � 2 C:

Lps(C; �) = ff 2 Lp
s (C; �) : f = 0; ��s p.sg et Lpa(C; �) = ff 2 Lp(C; �) : f = 0; �s�a.e:g,

avec �s la partie singulière de �. De même, nous dé�nissons HP
s (C; �) et H

p
a(C; �)

Par ailleurs, on note Hp l�espace classique de Hardy dans fjzj < 1g et Hp(�) la fermeture

des polynômes Lp(�) en ei�.

Nous supposons que � satisfait la condition de Szegö tel que

Z
C

log �� (s) j� (�)j jd�j > �1;

et c�est la même chose que, log �� 2 L1. Nous désignons par Dp(�; z) la fonction de Szegö.

Dp(�; z) = exp

�
1

2p�

Z 2�

0

� + z

� � z
log �� (�) d�

�
; � = ei�; z 2 D;
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et

�p(�; x) = Dp(�;  (x)):

La fonction �p(�; x) satisfait les propriétés suivantes :

1) Dp(�; x) est régulière en B, plus précisément, Dp(�; x) 2 Hp(C; �).

2) Dp(�; x) = 0 dans B, et Dp(�; �) = Dp(�; 0) > 0,

3) j(�)jjDp(�; �)jp = �(s) presque partout dans C, avec � 2 C.

3.4.1 Résultats auxiliaires

Soit F un ensemble de points fermés limités et f(x) une fonction continue sur F . Soit

Fn un ensemble de fonctions de la forme

�n (x) =
bn;0x

n + bn;1x
n�1 + :::+ bn;n

(x� �n;1) (x� �n;2) ::: (x� �n;n)
:

Prenons rn(f) 2 Fn de sorte que c�est la meilleure approximation de f(x) sur F dans le

sens de Tchebyche¤, i.e.

kf � rn (f)k = min fkf � �nk : �n 2 Fng :

Avec jj:jj est la norme sup sur F .

Si f 2 Hp(�), alors il existe des fonctions uniques ~f , fs telles que

f = K
P
f ~+fB; ~f 2 Hp; fs 2 Lps (�) :

Avec

Kp (�; z) =

8><>:
Dp (�; 0)

Dp (�; z)
; si z 2 (T� [ fz : jzj = 1g)

0; si z 2 T�

où Ta etTS représentent une décomposition disjointe du cercle unité de telle sorte que ��
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et �s se situent respectivement sur ces deux ensembles.

Théorème 3.9. (Théorème de Keldysh ([2]))

Supposons que � satisfait la condition de Szegö et ffng � H
p
(�); 0 < p <1, tel que

i) lim ~fn (0) = 1;

ii) lim
n!1

kfnkp;� = Dp (�; 0) :

Alors

a) lim
n!1

~fn (z) = 1 est uniformément sur chaque sous ensemble compact de D.

b) kfn �Kp (�; z)kp;� = 0.

Théorème 3.10.

Pour 0 < p <1

lim
n!1

Pn;pY

p;�

= �p(�; �)

où 0 remplace �p(�; �) si � ne satisfait pas les conditions Szegö.

Preuve

Soit � est la mesure image de � sur jzj = 1 par  � �. À partir de Szegö ([2]), nous

savons que si Tn;2(z), sont les polynômes extrémaux

tels que

kTn;2k2;� = min
n
kQnk2;� : Qn monic de degree n

o
;

Alors

lim
n!1

kTn;2k22;� = lim
n!1

T �n;222;n = D2 (�; 0)
2

Avec D2(�; 0) = 0 si log��(�) n�est pas intégrable et

T �n;2 (z) = znT n;2

�
1

z

�
:

Soit

�n (x) =
�
T �n;2 ( (x))

�20p
;

ce qui est analytique dans �B tant que les zéros de T �n;2 se situent dans fjzj > 1g, donc et
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à partir du théorème 2:1 ; il existe une suite�
Rmn

Ymn

�
telle que

lim
n!1

sup
�2C

����Rmn (�)

Ymn (�)
� �n (�) = 0

����;
et la convergence est uniforme dans B. En particulier, il y a convergence en x = � et

tant que

�n (�) =
�
T �n;2 (0)

�20�
= 1 = Ymn (�)

on a

lim
n!1

Rmn (�) = 1:

Or,

lim
n!1

1

2�

Z
C

����Rmn (�)

Ymn (�)

����p d� (s) = lim
n!1

1

2�

Z
C

j�n (�)jp d� (s) ;

= lim
n!1

1

2�

Z ��T �n;2 �ei����2 d� (�) ;
= D2 (�; 0)

2 ;

= Dp (�; 0)
p ;

Par conséquent

lim
n!1

sup

Pn;pYn


p;�

� Dp (�;  (�)) = �p (�; �) :

D�autre part, en utilisant l�inégalité de Jensen
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1

2�

Z
C

����Rmn (�)

Ymn (�)

����p d� (s) =
1

2�

Z 2�

0

Pn;p
�
'
�
ei�
��

Yn (' (ei�))


p

d� (�) ;

� 1

2�

Z 2�

0

Pn;p
�
'
�
ei�
��

Yn (' (ei�))


p

�� (�) d�;

� 1

2�

Z 2�

0

Pn;p
�
'
�
ei�
��

Yn (' (ei�))


p

�� (�) d;

� exp

(
1

2�

Z 2�

0

log

�����Pn;p
�
'
�
ei�
��

Yn (' (ei�))

����� d�
)
exp

�
1

2�

Z 2�

0

log �� (�) d�

�
;

�
����Pn;p (' (0))Yn (' (0))

����Dp (�; 0)
p = Dp (�; 0)

p ;

plus, (3.2) nous obtenons

lim
n!1

Pn;pYn


p;�

= Dp (�;  (�)) :

Théorème 3.11.

Pour 0 < p <1, les énoncés suivants sont équivalents

i) � satisfait la condition de Szegö.

ii) La limite suivante existe et est positive

lim
n!1

�np > 0:

iii) Il existe une fonction S(x) régulière dans B avec S(�) = 1 et jjSjjp;� <1, tel que

lim
n!1

pnp (x)Yn (x)
� S (x)


p;�

= 0:

iv) Il existe une fonction Tn;p(x) régulière dans B tels que véri�e uniformément sur
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chaque sous ensemble compact de B

lim
n!1

pnp (x)

Yn (x) pnpYnx

 = Tn;p (x)

Par ailleurs, si i) est véri�é

lim
n!1

�np = �p(�; �); S (x) =
�p(�; �)

�p(�; x)
; et Tn;p (x) =

1

�p(�; x)
:

Preuve

Les preuves i)=)ii). Voire le théorème 3:1.

i)=)iii). Nous considérons la fonction

hn (z) =
Pn;p (' (z))Dp (�; z)

Yn (' (z))Dp (�; 0)
;

qui est régulière dans D et hn(0) = 1. À partir de i)=)ii) et jDp(�; e
i�)jp = ��(�), nous

avons lim
n!1

�
1

2�

Z 2�

0

��hn �ei����p d�� = 1:
Ensuite, nous appliquons le théorème 2:2:

lim
n!1

�
1

2�

Z 2�

0

��hn �ei��� 1��p d�� = 0;
donc

lim
n!1

(
1

2�

Z 2�

0

�����Pn;p
�
'
�
ei�
��
Dp

�
�; ei�

�
Yn (' (ei�))Dp (�; 0)

� 1
�����
p

d� = 0

)
;

lim
n!1

(
1

2�

Z 2�

0

�����Pn;p
�
'
�
ei�
��

Yn (' (ei�))
� Dp (�; 0)

Dp (�; ei�)

�����
p

�� (�) d� = 0

)
:

Par conséquent, en utilisant (3:4) et le théorème 3:1, nous avons

lim
n!1

(
1

2�

Z 2�

0

�����Pn;p
�
'
�
ei�
��

Yn (' (ei�))
� Dp (�; 0)

Dp (�; ei�)

�����
p

d� (�) = 0

)
;
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et c�est la même chose que iii), où

S (x) =
�p�; �)

�p�; x)

iii))i). Il résulte de la relation

lim inf
n!1

Pn;pYn
�  


p

= 0;

où  (�) est telle que jj jjp 6= 0.

En fait, à partir de (3:5), il s�ensuit qu�il existe une suite fn�g tel que

lim
!1

Pn ;pYn
�  


p

= 0:

Si i) n�est pas véri�é, à partir de ii)

lim
!1

Pn ;pYn

 = 0;
et nous obtenons jj jjp = 0, ce qui est contradictoire

iii)=)iv). La suite de fonctions fhng comme dans (3:3) satisfait l�hypothèse du théorème

2:2, uniformément sur chaque sous ensemble compacte de B. Comme i) est équivalent à

iii) d�après le théorème 3:1, nous avons

lim
n!1

Pn ;p (x)

Yn (x)Pn ;p (x)Yn (x)


p

=
1

Dp (�;  (x))
;
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iv)=)i). à partir iv) et le théorème 3:1, nous avons

lim
n!1

Pn ;p (x)

Yn (x)Pn ;p (x)Yn (x)


p

� Tn;p (�)�
1

�p(�; �)
<1:

Mais ceci est vrai si et seulement si i) est véri�é.

3.4.2 Théorème de densité

Dans cette section, nous donnons un théorème de densité qui peut être vu comme

une «application» du théorème principal. On introduit la notation suivante :

Rn;k =

�
h

Yn
: degree h < n� k

�
:

Théorème 3.12.

Soit �� une mesure en C continue absolument par rapport à la mesure de Lebesgue,

et qui satisfait la condition Szegö, alors les énoncés suivants sont équivalents :

i) Pour chaque j 2 Z+; lim
n!1

Pn;n�j;;pYn


p;��

= �p(��; �);

où Pn;n�j;p désigne un polynôme extrémal, avec Pn;n�j;p(�) = 1; c�est-à-dire

lim
n!1

Pn;n�j;;pYn


p;��

= min

�Qn�jYn

 : Qn�j 2 �n�jQn�j (�) = 1

�
:

ii) Pour chaque k 2 Z+; Rn;k est dense dans Hp(��).

Preuve

ii)=)i) Ici, nous utilisons la même technique que dans la preuve du théorème 3:1. A

partir de Szegö ([29]), le résultat est vrai pour Tn�k;2,

donc

lim
n!1

T �n�k;22 = D2 (�; 0)
2 :
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Soit �n�k (x) =
�
T �n�k;2 ( (x))

�20p
qui est analytique dans �B comme le Zéros deT �n�k;2 se

trouvent dans fjzj > 1g, et à partir de ii) il existe une suite de polynômes fRm(n)�kg de

degré m(n)�k tel que

lim
n!1

sup
�2C

����Rmn�k (�)

Ymn (�)
� �n�k (�)

���� = 0;
et la convergence est uniforme dans B. Alors,

a) lim
n!1

Rmn�k (�) = 1:

b) lim
n!1

Rmn�k

Ymn

p
p;�n

= �p(��; �)
p:

Étant donné � � N une suite d�index, à partir de ii) on observe que la suite fmng

peut être choisi dans �, alors i) résulte de a) et b).

i)=)ii). On posei; j 2 Z+, à l�aide de i) et le théorème 2:2, nous avons

Pn;n�(i+j);p (�)

Yn (�)
! �p(��; �)

�p(��; �)
;

dans Lp (C; ��) ainsi

� iPn;n�(i+j);p (�)

Yn (�)
! � i

�p(��; �)

�p(��; �)
;

dans Hp(C; ��):

puisque

Hp(C; ��) = Hp (C)
�p(��; �)

�p(��; �)
et Hp (C) est la fermeture des polynômes dans Lp (C) ;

Rn;j satisfait .ii).
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3.5 Conclusion

Dans ce travail nous avans présenté l�un des problèmes fondamentaux de la théorie des

polynômes orthogonaux ou Lp� extrémaux est celui de leur comportement asymptotique

quands n ! 1: Parmi les méthodes actuelles utilisées pour résoudre ces problèmes on

peut citer celles se basant sur l�étude approfondie de problèmes extrémaux dans des

espaces de Hardy de fonctions holomorphes et sur la théorie du potentiel logarithmique

complexe.

Ce problème dépend essentiellement de la mesure � et de son support F :

Nous avons traité le problème dans le cas particulier p = 2 sur le cercle avec une

fonction poids assez générale, ce problème a été étudié par plusieurs auteurs. D�autres

mathématiciens ont précédé Szegö come Mehler, Heine, Darboux, Adammo¤, mais

chacun s�est penché sur une classe particulière de polynômes orthogonaux sans élaboré

une méthode générale de résolution. Il faut noter que la méthode de Szegö est à la

base de l�étude du comportement asymptotique des polynômes orthogonaux associés à

des mesures concentrées sur des ensembles autres que le cercle (un contour de Jordan

récti�able, un contour de Jordan récti�able plus une partie discrète ou �nie in�nie, un

Système de contours et arcs plus une partie discrète �nie ou in�nie).tel qu�il a introduit de

nouvelles idées pour véri�er les conditions imposées sur les mesures utilisées. La méthode

dans le cas du contour reste encore à vèri�er ;
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