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Introduction générale

1

Introduction généraleLe phénomène de l'interaction dynamique entre une dalle de roulement et unvéhicule mobile est très complexe dans la réalité car plusieurs facteurs entre en jeu. Lesfacteurs les plus importants intervenant dans cette interaction dynamique sont : la dalle deroulement du pont, le véhicule comme source d'excitation et l’état de la chaussée commeinterface entre le véhicule et la dalle de roulement du pont. C’est un sujet d'extrêmeimportance qui a fait l'objet de réflexion auparavant et continu d'être d'actualité, vu lenombre d’ouvrages réalisés, l’augmentation du trafic routier et le tonnage par essieu.Les véhicules traversant les dalles de roulement des ponts à grande vitesse peuventengendrer des effets dynamiques importants. Ces effets doivent être étudiés en simulanteffectivement les réponses dynamiques des dalles de roulement des ponts et des véhicules.Dans ce contexte, nous présentons une modélisation vibratoire d’une dalle deroulement d'un pont routier à une seule travée sollicitée par un chargement mobile.Dans le premier chapitre, nous avons fait une étude bibliographique sur lephénomène d’interaction dynamique entre les dalles de roulement et les véhicules mobiles,l’amplification dynamique et les différents modèles mathématiques et méthodes utiliséspour la modélisation et la résolution du système dalle-véhicule-rugosité.Au deuxième chapitre, on a simulé les vibrations d’une dalle de roulement lorsqu’elleest soumise à l’action d’un véhicule mobile. Ce dernier est modélisé simplement par desforces mobiles judicieusement décrites à l’aide de l’opérateur de Dirac faisant intervenir lavitesse de roulement. La dalle est modélisée par une plaque rectangulaire mince isotrope àune  seule travée. Les équations du mouvement sont résolues par projection modale. Lecalcul des fréquences et des modes propres de la dalle et donc indispensable pour étudierles vibrations forcées. La résolution de l’équation modale est obtenue analytiquement pourplusieurs types de forces mobiles en utilisant la méthode de convolution : (intégrale deDuhamel).Au troisième chapitre, les vibrations de la dalle de roulement sont dues au transfertd’une quantité de mouvement communiquée par une ou plusieurs masses mobiles.L’objectif majeur est d’étudier l’effet d’inertie des masses sur la réponse dynamique de ladalle. La résolution de l’équation différentielle du mouvement de la dalle s’effectue parprojection modale. Le système d’équation modale obtenue est intégré numériquement parla méthode de Newmark (résolution semi-analytique).Au quatrième chapitre, les vibrations de la dalle de roulement sont dues à un véhiculemobile avec la prise en considération de l’état de la chaussée. Le véhicule est modélisé parplusieurs modèles dynamiques mobiles à plusieurs degrés de liberté à deux ou troisdimensions. Le profil de la chaussée est modélisé par une Densité Spectrale de Puissance. Laméthode modale est utilisée pour résoudre l’équation du mouvement de la dalle deroulement. Les équations du mouvement couplées sont intégrées numériquement par laméthode de Newmark. Un algorithme de résolution, d’une manière découplé, avec unprocessus de calcul itératif est présenté.Le cinquième chapitre est consacré à la validation et l’interprétation des résultatsdes chapitres deux, trois et quatre.Finalement, nous terminons ce mémoire par une conclusion générale sur cette étude.



Chapitre 1

Synthèse bibliographique

1.1. IntroductionLe problème d’interaction dynamique entre les dalles de roulement et les véhiculesen mouvement représente une branche particulière de la dynamique des structures.C’est un problème couplé non linéaire.Du point de vue historique, le problème de charges mobiles a été étudié pour lapremière fois en 19ème siècle en particulier les travaux de Willis [1] et Stokes [2]. Dansces travaux, l'effet de l'inertie de la poutre a été négligé, et le véhicule est modélisé parune masse concentrée qui ce déplace à une vitesse constante. Une solution exacte estobtenue mais son applicabilité reste très limitée à cause de l’absence de l’effet d’inertiede la poutre qui est très important dans ce type de problèmes. Néanmoins, lescontributions de Stokes et Willis sont considérées comme historique, car ils sont parmiles premiers à porter le problème des impacts de véhicules à la conception des ponts.L'autre cas extrême, c.-à-d. ; lorsque la masse mobile est petite devant la masse de lapoutre ; a été initialement étudié pour une poutre simplement appuyée excitée par uneforce concentrée constante mobile par A.N. Krylov [3] en utilisant la méthode modale, etpar S.P. Timoshenko [4]. A.N. Lowan [5] et N.G. Bondar [6] ont résolu le même problèmeà l'aide des fonctions de Green et les équations intégrales, respectivement. S.P.Timoshenko [7] attribua également la solution au problème des effets d'une forceharmonique mobile à une vitesse constante pour étudier les effets du contrepoids sur lesroues motrices d’une locomotive.Le problème impliquant à la fois la masse de la charge mobile et la masse de lapoutre est plus compliqué que le cas précédent. Il a été résolu pour la première fois parH. Saller [8], puis par H.H. Jeffcott [9], dont les méthodes itératives deviennentdivergentes dans certains cas, et par H. Steuding [10]. Une méthode satisfaisante (lacharge mobile est exprimée à l’aide d’une série de Fourier) a été présentée par A.Schailenkamp [11]. M .V. Muehnikov [12] et M.Y. Ryazanova [13] ont appliqué auproblème, la méthode des équations intégrales. J. Naleszkiewiez [14] a utilisé la méthodeGalerkin. V.V. Bolotin [15], utilisa la méthode approximative de solutions asymptotiquesquadratures….
1.2. Nature des vibrations sur les dalles de roulement générées par les

véhiculesLa compréhension du phénomène d’interaction dynamique dalles deroulement/véhicules revient à bien détailler la représentation de la charge qui s’exercesur la dalle par le véhicule et réciproquement.En premier lieu, la situation où un véhicule mobile représenté par une forceconstante traverse une poutre simple à une vitesse constante v est considérée. La poutreest caractérisée par la portée, la rigidité, l’amortissement et la masse linéaire. À chaqueinstant t la force mobile se trouve à l'abscisse x = vt le long de la poutre et provoque une



déformée différente. Pour passer d'un état déformé à un autre durant un intervalle detemps ∆t, chaque élément infinitésimal de la poutre subit une accélération. En plus desforces élastiques, la poutre est donc sollicitée par des forces d'inertie et des forcesd'amortissement. Les forces d'inertie causent des oscillations de la poutre qui, après lepassage de la force mobile, retrouve peu à peu sa position de repos par l'entremise desforces d'amortissement.La situation décrite correspond au cas où la masse du véhicule traversant la dalle deroulement est très faible en regard de la masse de la poutre. Dans le cas contraire, leseffets d'inertie liés à la masse mobile doivent être prisent en compte. Cette massemobile, lors de son parcours sur la poutre, modifie les propriétés vibratoires de lastructure. Les modes et les fréquences de vibration du système en régime forcé varientdurant le passage de la masse mobile [16].Supposons maintenant qu’un véhicule traverse une dalle de roulement avec unevitesse constante et qu’il reste, par hypothèse, en contact permanent avec la chaussée.Au fur à mesure que le véhicule progresse sur la dalle, cette dernière subit unedéformation différente. Ceci provoque un déplacement relatif des extrémités desressorts et des amortisseurs du véhicule, et par la suite l’amplitude de la chargedéveloppée sous chaque pneu est modifiée. Sous ces nouvelles sollicitations, la dalle deroulement se déforme de nouveau et occupe une autre forme d’équilibre dynamique et,elle modifie de nouveau l’amplitude de la charge sous chaque pneu, et ainsi de suite. Ceprocessus d’ajustement successif se poursuit jusqu’à ce que le véhicule quittecomplètement la dalle de roulement. Les vibrations de cette dernière poursuivent etsont amorties progressivement à cause de l’amortissement de la dalle [17].La situation réelle est similaire à celle décrite ci-dessus avec, en plus, d'autressources d'excitation pouvant affecter la vibration du véhicule. Les irrégularités dans leprofil de la chaussée, les conditions initiales de vibration des véhicules conditionnéespar l'état de la chaussée à l'approche de la dalle de roulement, la présence d'autresvéhicules simultanément sur la dalle de roulement et les forces causées parl'accélération, le freinage ou l'action du vent sont des facteurs qui génèrent une variationde l'intensité des charges appliquées sur la dalle de roulement. Lors du bondissement dela dalle de roulement, ces facteurs influencent le mouvement du véhicule et conduisentla structure à se déformer. Dans ce contexte, le véhicule et la dalle de roulement sontconsidérés comme deux systèmes vibratoires couplés [16].Les explications fournies dans les paragraphes précédents montrent que leséléments qui entrent en jeu sont nombreux. Les paramètres intervenant dansl'interaction dynamique dalle de roulement/véhicule sont décrits dans le but d'apporterdes précisions nécessaires à la compréhension du phénomène vibratoire.

1.3. Définition du Facteur d’Amplification Dynamique



Le Facteur d’Amplification Dynamique (FAD) est un paramètre très important dansl’analyse et la conception des dalles de roulement des ponts routiers. C’est une valeurqui majore les effets statiques d'une dalle de roulement causés par la charge statiqued'un véhicule mobile, pour tenir compte des effets dynamiques provoqués par le passagede ce même véhicule. Cette définition est quelque peut différente selon les auteurs et lespays. L’Amplification Dynamique résultant du passage d’un véhicule sur une dalle deroulement est donnée par :
dyn sta

sta

R R
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Où dynR est la réponse dynamique maximum (déplacement, effort tranchant, momentfléchissant, …), staR est la réponse statique maximum.Le facteur 1+AD représente le FAD qui est le rapport entre la réponse dynamique surla réponse statique :
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La notion du facteur d'Impact ou d'incrément dynamique exprimé en pour-cent estégalement utilisée dans la littérature :
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 Des divergences plus marquées existent dans la définition des FAD calculésexpérimentalement par enregistrement des réponses statique et dynamiques à l’aide desjauges [18]. La réponse statique utilisée pour définir le FAD est, dans certain cas, celleobtenue à l'instant tdyn où la réponse dynamique maximale est obtenue ou encore àl'instant tsta où la réponse statique maximale est obtenue. Les réponses maximalesstatiques et dynamiques ne surviennent généralement pas pour une même position de lacharge (Fig. 1.1).



Figure 1.1 : Réponses statique et dynamique
1.4. Importance du Facteur d’Amplification DynamiqueLe Facteur d’Amplification Dynamique est un paramètre très important pourl’analyse et la conception des dalles de roulement des ponts routiers. On peut résumerleur importance dans les points suivants :

 Présenter les effets dynamiques dans les dalles de roulement qui sontprovoqués par le passage des véhicules. Ces effets sont déterminés parrapport à une référence statique,
 Déterminer la sensibilité des dalles de roulement aux sollicitationsdynamiques provoquées par le trafic routier,
 Définir les endroits jugés important sur les dalles de roulement selon unchargement donné,
 Déterminer quelles sont les types des dalles de roulement les plus sensiblesaux sollicitations dynamiques.

1.5. Fréquence de passage et paramètre de vitesseLa première fréquence de passage est définie comme étant la fréquence decirculation d’un mobile à une vitesse constante v sur une dalle de longueur L. cettefréquence s’exprime par [19]:
1

v

L


 Le paramètre de vitesse S, utilisé pour exprimer la réponse de l’interactiondynamique dalle de roulement / véhicule, est défini comme étant le rapport de lafréquence de circulation (d'excitation) du véhicule mobile et la première fréquencepropre de la dalle 1 [20]:

 1

v
S

L




La première vitesse critique de passage d’un véhicule sur une dalle de roulementc’est la vitesse qui correspond au maximum de déplacement verticale de la dalle. Elle estdéterminée en égalisant la première fréquence de passage à la première fréquencepropre de la structure Ω1= 1, avec 1=2 f1. Dans ce cas, la première vitesse critiques’écrit alors :
1, 12crv Lf

1.6. Modèles mathématiques de véhicules mobilesLes modèles de véhicule se distinguent principalement par le type d'analyse (0, 1, 2ou 3 dimensions), par le nombre de degrés de liberté, par la disposition des masses etpar les lois de comportement des suspensions et des pneus. Dans le cas où le véhiculemobile est modélisé simplement par une force ou par une masse mobile, le modèle devéhicule ne possède aucune dimension (zéro degré de liberté). Les modèles sont décritsen considérant un ordre croissant des degrés de liberté.
1.6.1. Modèles de véhicules unidimensionnels
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Le modèle de véhicule de la figure 1.2 est composé d’une seule masse mobile mv liéepar un ressort kp1 et en parallèle un amortisseur visqueux cp1. C'est le modèle le plussimple qui peut être employé pour étudier l'interaction dynamique entre le véhiculemobile et la dalle de roulement. Le seul degré de liberté correspondant au déplacementverticale zG de la masse du véhicule mv.
Figure 1.2 : Modèle de véhicule unidimensionnel à un degré de liberté.

Le véhicule de la figure 1.3 est composé de deuxmasses m1 et mv , deux ressort kp1 et ks1 et deuxamortisseurs visqueux cp1 et cs1. Ce modèle est à deuxdegrés de liberté correspondant au déplacementverticale zG de la masse du véhicule mv et z1 correspondau déplacement vertical de la masse des roues avecessieux.
Figure 1.3 : Modèle de véhicule unidimensionnel à deux degrés de liberté.

1.6.2. Modèles de véhicules bidimensionnelsLe  modèle à deux degrés de liberté permet de distinguer le châssis du véhicule(figure 1.4). Ce dernier est considéré comme un corps rigide posé sur deux ressorts
1 2,p pk k avec, en parallèle, deux amortisseurs visqueux 1 2,p pc c . D'autres auteurs ontamélioré ce modèle en suspendant un corps rigide sur deux essieux dont les masses sontindépendantes du corps rigide et où les suspensions et les pneus sont représentés. Lesystème forme un modèle de véhicule à 4 degrés de liberté (fig. 1.5) qui sont :

,Gz  : Correspondant au bondissement et au tangage du corps rigiderespectivement.
1 2,z z : Correspondant aux déplacements verticaux des masses des roues ave essieux

m1 et m2 respectivement.
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Figure 1.4 : Modèle bidimensionnel à 2 D.D.L
Figure 1.5 : Modèle bidimensionnel  à 4D.D.LDans la plupart des modèles des véhicules, les essieux tandem d’un camion sontconsidérés indépendants les uns des autres, bien que ces configurations d’essieux soientconçues avec des éléments de liaison pour répartir les charges entre les essieux.Plusieurs configurations d'essieux tandem  existent pour équiper les camionssimples. Deux types avec des suspensions à lames d’acier sont retenus pour le camionsimple à trois essieux. Pour le premier type d'essieux tandem (Fig. 1.6), le pivot sedéplace essentiellement verticalement par rapport au châssis du véhicule et cemouvement dépend de la flexibilité de la suspension. Dans ce le modèle, ce point est liéau corps du véhicule par un ressort représentant la suspension à laquelle unamortisseur visqueux est ajouté en parallèle. Les essieux du tandem de masse mi sontattachés à chacune des extrémités de la poutre pivotante dont la masse est confondue àcelle des essieux. Les pneus des roues de chaque essieu sont modélisés, par un montageen parallèle d'un ressort et d'un amortisseur  visqueux.

Figure 1.6 : Premier modèle de camion à trois essieux à 5 DDL.
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Dans le deuxième type d'essieux tandem (Fig. 1.7), la suspension et la liaisonconstituent un seul élément aux extrémités duquel sont fixés les axes. Le mouvement dechaque essieu par rapport au châssis est un mouvement de rotation sans déformationautour du pivot. La rotation de l'ensemble est représentée par le mouvement d'unebarre pivotante infiniment rigide de masse mL attachée à l'extrémité du corps rigide duvéhicule. La flexion de chacun des porte-à-faux formant la suspension est modélisée parun ressort et un amortisseur visqueux liés à chaque extrémité de la barre pivotante etaux masses mi indépendantes des deux essieux. Comme dans le modèle précédent, lespneus des roues de chaque essieu sont représentés par un ressort et un amortisseurvisqueux mis en parallèle.

Figure 1.7 : Deuxième modèle de camion à trois essieux à 6 DDL.
1.6.3. Modèles de véhicules tridimensionnelsLe modèle de véhicule tridimensionnelle de la figure 1.8 est à sept degrés de liberté[16,17]. Il est constitué du châssis considéré comme un corps rigide de masse mv , posésur des suspensions viscoélastiques. Le système de  suspension est constitué par unesérie de ressorts et d’amortisseurs. Les masses mi représentent la masse des roues avecessieux. Les pneus sont modélisés par une combinaison en parallèle d’un ressort et d’unamortisseur visqueux. Les déplacements verticaux du corps du véhicule sont décrits partrois variables correspondants au déplacement vertical (bondissement) ZG , rotationautour de l’axe transversal (tangage) θ et rotation autour de l'axe longitudinal (roulis) α.Le déplacement vertical de chaque masse mi est exprimé par les variables Zi où i = 1 à 4.
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Vue de profil du modèle de véhicule Vue de face avant du modèle devéhicule
Figure 1.8 : Modèle de véhicule tridimensionnel à 7 degrés de liberté.

1.7. Modèle mathématique du profil de la chausséeLe profil de la chaussée est un élément d'un grand intérêt pour l'étude ducomportement dynamique d'une dalle de roulement. On distingue le profil statique quireprésente les irrégularités de la chaussée en fonction de la position et le profildynamique qui correspond aux déflexions causées par les charges appliquées sur lepont. Le profil statique est déterminé par le profil le long de la route auquel sontsuperposée les dénivellations aux appuis, les tassements différentiels des fondations oules défauts d'alignement des travées, etc. Les irrégularités du profil statique de lachaussée ont pour effet d'induire et d'entretenir les oscillations de la charge sur lesystème de suspension du véhicule. Le profil statique de la chaussée est modélisé parune fonction aléatoire r(xk) [16] :
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Où Ar est un coefficient de rugosité spectral qui caractérise l’état de la haussée, ωs0 est lapulsation de discontinuité (ωs0 = 1/2π), ωsi est le nombre  d’onde (ωsi = 2π i/Lc), cL est lalongueur d’échantillonnage en général égale à 2l (l est la longueur de la dalle du pont), Nest le nombre de points de discrétisation fréquentielle, npc est le nombre de points decontact, θi est un variable aléatoire qui varie entre 0 et 2π.
1.8. Méthodes de résolutions de problèmes d’interaction dynamique
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Il y a deux méthodes de simuler l'interaction dynamique entre une dalle deroulement et un véhicule mobile (Fig.1.10) [17]. La première est basée sur une méthodeitérative découplée, dans laquelle chaque système d’équations de mouvement pour ladalle de roulement et pour  le véhicule est résolu séparément et un processus de calculitératif à chaque pas de temps est nécessaire pour chercher l'équilibre dynamique entrela dalle de roulement et les pneus du véhicule. La deuxième méthode consiste à couplerles équations du mouvement du véhicule avec ceux de la dalle de roulement et deconstruire ainsi un super-système  d’équations. La solution est obtenue à chaque pas dutemps sans aucune itération. Cette méthode présente des avantages et desinconvénients. Parmi les avantages, on peut citer : le temps de calcul est réduit encomparaison avec la méthode itérative découplée; mise en place numérique facile;mémoire de stockage réduite; aucune factorisation de la matrice globale; aucuneitération dans le procédé de calcul. Cependant, les principaux inconvénients sont : laprojection modale dans le sous-espace est indispensable, et si les haute fréquences de ladalle de roulement participent dans la réponse, ceci créera un problème dans la réponsedynamique; cette méthode est bien adaptée seulement pour un nombre de véhiculesmoins important présentant en même temps sur la dalle (cette remarque s'appliqueégalement à la méthode itérative découplée).
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Figure 1.10 : Différentes procédures pour la résolution des problèmes d’interaction dynamiquedalle de roulement/véhicule.

Méthode couplée (super-système dalle/véhicule) Méthode découplée (chaquesystème dynamique de la dalleet du véhicule est résoluséparément)
Méthode de résolution :méthode de différences finiessans itérations Méthode de résolution :méthode implicite de Newmarkpour chaque  système avec unprocessus itératif

Convergence sans itérations ;pas de temps t est très petit Convergence dans 2 ou 3itérations ; pas de temps t estlarge
Solutions pour les degrés deliberté dalle de roulement etvéhicule



Chapitre 2

Vibration d’une dalle de roulement sous la sollicitation des
forces mobiles

2.1. IntroductionLe but de ce chapitre est de simuler les vibrations d’une dalle de roulementlorsqu’elle est soumise à l’action d’un véhicule modélisé simplement par des forcesmobiles. La dalle est modélisée par une plaque rectangulaire mince isotrope à unetravée, simplement supportée sur deux bords et libre sur les deux autres bords. Lesvibrations de cette dernière, sont régies par une équation différentielle aux dérivéespartielle du 4eme ordre, que l’on résoudre par projection modale. Le calcul desfréquences et des modes propres de la dalle et donc indispensable. La résolution del’équation modale obtenue pour plusieurs types de forces mobiles s’effectue par laméthode de convolution (intégrale de Duhamel).
2.2. Equation du mouvementConsidérons une plaque mince rectangulaire, de longueur l, de largeur b et dépaisseurs h, (fig.2.1), excitée par une charge F(x, y, t). Sur la base des hypothèsessimplificatrices de Kirchhoff adoptées pour les plaques minces, l’équation dumouvement de la plaque s’écrit :
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           (2.1)Dans l’équation (2.1), w(x, y, t) est le déplacement vertical de la plaque,  est la massevolumique de la plaque, c et l’amortissement visqueux de la plaque,
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 est larigidité en flexion de la plaque (E : module de Young,  : rapport de Poisson).

Figure 2.1 : Dalle de roulement à une travée sollicitée par une force mobile.
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2.3. Fréquences et modes propres de la dalle de roulementLe calcul des fréquences et des modes propres de la dalle de roulement estindispensable pour calculer la réponse dynamique en vibration forcées. Pour déterminerles fréquences et les modes propres de la dalle, considérons l’équation du mouvementhomogène suivante :
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(2.2)
En vibrations libres harmoniques, le déplacement vertical de la dalle, dans la basemodale s’écrit :
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 (2.3)Dans l’expression (2.3), ija sont les amplitudes modales, ),( yxij sont les modes propresde la dalle, ij sont les fréquences propres de la dalle et 1k .Remplaçons l’expression (2.3) dans l’équation (2.2), après regroupement l’équationspatiale à résoudre s’écrit alors (le terme entre parenthèse doit être nul):
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  est un paramètre de fréquences.La dalle est simplement appuyée sur les bords x = 0 et x = Ɩ, et libres sur les bords y =0 et y = b. Donc on ne peut pas avoir une solution analytique pour les modes propres (éq.2.4). Pour cella, les modes propres selon x sont considérés comme ceux d’une poutre surdeux appuis simples φi(x) et selon y, sont exprimés par une fonction hij (y) qui doitvérifiée les conditions aux limites aux bords libre. La solution de (2.4) peut se mettresous la forme :
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 sin)( sont les modes propres d’une poutre sur deux appuis simples.Remplaçons (2.5) dans (2.4), on obtient :
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 (2.6)
Pour déterminer la fonction hij (y), on résout l’équation différentielle ordinaire duquatrième ordre suivante :
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La forme générale de la solution de l’équation (2.7) est :
( ) ijs y

ij ijh y A e (2.8)Remplaçons (2.8) dans (2.7), on obtient :
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(2.9)Les racines de (2.9) sont :
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(2.10.2)Remplaçons (2.10) dans (2.8)
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4321)(   (2.11)Avec A1, A2, A3 et A4 sont des constantes d’intégration. Les fonctions exponentiellespeuvent être remplacées par les fonctions trigonométriques et hyperboliques :
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ij ije r y k r y   (2.12.2)Remplaçons (2.12) dans (2.11), après factorisation on obtient :

2 2 1 1( ) sin( ) cos( ) ( ) ( )ij ij ij ij ij ij ij ij ijh y C r y D r y E sh r y F ch r y    (2.13)Où Cij , Dij , Eij et Fij sont des constantes d’intégrations déterminées par l’application desconditions aux limites aux bords libres de la dalle.Sur les bords libres de la dalle, le moment fléchissant et l’effort tranchant son nul,alors :Sur le bord y = 0 :
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 (2.14.2)Sur le bord y = b :
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(2.14.4)En tenant en couple des expressions (2.3) et (2.5), les conditions aux limites(2.14) s’écrivent :
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(2.15.4)En appliquant maintenant les conditions aux limites (2.15) à l’expression (2.13), onobtient le système suivant :
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 (3.17.4)On peut simplifier le système (2.16) en normalisant la première constante Cij à 1. Onaura donc 4 équations avec 3 inconnus. On choisit 3 équations parmi les quartes :
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D’où on obtient les constantes Dij , Eij , et Fij :
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  (2.19.3)Pour déterminer les fréquences propres de la dalle, il faut que le déterminant de lamatrice du système (2.16) soit nul d’où l’équation aux fréquences :
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2 1 2 12 cos( ) ( ) 1 sin( ) ( ) 0ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ijr b ch r b r b sh r b                (2.20)La résolution de l’équation aux fréquences (2.20) nécessite un traitementinformatique. Pour chaque indice i, on détermine une infinité de solutions pour j . Cetterésolution est effectuée par le logiciel Mathematica.

2.4. Calcul de la réponse dynamique de la dalle de roulement
2.4.1. Cas d’une force constante mobileDans le cas d’une force constante d’amplitude F0 se déplace à une vitesse constanteselon la direction x (voir figure 2.1), la force d’excitation s’écrit :
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F x y t
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(2.21)
Avec x0 = vt représente la distance parcourue par la force selon x et y0 = constante,représente le trajet emprunté par la force.On remplace l’expression (2.21) dans l’équation du mouvement (2.1), on obtient :

   
2 4 4 4

0 0 02 4 2 2 4
 2 ;    0

w w w w w
h c D F x x y y t l v

t t x x y y
  

     
                

(2.22)
Remarque :Quand la force quitte la dalle de roulement, l’excitation devient nulle et on résoudrel’équation (2.22) son second membre (vibrations libres).Pour résoudre l’équation (2.22), on utilise la méthode modale ; très utilisée pour cetype de problème ; pour décomposer le déplacement w (x, y, t) de la manière suivante :
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Avec  yxij , sont les modes propres de la dalle de roulement déjà calculer dans leparagraphe 2.3,  tqij sont les coordonnées modales (coordonnées généralisées) àdéterminer.Remplaçons l’expression (2.23) dans (2.22), puis multiplions cette dernière par
),( yxkl et intégrons sur la surface de la dalle de roulement, nous obtenons :
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lt 0(2.24)On peut bénéficier de l’orthogonalité des modes propres c’est-à-dire :
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Avec ijK , ijM , ijC sont les raideurs, les masses et les amortissement modauxrespectivement, ij sont les facteurs d’amortissement modaux  2ij ij ij ijC M  .Compte tenu des relations d’orthogonalité (2.25), les termes dont i,j  k,ldisparaissent et il reste i,j équation modales découplées :
ij ij ij ij ij ijijM q C q K q F    (2.26)Avec ijF (t) représentent les forces modales :
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Pour déterminer alors le déplacement vertical de la dalle de roulement w (x, y, t), ilsuffit de déterminer les coordonnées modales  tqij par résolutions du systèmedifférentiel ordinaire suivant :
22ij ij ij ij ij ij ijijq q q F M      ; v

lt 0 (2.27)Pour le cas où t > l v , on ressoude le système (2.27) en vibration libre :



22 0ij ij ij ij ijijq q q     (2.28)En utilisant la méthode de convolution (voir annexe 1), le système d’équationsmodales (2.27 et 2.28) admet comme solutions :
Solution en vibrations forcées :
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 (2.29)
Avec 

2
1

ijijij  sont les pulsations propres amorties.
Solution en vibrations libres :
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Remplaçons (2.5) dans (2.3)  avec ( ) sini
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, l’expression (2.29) devient :
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(2.31)
Avec :
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 .Pour simplifier l’intégrale de l’expression (2.31), nous utilisons la relationtrigonométrique suivante :
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 (2.33)
Avec les intégrales ijI1 et ijI 2 sont faciles à calculer (voir annexe 2) :
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(2.34.2)

2.4.2 Cas d’un convoi de forces constantes mobilesC’est une généralisation du cas d’une force constante mobile. Dans ce cas (fig.2.3), laforce d’excitation s’écrit :
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kF et 1kF .Remarque : si 0 kxl , la force 0kF .

Figure 2.3 : dalle de roulement sous la sollicitation d’un convoi de forces   mobilesLa force modale s’écrit alors :
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Remplaçons cette dernière expression dans le système d’équations modales (2.27), onobtient :
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      (2.37)La solution de (2.37) a la même forme que celle de (2.27), elle est obtenue ensuperposons les solutions de toutes les forces de la manière suivante :
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Avec ( )ij kq t est la réponse forcée de la dalle due à l’excitation kF , et )( kij t est la réponseen vibrations libres quand kF quitte la dalle de roulement :
 Pour lxk 0 :
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2.4.3 Cas de deux convois de forces constantes mobilesDans le cas de deux convois de force (fig.2.4), la force d’excitation s’écrit :
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Figure 2.4 : Dalle de roulement sous la sollicitions de deux convois de forces    mobiles.Dans ce cas, la force modale s’écrit :
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),((2.43)On remplace (2.43) dans (2.27), l’équation modale prend la forme (2.44) :
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Avec )( kij tq est la réponse forcée de la dalle due à l’excitation 1kF et 2kF , )( kij t est laréponse en vibrations libres due à la sortie des deux forces 1kF et 2kF de la dalle.Remarque : La solution de (2.44) a la même forme (2.37).
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(2.45).
 Pour lxk  ; )( kij t sont données dans l’expression (2.41).



Chapitre 3

Vibrations d’une dalle de roulement sous la sollicitation des
masses mobiles

3.1.  IntroductionContrairement au chapitre 2, les vibrations de la dalle de roulement sont dues autransfert d’une quantité de mouvement communiquée par une ou plusieurs massesmobiles. L’objectif est d’étudier l’effet d’inertie des masses sur la réponse dynamique dela dalle. La résolution de l’équation différentielle du mouvement de la dalle s’effectue parprojection modale. Le système d’équation modale obtenue est intégré numériquementpar la méthode de Newmark (résolution semi-analytique).
3.2. Calcul de la réponse dynamique de la dalle de roulement

3.2.1 Cas d’une masse mobileDans le cas d’une masse mobile M, qui ce déplace avec une vitesse constante v selon ladirection x , (voir figure 3.1), la force d’excitation s’écrit :
  0 0( ) ( )           pour     0

, ,

0                     pour     >

M g w x x y y t l v
F x y t

t l v

            




(3.1)Avec w est l’accélération verticale de la dalle de roulement évaluée au point de contactdalle/masse mobile, M w représente l’effet d’inertie de la masse.
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Figure 3.1 : Dalle de roulement excitée par une masse mobile

L’accélération verticale au point de contacte dalle/masse s’écrit :
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 (3.2)
L’expression de l’accélération (3.2), projetée dans la base modale (2.23) s’écrit :
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Pour

v

l
t 0 , l’expression de la force modale s’écrit :
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(3.4)
Remplaçons (3.3) dans (3.4), il vient :
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(3.5)Remplaçons (3.5) dans le système d’équations modales (2.26), après regroupement onobtient :
          )(,.,2)(,, 00000000 tqyxyxMvMtqyxyxMM klklijijijijklklijij   



      000000
22 ,)(,, yxMgtqyxyxMM ijklklijijij  (3.6)On pose :
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* ,, yxyxMMM klijijklijijkl  

    * '
0 0 0 02 , ,

klijkl ij ij ij ijkl ijC M Mv x y x y      (3.7)
   * 2 2 ''

0 0 0 0, ,
klijkl ij ij ijkl ijK M M x y x y     

 *
0 0,ij ijP Mg x y On obtient :

          **** PqKqCqM   (3.8)
Avec : 1   pour  , ,

0   pour , ,ijkl

i j k l

i j k l



  Dans le système (3.8), les matrices [M*],[C*] et [K*] sont respectivement, la matrice demasse généralisée, la matrice d’amortissent généralisé et la matrice de rigiditégénéralisée, {P*} est le vecteur de force généralisé.

3.2.2 Cas d’un convoi de masses mobilesC’est une généralisation du cas d’une masse vers plusieurs masses mobiles M1, M2, … Mnm, ou nm représente le nombre de masses mobiles (figure 3.2).
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Figure 3.2 : Dalle de roulement sollicitée par un convoi de masses mobiles.
Dans ce cas la force d’excitation s’écrit :

  1 1 1 0 0, , ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )nmnm nmF x y t M g w x x y y M g w x x y y             
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      (3.9)
Avec kw est l’accélération vertical de la dalle de roulement évaluée au point de contacteentre la dalle et la kème masse mobile. On va avoir donc le même système d’équationsmodales (3.8) mais avec une sommation sur le nombre de masse comme suite :
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(3.10)

3.2.3 Cas de deux convois de masses mobiles



C’est une généralisation du cas de convois de masses mobiles (fig.3.3). Dans cesconditions, la force de sollicitation s’écrit :
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      (3.11)
On va avoir donc le même système d’équations modales (3.8) mais avec une doublesommation sur le nombre de masse comme suite :
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(3.12)

On obtient le même système d’équations modales (3.8), mais avec une doublesommation sur le nombre de masses comme suite :

Figure.3.3 : Dalle de roulement excitée par deux convois de masses mobiles.

Mnm,1

Mk+1,2

11 vtx 
kk vtx 

z

x

y

o

vx

y1
…

lk l1

Mk1 M11

…Mk2Mnm,2 M22 M12
y2 Mk+1,1 M21



3.3. Résolution numérique du système d’équations modalesIl existe plusieurs méthodes d’intégration numérique des équationsdifférentielles ordinaires telles que, la méthode de Runge Kutta d’ordre 2 et d’ordre 4, laméthode de Newmark, etc. Pour résoudre le système d’équations modales (3.8), nousavons utilisé la méthode de Newmark car, c’est une méthode implicite, à pas unique etinconditionnellement stable de précision maximale lorsqu’on utilise l’algorithme del’accélération moyenne (voir annexe 3). Le système d’équations (3.8), au temps tt  ,s’écrit :
           tttttttt PqKqCqM   **** (3.13)En utilisant la méthode de Newmark, le vecteur des vitesses et le vecteur desdéplacements modaux, au temps tt  , s’écrivent (voir annexe 3) :
          tttttt qtqtqq    1 (3.14.1)
           ttttttt qtqtqtqq     22 )(5,0)( (3.14.2)Avec t est le pas du temps d’intégration,  et  sont les paramètres de stabilité de laméthode de new mark (voir annexe 3).Remplaçons les expressions (3.14.1) et (3.14.2) dans l’équation (3.13), aprèsregroupement et factorisation, on obtient :

           tttttttt PqKqCqS   ******  (3.15)Avec :
       *2*** KtCtMS  

       tttt qtqq   1* (3.16)



         ttttt qtqtqq  2* 5,0  

Multiplions (3.15) par   1* S , nous obtenons :
       1 1 1* * * * * * *

t t t t t t t t
q S P S C q S K q

  

   
                      (3.17)Une fois le vecteur des accélérations modales est calculé, on peut calculer les vecteursdes vitesses et déplacements modaux en utilisant les expressions de Newmark (3.14.1)et (3.14.2).

3.4 : Algorithme de résolution : masses mobiles.

 Lecture des données de la dalle de roulement: cEhbl ,,,,,, 
 Lecture des données des masses mobiles: Mkr, k =1, …, nm, r =1,2Calcul préliminaire :
 Calcul de rigidité de flexion : D
 Choix du nombre du mode nécessaires: n, m
 Calcul des fréquences et des  modes propres: ijij  , (x, y)
 Choix des paramètres de stabilité de newmarek : , β
 Calcul des matrices : [M], [C], [K]
 Choix de la vitesse de passage : v
 Choix de la trajectoire des masses : y1, y2

 Choix des conditions initiales      
0 0 0

, ,q q q Pour chaque pas du temps : t = t+∆t

Calcul des positions des masses sur la dalle : xr = vtr

Calcul des modes propres et leurs dérivées aux points de contact k :
ij (xk, yk), ij  (xk, yr), ij  (xk, yk)

Calcul des matrices : [M*], [C*], [K*] et du vecteur {P*}
Résolution par la méthode de Newmark, le système :



             **** PqKqCqM  

Calcul du déplacement vertical de la dalle, des forces de contacte, … etc.



Chapitre 4

Vibrations d’une dalle de roulement sous la sollicitation d’un
véhicule mobile

4.1. IntroductionL’objectif de ce chapitre est d’étudier les vibrations d’une dalle de roulement sous lasollicitation d’un véhicule mobile avec la prise en considération de l’état de la chaussée,c’est-à-dire, d’étudier le phénomène d’interaction dynamique entre une dalle deroulement et un véhicule mobile.Le véhicule est modélisé par : un modèle dynamique à deux dimensions et un seulddl, un modèle dynamique à deux dimensions et deux ddl, un modèle dynamique à deuxdimensions et quatre ddl et finalement, un modèle dynamique à trois dimensions et septddl.Le profil de la chaussée est modélisé par une Densité Spectrale de Puissance (DSP),caractérisée par un coefficient de rugosité et une variable aléatoire.La dalle de roulement est modélisée par une plaque mince isotrope à une seuletravée.Nous avons utilisé la méthode modale pour résoudre l’équation du mouvement de ladalle de roulement. Les équations du mouvement des différents modèles du véhiculesont établies en appliquant le principe de Newton. L'intégration numérique desdifférentes équations du mouvement couplées s’effectue par la  méthode de Newmark.Un algorithme de résolution des équations de mouvement couplées d’une manièredécouplée, avec un processus de calcul itératif, est présenté à la fin de ce chapitre.
4.2. Interaction dynamique dalle-véhiculeL’interaction dynamique entre une dalle de roulement et un véhicule mobile estexpliquée en détaille dans le premier chapitre au paragraphe 1.2. Nous limiterons ici à ladétermination de la force d’interaction entre une roue d’un véhicule et une dalle deroulement.Considérons une roue d’un véhicule mobile sur une dalle de roulement avec la priseen compte des irrégularités de la chaussée (fig.4.1). La force d’interaction au point decontact i est la force d’interaction dans le pneu. Ce dernier est modélisé par un ressortde raideur pik et un amortisseur visqueux de coefficient d’amortissement pic . La masse

im représente la masse de la roue avec essieu, iz est le déplacement vertical de la masse
im , iw et ir sont respectivement le déplacement vertical de la dalle et la rugosité duprofil de la chaussée évalués au point de contact i .



Figure 4.1 : Modélisation de l’interaction dynamique dalle-roue d’un véhicule et évaluations desdéplacements relatifs.
La force d’interaction entre la roue du véhicule et la dalle de roulement au point decontact i est exprimée par (fig. 4.2) :
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(4.1)

Figure 4.2 : Représentation de la force d’interaction à un point de contact i.
4.3. Hypothèse de base de l’interaction dynamique dalle-véhicule
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Les hypothèses qui constituent la base du développement mathématique lors del’étude de l’interaction dynamique entre les dalles de roulement et les véhicules mobilessont :
1- Les pneus du véhicule restent en contact permanent avec la chaussée. Lesdéplacements des points de contact, supposé ponctuel, sont :

)(),,( iiii xrtyxw  (4.2)
2- Le tangage ; c’est-à-dire la rotation v du bloc rigide du véhicule ; est considérépetit :

1cos v ; vv  sin (4.3)
3- Les axes (1,1’) et (2.2’) du véhicule conservent leur orientation par rapport auvéhicule (fig.4.3).
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Figure 4.3 : Position du centre de gravitédu véhicule.
4- Le comportement des amortisseurs du véhicule est linéaire.
5- En plus pour cette étude, la dalle de roulement est supposée isotrope, à une travée,d’épaisseur faible par rapport aux autres dimensions, la théorie des plaques mincesest alors utilisée.

4.4. Modélisation du véhiculePour déterminer les équations du mouvement du modèle de véhicule, on peututiliser les équations de Lagrange, le principe de Newton ou bien le principe des travauxvirtuels. Dans notre cas, nous avons utilisé la loi de Newton qui permet de mieuxcomprendre la distribution des efforts.

4.4.1. Modèle à un degré de liberté
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La figure 4.4, représente une dalle de roulement sollicitée par un véhicule,modélisé simplement par un modèle physique à 1 ddl, qui est le déplacement vertical vzde la masse ponctuel du véhicule vm .

Figure 4.4 : Modèle mathématique dalle-véhicule à 1 ddl.En appliquant la loi d’équilibre dynamique des forces sur la masse vm , on obtient :
1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( )v v p v p v v p pm z c z k z m g k w r c w r         (4.5)Avec :
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4.4.2. Modèle à deux degrés de libertéLa figure 4.5, montre une dalle de roulement à une travée, excité par un modèlede véhicule à deux ddl qui sont, le déplacement vertical du centre de gravité vz(bondissement) du bloc rigide du véhicule de masse vm et la rotation v (tangage) blocrigide autour du centre de gravité G.

Figure .4.5 : Modèle mathématique dalle-véhicule 2 ddl.Les équations du mouvement du modèle de véhicule sont obtenues en utilisant leprincipe d’équilibre dynamique de forces et des moments du bloc rigide (fig. 4.6).
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Figure 4.6 : schéma d’équilibre dynamique des forces et des moments.Les forces d’interaction dalle-véhicule dans les pneus sont :
 int ( ) ( ) ;    1,2iipi pi vi i i pi viF k z w r c z w r i        

 
  (4.7)Les équations du mouvement s’écrivent :

1 2

int int
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2 1

..
int int

2 1 1 1 0vv p p
I a s a sF F    (4.8.2)Remplaçons les expressions (4.4) et (4.7) dans (4.8), après réarrangements etregroupement, on obtient le système suivant :
              intFFZKZCZM gvvvvvv   (4.9)Avec  vM ,  vC ,  vK sont les matrices de masse, d’amortissement et de rigiditérespectivement,  gF est le vecteur des forces de gravité,  intF est le vecteur des forcesd’interaction (annexe 4).

4.4.3 Modèle à quatre degrés de libertéLe modèle de véhicule à 4ddl est présenté sur la figure 4.7. Les ddl sont :
:v Tangage du bloc rigide ;
:vz Bondissement du bloc rigide ;

:, 21 zz Sautillement des essieux de l’avant et de l’arrière respectivement.Avec 1m et 2m sont les masses des roues avec essieux de l’avant et de l’arrièrerespectivement.
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Figure 4.7 : Modèle mathématique dalle/véhicule 4ddl.On peut utiliser le déplacement et la rotation du bloc rigide v , vz ou bien lesdéplacement
1vz et

2vz dans la formulation des équations du moment, le vecteur des ddls’écrit alors :
 vz =  

1 21 2

T

v vz z z z (4.10)La figure 4.8, montre le schéma d’équilibre des forces et des moments du modèle à 4 ddl.

Figure 4.8 : Equilibre dynamique des forces et des moments du modèle de véhicule à 4ddl.
Les forces dans les suspensions du véhicule sont :

  ( ) ;  1,2i vii si i vi sif k z z c z z i      (4.11)
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Les forces d’interactions F p

int

1

et F p

int

2
sont données par l’expression (4.7). Appliquons  leprincipe d’équilibre dynamique pour chaque degré de liberté, on obtient :
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Sous forme matricielle ; les équations (4.13) prenant la forme :
              intFFZKZCZM gvvvvvv   (4.14)Les expressions des différents matrices et vecteurs sont présentées dans l’annexe 4.

4.4.4 Modèle à cept degrés de libertéCe modèle est une extension du modèle  à 4 DDL vers la deuxième dimension(Fig.4.9). La détermination des équations du mouvement de ce modèle se fait de la



même manière que précédemment et ont la même forme (4.14). Les expressions desdifférents matrices et vecteurs sont présentés dans l’annexe 4.

Figure 4.9 : Modèle tridimensionnel du véhicule à 7 D.D.LAvec :
   Tvvvv zzzzzzzZ 3214321 ,,,,,,

 















4222112

2

42

1

12 ;

vvvv

vv
v

vv
v

zbzbazaz

s

zz

s

zz


4.5. Profil de la chaussée
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Le profil de la chaussée est l’interface entre le véhicule et la dalle de roulement. Cetélément joue un rôle important dans l’interaction dynamique entre les dalles deroulement et les véhicules mobiles, car il perturbe le mouvement vertical du véhicule età degré inférieur, le mouvement de la dalle d’une manière important. Le profil statiquede la chaussée est modélisé dans la littérature par une densité spectrale de puissance(DSP) en respectant la qualité de la chaussée [16] :
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 (4.15)

Avec Ar est un coefficient de rugosité spectral qui caractérise l’état de la haussée, cLs’appel  la longueur d’échantillonnage en général égale à 2l (l est la longueur de la dalle),
ωs0 est la pulsation de discontinuité (ωs0 = 1/2π), ωsi est le nombre  d’onde (ωsi = 2π i/Lc),
θi est un variable aléatoire qui varie entre 0 et 2π, N est le nombre de points dediscrétisation fréquentielle, npc est le nombre de points de contact.
4.6. Dalle de roulementLa dalle de roulement est modélisée par une plaque mince isotrope, simple sur deuxappuis et libre sur les deux autres appuis (voir chapitre 2). La résolution de l’équationdu mouvement de la dalle de roulement s’effectué  par la méthode modale (voirchapitres 2 et 3). L’équation modale ainsi obtenu est donnée par (2.27) :
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      (4.16)
Avec les forces modales ijF s’écrivent :
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 (4.17)
4.7. Résolution des équations de mouvementPour résoudre les équations de mouvement couplées (4.9) ou (4.14), nousutilisons la méthode de Newmarek (annexe 3). Le système d’équation du mouvementdu véhicule (4.9), à l’instant tt  s’écrit :

             int
v v v v v v gt t t tt t t t

M z C z K z F F
  

    (4.18)En utilisant la méthode de Newmark, les déplacements et les vitesses au temps tt  .Sont respectivement :
         2 2(0.5 )v v v v vt t t t t t t

z z t z t z t z 
 
         

       (1 )v v v vt t t t t t
z z t z t z 

 
         (4.19)Avec  et  sont les paramètres de stabilisé de la méthode de Newmark (voir annexe4).



Remplaçons les expressions (4.19) dans (4.18), après factorisation et réarrangement, onobtient :
              ttgttvvttvvttvv FFZKZCZS   int**(4.20)Avec :
       vvvv KtCtMS 2 

       tvtvttv ZtZZ   1* (4.21)
         tvtvtvttv ZtZtZZ  2* 5,0  

De même, l'équation du mouvement du pont (4.16), à l'instant t+t s'écrit :
       tt

ij
ij

tt
ijij

tt
ijijij

tt
ij F

M
qqq  

12 2 (4.22)En utilisant la méthode de Newmark, les déplacements et les vitesses généralisés dupont, à l'instant t+t sont:
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ij qtqtqq    1  (4.24)Remplaçons les expressions (4.23) et (4.24) dans l'équation (4.25), on obtient :
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Avec :
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4.8. Algorithme de résolutionL’algorithme de résolution comprend deux boucles. La première boucle est celle despas du temps et la seconde correspond aux itérations. On calcule les déplacements et lesvitesses de la dalle du pont et du véhicule, en utilisant les expressions (4.19) et (4.23).On fait une approximation des déplacements, vitesses et accélérations de la dalle et duvéhicule à partir de l’itération précédente ( k ), puis on calcul les forces d’interaction enchaque point de contact puis on résout l’équation de mouvement du véhicule (4.20) parla méthode de Newmark. On calcule par la suite le vecteur des forces d’interaction quiagissent sur la dalle du pont en chaque point de contact. On résout par la méthode de



Newmark, l’équation modale (4.22) de la dalle de roulement puis on fait un test deconvergence entre le déplacement vertical du pont )1( kw de l’itération )1( k et )(kw del’itération précédente :
     tyxwtyxw kk ,,,, )()1(Si cette condition est vérifiée, on calcule les paramètres dynamiques voulus, puis onpasse au pas du temps suivant, Si non, on passe à l’itération suivante telle que ledéplacement  tyxw k ,,)1(  devient une approximation de l’itération prochaine et onrefait le calcul jusqu'à la convergence.

▪ Lecture des données de la dalle de roulement du pont
▪ Lecture des données du véhicule
▪ Lecture des données de la chaussée
▪ Calcul de : ,D m
▪ Choix du nombre de modes: n, m
▪ Lecture des fréquences ij calculées par MATHEMATICA
▪ Calcule des modes propres ij

▪ Choix de la vitesse de roulement: v

▪ Choix du pas de temps t , des paramètres ,, et de la tolérance
▪ Calcul des matrices des  masses, des rigidités et des amortissements modauxDu pont : ijijij CKM ,,

▪ Calcul des matrices de masse, de rigidité et de l’amortissementDu model véhicule:      vvv KCM ,,

▪ Choix des conditions initiales pour le pont : )0()0()0( ,, ijijij qqq 

▪ Choix des conditions initiales pour le véhicule :     000 ,, vvv ZZZ 

▪ Chois de cheminement du véhicule sur la dalle de roulement du pontPour chaque pas du temps ttt  :
▪ Détermination de la position longitudinale du véhicule sur le pont : kk tvx 

▪ Calcul du profile de la route en chaque point de contact k : kk rr ,
▪ Approximation des déplacements, vitesses et accélérations de la dalle deroulement du pont et  du véhicule à partir de l'itération précédente
         tvtvtvttv ZtZtZZ  2* 5,0   ;        tvtvttv ZtZZ   1*

                 t
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t
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t

ij
t
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t
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ij qtqqqtqtqq  


 1;5,0 *2*Pour chaque itération: 1 kk
▪ Calcul en chaque point de contact k : kkk rww  ,,

▪ Calcul des forces d’interaction    kkpkkkpkk rwcrwkF  int

▪ Calcul du vecteur  intF

▪ Calcul du vecteur des forces dues aux effets de la gravité : gF

▪ Résolution (Newmark) :             intFFZKZCZM gvvvvvv  



▪ Calcul des forces d’interaction agissant sur la dalle en chaque point de  contact :
   kkkpkkkkpkpk zrwczrwkF  int

▪ Résolution (Newmark) :
ij

ij
ijijijijijij F

M
qqq

1
2 2    avec    
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k
kkijkkpkij yxyxFF

1

int ,, 

▪ Calcul du déplacement de la dalle de roulement :      tqyxtyx ij

n

i

m

j
ij

 


1 1

,,, 

▪ Test de convergence:         tyxtyx kk ,,,,1Si  non Sioui



Chapitre 5

Résultats et interprétations

5.1. Exemple de validationDans cet exemple, nous présentons les fréquences et les modes propres d’une plaquemince, appuyée sur deux bords et libre sur les deux autre bords (SLSL). Les données decette plaque sont les suivantes [20] : l = 0.6 m, b = 0.4 m, h = 0.001 m, E = 2.11011 N/m,
 = 7800 kg/m3,  = 0.3. Les fréquences propres de la plaque ij sont calculées en deuxétapes :- Pour chaque valeur de l’indice i, on trace l’équation aux fréquences (2.20), enutilisant le logiciel Mathématica version 6, on détermine alors une infinité desolution r1ij ou r2ij. On calcul les paramètres de fréquences ij , en utilisant lesexpressions (2.10.1) ou bien (2.10.2). Sur la figure (5.1), on présente le graphede l’équation aux fréquences (2.20), pour différentes valeurs de i.- On calcul les fréquences propres de la plaque fij en utilisant l’expressionsuivante :
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Le tableau 5.1 montre une comparaison des six premières fréquences propre de laplaque, calculées par l’approche modale (utilisée dans la présente étude), parl’expression de Blevins [21]1 et celles calculées par la méthode de Rayleigh-Ritz [20].Une excellente concordance entre les fréquences est observée surtout celles calculéespar l’approche modale et la formule de Blevins (parfaite coïncidence). Une légèredispersion est observée entre les fréquences calculées par l’approche modale et cellescalculées par la méthode de Rayleigh-Ritz.

2 Expression de Blevins :
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ij : Paramètre de fréquence sans dimension, qui dépend des conditions aux limites et du rapport l/b.
l/b =0.5 11= 9.559 ; 12=21.62 ; 21=38.72 ; 22=54.84 ; 13=65.79 ; 31=87.63



Figure 5.1. : Graphes de l'équation aux fréquences (2.20) pour différentes valeurs de i.
Tableau 5.1: Comparaison entre les six premières fréquences propres de la plaque
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Mode Ordre desFréquences Fréquences [Hz]Blevins [21] Réf. [20] Approche modale1 1,1 6.63 6.92 6.632 1,2 15.01 15.05 15.013 2,1 26.88 27.36 26.884 2,2 38.07 38.34 38.075 1,3 45.67 46.67 45.676 3,1 60.83 61.62 60.83

i = 2i = 1

i = 3 i = 4



Les six déformées propres de la plaque sont présentées dans la figure 5.2. Les modessont définis par un double indice selon x et y. Le mode 1 est le mode de plus bassefréquence propre. Tous les points de la plaque vibrent en phase sur ce mode. Le modedeux est le deuxième en fréquence qui présente une ligne nodale pour y = b/2. Lesvibrations s'effectuent en opposition de phase de part et d'autre de la ligne nodale. Lemode quatre en fréquence présente une ligne nodale suivant x en l/2, et une ligne nodalesuivant y en b/2. Le passage d'une ligne nodale implique des vibrations en opposition dephase.

Mode 1 : flexion longitudinale, f1 = 6.63 Hz Mode 2 : torsion, f2 = 15.05 Hz



Mode 3 : flexion longitudinale, f3 = 26.88 Hz Mode 4 : torsion, f4 = 38.07 Hz

Mode 5 : flexion transversale, f5 = 45.67 Hz Mode 6 : flexion longitudinale, f6 = 60.83 Hz
Figure 5.2 : Six premiers modes propres de la plaque associés à leurs fréquences propres

5.2. Application à une dalle de roulement

5.2.1. Cas de deux convois de forces mobilesDans cet exemple, nous étudions le comportement dynamique d'une dalle de roulementen béton non amortie, sous la sollicitation d'un véhicule. Ce dernier est modélisé pardeux convois de forces mobiles (Fig. 5.3), conformément à la modélisation présentéedans le chapitre 2. Les données de la dalle de roulement et du chargement sontregroupées dans le tableau 5.2 [17] :
Tableau 5.2 : Données du chargement et de la dalle de roulementDonnées de la dalle                     Données du chargement

E = 31010 N/m² F11 = F12 = 28449 N
ρ = 3500 kg/m3 F21 = F22 = 59252.4 N
ν = 0.2 F31 = F32 = 59252.4 N
h = 0.8 m
b = 8 m
l = 40 m

29006040 6040 [kg/roue]
[m]2.07

1.38 4.69

1.83

F11
F12

F21F31

F22F32

v

1 m1.12 m



Figure 5.3 : Modélisation du véhicule par deux convois de forces mobilesLes dix premières fréquences propres de la dalle de roulement en [Hz] sont : 0.664 ;2.664 ; 4.770 ; 6.011 ; 9.809 ; 10.710 ; 15.368 ; 16.768 ; 21.660 ; 24.180. Pour voirl'influence de la vitesse de roulement des forces mobiles sur la réponse dynamique, ladalle de roulement est excitée par un véhicule modélisé par deux convois de forcesmobiles : F11 = F12 = 28449 N, F21 = F22 = F31 = F32 = 59252.4 N, comme montre le tableau5.2 et la figure 5.3. Le véhicule emprunte la dalle de roulement selon la trajectoire decoordonnées : y11 = 1m, y21 = y31 =1.12 m, y12 =3.07 m et y22 = y32 =2.95 m.L'influence de la vitesse de roulement et l'effet de l'excentricité du véhicule sontprésentés sur les figures 5.4 et 5.5 respectivement. Sur la figure 5.4, le déplacementvertical de la dalle de roulement est calculé à son centre c, alors que pour la figure 5.5, laflèche statique et la flèche dynamique maximales sont calculées dans la sectiontransversale au milieu de la dalle de roulement. On constate que pour une vitesse deroulement très faible, la réponse dynamique tend vers la flèche statique. Le FAD, qui estle rapport entre la flèche dynamique max sur la flèche statique max, augmenteprogressivement avec l’augmentation de la vitesse jusqu’à 100 km/h environ, puisdiminue.

Figure 5.4 : Flèche dynamique/flèche statique maximale au centre c de la dalle de roulement enfonction de la distance parcourue par le premier essieu et pour différentes vitesses de passagedu véhiculeLa figure 5.5, montre la variation du FAD dans la section transversale médiane de ladalle de roulement pour plusieurs vitesses de roulements du véhicule. Le chargement
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étant excentrique. On constate que le FAD est élevé près du chargement, alors qu’il estfaible loin du chargement. Il augmente en fonction de l’augmentation de la vitesse.

Figure 5.5 : Flèche dynamique/Flèche  statique maximales à la section centrale médiane de ladalle de roulement
5.2.2. Cas de deux convois de masse mobilesLe véhicule de la figure 5.3 est modélisé par deux convois de masses mobiles : M11 = M12= 2900 Kg, M21 = M22 = M31 = M32 = 6040 Kg. Les positions de ces masses selon y sont lesmêmes que pour le cas des forces : y11 = 1 m, y12 = 3.07 m, y21 = y31 = 1.12 m, y22 = y32 =2.95 m. Le rapport entre la masse totale du véhicule et la masse de la dalle de roulementest noté 033.089600029960 m . La figure 5.6 montre l'influence de la vitesse deroulement du véhicule sur la réponse dynamique au centre de la dalle. La comparaisonentre cette figure et la figure 5.4 montre que si le rapport m est très faible, les massesmobiles peuvent simplement être modélisées par des forces mobiles équivalentes.
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Figure 5.6 : Variation de la réponse dynamique au centre c de la dalle de roulement en fonctionde la distance parcourue et de la vitesse de passage du véhicule, 033.0m .
5.2.3. Etude comparative entre masse et force mobilesDans cet exemple, nous avons fait une étude comparative entre la réponse dynamique aumilieu de la dalle de roulement sous les sollicitations de :- masse mobile M;- force mobile équivalent à la masse (F = Mg).L'objectif est d'étudier les effets d'inertie de la masse mobile sur la réponse dynamiquede la dalle. Pour cela, nous avons examiné trois cas du rapport m de la masse mobile Mpar la masse totale de la dalle md.
1er Cas : 5096.84 896000 0.006     50 KNm dM m F Mg      

0 10 20 30 40 50
x (m)

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

Fl
èc
he
dy
na
m
iq
ue
/fl
èc
he
st
at
iq
ue
m
ax
im
al
e

v = 30 km/h

v = 60 km/h

v = 100 km/h

v = 150 km/h

Centre c



Figure 5.7 : Effet d'inertie de la masse mobile sur la réponse dynamique au centre de la dalle,
006.0m

2ème Cas : 179200 896000 0.2     1757.95 KNm dM m F Mg      
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Figure 5.8 : Effet d'inertie de la masse mobile sur la réponse dynamique au centre de la dalle,
2.0m

3ème Cas : 448000 896000 0.5   et  4394.88 KNm dM m F Mg     
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Figure 5.9 : Effet d'inertie de la masse mobile sur la réponse dynamique au centre de la dalle,
5.0mEn observant les figures 5.7, 5.8 et 5.9, on constate que : si le rapport m estfaible (figure 5.7), la différence entre les réponses de masse mobile et force mobile esttrès faible même à grande vitesse de roulement et le problème de masse mobile peutsimplement être remplacé par une force mobile. Pour des rapports 2.0m et 0.5,cette différence est relativement faible à condition que la vitesse de roulement soitfaible. Avec l'augmentation de la vitesse de roulement, cette différence devient trèsimportante. Dans ce cas, l'effet d'inertie de la masse est non négligé.

5.2.4. Influence du mode de chargementPour identifier l’influence du l’excentrement du chargement mobile sur la réponsedynamique de la dalle de roulement, nous examinons les trois cas suivants (figure 5.10):
 charge mobile ponctuelle F0 = 50 KN traversant la dalle par le cheminementcentrale noté c1 ;
 charge mobile ponctuelle F0 = 50 KN traversant la dalle par le cheminementexcentrique noté c2 ;
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 charge mobile uniformément répartie sur la largeur de la dalle Fz = F0/8  = 6.25KN/m, traversant la dalle par le cheminement noté c3.

Figure 5.10 : Différents cheminements utilisés pour la modélisation de la charge mobile.
Les déplacements statiques et dynamiques max ainsi que les FAD sont calculés dans lasection médiane de la dalle de roulement aux points a, b et c (voir figure 5.10). Nouschoisissons une vitesse de passage v = 72 km/h.  Les calculs de la simulation sontregroupés dans les tableaux suivants :

Cheminement c1 :Points Wsta max Wdyn max FADa  0.006543  0.010318 1.577c  0.006464  0.010189 1.576b  0.006482  0.010226 1.577
Cheminement c2 :Points Wsta max Wdyn max FADa  0.006929  0.010717 1.546c  0.006512  0.010268 1.576b  0.006241  0.010036 1.608
Cheminement c3 :Points Wsta max Wdyn max FADa  0.006527  0.010358 1.576c  0.006479  0.010215 1.576b  0.006511  0.010266 1.576

v

c1c2

c3
Fz

F0
F0

x

z

y

a c b



La figure 5.11 montre l’influence du mode de chargement sur le FAD dans la sectionmédiane de la dalle de roulement. La charge excentrique c2 produit l’effet dynamiquemaximal contrairement aux deux autres types de chargement c1 et c3. Le chargement c3présente une légère différence par rapport au chargement c1. Cela veut dire que si lalargeur de la dalle de roulement n’est pas importante, par rapport sa longueur, leproblème de poutre sous force mobile est identique à celui d’une plaque sous forcemobile.
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Figure 5.11 : Distribution du FAD sur la section médiane de la dalle en fonction du type dechargement, v = 72 km/h.
5.3. Cas d’un véhicule mobile à sept degrés de libertéSur la base de la modélisation et de l’algorithme de résolution présentés dans lechapitre 4, nous avons élaboré un programme de calcul en langage FORTRANpermettant la résolution numérique des équations du mouvement d’une manièredécouplée avec un processus de calcul itératif. Cette résolution est basée sur la méthodemodale et la méthode d’intégration numérique de Newmark. Les données numériquesde cet exemple sont issues de la référence [17]. Le véhicule est modélisé par un modèledynamique tridimensionnel à sept degrés de liberté. Les données de la dalle deroulement ainsi que du véhicule sont les suivantes :

Donnés de la dalle de roulement

b

h

l
x

yz

o

b

y

o
l

h

z

x



Figure 5.12 : Propriétés mécaniques et géométriques de la dalle de roulement.

Donnés du véhicule à 7 degrés de libertéMasse du bloc rigide du véhicule : kgmv 1460Moment d’inertie de tangage : 21516NmsI
v
Moment d’inertie de roulis : 2449NmsI

v
Rigidité des suspensions avant : mNkk ss /10399.0 6

31 Rigidité des suspensions arrière : 6
2 4 0.399 10  /s sk k N m  Rigidité des pneus avant : mNkk pp /10351.0 6

31 Rigidité des pneus arrière : mNkk pp /10351.0 6
42 Amortissement dans les suspensions avant   : 3

1 3 23.21 10  /s sc c Ns m  Amortissement dans les suspensions arrière : 3
2 4 23.21 10  /s sc c Ns m  Amortissement dans les pneus avant : mNscc pp /80031 Amortissement dans les pneus arrière : mNscc pp /80042 Masse équivalente des roues avant : kgmm 80031 Masse équivalente des roues arrière : kgmm 71042 Distance entre l’essieu avant et arrière : ms 66.21 Distance entre les roues de chaque essieu : ms 5.12 Hauteur du centre de gravité du véhicule : mh 2.1Excentricités : 35.01 a , 65.02 a ,

5.021  bb

Figure 5.13 : Propriétés du véhicule à sept degrés de libertéLes cinq premières fréquences propres de la dalle de roulement en [Hz], calculéespar l’approche modale, sont les suivantes : 0.664 ; 2.664 ; 4.770 ; 6.011 ; 9.809. Sur labase de l’expression (4.15) du profil de la route, nous présentons sur la figure 5.14, leprofil aléatoire de la voie de roulement pour différentes valeurs du coefficient derugosité spectral Ar . La génération du variable aléatoire k se fait sur MATLAB. Dans letableau 5.3, nous présentons les valeurs expérimentales de Ar en fonction de l’état de lavoie de roulement [17].
Tableau 5.3 : Valeurs expérimentales de Ar , selon l’états de la chaussée [17]

Module d’élasticité : E = 3  1010 N/m2Masse volumique :  = 3500 Kg/m3Rapport de Poisson :  = 0.2Epaisseur : h = 0.8 mLargeur : b = 8 mLongueur : l = 40 m

État de la surface Très  bon Bon Moyen Mauvais



Figure 5.14 : Profil aléatoire de la voie de roulement pour différentes valeursdu coefficient de rugosité Ar .

La figure 5.15 montre l'influence de la vitesse de roulement du véhicule sur laréponse dynamique au centre de la dalle. Le véhicule traverse la dalle selon lecheminement centrale (y1= y2 = 3.25 m, y3= y4 = 4.75 m). La vitesse de roulement duvéhicule est présentée sous forme d'un rapport de vitesse (α = vx/v1,cr), où v1,cr est lapremière vitesse critique de roulement du véhicule obtenue lorsque la premièrefréquence de passage (Ω1 = πv1/l) est égale à la première fréquence propre de la dalle(ω11 = 2π f11). Dans ce cas, on a montré que v1,cr = 2lf11. Lorsque la vitesse de roulementégale la première vitesse critique du passage (vx= v1,cr), la fréquence du passage égale
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deux fois la première fréquence propre de la dalle 111 2 ff  . Les différents valeurs durapport de vitesse utilisés sont α = 10-5, 0.25, 0.5, 1 et 1.5. D'après cette figure, onconstate que pour une vitesse très faible (α = 10-5), la réponse dynamique au centre de ladalle tend vers la flèche statique. Avec l'augmentation de la vitesse, le déplacementvertical au centre de la dalle augmentent jusqu'à vx = 0,5v1,cr (α = 0.5) au delà de cettevitesse le déplacement diminue et se décale en amont dans le sens de roulement duvéhicule.

Figure 5.15: Influence de la vitesse de roulement du véhicule sur la réponse    dynamique aumilieu de la dalle de roulement du pontLa figure 5.16 montre la variation du facteur d'amplification dynamique(FAD) de la dalle de roulement en fonction de la vitesse de passage du véhicule. Le
FAD est défini comme étant le rapport entre la réponse dynamique maximale et laréponse statique maximale dans le même point de la dalle du pont. Le facteurd’amplification dynamique est calculé à partir des déplacements verticaux aucentre de la dalle. La flèche statique maximale est obtenue lorsque le véhiculetraverse la dalle avec une vitesse très faible (α = 10-5). Dans ce cas, la flèchestatique maximale au centre de la dalle est wstmax = 5.65 mm. d’après cette figureon remarque que le FAD augmente avec l’augmentation de la vitesse deroulement jusqu'à la vitesse de 100 k/h (FAD = 1.7) puis diminue.
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Figure 5.16 : Variation du facteur d'amplification dynamique en fonction de la vitesse deroulement du véhicule
La figure 5.17 montre l'influence de l'état de la chaussée sur la force d’interaction(Fp1) exercée par une roue avant du véhicule sur la dalle du pont. Le véhicule roule à unevitesse de 70 km/h suivant la trajectoire centrale (y1= y2 =  3.25 m, y3= y4 = 4.75 m). Lesconstatations dégagées sont :- l’augmentation des amplitudes de la force d’interaction avec la dégradation del’état de la chaussée.- les amplitudes de la force d’interaction varient en fonction de la position duvéhicule autour d’une valeur moyenne (12.5kN) qui correspond à la forcestatique obtenue par une vitesse très faible et une chaussée parfaite (courbe entrait discontinu).
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Figure 5.17: Force d'interaction exercée par une roue avant droite du véhicule.
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Annexe 1

Détermination de la forme de la solution de l'équation
modale

Pour trouver la forme de la solution de l'équation modale (1.1), nous avons utilisé la méthode ducalcul opérationnel.
  ijijijijijijijij MtFqqq /2 2    (1.1)

L'équation auxiliaire (Transformée de Laplace) de l'équation (1.1) est :
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Où 21ˆ ijijij   est la pulsation propre amortie de la plaque.
Pour trouver la solution du deuxième terme du deuxième membre de l'équation (1.3), nousappliquons le théorème de convolution suivant [22].
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En appliquant le théorème de convolution sur le deuxième terme du deuxième membre del'équation (1.3), on obtient :
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D'après (1.4) et (1.6), la solution de l'équation modale (1.1) prend la forme suivante :
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Annexe 2

Complément des intégrales du chapitre 2

Calcul de l’intégrale I ij1
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De la même manière en calcul l’intégrale ijI 1* , on pose
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Remplaçons (2.2) dans (2.2), on obtient
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Après  tout calcul fait, On obtient
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Calcul de l’intégrale )(2 tI ij
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De la même manière que précèdent, on  calcule )(2 tI ij
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Annexe 3

Méthode de Newmark

La méthode de Newmark est une méthode d’intégration numérique à un pas. On y calcull’état du système à un instant donné t t en fonction de l’état connu à l’instant t par laformule de Taylor :
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Avec  Rn est le reste du développement de l’ordre n,
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La formule (3.1) permet de calculer la vitesse et le déplacement à l’instant t t ,
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L’approximation consiste donc à calculer les intégrales dans (3.3) et (3.4), de l’accélération. Pource faire, exprimons  q  dans l’intervalle  t t t,  en fonction de  q
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Multiplions les équations (3.5) par 1  et (3.6) par  respectivement on obtient :
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Ajoutons (3.6.a) à (3.6.b) il vient :
                 4231 qtttqqqq ttt   (3.7)

De même, en multipliant les équations (3.5) par  1 2  et (3.6) par 2 :
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Ajoutons (3.7.a) à (3.7.b) :
                 423 2221 qttqqqq ttt   (3.8)Si on substitue (3.7) et (3.8) dans les intégrales (3.3), on obtient les formules suivantes:
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Avec les erreurs correspondantes :
           433221 qtqtr t  (3.11)
           443261 qtqtr t  (3.12)Avec t t t   . Les constantes  et  sont les paramètres de la formule de Newmarkutilisée. Le choix des constantes  1 2 1 6, , est équivalent à l’interpolation linéaire desaccélérations dans l’intervalle t t t , + 
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De même pour   1 2 1 4, , correspond à adopter une valeur des accélérations moyennessur l’intervalle  t t t , + 
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2La substitution de (3.9) et (3.10) dans (3.3) et (3.4) fournit les approximations par la méthodede Newmark :
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Remarque:L’algorithme de l’accélération moyenne est le schéma inconditionnellement stable de précisionmaximale. Le domaine de stabilité de l’algorithme de Newmark est représenté si dessous [23] :

Fégure1 : Domaine de stabilité de l’algorithme de Newmark.
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Annexe 4

Equations du mouvement du modèle de véhicules

Les équations du mouvement du modèle de véhicule à 2, 4 et 7 ddl sont sous laforme :
              int
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 Pour le modèle à 2ddl :
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 Pour le modèle à 4 ddl :
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 Pour le modèle à 7 ddl :
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Conclusion générale

Ce travail avait pour objectif, l’étude des vibrations d’une dalle de roulementisotrope à une travée sous la sollicitation de chargement mobile. Nous avons développéune modélisation pour plusieurs cas d’excitations :
 Cas des forces mobiles ;
 Cas des masses mobiles ;
 Cas des véhicules mobiles.Pour le cas des forces mobiles, la méthode modale et l’intégrale de Duhamel sontutilisées pour développer des solutions analytiques de l’équation du mouvement de ladalle de roulement.Pour le cas des masses mobiles, la méthode modale couplée à une intégrationnumérique par la méthode de Newmark sont utilisées pour développer des solutionssemi-analytiques de l’équation du mouvement de la dalle de roulement.Pour le cas des véhicules mobiles, la loi de Newton est utilisée pour dériver leséquations de mouvement alors que leur résolution a été effectuée par la méthode deNewmark. La méthode modale et la méthode de Newmark sont utilisées pour résoudrel’équation de mouvement de la dalle de roulement. Les équations du mouvementcouplées du système dalle-véhicule-rugosité sont résolues par la méthode de Newmark.Un algorithme de résolution avec une technique découplée et un calcul itératif estprésenté.Plusieurs exemples numériques sont présentés et validées. Le calcul des fréquenceset modes propres de la dalle de roulement, nécessaire pour l’étude des vibrationsforcées, a été effectué à l’aide d’une approche modale. Les racines de l’équation auxfréquences propres sont déterminées graphiquement à l’aide du logiciel Mathematica.D’après les résultats obtenus, nous avons tirés les conclusions suivantes :

1. La méthode modale est très efficace en vibrations des systèmes continus.2. Si le rapport entre les masses roulantes et la masse de la dalle deroulement est faible, l’effet d’inertie dû aux masses mobiles est négligeablemême pour une vitesse de roulement élevée. Les masses mobiles peuventêtre simplement remplacées par des forces mobiles.3. Si le rapport entre les masses roulantes et la masse de la dalle deroulement n’est pas faible, l’effet d’inertie dû aux masses mobiles est nonnégligeable même à une vitesse de roulement et faible. Dans ce cas, l’effetd’inertie est non négligeable et les masses mobiles ne peuvent pas êtreremplacées par des forces mobiles.4. le facteur d’amplification dynamique, qui major les effets statiques,dépond de plusieurs paramètres, dont les plus importants sont : la vitessede passage et l’état de la chaussée empruntée par le véhicule.5. Pour une dalle de roulement bien identifiée, il n’existe pas un FADspécifique, car ce dernier change en fonction du chargement de la vitesse



de passage, de l’état de la chaussée, de la fréquence de passage, du tonnagepar essieux, etc.6. L’état de la chaussée reste le paramètre le plus important qui influe sur lesforces d’interaction et par conséquent sur le FAD.7. D’autre paramètre peuvent également influencent le FAD mais ne sont pasétudier ici tels que : l’espacement entre les véhicules, le nombre devéhicules, etc.
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