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RESUME

Dans la vision par ordinateur, il est difficile d’analyser I'information contenue dans
limage directement par l'intensité de gris de chaque pixel de I'image. En effet, cette
valeur dépend des conditions d’éclairage. Le plus important est d’étudier la variation
locale de lintensité de I'image. La dimension du voisinage, ol le contraste est
calcule, doit étre adaptée a la dimension dc I'objct & analyser. Cette taille définie une
résolution pour mesurer la variation locale de 'image. Généralement, lee structures
ont différentes tailles, ainsi il est impossible de définir & priori une résolution optimale
pour analyser les images. La décomposition multirésolutionnelle nous permet d’avoir
une interprétation de limage a différentes échelles. La représentation
multirésolutionnelle donne une structure simple et hiérarchique pour I'interprétation
de linformation contenue dans limage a chaque résolution de limage. Ceci
caractérise géneéralement différentes structures physiques de la scéne : allant des
structures larges (contexte) au plus fins détails de Iimage. Dans la
psychophysiologie visuelle humaine, le modéle multiéchelle a eu un succés
particulier dans I'explication de plusieurs processus biologiques bas-niveau. Etant
donnée que l'ondelette est un opérateur qui génére par translation et dilatation un
ensemble d’'ondelettes indépendantes.

Nous optons dans ce mémoire a étudier I'analyse multirésolutionnelle d’une
image avec des ondelettes. Nous avons commencé par étudier le cas
monodimensionnel, puis nous avons fait une extension au cas bidimensionnel
séparable pour analyser I'image et enfin, nous étendons éventuellement notre étude
a le débruitage d’une image bruitée en utilisant la méthode de débruitage par un filtre

linéaire. Ainsi par la méthode de débruitage par la transformée en ondelettes.



Abstract
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In the vision via computer, it is too hard to analyse directly the information
containing in the picture by grey's intensity of each pixel_of the picture. In deed this
value depends on conditions of lighting ,the most important thing is to study the
local variation of the picture's intensity .the dimension of neighbourhood where the
contrast is calculated ,must be adapted to the dimension of the object matter.
This size defines a resolution to measure the local variation of the picture. The
structures have generally different sizes and thus it's impossible to define an
optimal resolution to analyse the pictures. The multiresolutional splitting up
permets us to have an interpretation of the pictures at the different scole.the multi-
resolutional representation gives a simple and hierarchical structure for the
interpretation of the information containing in the picture at each resolution. This
generally characterized different physical structures of the scene ;and drives to
large structures with the smallest details of the picture, in the human visual
psychology ,the multi-scale model had a particular succset in explaining low-level
biological process.Wavlet is an operator which produces by translation and dilation
the whole independent wavlets .We opt in this thesis to study the multi-resolutional
analysis of a picture with wavlets we have begun by styding the mono-
dimensional case, then we have done an extention in bi-dimensional case and
finaly ,we eventually extend ouer stydy on noising of pictures using the method of
dinoising whit linear filter and with method of dinoising with wavlets transformation

and with invariant wavlets .
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Introduction Générale

INTRODUCTION

Le traitement numérique des images s'est développé a partir des années 1960
avec l'apparition des calculateurs de la troisiéme génération, en effet une image
méme de dimension modeste véhicule une quantité d’information importante. Un des
premiers domaines ou le traitement numérique a été utilisé pour 'amélioration des
images est celui de la recherche spatiale en 1964 au jet propulsion laboratory de
pasadena (Californie), des images de la lune Liansmises par la sonde Ranger 7 ont
été traitées par I'ordinateur [1].

Parallelement, I'application du traitement des images s'est progressivement mais
considérablement élargie @ d’autres domaines comme la médecine (radiographie,
tomographie, scintigraphie,....), la biologie, la géologie, la métrologie, la physique
(spectroscopie, la physique de plasma,...... ), et les applications militaires.

De nouvelles applications pratiques sont maintenant en vue, allant des diagnostics
médicaux & la vision par ordinateur appliquée a la robotique et a lintelligence
artificielle ; notamment, la reconnaissance automatique de texte et des formes
d’objets par une machine appelée a remplacer I'ceil humain. Nous pouvons dire que
nous traitons une image dés lors que nous extrayons une information de cette image.
Il existe plusieurs fagons de traiter des images. Une des plus importantes est la
detection de certaines formes, certains contours ou certaines textures de modéles
connus, sans vouloir préserver les autres informations contenues dans I'image dite
aussi 'analyse des images et elle est divisée en 2 techniques de base ; I'extraction
d'attribut ou de « forme » (contours, textures) et la segmentation de I'image en
régions présentant des caractéristiques spécifiques.

Plusieurs opérateurs, désormais classiques, ont été utilisés pour résoudre les
difficultés liées a I'analyse de I'image, ces approches consistent en une cascade d’un
filtre passe-bas suivi d'un opérateur différentiel pour I'analyse de I'image. Parmi ces
opérateurs nous mentionnons celui de Marr [2] qui a proposé des filtres gaussiens
simples associés a des dérivées secondes non directionnelles. Dans [3], une étude
comparative a été présentée entre les différents opérateurs de détection de contours,
l'opérateur de Canny, l'opérateur de Deriche et I'opérateur de Marr, pour aboutir

enfin a un filtre optimal exponentiel congu pour un modeéle de contour échelon.
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Canny [4] a montré que le filtre optimal 1D, selon le critére de localisation, est une
combinaison linéaire de 4 filtre exponentiels de taille finie qui peuvent étre
approximés par la dérivée premiére d’'un filtre gaussien. Dans [5] Deriche a proposé
un opérateur de détection de contours et d’analyse, basé sur le critére de Canny qu'il
a implémenté récurssivement tout en considérant une fenétre de taille infinie.
L'inconvénient majeur de ces opérateurs est la contradiction qui existe entre le
filtrage et la précision de localisation du contour dans les filtres gaussiens créant
ainsi les effets de réponses multiples. Aussi, la taille de ces filtres est invariante ce
qui mene a une mauvaise analyse temps-fréquence qui exige une fenétre de taille
variable. Ainsi, un opérateur plus souple et plus efficace qui a pris un essor
considérables ces derniéres années est 'ondelette.

L'analyse de Fourier classique et la méthode de Gabor se sont depuis longtemps
montrees inadaptées car elles ne permettent pas d’obtenir une résolution suffisante.
Dans [6], il a été proposé un procedé revolutionnaire en utilisant les ondelettes pour
Fanalyse et la synthése des signaux, ceci a permis d'analyser efficacement des
signaux olu se combinent des phénomenes d'échelles trés différentes. La
transformation en ondelettes qui a été crée pour résoudre des problémes posés par
la sismique- réflexion a été ensuite appliquée a I'analyse des sons, des images et de
toute forme de signal.

Depuis le 18" siécle, de nombreux mathématiciens ont étudié la représentation en
fréquences des signaux. La technique des séries de Fourier, qui consiste sans doute
le point de départ de cette approche, a abouti a I'analyse par ondelette [7,8].

Un procédé plus efficace pour analyser un signal consiste a décomposer le signal en
des fonctions limitées dans le temps afin den analyser des fragments
indépendamment, et donc une représentation temps-fréequence s'avére nécessaire.
Divers nouveaux domaines d'applications sont actuellement envisagés,
principalement en médecine et en mécanique. Puisque les ondelettes ont la capacité
d'analyser des phénoménes qui se produisent simultanément a des échelles
différentes, elles sont trés utilisées pour étudier les objets de types fractals.

Mallat a congu une version multidimensionnelle de I'analyse en ondelettes afin de
traiter des images numérisées et d’analyser ainsi ses irrégularités. Il a montré que
Fondelette est un outil mathématique performant pour 'analyse des irrégularités dans
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limage. Cette analyse représente un volet important dans le traitement de I'image
[91.
Nous considérons, dans notre travail, I'étude du concept de [Ianalyse

multirésolutionnelle avec ondelette séparable, et une application le débruitage

d'image.

ORGANISATION DU MEMOIRE

Nous considérons dans ce mémoire le concept de traitement d'image au moyen
d’algorithmes utilisant la morphologie mathématique. Aprés [lintroduction, le
meémoire comporte quatre chapitres.

Dans le chapitre 1, nous présentons le probleme de I'apparition de I'ondelette, nous
commencons par la transformée de Fourier et ensuite par la transformée de Fourier
fenétrée.

Dans le chapitre 2, nous présentons le formalisme mathématique sur la théorie des
ondelettes. Nous commengons par la procédure de construction des ondelettes &
partir des filtres quadrature miroirs et ensuite nous expliquons les différentes familles
des ondelettes.

Le chapitre 3 est diviseé en deux parties. La premiére partie consiste a bien expliquer
la technique de I'analyse multirésolutionnelle a une dimension qui se base sur
l'opérateur ondelette, le concept d’extraction de différents détails et 'approximation a
chaque niveau de résolution. Dans la deuxiéme partie, le concept d’'analyse 1D sera
étendu a I'image, signal bidimensionnel, ol nous donnons une étude approfondie du
cas particulier opté traditionnellement qui est le cas de séparabilité.

Le chapitre 4, nous donne une application sur les ondelettes qui est le débruitage.
Enfin, terminons par une conclusion générale, et ensuite nous donnons quelques

perspectives pour ce travail de recherche.
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Chapitre | : Pour quoi les
Ondelettes ?

.1 Transformaée...... quoi ?
.2 Transformée de Fourier (TF)
1.3 Transformée de Fourier fenétrée (TFF)

.1 Transformée...... quoi ?

Dans la pratique, la plupart des signaux sont des signaux dépendant du temps
(du domaine temporel) sous leur format brut. La représentation du signal est une
représentation temps-amplitude.

Cette représentation n’est pas toujours la meilleure pour la plupart des applications
de traitement du signal. Dans beaucoup de cas, l'information la plus pertinente est
cachée dans la composante de fréquence du signal. Le spectre de fréquence d’un
signal sont les composantes de frequence de ce signal. Le spectre de fréquence
d'un signal indique quelles sont les fréquences qui existent dans le signal.
Intuitivement, nous savons que la fréquence est liée au régime de changement d’'une
variable physique ou mathématique. Si cette variable change

¢ Rapidement : changement a haute fréquence,

¢ Lentement: changement & basse fréquence, et

¢ Sielle ne change pas du tout, qu’elle est de fréquence zéro.

Comment allons-nous mesurer la fréquence, comment allons-nous trouver le contenu
en fréquence d'un signal ? La réponse c'est la TRANSFORMEE de FOURIER (TF).
Si on prend la TF d'un signal du domaine temporel, on obtient la représentation

fréquence-amplitude de ce signal [10,11].
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o Sice résultat de cette intégration est une petite valeur, alors nous disons que
le signal x(t) n’a pas de composante spectrale dominante et majoritaire a la
fréquence « f ».

e Sice résultat est nul, alors le signal ne contient pas du tout la fréquence

« f »

L'information fourni par 'intégrale, correspond a tous les instants de temps, puisque
lintégration estde = & 1 msurle teamps. Il suit qu'a n'importa qual instant du tampe.
la composante avec la fréquence « f » apparait, elle affectera également aussi
hien le résultat de lintégration Fn d'antres termes, si la composante « 7 » de
fréquence apparait au temps 7, ou au temps T, , il y aura le méme effet sur
I'intégration.

C’est pour quoi la transformée de Fourier n'est pas appropriée si le signal a une
fréquence variable dans le temps (non stationnaire). Si uniquement, le signal a une
composante de fréquence « f » a tout moment (pour toutes les valeurs de « f »
(stationnaire)), alors le résultat obtenu par la transformée de Fourier a un sens. Il est
donc trés important de savoir si un signal est stationnaire ou pas, avant de le traiter
avec la TF [11].

Exemple 1:
On peut connaitre quelles fréquences constituent le signal [13].

P | 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000

Figure 1.1 : Signal du domaine temporel (50 HZ).
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Figure 1.2 : Transformée de Fourier du signal.

Pour quoi avons-nous besoin des informations de fréquence ?

Souvent, l'information qui ne peut pas étre distinguée dans le domaine temporel est
facilement visible dans le domaine fréquentiel.

Prenons un exemple dans le secteur des signaux biologiques et supposons que
nous observions un signal ECG (Electro-Cardio-Graphie, graphique enregistrant
I'activité électrique du cceur) La forme typique du signal ECG d'un coeur sain est bien
connue des cardiologues, tout écart avec cette forme est considéré comme le
symptéme d'une possible pathologie.

Ce signe de pathologie, cependant, n'est pas toujours trés évident dans le signal, du
domaine temporel, original. Les cardiologues utilisent jusqu'a présent Iles
enregistrements de ces signaux dans le domaine temporel, ils figurent sur les bandes
de papiers, pour analyser les ECG. Récemment, les nouveaux analyseurs ECG
informatisés utilisent l'information de fréquence pour décider de l'existence d'une
pathologie. Un symptéme de maladie peut parfois étre mieux diagnostiqué quand on
analyse les composantes fréquentielles du signal.

Ceci n'est qu'un exemple de I'utilité de I'analyse en fréquence. La TF est aujourd'hui,
trés largement utilisée dans beaucoup de domaines [11,13].

1.2.4 Inconvénients

Malgré son immense succes, cette technique a plusieurs défauts, en particulier :

e Son manque évident de localisation temporelle. La TF, est une transformation
réversible, c'est-a-dire qu’elle permet des « aller-retour » entre le signal brut et
le signal traité (transformé). Aucune information de fréquence n’est disponible
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dans le domaine temporel et aucune information temporelle n’est disponible
dans la TF du signal.
En effet, 'analyse de Fourier permet de connaitre les différentes fréquences
excitées dans un signal, c'est-a-dire son spectre, mais ne permet pas de
savoir & quels instants ces fréquences ont été émises. Cette analyse donne
une information globale et non locale.
Cette perte de localité n’est pas un inconvénient pour analyser des signaux dont la
structure n’évolue pas ou peu (statistiquement stationnaires), mais devient un
probléme pour I'étude de signaux stationnaires.
e L'analyse de Fourier ne permet pas I'étude de signaux dont la fréquence varie

dans le temps (signaux non stationnaires) [11].

.2.4.1 Signaux stationnaires

Ce sont les signaux dont le contenu en fréquence ne change pas au cours du
temps. Autrement dit, la composition en fréquences des signaux stationnaires est
indépendant du temps. Dans ce cas, on n'a pas a connaitre & quels instants les
composantes en fréquence existent : ces composantes en fréquence existent tout le
temps !

Exemple 2 : un signal stationnaire.
Un signal stationnaire car il présente des composantes de fréquence a 5, 10,
20 et 50 HZ a tout instant.

4

L ! 1 1 L r
a 108 200 Jea 400 00 L] 700 L4 800 icon

Figure 1.3 : Signal stationnaire.
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Figure 1.4 : Transformée de Fourier.

.2.4.2 Signaux non stationnaires.

Exemple 3 : signal non stationnaire.

1 \ v 1 u 1 u
[:] iog 200 300 400 500 -1} 740 80a flate] iooo

Figure 1.5 : Signal non stationnaire.
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Figure 1.6 : Transformée de Fourier.

Un signal ayant les méme quatre composantes de fréquence de I'exemple 2 mais a
quatre instants différents. Les quatre crétes principales correspondant & 5, 10, 20,

50 Hz. La raison du bruit (crétes intermédiaires) est que ces fréquences existent
également dans le signal. Mais la raison qu'ils ont une petite amplitude, est qu'ils ne
sont pas les composantes spectrales principales du signal donné (peuvent étre
filtrées), et nous les voyons a cause de changement soudain entre les fréquences.
Comme nous pouvons voir de cet exemple, la TF ne donne pas une bonne résolution

entre les spectres de signaux x; et les spectres correspondant aux signaux de
transition brusques de signal / au signal i +1. Pour la TF, les deux signaux (x, et la

transition /i vers i+1) sont les mémes, parce quils constituent des mémes
composants de fréquence. Par conséquent, la TF n’est pas un outil approprié pour
analyser les signaux non stationnaires, signaux avec des spectres variables de
temps.

La transformée de Fourier n'est donc pas l'outil adéquat pour les signaux non
stationnaires, a une exception: la TF peut étre utilisée pour les signaux non
stationnaires si on ne s'intéresse qu'aux composantes specirales qui existent dans le
signal et non aux instant ou elles apparaissent.

Si cependant cette information est recherchée, si on veut savoir quelles
composantes spectrales apparaissent et a quels instants, alors la TF n’est pas la

transformée a utiliser.

10
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Donc quand on a besoin de la localisation dans le temps des composantes
spectrales, on utilise une transformée : Transformée de Fourier fenétrée (Short Time
Fourier Transform (STFT)), Ondelefte (Wavelet Transform (WT)), qui fournit une

représentation Temps-Fréquences du signal [11].

1.3 Transformée de Fourier fenétrée (TFF).

1.3.1 Définition

La transformée de Fourier fenétrée remplace la sinusoide de la transformée de
Fourier par le produit d'une sinusoide et d'une fenétre localisée en temps [14] Flle

consiste a :
e Appliquer la transformée de Fourier pour chague morceau du signal
contenu dans la fenétre.
o Deécaler la fenétre tout le long du signal.
~ e |'emplacement de la fenétre sur le signal nous donnera l'information de temps
qui manquait a la transformee de Fourier [13].
Donc elle a deux arguments : le temps, et la fréquence.

[.3.2 La formule

La fenétre représentée par une fonction de fenétrage w, la transformée de

Fourier fenétrée est définie comme suit.

STFT( . f)= [le)w ~ ¢ Yl (1.4)

Regardons attentivement cette équation. x{t) est le signal Iui-méme, w(r) est la
fonction fenétre et w(z)* son complexe conjugué. Comme l'indique I'équation, la TFF
du signal n'est autre que la TF du signal multiplié par la fonction fenétre.

Pour chaques valeurs de f etde ¢ , on calcule un nouveau coefficient de la TFF.

La figure suivante nous aidera a comprendre cela un peu mieux.
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Figure 1.7 : Principe de la TFF d’un signal.

Les fonctions en couleur, & l'allure de gaussiennes, sont les fonctions de fenétrage.
La rouge montre la fenétre placée a r=1'1, la verte a r =12 et la bleue montre la
fenétre située a ¢ = 3. Elles vont correspondre a trois différentes TF calculées
trois instants différents. Nous allons donc obtenir une représentation Temps -
Fréquence du signal [13].

La transformée de Fourier fenétrée a une résolution temps-fréquence fixe. C’est une
représentation compléte et stable. Elle est donc inversible [14]. '

1.3.3 Inconvénients

Fréquence 4

1o,

B
'

Temps

Figure 1.8 : Pavage temps fréquence pour la transformée de Fourier fenétrée.

On constate un probléme de résolution, probléme au niveau de la largeur de la
fenétre [10].
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Rappelez-vous qu'en TF il n'y a aucun probléme de résolution dans le domaine
fréquentiel, nous savons exactement quelles fréquences existent ; pareillement il n'y
a aucun probléme de résolution dans le domaine de temporel, puisque nous savons
la valeur du signal a chaque instant de temps.

Réciproquement, la résolution de temps en TF, et la résolution de fréquence dans le
domaine de temps sont zéro, puisque nous n'avons aucune information sur elles. Ce
qui donne la résolution parfaite de fréquenoe on TF.

Maintenant, dans la TFF, notre fenétre est de longueur finie, ainsi elle couvre
seulement une partie du signal, qui cause la résolution de fréquence de devenir plus
pauvie . nous ne connaissons plus les composants exacts de fréquence qui existent
dans le signal, mais nous connaissons seulement une bande des fréquences qui
existent.

Vous pouvons-nous demander, pourquoi ne rendons-nous pas la longueur de la
fenétre dans le TFF infinie, pour obtenir la résolution parfaite de fréquence ?

Nous sommes confrontés au dilemme suivant :

Si nous employons une fenétre de longueur infinie, nous n'obtenons la TFF, qui
donne la résolution parfaite de fréquence, mais aucune information de temps. En
outre, afin d'obtenir la stationnarité, nous devons avoir une fenétre assez étroite,
dans laquelle le signal est stationnaire. Plus nous rendons la fenétre étroite, plus la
résolution de temps est meilleure, et plus la I'hypothése du stationnarité est
meilleure, mais plus pauvre la résolution de fréquence:

Fenétre étroite - bonne résolution temporelle, mauvaise résolution fréquentielle.
Fenétre large - bonne résolution fréquentielle, mauvaise résolution temporelle.

Un utilisateur souhaitant employer la TFF est confronté a ce probléme de résolution.
Quel genre de fenétre a employer ?

e Les fenétres étroites donnent la bonne résolution dans le domaine du temps,
mais la résolution est faible dans le domaine de fréquence.

e Les fenétres larges donnent la bonne résolution dans le domaine de
fréquence, mais la résolution est faible dans le domaine du temps ; en outre,
les fenétres larges peuvent violer la condition de stationnarité.

Peut-on choisir une fonction de fenétre, une fois pour toutes, et l'utilisation cette

fenétre dans I'analyse entiére ?

13
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La réponse, naturellement, est liée a I'application : si les composantes de fréquence
sont bien séparés I'une de l'autre dans le signal original, nous pouvons alors sacrifier
une certaine résolution dans le domaine de fréquence et aller chercher la bonne
résolution dans le domaine de temps. Cependant, si ceci n'est pas le cas, alors une
bonne fonction de fenétre doit étre trouvée, cette tache pourrait étre bien difficile !

[11].

Une solution la transformée en Ondelettes.
C’est quoi la transformée en ondelettes continue ?
e Meéme principe que la TFF.
e Différence majeure : on utilise une fenétre (dans notre cas une ondelette
meére) dont la largeur est variable.
e But : obtenir plus de précisions dans les resultats en fonction du type de
fréquences (hautes ou basses) [13].

Dont le principe est précisé dans le chapitre suivant.
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Chapitre Il : Outils mathématique

« Les ondelettes »

1.1 Généralités

I.2 Transformée en ondelette continue (TOC)

lI.3 Transformée en ondelette continue inverse (TOCI)
.4 Transformée en ondelettes discréte (TOD)

1.5 Construction des ondelettes

i1.6 Familles d’ondelettes

1.7 Conclusion

La théorie des ondelettes est devenue un outil mathématique trés utilisé depuis
les années 80. En effet, on y trouve beaucoup d'applications dans des domaines
tres divers : la mécanique des fluides, I'étude des équations aux dérivées partielles,
le traitement du signal....... Elles sont aussi trés présentes en traitement d’images
puis qu’elles permettent de résoudre de nombreux problémes classiques tels que la
restauration d'image, la compression, I'analyse de textures, le gradient de textures
ou encore I'estimation du mouvement [15].

Bien que délivrant une information temporelle, la transformée de Fourier s'avére
toute fois insuffisante [12] pour certaines applications en I'occurrence les signaux
non stationnaires.

A finverse, la transformée en ondelettes est une transformation adaptée a I'analyse
des signaux non stationnaires d’énergie finie [16]. Elle consiste a analyser le signal
a l'aide d’'une fonction appelée ondelette bien localisée, de moyenne nulle, qu'on

translate sur tout le signal et que 'on peut dilater [12].
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L'intérét croissant des ondelettes n'est pas un pur hasard, mais il est du a sa
capacité de donner une analyse multi échelle d’'un signal avec une flexibilité et une

bonne localisation temps fréquence qui dépend de I'échelle [9].

II.1 Généralités

Le terme ondelette signifie petite onde. La "petitesse” en question se référe a la
condition selon laquelle cette fonction (de fenétrage) est de dimension finie. Le terme
“onde" est une référence indiquant qu’elle est oscillante, par conséquent, et en se
retournant a la dimension finie du support de I'ondelette, on peut grouper un
enserible d'ondeleltes qui présentent la méme nature et qu'on appelle « tamille »,
alors une famille d'ondelettes est générée a partir d’'une onde principale nommée
« ondelette mére ».

Le terme "mere" implique que les fonctions, d'intervalles de support différents,
utilisées dans le processus de transformation dérivent toutes d'une fonction
principale. L'ondelette mére est donc, en d'autres termes, le prototype permettant

d’engendrer [13] les autres fonctions de fenétrage.

w,,(x)= Lg/("—“b] aeRbeN (2.1)
JH a

Le parametre a est appelé facteur d'échelle, et b facteur de décalage. Le sens du

terme translation est celui qu'il avait dans la TFF, il est lié¢ & la localisation de |a

fenétre, a mesure que cette fenétre est décalée sur I'étendue du signal. Ce terme

correspond évidemment & une information de temps dans le domaine de la

transformee.

Nous n'avons pas cependant de paramétre de fréquence, comme nous l'avions avec

la TFF, il est remplacé par un parameétre d'échelle défini comme 1/fréquence. Le

terme fréquence [13] reste réservé a la TFF (ou & la TF).

Le paramétre d'échelle dans I'analyse d’ondelette est semblable & I'échelle utilisée

dans les cartes géographiques ou plans, comme dans le cas des cartes, les hautes

échelles correspondent & une vue globale non-délaitée (du signal), et les basses

échelles correspondent a une vue détaillée.

De méme, en termes de fréquence, les basses fréquences (hautes échelles)

correspondent a une information globale d’'un signal, tandis que les hautes
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fréquences (basses échelles) correspondent & une information détaillée d’'un modéle
caché dans le signal.

L'échelle, comme une opération mathématique, dilate ou comprime [11] un signal.
Grandes échelles correspondent aux signaux dilatés et les petites échelles
correspondent aux signaux comprimés.

La figure 2.1 présente un exemple de génération d'une base d'ondelettes.

L'ondelette mére utilisée dans cet exemple est celle de Grossman et Morlet (1984)

dont la forme est :

w(x):cos(S.x)exp[w %J 22

De gauche a droite, une ondelette [16] contractée (a=0.5 ; b=-10), L'ondelette mére
(a=1; b=0) et une ondelette dilatée (a=2 ; b=20).

Figure 2.1 : Génération d’'ondelette par dilatation et translation.

Dans la définition de la transformée en ondelettes, le terme d'échelle figure au
dénominateur et donc, lorsque : « =1 dilate le signal (basses fréquences), et lorsque
a <1 compresse le signal (hautes fréquences) [11,13].

Ainsi une ondelette mére doit satisfaire les conditions d'admissibilité suivantes qui

vérifie I'inversion de 'ondelette :

C,=| %]‘P(w}zdw <o (2.3)

-0
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ou ¥ est la transformée de Fourier de la fonctiony . Cette condition implique que
décroisse plus vite quand t tend vers +wo. Et que ¥(0)=0, et que W(w) est petite au
voisinage de zéro [9]. De plus l'ondelette mere doit étre 8 moyenne nulle comme

l'indique I'équation (2.4).

[l =0 (2.4)

Cette propriété entraine que I'ondelette est une fonction oscillante. L’oscillation de

et I'adjonction d’une propriété de décroissance liée a la régularité de I'ondelette [17].
Nous pouvons étendre I'équation (2.4) au moment d’ordre M donnant ainsi :

[l =0 k=1, M (2.5)

La nullité des moments d’'une ondelette permet d’analyser la régularité locale d’un
signal [14]. Plus une fonction présente des moments nuls plus elle est réguliére.
1.2 Transformée en ondelette continue (TOC)

La transformée en ondelettes est une fonction Wf(a,b) qui associe aux parametres

a et b la valeur du coefficient C,, de l'ondelette y,, dans la décomposition du

signal. La décomposition ou analyse d'une fonction f(x)e L*(R) s'écrit :

W (@.0)=Cop =(f Was) = f [r (x),u‘(x;ajdx (2.6)

ol v, , est une ondelette analysante, " est le complexe conjugué de y, et {f,p,;)

est le produit scalaire défini dans Z°(R). Dans ce cas, a et b sont définis comme
précédemment et varient d'une fagon continue. Pour une échelle a et une position

b, 'équation (2.6) représentée par f(x) pour cette échelle [16] et & cette position.

1.3 Transformée en ondelette continue inverse (TOCI)

La transformée en ondeleties directe permet d'analyser un signal afin de détecter
des singularités ou bien un comportement non stationnaire ou fractal. Il est possible,

a partir de I'ensemble des coefficients calculés, de reconstruire le signal de départ.
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Pour que la transformée en ondelettes admette une inversion, il faut que I'ondelette

y verifie les conditions d'admissibilité (équation 2.3 et 2.4).

La transformée inverse est donnée par la formule suivante :
1 F7F da.db
16)= = [ [, @8,
W —0—a0

a
Il est donc facile, connaissant les coefficients C,, et I'ondelette de référence y/(x),

(2.7)

de reconstruire le signal f(x) [16]

.4 Transformée en ondelettes discréte (TOD)

Considérons une fonction /fx) est sa transformée en ondelettes continue, Wy(a, b) la
discrétisation consiste en I'extraction d'un ensemble de coefficients C,, permettant
de trouver complétement l'information contenue dans la version continue.

Les parametres de dilatation et de translation a et b se réduisent & un réseau discret
de la forme : (a,6)=(ag ,nbyal) avec a, = 1,b, 20 et (j,n)e Z2.

L'équation (1) devient :
J i _
Win (x) = i f;/(ag-f (x - nb,al )) =a, zw(ag 'x—nb, ) (2.8)
Au paragraphe précédent nous avons défini la décomposition ou analyse d'une

fonction f(x) par I'équation (2.6). De facon similaire, on a, dans le cadre des

ondelettes discretes :
1 a0

W, (af.nbya )= C. (F)= (fow, ) = — [ G (x)ax (2.9)

[

ou C,, est appelée le coefficient d'ondelette. Ce coefficient représente une mesure

de l'intensité des variations locales du signal. Sa valeur sera importante si I'échelle

de variation de 'ondelette /, , est proche de la structure locale du signal. Si le signal

présente peu ou pas de variations pour cette échelle, la valeur du coefficient

d'ondelette sera faible. C,, est donc une caractérisation des structures présentes

dans le signal pour cette échelle et a cette position.
De méme, la reconstruction d'une fonction f(x) a partir des coefficients d'ondelettes

s'écrit :
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=3 3¢, (6w, (2.10)

J=— n=—w0
Meyer a montré qu'il existe des fonctions y telles que pour a=2 et by=1
(Transformée en ondelettes discretes dyadiques), les fonctions v, (x) constituent
une base orthonormale de Z*(R), elles sont définies comme précédemment par

dilatation et translation de I'ondelette mere [16]. L'égquation (8) devient :

y/j,n(x):2_§t//(2'fx—n) (2.11)

1.5 Construction des ondelettes

Une base d'ondelette consiste en une paire de fonctions constituant une base dite de
Riez [18] générée a partir de deux fonctions & support compact par dilatation et

translation de 'ondelette et 'ondelette duale comme suit :

wi(x)= 2‘j’2w(2'jx—an,n)e z? 2.12)
7 (x)= 2_’”2J(2'jx - an, n)e Z* -

olt w,” dénote l'ondelette dilatée et translatée avec un facteur de dilatation 2~ et un
facteur de translation n. Toute fonction f & énergie finie peut-étre exprimée par la
décomposition stable suivante : '

f= X 00wl = Y (el =Y (fw (2.13)

j.neZ J.neZ g J.neZ

La décomposition est stable si elle vérifie le critére de Daubechies: « une

representation multirésolutionnelle est stable si elle est bornée ».
Il existe deux types d’ondelettes : les ondelettes orthonormales et les ondelettes

biorthogonales.
11.L5.1 Construction d’ondelette orthonormale

Les ondelettes orthonormales sont associées & une fonction échelle ¢ qui permet de
definir une analyse multirésolutionnelle. Cette analyse multirésolutionnelle est

représentée par un ensemble de sous-espaces vectoriels V,Jje (— oo,+oo), imbriqués,
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tel que chaque sous espace V, (par simplification, nous utilisons aussi le symbole Vs
pour représenterV,, ) est généré par la dilatation et la translation de la fonction
echelle mére ¢ avec un facteur de dilatation égale a 27/. Cet ensemble de sous-
espaces vectoriels vérifie donc {0}c..cV,c¥,cV, c...c }(R) ol {0} est le

singleton zéro et I*(R) est 'espace d'Hilbert définie comme étant un espace

vectoriel de toutes les fonctions monodimensionnelles mesurables (dont le carré est

intégrable). Ainsi les ondelettes sont conatruites pour caractériser les détails perdus

entre deux niveaux d’approximation adjacents 27/ et 2 U4 | o signal détail a la
résolution 27/ est donné par la projection du signal original sur W, le complément
vectoriel orthogonal de V., dansV2 ;.. La construction de ¢ et  est basée sur un
polynéme trigonométrique m,(w) tel que m,(0)=1. Etant donné la fonction échelle ¢
et la fonction echelle ¢, ,donnée a la résolution j=-1 et au point de translation n,

telles que gV, cV et ¢, forment une base orthonormale dans 7, ; alors nous

avons

$=>ho,, (2.14)

lz"[z =1 .L’équation (2.14) peut s’écrire alors :

avec h, =(4,4_,,) et >

neZ

#(x)=~2> h,p(2x-n) (2.15)
Dans le domaine frequentiel, I'équation (2.15) devient :

d(w)= %;hne’“’“&)(wﬁ) (2.16)
L’équation (2.16) peut se réécrire comme :

Ci)(w)z m, (w/2)ti)(w/2) (2.17)
Avec

1 —inw 3
mo(w):_ﬁglhne = H(w) (2.18)

ott (H(w) oum,(w)) est un filtre miroir avec la réponse impulsionnelle A(n)=h(-n). En
utilisant F'orthonormalité de la fonction échelle ¢ et la périodicité de m_ (w), nous

obtenons
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S(w+27) = (27)" (2.19)

2,

!

La substitution de (2.16) dans (2.17) donne

oo+ 2B+ 1) = (27)" (2.20)
1
De I'équation (2.20), il peut- étre montré que :
]mG (wlE +lm0 (w+7r}2 =1 (2.21)

C'est a dire, les filtres vérifiant la condition (2.21) sont dits des filtres conjugués

(conjugate filters). La fonction échelle ¢ sera alors construite & partir de m,(w) par :
d(w)=[[m, 27 p.) (2.22)

p=1
Pour construire 'ondelette mérey/, nous remarquons de la définition de V, etde W,

que si une fonction f € W, W, 'espace générée par cette fonction ondelette, alors

f eV, et f estperpendiculaire a ¥, . Puisque f eV, alors fijj,qzﬁ_Ln .

Ceci implique que
flw)= \/152 fe™d(w/2)=m (w/2)D(w/2) (2.23)

Substituons les équations (2.16) et (2.20) dans I'équation (2.23) et utilisons

I'orthogonalité de la fonction échelle, nous obtenons :

Flw)=e™"2m, [g + Jr}/(w)(i)(w/ 2) (2.24)

ou () représente le conjugué et v est une fonction périodique de périodicité égale a

27z . Donc, nous pouvons construire une base d’ondelettes /(x) de #, comme suit

P(w)=G(w/2)b(w/2) (2.25)
ou
G(w)=e™m, g + ;r) (2.26)

Les filtres A (w) et G(w) donnés respectivement par les équations (2.21) et (2.26)

sont appelés des filtres de quadrature conjugués [9].
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I.5.2 Construction des ondelettes biorthogonales

Malgré de nombreux avantages, les analyses multi résolutions 1D ou séparables
présentent au moins un inconvénient pratique : si on veut préserver la symeétrie du
traitement (linéarité en phase), les filtres numériques impliqués dans les algorithmes
ont une réponse impulsionnelle infinie. Leur mise en ceuvre, sauf cas particulier des
filtres récursifs, est donc relativement lourde et/ou le résultat imprécis.

Dans les applications liées au traitement des images, cette symétrie du traitement
semble trés souhaitable ; d’autre part, ce type d’application est particuliérement
sensible a la complexité des algorithmes car le nombre de données a traiter est
souvent considérable. Ces deux éléments ont conduit les chercheurs & proposer une
variante de I'analyse multi résolution conciliant la linéarité en phase et la compacité
des supports des filtres associés. La solution proposée fait appel aux bases
biorthogonales. Ces familles de fonctions permettent 'analyse multi résolution du
signal et assurent la possibilité d’'une reconstruction parfaite du signal. L’analyse
reste non redondante, posséde les propriétés de symétrie et de simplicité.

Enfin la complexité conceptuelle de I'analyse sur les bases biorthogonales est un
peu plus grande car l'analyse et la reconstruction n’utilisent pas les mémes familles
de fonctions [10].

Une construction parfaite des ondelettes biorthogonales est accomplie par quatre

filtres m, (), m,(w) et leurs duaux réciproques 7, (w) et i (w). Ces filtres doivent

satisfaire [18] I'équation suivante.

{'Tfo(w)"o (w)+ my (whm (w)=1 (2.27)

ﬁzoiw+z}110(w)+mliw+z 1(w)z 0

La solution de se systéme d'équation donne

m,(w)=e™ hig(w+7) (2.28)
i, (w)= e"'wmoiw+ r)

Nous pouvons ainsi définir la fonction échelle ¢, la fonction ondelette i et leur duaux

¢ ety par:
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B(w)= lilmo (2*w) (2.29)

P(w)=m, (w)d(w/2) (2.30)

Ei':(w):ﬁﬁzo (2 w) (2.31)
et _

©(w) = 7, (w)D(w/ 2) (2.32)

Finalement, nous pouvons dire que pour faire une analyse multirésolutionnelle, il

aumt de connaitre (09 lonctions ¢ et g ou les filtres 1, &t /.

1.6 Familles d’'ondelettes

lls existent plusieurs types d’ondelette dont la qualité et les performances de
chacune différent selon certains critéres qui sont :
e Le support dey(x), W(w) etg(x), ®(w) : Le support est donné par la vitesse de

convergence de ces fonctions a l'infini vers zéro quand le temps ou la fréquence tend

vers linfini. Cette convergence quantifie la localisation dans le temps et dans la

fréquence.
* Le nombre de moments : Le nombre des moments qui tendent vers zéro pour ¢ ou

w (s'ils existent) est trés utilisé dans le domaine de la compression.

e La régularité : La régularité telle qu’un signal ou une image reconstruit ne contenant
pas d'irrégularité, est tres utilisee pour I'extraction de bons contours (segmentation)

[18, 19].
Ces criteres sont associés a quelques propriétés tels que I'existence de la fonction

échelle ¢, I'orthogonalité ou la biorthogonalité, etc.

11.6.1 Ondelette orthogonale et a support compact

11.6.1.1 Ondelette de Daubechies

Les ondelettes de Daubechies n'on pas une expression & I'exception de I'ondelette
d’ordre 1, db1, appelé aussi « Haar wavelet » ondelette de Haar. L’'ondelette de Haar

est définie par :
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1 0<x=<1/2
wlx)=4-1  1/2<x<1 (2.33)
0 x¢[01]

oll y(x) est l'ondelette mére et ¢ et la fonction échelle associée donnée par [9]
il xe0,1
¢@)={O .xehi% (2.34)
L’Ondelette de Haar [20] & les propriétés suivantes:
o Les filtres RIF de longueur 2.
o Utilisée en continue et en discret.
s La symétrie.
e (x) posséde 1 moment nul.
e Larégularité : fonction de Haar non continue.
e Localisation fréquentielle faible mais bonne localisation temporelle.
La figure 2.2 illustre la fonction échelle ¢ et 'ondelette associée i de Haar.

haar : phi haar : psi
1.4 : l 1.5
e L b 7 A e e e
b e e e |
| 0.5 ]
|
|

Figure 2.2 : Fonction échelle et ondelette de Haar.

Figure 2.3 : L’ondelette-mére bidimensionnelle de Haar.
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Les ondelettes de Daubechies N>1, qui n'ont pas [9] une expression explicite, ont

[20] les propriétés suivantes:

*

Les filtres RIF de longueur 2N a phase minimale.

Le nombre de moments tendant vers zéro de y est N [9].
La régularité de ¢ et w augmente avec l'ordre N [9].
Utilisée en continue et en discret.

L'analyse cst orthogonale et biorthogonale.

L'analyse non symétrique.

Les figures 2.4 & 2.6 illustrent les ondelettes de Daubechies pour différent ordre NV .

db2 : phi db2 : psi

Figure 2.5 : Fonction échelle et ondelette de Daubechies pour N = 4.

26



Chapitre Il Outils mathématique ‘les Ondelettes’

e idbﬁ:phi. 5 ‘dbezpsl‘
I T IR -
jf [l ..... o -
Z: ]j I i o rﬁv

(] T H {\LA ----------- - 0.5 ;[ e .
o B B
- 3 10 15 ) 5 0 15

Figure 2.6 : Fonction échelle et ondelette de Daubechies pour N = 6.

Figure 2.7: Ondelette mére bidimensionnelle de Daubechies N=3.

11.6.1.2 Ondelette de Symelet

sym6 : phi syme6 : psi
1.2 1.5 .
o i |
0.8 ‘f I 1 |
o.s 3 } --------------- - B
}( |
0.2 H !1 o 0 f
o r"\E ‘ ‘L PRE S o | H {{
kY ( -7 AN 100 | SO S _
O . O . | I
Ry 5 10 15 ) 5 10 15

Figure 2.8 : Fonction échelle et ondelette de Symlet pour N = 6.
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s
IS

Figure 2.9 : Fonction échelle et ondelette de Symlet pour N = 8.

sym10 : phi sym10 : psi
T T - 1.5 - :

Y MU N— 1 S

o 5 10 15 20 "o 5 10 15 20
Figure 2.10 : Fonction échelle et ondelette de Symlet pour N = 10.

L'ondelette de Symelet (figures de 2.8 a 2.10), pour N[1.....33], est 'ondelette de
Daubechies modifiée dont les propriétés sont les suivantes :

e Pour N pair 'ondelette presque symétrique.

e Les filtres RIF [20,21] de longueur2/ .

I1.6.1.3 Ondelette de Coiflet

L'ondelette de Coiflet c'est I'ondelette de Daubechies modifiée. Coiflet d’ordre
N[1....5] a les propriétés suivantes :

e La symétrie de v etdeg.
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e L'ondelette v posséde 2N moments nuls.
e La fonction échelle ¢ posséde 2N —1 moments nuls.

e Les Filtres RIF [20,21] de longueur6nN —1.
Les figures 2.11 et 2.12 illustrent la fonction échelle ¢ et I'ondelette associée  de

Coiflet.

Figure 2.12: Fonction échelle et ondelette de Coiflet pour N = 3.
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[1.6.2 Ondelette a régularité infinie et orthogonale

2.6.2.1 Ondelette de Meyer

La fonction échelle associée a I'ondelette de Meyer est définie par :

r(277:)_“2 , ] o
J|w| <27
A — 7 (3
(D(W) =1 (271') v CO{E‘{,’_;I% - 1}:' 2rili< Iw| <473 (2.35)
0
- ,ailleurs

ou v est une fonction de lissage. Les ondelettes de Meyer [8,19] sont construites &
partir du filtre H(w) et de son filtre conjugué G(w). L’'ondelette de Meyer [20] & les

propriétés suivantes:

La fonction d’ondelette w(x) définie & partir de ¥(w).

La fonction échelle ¢(x) définie & partir de ®(w).
L'analyse est orthogonale et biorthogonale [9].

La symétrie de w(x) et ded(x).

w(x) et ¢(x) indéfiniment dérivable — régularité infinie.

Analyse possible par la transformée continue.

Analyse possible par la transformée discréte filtre non RIF.

La figure 2.13 illustre la fonction échelle ¢ et I'ondelette associée  de Meyer.

Meyer scaling function

Meyer wavelet function

Figure 2.13 : Fonction échelle et ondelette de Meyer.
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11.6.2.2 Ondelette discréte de Meyer

dmey : phi

1.5

Figure 2.14 : Fonction échelle et ondelette discréte de Meyer.

L’approximation de I'ondelette de Meyer par les filtres RIF. L’'ondelette discréte de
Meyer a les propriétés suivantes :

e Analyse et synthése par la transformée discréte et continue.

¢ L’analyse est orthogonale et biorthogonale [20].

La figure 2.14 illustre la fonction échelle ¢ et 'ondelette associée i de Meyer.

11.6.3 Ondelette définie sans fonction d’échelle

Les ondelettes définies sans fonction d'échelle sont: I'ondelette de Morlet,
londelette de Mexican-hat et l'ondelette de Gaussienne, ont les propriétés
suivantes :

e Fonction d’ondelette y/(x) explicite.

o Symétrie dey(x).

» Pas de fonction d’échelle ¢(x).

e Analyse non orthogonale.

e Synthése non assurée.

o Utilisée en décomposition continue [20].
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11.6.3.1 Ondelette de Morlet

L'ondelette de Morlet a été introduite par le géophysicien Morlet comme une
ondelette analysante. Cette ondelette est connue dans la littérature de l'analyse
d'image comme l'ondelette de Gabor [6]. Ce si est du & la similitude dans les deux

expressions mathématiques. Elle est donnée par une expression simple :
Yorae 3
W(x) o evx !2‘(eiwox “e—wo ) (236)

L'ondelete de Gabor [21, 22, 23] est définie aussi par :

()= (e—’“z“’z Je) (2.37)

2no

avec w, la fréquence du coupure du filtre. Dans le Toolbox de MATLAB, I'ondelette

de Morlet (figure 2.15) comprend seulement la partie réelle [9] de la forme complexe

donnée par :

wlx)= e 2 cos(5x) (2.38)

Figure 2.15: Ondelette de Morlet.

32



Chapitre 11 Outils mathématique ‘les Ondelettes’

I1.6.3.2 Ondelette Mexican-hat
L'ondelette Mexican-hat (figure 2.16) est le laplacien d’une gaussienne introduite

dans le domaine de I'analyse visuelle par Marr et Hildreth [2 19 24]. Elle est définie
[9] comme suit :

wlx)= (%z'mj(l—xz)e"‘z 2 (2.39)

1 T T T

08
08
L

0.2 -msemmeeebenn

Figure 2.16 : Ondelette de Mexican-hat.

11.6.3.3 Ondelette Gaussienne

L’'ondelette Gaussienne (figure 2.17) est la dérivée premiére de la fonction de Gauss
qui est :
F(x)=C,e™ (2.40)

Elle est [20] symétrique pour N pair et antisymétrique pour N impair.

1.5

K] i L
-10 5 0 5 10 15 20 25

Figure 2.17: Ondelette Gaussienne d’ordre 8.
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I.6.4 Ondelettes biorthogonale B-spline

Les bases d’ondelettes ne sont plus orthonormales de fagon a avoir des ondelettes
symeétriques implique une reconstruction parfaite. Les ondelettes utilisées pour
l'analyse sont légérement différentes des ondelettes utilisées pour la synthése [20].

bior1.3 : phi dec. bior1.3 : psi dec.

o
N
[e)]

Figure 2.18: Ondelette biorthogonale de B-spline (1.3).

bior3.9 : phi dec. bior3.9 : psi dec.

0 5 10 15 20 5 10 15 20

Figure 2.19 : Ondelette biorthogonale de B-spline (3.6).
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I1.6.5 Ondelettes complexes

Les ondelettes complexes sont: I'ondelette Gaussienne complexe, I'ondelette de
Morlet complexe, l'ondelette de B-spline complexe et l'ondelette de Shannon

complexe, ont les propriétés suivantes :

o Pas de fonction d’échelle g(x).

o Fonction d’ondelette w(x) explicite et symétrique.
. L'ondelette w(x) n’est pas a support compact.

. Analyse non orthagonale.

° Synthese non assuree.

° Utilisée en décomposition continue complexe [20].

11.6.5.1 Ondelette Gaussienne complexe

L'ondelette Gaussienne (figure 2.20) complexe [20] c’est la dérivée d’'ordre pde :

g -2 —ix
F(x)=C,e™e (2.41)
cgau8 : psi real part. cgau8 : psi imaginary part.
1 : - - 1 - - :
) B Reeucre: STUME N
0 SN 1 . . S
.5 bessnegussnh i b,
| H : : 1 i i i
-10 0 10 20 30 -10 0 10 20 30
cgaus : psi complex modulus, cgau8 : psi phase angle,
0.8 4; T - T
0.6 2}
0.4} 0 et
R S 1 S UA WY _—-
0 Y i i H _4L ’ !
-10 0 10 20 30 -10 0 10 20 30

Figure 2.20 : Ondelette Gaussienne complexe.
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11.6.5.2 Ondelette Morlet complexe

L'ondelette de Morlet (figure 2.21) complexe est :
-

e’ 7 (2.42)

w(x)=

b

Telle que : f, bande passante, et /, fréquence centrale.(f, =1, f. = 0.9 [20]).

cmor1-1.5 ; psi real part. cmor1-1.5 : psi imaginary part.

0.5 ST I J— ------------ 1
|
0 . i 0 =
0.5 : i i 0.5 : ‘ :
-10 0 10 20 30 000 10 20 30
cmori-1.5 : psi complex modulus. cmor1-1.5 : psi phase angle.
0.8 , , : 4
) -
0.4
0.2 !
l!. _4
00 10 20 30 40 0 10 20 30
Figure 2.21 : Ondelette de Morlet complexe.
11.6.5.3 Ondelette B-spline complexe
L'ondelette B-spline complexe (figure 2.22) est donnée par :
m
: X i x
w(x)=4f, Smc’[—fb D e (2.43)
m

Telle que: f, bande passante, f, fréquence centrale et m paramétre entier>1,

(f,=1, £. =09, m=3[20]).
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fosp2-1-0.5 : psi real part.

-10 0 10 30
fbsp2-1-0.5 : psi complex modulus.
0.8 : T -

0.6

171 -

fosp2-1-0.5 : psi imaginary part.
1 , : -

Figure 2.22 : Ondelette de B-spline complexe.

I1.6.5.4 Ondelette Shannon complexe

shan1-0.5 : psi real part.

-10 0 10 20 30

shan1-0.5 : psi complex modulus.
8 : : -

050 ,,,,,,,,
05 —
A i : |
-10 0 10 20 30
fosp2-1-0.5 : psi phase angle.
4 : r -
M ITE Iy
il i il
2 HERHTTH | ‘
|I dl| I 1- } 1 E |
0 0 10 20 30
shan1-0.5 : psi imaginary part.
1 T T T
) : i H
-10 0 10 20 30

shan1-0.5 : psi phase angle.

Figure 2.23 : Ondelette de Shannon complexe.

L'ondelette de Shannon complexe (figure 2.23) est formulée comme suit :

w(x)= \/Z sin ¢( £, x)e* 7

(2.44)

Telle que : f, bande passante, et f, fréquence centrale, (£, =1, 7, =0.9 [22]).
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1.7 Conclusion

La transformée en ondelettes est aujourd’hui, trés largement utilisée dans beaucoup
des domaines d'application. Elle est utilisée dans 'analyse spectrale, I'analyse
temporelle, compression d'image, suppression de bruit, codage optimal et en
statistique [20, 21]

Dans ce chapitre, nous avons essayé de donner un apergu géneéral sur [outil
mathématique d'analyse que nous allons utiliser dans le modéle multirésolutionnelle

et, qui sera détaillé dans le chapitre qui suit.
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Chapitre Il : Théorie de la

Transfomation «multirésolution»

.1 Analyse multirésolutionnelle : cas monodimensionnel
ll.2 Analyse multidimensionnelle par ondelettes
Pour le cas bidimensionnel (Image)

1.3 Conclusion

La représentation multirésolutionnelle d’'un signal est trés efficace pour I'analyse
de linformation contenue. En étudiant les propriétés de 'opérateur approximant un
signal a différent niveau de résolution, nous constatons que la différence de
l'information entre deux approximation peut-étre extraite par décomposition du signal

sur une base orthonormale de fonctions dites ondelettes (wavelet).

La famille des ondelettes ( 2jW(2j.\'—H))j_nezz est construite &4 partir d'une seule

fonction mére w(x) par dilatation et translation. Cette décomposition définie une

représentation multirésolutionnelle (multiéchelle) dite représentation en ondelettes. A
chaque résolution la représentation multiéchelle fournit un cadre hiérarchique pour
linterprétation de I'information. Le détail ainsi extrait pour une résolution grossiére
caractérise un type de structure physique d’'une scéne. Le détail exprime alors une
structure large correspondant au contexte de I'image. Donc, il est naturel d’analyser
I'image en partant d’'une résolution grossiére a une résolution fine.

Burt et Crowly ont introduit une implémentation pyramidale pour calculer le signal
détail par simplification et ils ont choisi un facteur de résolution égale a deux. Dans
cette implémentation pyramidale, le signal détail est calculé par la différence de deux

filtres passe-bas donnant ainsi une approximation du laplacien d’'une gaussienne.
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Les signaux détail sont regroupés dans une structure pyramidale dite la pyramide
laplacienne. L'inconvénient de cette structure est la corrélation qui existe entre ces
signaux détails a des niveaux séparés. Il n'y a aucun modeéle clair qui traite cette
corrélation. Il est difficile de savoir si cette similitude est due aux propriétés de
I'image en elle-méme ou aux redondances intrinséques de cette représentation. En
outre, la représentation multirésolutionnelle pyramidale n’introduit aucune orientation
sélective dans le processus de la décomposition. Le concept de [lanalyse
multiéchelle a été élaboré comme étant un outil mathématique puissant pour
'analyac de I'image. Dans la section une de ce chapitre, nous appliquons le concepl
de l'analyse multiéchelle au cas monodimensionnel ol nous extrayons les deux
signaux détail et approximation a chaque niveau de résolution. Puis dans la section
deux, nous généralisons le concept de I'analyse multiéchelle au cas bidimensionnel

(image) par ondelettes séparables [9].
lll.1 Analyse multirésolutionnelle : cas monodimensionnel

L'analyse multirésolutionnelle est définie comme étant une structure ol lintégral
double d'une fonction f appartenant & I'espace d'Hilbert 1*(R) est considérée

comme la limite des approximations successives. Chaque approximation est une

version lissée de la fonction originale a différente résolution obtenue par une
convolution de la fonction f(x) avec un filtre passe-bas #(x) appelée fonction de

lissage. La différence entre deux approximations successives est une fonction détail
a haute fréquence. Puisque les ondelettes sont des fonctions générées par
translation et dilatation d’'une seule fonction ondelette mére  ; Grossmann et Morlet

ont défini cette fonction avec un facteur d’échelle a et un facteur de translation » pour

obtenir :
vone) =l 21

ou x est une variable monodimensionnel. L'ondelette mére satisfait aussi la

)(a,b)e R*,a#0 (3.1

condition d’admissibilité (voir chapitre II).
Ceci implique que 'ondelette admet de petites oscillations a la fin. L'idée de base de
la transformation en ondelette est de représenter toute fonction f par une

superposition d'ondelettes.
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Cette fonction f peut étre ainsi décomposée en différente échelle ou niveau de

résolution. Pour obtenir cette décomposition, nous faisons une intégration de la

transformation en ondelette de la fonction # sur a etd . En pratique, les paramétres
a et b sont discrets. En prenant a=a] et b =nb,a] ou a,et b, sont des constantes
fixes avec a, > 1, b, 20 et(j,n)ez’.

L'ondelette est ainsi définie par :

I ‘
Wi (x)=v af bt} (x)=a,2y (ag Tx— ”bo) (3:2)
La décomposition multirésolutionnelle de f/ devient :

f=>c..(fw,, (3.3)

J.n
ot ¢;,(7)(j,n)e Z* , sont les coefficients de I'ondelette & la résolution ; et au point
de translation n. Nous notons que quand les valeurs de ;, ; positif, sont larges (c'est
a direa > 1), la fonction ondelette  devient tres dilatée.

Pour a,=2 et b, =1, les fonctions . (x).(j,n)eZ?, qui constituent une base
0 0 J.n

orthonormale sur £*(R) devient

J _
- (\:) =272 1,//(2 T x— n) (3.4)

Les coefficients des ondelettes, ¢, , (/) obéissent a la relation suivante :

1N

¢l F)={F ) = [ I, (e 3.5)

L'analyse multirésolutionnelle en ondelettes décompose chaque fonction f/ en une

somme linéaire d'une approximation et d’un signal détail [9].
Definissant de fagon plus mathématique la construction d'une approche

multirésolution. Nous plagons dans I'espace Z*(R), une analyse & la résolution j, est
définie par I'application d'un opérateur linéaire 4,, 4, f €V, ol V. est un sous espace

vectoriel de I'espace V' (espace d'approximations) satisfaisant :
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PY.cV,cV,cV,cV,.c Vg < I/J,+2....L2(R)
UV, = *(R)
N,e. ¥, = {0} (3.6)
VieZ f(x)eV, & f(Z"Ix)e Vin
VkeZ,f(x)eV, & f(x-k)eV,
Cet ensemble définit une multirésolution de 72(R) [10]

Dans le cas dyadique la fonction d'échelle est définie par :

.
¢ (x)z 2 2 45(2'*’ x- rz) ne’ (3.7)
ol ¢, ,(x) est la fonction échelle avec une dilatation 2™/ est une translation .

Le projecteur est alors :

A=K 8,08, (3.8)
et le produit scalaire :
a ={f.9;,) (3.9)

représente |'approximation du signal a I'échelle j.

Pour compléter 'analyse nous avons besoin d'un espace complémentaire W, (espace
des détails) orthogonal & ¥;. L'ensemble des#;, couvre tout I'espace, LZ(R), et les
W, sont orthogonaux deux & deux.

I}(R)=® _, W,
() jeZ' j (310)

V) k= jW, LW,
Les espaces Vet W,sont liés entre eux par la relation

V., =V, &W,. (3.11)

Jj-1 J J

Les espaces d'approximations (V,) et de détails (¥,) étant orthogonaux, toute

l'information du signal est conservée. Par conséquent, nous pourrons reconstruire

exactement notre signal. La fonction générant W, est une ondelette (y ). Le

projecteur est alors :
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D,f =Y AW, (3.12)
et le produit scalaire :
dl =(fv,,) (3.13)

représente les détails du signal a I'échelle j.
Dans le cas dyadique la fonction d'analyse est définie par :

A .
Y im (x)=27 w(’?"’ v- n) neZ (3.14)

ou wj’n(x) est la fonction ondelette avec une dilatation 27/ est une translation »

La figure 3.1 présente un schéma de I'analyse multirésolution :

Figure 3.1: Schéma de I'analyse multirésolution.

Nous pouvons considérer que notre image (signal échantillonner) correspond a
l'espace ¥, Cet espace sera ensuite décomposé en deux espaces : un espace
d'approximations et un espace de détails. L'espace d'approximation nous permettra
d'extraire les basses fréquences de notre image d'origine. L'espace des détails nous
servira pour extraire les hautes fréquences. L'opération s'effectue récursivement sur

les espaces d'approximation.
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Nous obtiendrons alors une analyse fréquentielle des hautes fréquences avec les
espaces des détails et une analyse des basses fréquences grace aux espaces
d'approximation. Nous aurons alors plusieurs images correspondant & différentes

bandes fréquentielles [16].

ll1.1.1  Approximation du signal

On peul €uiite l'approxitalion du signal f(x) & la résolution 2/ grace 4

l'opérateur .4, en décomposant le signal sur la basc orthogonale définie ci-dessus :

vf(x)e L*(R): Az,-f(x)=2'f_§<f(x),¢y k-27nhg, (x-27n)  @as)

L'approximation de A f(x) (approximation discréte de f(x)a la résolution2’) est

définie par I'ensemble des produits internes données par :

A;—fz(f(x),qﬁzj(x—fjn) nelZ (3.16)
L'équation (3.16) peut aussi s'écrire de la maniére suivante :

A2 1 =), )2 n)| (3.17)

L'équation (3.17) peut étre interpréter comme suit :A; f(x), est obtenue par un

filtrage passe-bas de f(x) suivie d'un sous-échantillonnage d'un taux2”.

A5 f peut étre donc obtenue & partir de A3, f (approximation discréte & la résolution
(G+1)) par:

A5 f= D hlk—2n)d8, = > h(2n-k)AS., (3.18)
Avec, hln]=h[-n], h est la réponse impulsionnelle du filtre miroir A . Ainsi 4% f peut

étre calculé en convoluant A,j. f avec le filtre 7 et en gardant un échantillon sur deux

du signal de sortie, d'ot un phénoméne de décimation (figure 3.2) [16].
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o R
e

: Garder un échantillon sur 2

Figure 3.2 : Décomposition unidimensionnelle par ondelettes.
ll.1.2 Détails du signal

On appelle détails du signal a la résolution 27, la différence d'information entre les
approximations d'un signal f(¢) a la résolution 2/ et 27*.
Ainsi

DL f =\, (=27 n) = (/) w, Cx)27n)| (3.19)
L'équation (3.19) représente le signal de détails discret a la résolution 2/ .Dj, f peut
étre obtenue en convoluant Ay .f avec un filtre de réponse impulsionnelle g (filtre

passe-haut) suivie d'une opération de décimation (en gardant un échantillon sur deux

du signal de sortie) suivant la formule ci-dessous :

Z glk—2n)4s. f = Zg (2n—k)4Z., (3.20)
notons que les filtres #et g sont relies par la relation suivante :

gln)=(=1)"n[1-n] (3.21)

Les équations (3.18) et (3.20) montrent qu'on peut calculer les coefficients

d'ondelettes en fonction des différentes approximations suivant le schéma représenté
sur la figure 3.2. Les filtres H et G appelés en traitement du signal : filtres miroirs en

quadrature [16].
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111.1.3 Reconstruction

La décomposition sur la base d'ondelettes orthogonales permet d'avoir une
reconstruction exacte du signal original en ajoutant & I'approximation discréte a la

résolution 2’ le signal de détail correspondant.
Al f = hn-2k]45(k)+ Y. gln- ZkIij (k) (3.22)
g k= k=—0

Cette reconstruction est montrée par la figure 3.3. Chaque coefficient
d'approximation est obtenu par la somme du filtrage par % des coefficients
d'approximation a la résolution précédente aux quels sont intercalés des zéros et du
filtrage par ¢ des coefficients de détails (d'ondelettes) aux quels sont également

intercalés des zéros, d'ou un phénomeéne de sur-échantillonnage [16].

e

Figure 3.3 : Reconstruction unidimensionnelle par ondelettes.

Exemple :
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Figure 3.4 : Premiére étape de décomposition au niveau j=1.
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La figure 3.4 montre la décomposition d’un signal original s() au premier niveau de

résolution j =1 en une approximation a,(¢) et un signal détail d, (¢).

a,(t) : Approximation du signal original s(r) au premier niveau de résolution ;=1.

d, () : Signal détail extrait du signal original au premier niveau de résolution j =1.

La figure 3.5 la reconstruction du signal original So(t) obtenu par une sommation

linéaire de I'approximation a,(¢) et le signal détail d,(z).
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Signal original s(t)
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Figure 3.5 : Reconstruction du signal original s,(?).

La figure 3.6 montre la décomposition du signal s(t) au troisiéme niveau de

résolution j =3 en une approximation a,(¢) et des signaux détails 4, (t), d,(¢), 4,(t).
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Signal original s(t)
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Figure 3.6 : Décomposition du signal original au niveau de résolution j=3.

La figure 3.7 illustre la reconstruction du signal original So(t) obtenu par une

sommation linéaire de I'approximation a,(f) et les différents signaux détails d,(r),

2,(t). dy(t).
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Signal original s(t)
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Figure 3.7 : Reconstruction du signal original au niveau de résolution j=3.

Le signal original s(t) est un signal test. L'approximation a chague niveau de

résolution est calculée par une convolution du signal original avec la fonction échelle
appropriée (a chaque niveau de résolution). Le signal détail est donné aussi par une
convolution de I'approximation avec I'ondelette. Dans notre cas nous avons choisit

les ondelettes de Daubechies dbN, N =1.

lll.2 Analyse multidimensionnelle par ondelettes

Pour le cas bidimensionnel (image)

Bien que s'appliquant aussi dans le cas monodimensionnel, le concept de ['analyse
multirésolution décrite précédemment, a été introduit par Mallat (1989) pour une
application a limage [16]. Nous supposons que limage, f(x,y) appartenant a
I'espace d’Hilbert Lz(Rz) est a énergie finie. L’approximation multirésolutionnelle de
I? (Rz) est une séquence de sous-espaces de LZ(RZ) satisfait I'équation (3.9). Soit

(VZJ )jez I'approximation multirésolutionnelle de I'espace Lz(Rz). L’approximation de

f(x,¥) & la résolution 2/ est égale a sa projection orthogonale sur l'espace

vectoriel”,, . Donc, il existe une seule fonction échelle4(x, y), qui par sa dilatation et

sa translation, construit une base orthonormale dans I'espace V-
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La famille de fonctions (2"’ 2 (x—Z‘f ny-2" m)) , (n,m)ez? , forme une base
orthonormale et 4, (x, ) représente la fonction échelle avec le facteur de dilatation
v

Dans ce qui suit, nous considérons le cas de la séparabilité de 'ondelette. Pour ce

type de multirésolution, chaque espace vectoriel V,, peut-étre decomposer en un

produit tensoriel de deux sous espaces identiques de (R’); c'est a dire,
v, =V, ®V, (3.23)

et la fonction échelle ¢(x,y) s'écrira alors

#(x.y)=#(x)g(») (3.24)

oli ¢(x) est une fonction échelle monodimensionnelle du sous-espace (VZ‘,. ),-Ez et ¢(y)

[9].

est une fonction échelle du sous-espace vectoriel (V; )

Jjez

La base orthogonale de (sz) est alors donnée par:
¢, (x-27n,y-27 m)j(”’m)szz =g, (x-27n)p,(y-27 m)|, ez (3.25)

L'approximation discréte du signal f(x,y) & la résolution 2/ est définie par :

a5 =Gy, le-27np, y-27mhl .. (3.26)
L'expression de la différence d'information existante entre deux approximations
successives d'une méme image s'effectue a l'aide de trois ondelettes directionnelles

qui s'expriment sous la forme :

v (x,9) = w(xwly)
p (x.)=d(x)y(y) (3.27)

v’ (x,y)=w(x)s(y)

ou w2,y i sont respectivement les ondelettes permettant le calcul de la différence
d'information dans les directions diagonales, horizontales et verticales.

Les signaux de détails a la résolution 2’ sont donnés par [16]
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DI f =l yhw (=27 ny -2 m) Ly détails horizontaux (3.28)
14 v - o7 ke .

o= G v), v, (x=27n,y-27 m))J(M)EZ2 détails verticaux (3.29)

ijf = kf(x,y), u/:‘; (x -27n,y- Z_J"rrz})J(m)EZ2 détails diagonaux (3.30)

ou D/, D/, DS, el jeZ, sont respectivement le signal détail horizontal,
vertical et diagonal. Nous remarquons que, comme dans le cas 1D, A; 1, Djj' £,

D}, f, D, f sontdonnés par des produits de convolution séparables ; c'est-a-dire [9]

A, f= ((f(x, y)* b, (- x)gzizj (- y)XZ"j n2~7 J'ﬁ*z))(",m)ez2 (3.31)

D f= ((f(x, y)= b, (- x}z/zj -y XT" n,2~ m))(im)ez2 (3.32)

Dszf = ((_f(X, y)* WZJ (_ x)¢2.l‘ (_ y)XZ—J n)z*j m))(n!m)ezz (333)
et

Do f =y ey, o, e n2m)), . (3.34)

Avec ¢(x) un filtre passe-bas et y/(x) un bon filtre passe-haut [19,22]. L a figure3.8
nous montrons la structure arborescente des détails & un niveau de résolution égale

a 3. Dj. / représente les hautes fréquences horizontales (contours horizontaux),

D, f les hautes fréquences verticales (contours verticaux) et D f les hautes

fréquences diagonales (contours diagonaux).
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Asf | DS f
B f
14 D 2
D, f | Dy f :
H
D, f
V D
D, f D, f
V D
D, f D, f

Figure 3.8 : Décomposition arborescente de la transformation en ondelettes pour un niveau

de résolution j=3.

Donc, nous pouvons calculer les transformations en ondelettes 2D seulement avec
une extension séparable de l'algorithme de décomposition monodimensionnel [9].

Cet algorithme est illustré par le diagramme en bloc dans la figure 3.9 [16].

TR RS

2 1= P
G-

LIGNES COLONNES

t

Figure 3.9 : Algorithme de décomposition de Mallat a deux dimensions.
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Comme dans le cas monodimensionnel, le calcul des approximations successives
s'effectue a l'aide des filtres numériques. Dans le cas de limage, les filtres seront
appliqués en lignes puis en colonnes [16]. Les filires utilises dans cette

décomposition sont les filtres quadrature miroirs HetG.

La reconstruction se fait d'une maniére récursive. On reconstruira ainsi toutes les
approximations & travers I'axe des résolutions en ajoutant a I'approximation discrete
a la résolntinn 27 les signanx des détfails correspondants [16] 1’algorithme de
reconstruction 2 D est aussi étendu a partir de 'algorithme monodimensionnel en
utilisant des ondelettes séparables [9]. La figure 3.10 présente l'algorithme de

reconstruction de Mallat appliqué sur une image numérique [16].

COLONNES LIGNES

Figure 3.10 : Algorithme de reconstruction exacte de Mallat.
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Chapitre i Théorie de la transformation ‘multirésolution’

La figure 3.11 est un exemple d'analyse multirésolution appliquée & Iimage de Lena
(256x256) en utilisant comme base de décomposition I'ondelette biorthogonale de
daubechies (5,3) et pour des échelles différentes.

b : Image a la résolution j=1
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¢ : Image a la résolution j=2.

d : Image a la résolution j=3.
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Chapitre 1l ! Théorie de la transformation ‘multirésolution’

e: Image a la résolution j=4.

f : Image a la résolution j=5.

Figure 3.11 : Analyse multirésolution appliquée a l'image de Lena a l'aide de ['algorithme de
Mallat.
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Les figures 3.12 & 3.15 illustrent les résultats obtenus sur une image en appliquant le
concept de I'analyse multirésolutionnelle avec des ondelettes séparables, I'ondelette
utilisée est I'ondelette de Daubechies db6. Nous commengons par tirer les différentes
approximations de l'image originale & chague niveau de résolution, ensuite nous
calculons des images détails perdues entres deux approximations : & ce stade nous
extrayons les détails horizontaux, les détails verticaux et les détails diagonaux. Enfin
une reconstruction de limage originale a partir des images détails et des
approximations a chaque résolution. Dans la figure 312, Ia premidére etape de
decomposition de limage originale utilisée, qui est Lena (256 x 256), que nous
présentons sous forme arborescente, cette forme groupe approximation au premier
niveau de résolution, et les différentes images détails, et dans la figure 3.13, Ia
deuxiéme et la troisiéme étape de décomposition de Fimage originale. Dans la figure
3.14, nous avons extrait les différentes images détails pour trois niveaux de
résolutions j =1, j=2 et j=3, nous remarquons, que quand j augmente, il y aura
de moins en moins d'information perdue.

Dans la figure 3.15, nous donnons image reconstruite & partir de l'approximation au
niveau de résolution j=3 , et toutes les images détails trouvées au niveau 1=1,

j=2,et j=3.

Image originale
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Image a la résolution j=1

Approximation A1 Horizontal Detail H1

Vertical Detail V1 Diagonal Detail D1

Figure 3.12 : Premiére étape de décomposition de I'image originale pour le niveau de
résolution j=1.

Image a la résolution j=2

Approximation A2 Horizontal Detaif H2

Vertical Detail V2 Diagonal Detail D2
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Image & Ia résolution j=3

Approximation AJ Harizantal tistail H3

Vertical Detail V3 Diagonat Detail D3

Figure 3.13 : Deuxiéme et troisiéme étape de decompaosition de I'image originale.

Horizontal Detail H1 Vertical Detail V4 Diagonal Detail D1

Approximation A2 Horizontal Detail H2 Vertical Detail V2 Diagonal Detail D2

60



7

Chapitre il : Théorie de la transformation ‘multirésolution’

Horizontal Detail H2 Vertical Detail V2 Diagonal Detail D2

Approximation A3 Horizontal Detail H3 Vertical Detail V3 Diagonal Detail D3

Figure 3.14 : Images détails obtenues & la résolution =1, j=2 etj=3.

Image originale Image reconstruite

Figure 3.15 : image reconstruite & partir des approximations et toutes les images détails
trouvée au niveau j=1, j=2 et j=3.
.3 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons étudié I'analyse multirésolutionnelle par ondelette pour

le cas monodimensionnel et le cas bidimensionnel. Pour le cas 1D, nous avons
appliqué le concept de lanalyse multiéchelle au signal s(r) afin d'extraire les

différentes approximations et les différents signaux détails & chaque échelle j. Nous
avons remarqué que nous extrayons de moins au moins de détail quand
augmente. La reconstruction de s(t) se fait par sommation des différentes

approximations et des différents signaux détails trouvés. Pour le cas 2D (image),
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trois ondelettes ont été construites afin d'extraire a chaque résolution trois types de
détails (horizontal, vertical et diagonal). Cette construction se fait en supposant que
l'ondelette est séparable. L'image utilisée est Lena (256 x 256) a 256 niveau de gris.
L'ondelette utilisée est 'ondelette de Daubechies db6 avec sa fonction échelle

associée.
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Chapitre IV : Application de

I’ondelette a I’étude du débruitage

IV.1 Posltlon du probléme

IV.2 Débruitage par filtres linéaires
IV.3 Débruitage par ondelettes
IV.4 Résultats

IV.5 Conclusion

Dans les conditions ideales, le niveau de bruit est réduit & un niveau négligeable
par rapport au niveau du signal pour que tout débruitage soit inutile.
Malheureusement, dans les données réelles le bruit est toujours présent [26]. Au
cours des vingt derniéres années, le debruitage (régression non paramétrique en
statique) a fait I'objet de nombreuses recherches en traitement d’images, et fait
encore l'objet d'une recherche soutenue. Le bute consiste a estimer une fonction
inconnue s a partir de ses mesures bruitées. Les techniques de régression non
paramétrique (débruitage) offrent un panel d'outils simples d’emploi permettant de
récupérer une structure, sans imposer un modéle paramétrique au préalable.
Plusieurs débruiteurs basés sur la théorie statistique ont ainsi vu le jour aussi bien
dans un contexte classique que bayésien [27].

Durant les année 90, Donoho et Johnstone ont proposé deux types d'estimateurs
non linéaires comme solution au probléme de régression non paramétrique dans le
domaine des ondelettes a savoir le “contraction par ondelettes” et le “seuillage par

ondelettes” [28, 29]. Ces estimateurs, reposent sur I'analyse multirésolution [30].
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Dans le présent chapitre, nous allons donc tout d’abord spécifier ce qu’est le
débruitage, puis nous présenterons quelques utilisées pour le débruitage de signaux.

IV.1 Position du probléme

Le débruitage de signaux est une notion relativement vague si I'on ne précise pas ce
que cela signifie pour nous. Dans ce paragraphe nous allons donner une
interprétation plus formelle de ce qu'est le débruitage de signaux.

Supposons que l'on ait des observations bruitées y d'un signal s

¥V, =8, +n, i=0,1,.... ,N—-1 (4.1)
ou n, est un bruit blanc gaussien centré indépendant et identiquement distribué de
variance ¢ : 7, —>N(0,0'2). Notre interprétation de la notion de débruitage est
d'inférer sur la valeur des échantillons s, a partir des observations corrompues y, en

utilisant divers criteres comme la minimisation de I'erreur quadratique moyenne

définie par

gou = B = S £{G, -5, F) (4.2)

i=0

Filtre
(k) ——s h(n) > z,(k)=5()

Figure 4.1 : Principe du filtrage linéaire

On traite les observations y,(k) grace au filtre linéaire h(n) de fagon & estimer les
sources s,(k) par §,(k)=z,(k)=(n* y, X#).
Dans le meilleur des cas, nous souhaitons pouvoir séparer complétement le signal

in-formatif s, du bruit », .
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IV.2 Débruitage par filtres linéaires

Une premiére méthode pour effectuer un débruitage est d'utiliser des filtres
spectraux : ils traitent les coefficients issu de la transformée de Fourier en fonction de
leur fréquence. Leur principale idée est d'ajuster la bande effective au signal
recherché de fagon a réduire la puissance du bruit d'ol une augmentation du rapport
signal sur bruit défini par

PSNR = Ll (4.3)

bruit

ol p.. est la puissance du signal et p,,, celle du bruit. L'emploi du filtrage de
Wiener permet de minimiser I'erreur quadratique moyenne, les coefficients du filtre

sont alors donnés par

FS (f)
) A

ol T,(f) est la densité spectrale de puissance du signal, o? la variance du bruit

H(f)=

blanc qui perturbe les données et H(f) la fonction de transfert du filtre A(n).
Cependant, 'emploi d'un tel filtre suppose que 'on ait une connaissance statique du

second ordre sur le signal.
De plus, le debruitage par filtre, qui repose sur l'idée de traiter les échantillons en

fonction de leur fréquence, sera d'autant plus performant que le signal et le bruit
occupent des bandes de fréquences distinctes [26].
La figure 4.2 illustre le débruitage par le filtre de Wiener.
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Bruit blanc gaussien
centré

A 4

Image originale = Image bruitée Filtre de Wiener

Image débruitée

Figure 4.2 : Débruitage par le filtre de Wiener.

IV.3 Débruitage par ondelettes

La décomposition sur une base d’'ondelettes discrétes est une méthode standard
d’analyse et de débruitage d'image [31]. Il existe deux grandes catégories de
méthodes pour le débruitage par ondelettes : le débruitage par seuillage et le
débruitage par projection dans une base convenable. Pour cela nous allons exploiter
deux propriétés intéressantes de la transformée en ondelettes discréte:

e Elle est éparse, c'est-a-dire que seul un petit nombre de coefficients a une

amplitude importante.

* Les coefficients sont moins corrélés que les échantillons du signal.
Ces propriétés, jointes a I'utilisation d’algorithmes rapides de calcul de la transformée
en ondelettes discrete, font que I'on traite les coefficients de la transformée plutét

que les échantillons du signal.

IV.3.1 Débruitage par seuillage

La propriété de décorrélation nous suggére de traiter les coefficients
indépendamment les uns des autres et le fait que la transformée en ondelettes soit
éparse nous incite a traiter les coefficients en fonction de leur amplitude et donc a

utiliser des estimateurs a seuils.
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Notons () et W ™'() les opérateurs direct et inverse de la transformée en ondelettes
discréte. Soit D(, 1) 'opérateur de débruitage associé au seuil 4. En regroupant les
observations y, du signal observé dans un vecteur

y=s+n (4.5)
ol s représente le signal original informatif, et » est un bruit blanc gaussien centré
indépendant et identiquement distribué de matrice de covariance o/
Il—}N(O,sz),

la procédure de débruitage pour estimer s se traduit alors en trois étapes par

w=W(y)
z=D(w, 1) (4.6)

§=w(z)
ol 'opérateur direct W() de la transformée en ondelettes discréte se caractérise par

une simple matrice de transformation W orthogonale qui verifie donc

wwh=w'w=1.
Ainsi, pour les observations on a
w=W(y)=Ws+Wn=0+b (4.7)

Il est alors tres simple de vérifier que & est un bruit blanc gaussien centré de matrice
de covariance oI : b——>N(0,071).
Intéressons-nous maintenant au choix de I'estimateur & seuil D(,.) ainsi qu'a celui du

seuil 4.

IV.3.1.1 Seuillage dur et doux.

Comme nous l'avons souligné, la transformée en ondelettes discréte est éparse: le
signal s est caractérisé par un faible nombre de coefficients & de grande amplitude.
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Seuillage dur Scuillage doux
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Figure 4.3 : Seuillages dur et doux.

La figure de gauche représente le seuillage dur (courbe en trait plein): les coefficients
dont 'amplitude est inférieure au seuil A4, choisi ici égal a 5, sont annulés; les autres
restent inchangés. La figure de droite représente quant a elle le seuillage doux
(courbe en trait plein): les coefficients dont I'amplitude est inférieure au seuil A sont

annuleés, les autres voient leur amplitude diminuée de la valeur du seuil.

Le seuillage dur exploite cette propriété en annulant tous les coefficients w, inférieur

au seuil A4 :

Dy (w,2)= {0 it 4.8)

w sinon

si w représente un coefficient quelconque de la transformée en ondelettes discréte
(figure 4.3). Ceci revient & considérer que les coefficients de faible amplitude
(inférieure a 1) ne sont pas dus au signal mais uniqguement au bruit, ils sont donc
considérés comme nuisibles ce qui nous suggére de ne pas en tenir compte en les
annulant.
Cependant, un tel estimateur peut entrainer, du fait de sa discontinuité, des os-
cillations comparables a celles engendrées par le phénoméne de Gibbs (conduisant
a des variances généralement élevées). Pour palier cet inconvénient, Donoho

suggére de choisir un estimateur doux [33] défini par
D, 2) = sgn(wmw| = /”L)+ (4.9)
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ol sgn() est la fonction signe et (), représente la partie positive de I'expression
entre parenthéses. Cet estimateur est continu: il annule tous les coefficients dont

Pamplitude [w] n'excéde pas 4 et diminue les autres de la valeur du seuil (figure 4.3),

mais il introduit un biais systématique puisqu'’il contracte les coefficients quelle que
soit leur amplitude.
Comment choisir le seuil 4 ? Deux possibilités s'offrent & nous :
1. Nous décidons d’adopter un seuil (commea la sauil universel [33]) qui ne dépend
que du nombre de données N et de la variance du bruit o auquel cas A peut étre
predéterminé et nous pouvons appliquer la procédure en trois étapes décrite
précédemment.
2. Nous optons pour un seuil adaptatif

A=d(w) (4.10)
(comme le seuil sélectionné par I'estimateur non biaisé du risque fondé sur le
principe de  Stein [9] paragraphe suivant) qui ne dépend plus uniquement de N et
o’ mais aussi des données w . Et nous appliquons alors une procedure de
debruitage en quatre étapes

w=W(y)
A=d(w)
z=D(w,A)
§=w (:)

ou nous distinguons maintenant I'opérateur d(_) qui sélectionne le seuil 2, de

(4.11)

lopérateur D(.,.) qui effectue le seuillage.
Laissonspourlemomentlesseuilsadaptatifsetdévelopponsleseuiluniversel. L'idée du
seuil universel est d’approcher les performances qu’offre un oracle [33] avec un seuil

tres simple. Un oracle suppose que I'on a une connaissance parfaite des coefficients
g, inconnus, non pas qu'il nous donne directement 8, , mais qu'il va nous permettre

d'effectuer le choix du seuil de maniére idéale afin de minimiser I'erreur quadratique
moyenne. Adopter le seuil universel permet de se rapprocher de ces performances: il

suffit pour cela de choisir A° tel que
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2 =042In(N) (4.12)
Ce seuil tres simple associé au seuillage doux donne de bons résultats et posséde
des propriétés intéressantes [32] quant a la régularité de I'estimateur.

Autres méthodes ont été envisagées afin de trouver un compromis entre le seuillage
doux et dur: SURE, Oracle threshol [26,35].

La figure 4.4 illustre le débruitage par la transformée en ondelettes.

Bruit blanc gaussien
centré

Transformée en
Image bruitée el Ondelettes

\ 4

Image originale

Transformée en
Ondelettes inverse | Seuillage

1

Image débruitée

Figure 4.4 : Débruitage par la transformée en ondelettes.

IV.3.1.2 Débruitage par transformation invariante par translation

Un des inconvénients de la transformée en ondelettes discréte est qu'elle n'est pas
invariante par translation: un signal et son translaté n'ont pas des représentations en
ondelettes discrétes translatées I'une de P'autre. De plus, comme nous 'avons déja
dit, le seuillage dur peut entrainer I'apparition d’artefacts. Coifman

et Donoho [36] proposent une méthode pour s’affranchir de cet inconvénient. lis
suggerent ainsi de calculer les transformées en ondelettes discrétes du signal ainsi
que de toutes les permutations circulaires de celui-ci, d’effectuer le débruitage de
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notre choix et d'appliquer la trans-formation inverse & chacune des transformées

directes calculées avant de moyenner celles-ci:

T(w, S ) = Moy, {SioToS (wh (4.13)
ol Moy, () est I'opérateur moyenne de I'expression entre parenthése pour pour
lensemble des indices k de X, T()=W "o D(,4)o () représente l'opérateur de
débruitage de notre choix et (S, (1)), = .. mea(v) I'OPérateur de translation temporelle.

Nason et Silverman [37] montrent que ce principe est équivalent a calculer la
transformée en ondelettes stationnaire. Leur idée est de moyenner des transformées
on ondolettes discrétes légérement différentes, appelée transformées-decimees.
Pour cela rappelons que la transformée en ondelettes discréte est calculée a partir
de bancs de filtres selon I'algorithme de Mallat [38, 39]. Cet algorithme fait appel a
chaque échelle & un sous échantillonnage en ne gardant que les échantillons
d’indice impair, mais il est tout a fait possible de ne garder que les échantillons
dindice pair. Ainsi a chaque échelle nous devons choisir entre garder les
échantillons d'indice impair et ceux d'indice pair. En calculant toutes les
décompositions possibles du signal original, nous obtenons 2° décompositions
differentes a I'échelle L, équivalentes a celles obtenues par le principe de Coifman
et Donoho [36]. Une fagon trés simple de calculer toutes les transformations
decimeées est d’utiliser un algorithme proche de celui de Mallat a chaque échelle, on
ne sous échantillonne plus les coefficients mais on sur-échantillonne les coefficients
qui définissent les filtres passe-bas et passe-haut. La transformée en ondelettes
stationnaire inverse est calculée en moyennant les diverses reconstructions

obtenues des différentes décompositions.

La figure 4.5 illustre le débruitage par la transformée en ondelettes invariante par

translation.
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Bruit blanc gaussien
centré
Transformée en
Image originale > Image bruitée —P ondelettes invariante
par translation
Transformée en
Image débruitée ¢ Ondelettes inverse [+ Seuillage

Figure 4.5 : Débruitage par la transformée en ondelettes invariante par translation.

IV.4 Résultats

Nous nous intéressons aux propriétés d'un bruit blanc gaussien centré qui nous
ajoutons sur l'image originale qui est Lena 256x256. On peut alors effectuer les
méthodes de débruitage, débruitage par le filtre Wiener, et le débruitage par la
transformée en odelettes par seuillage, qui est une technique d'élimination des
coefficients suivant d'un seuil donné avant I'étape de synthése (reconstruction) [40].

On présente les PSNR de ces méthodes de débruitage :

IV.4.1 Seuillage dur

o Débruitage par le filtre de Wiener : 27.8154.
o Débruitage par la transformée en ondelettes : 25.653.
e Débruitage par la transformée en ondelettes invariante par translation:
28.3776.
La figure 4.6 illustre les différentes images débruitées par le seuillage dur.
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Image originale

Débruitage par la T-O(dur) Débruitage par fa T-O(dur)-IT
G -

Figure 4.6 : Les différentes images débruitées par le seuillage dur

Les meilleurs résultats sont donnés par le débruitage par la transformée en
ondelettes invariante par translation.
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V4.2 Seuillage doux
o Debruitage par le filtre de Wiener : 27.6691.

¢ Débruitage par la transformée en ondelettes : 23.3203.
e Débruitage par la transformée en ondelettes invariante par transiation :
24.0148.
La figure 4.7 illustre les différentes images débruitées par le seuillage doux.

Image bruitée

Figure 4.7 : Les différentes images débruitées par le seuillage doux
Les meilleurs résultats sont donnés par le débruitage par le filtre de Wiener.

IV.5 Conclusion

Les meilleurs résultats sont donnés par la méthode de débruitage par la
transformée en ondelettes invariante par translation pour le seuillage dur, et pour le
seuillage doux les meilleurs résultats sont donnés par la méthode de débruitage par
le filtre de Wiener. Donc le PSNR (rapport signal sur bruit) et plus grand c'est-a-dire
élimination du bruit sans pertes d'informations sur I'image.
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Conclusion Générale

RESUME

Dans ce mémoire, nous avons présenté un modele stable et complet pour
lanalyse du contenu sémantique de I'image qui est 'analyse multirésolutionnelle par
ondelettes. L'ondelette est un bon opérateur pour I'extraction des détails dans
limage.

Dans le chapitre 1, nous avons donné une étude de la cause de I'apparition
d’'ondelette. Ensuite, nous avons donné la procédure de transformée de Fourier.
Nous avons donné aussi la transformée de Fourier fenétrée.

Dans le chapitre 2, nous avons présenté une étude de I'opérateur ondelette avec ses
propriétéa. Ensuite, nous avans donné la procédure de construction des ondelelles
orthogonales et biorthogonales a partir des filtres duaux. Nous avons donné aussi les
différentes familles d’ondelettes.

Dans le chapitre 3, nous avons étudié I'analyse multirésolutionnelle par ondelettes
pour le cas monodimensionnel et le cas bidimensionnel. Pour le cas 1D, nous avons
appliqué le concept de I'analyse multiéchelle & un signal s(¢) afin d’extraire les
différentes approximations et les différents signaux détails a chaque résolution. La
reconstruction du signal original est faite par la sommation des différentes
approximations et des différents signaux détails trouvés. Pour le cas 2D, trois
ondelettes ont été construites afin d’extraire a chaque résolution trois types de
détails ; horizontal, vertical et diagonal. Cette analyse s'est faite en supposant que
l'ondelette est séparable.

Dans le chapitre 4, nous avons donné une application des ondelettes a le débruitage.
Nous avons donné le débruitage par un filtre linéaire (filtre de Wiener). Nous avons

aussi donné le débruitage par la transformée en ondelettes.

SUGGESTION ET PERSPECTIVES

Nous avons traité dans le chapitre 3 le cas 2D (image) par lanalyse
multirésolutionnelle par ondelette séparable. Il est intéressant de traiter les images
2D par I'analyse multirésolutionnelle par ondelettes 2D non séparables et orientées.

Il serait intéressant donc de I'appliquer & la segmentation.
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