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Résume :

Ce travail s'inscrit dans le cadre de I'étude des problemes inverses. Il s'agit de restaurer
un signal inconnu ayant été dégradé par un systéme linéaire invariant et un bruit. Ce
probléme constitue un théme important en traitement du signal et des images. En effet,
il apparait dans de nombreuse disciplines comme la spectrometrie, la sismologie, la

calorimétrie, 'astronomie, ...etc.

Les résultats montre l'efficacité de la méthode qu'intégre le filtrage optimal dans la

procédure de restauration.




Introduction

Dans différents domaines scientifiques ou les mesures expérimentales sont capitales,
les capteurs sont l'objet de la plus grande attention. Leurs qualités croissent avec
I'évolution de la technologie, mais I'expérimentateur en veut toujours plus. C'est a dire
qu’il veut dépasser les performances offertes par ses capteurs. Dans ce cas, il faut faire
appel au traitement du signal afin d’extraire un maximum d’information des signaux

enregistrés.

Considérons le cas d’'un capteur, qui a pour mission de transformer une grandeur
physique (représentant une température, une pression, un débit ...) en une grandeur
électrique (en générale une tension). Compte tenu de ce changement de dimension et
de la physique du capteur, il est nécessaire avant toute mise en fonction du systéme de
mesure d'effectuer un étalonnage. Cet étalonnage traduit le lien existant entre la
grandeur physique et la grandeur électrique, cette relation est appelée ‘fonction
d’appareil’. Généralement, celle-ci est considérée comme une constante. Cependant

certains capteurs présentent un comportement dynamique non négligeable.

Le traitement numérique bas niveau des signaux et des images a pour objectifs

essentiels :

- latténuation de I'effet des bruits et autres perturbations parasites pouvant affecter

information a divers endroits dans la chaine de mesure et d’acquisition. En effet, les
signaux aléatoires parasites sont générés par lappareillage de mesure et/ou
d’acquisition, du milieu ou l'information s’est propagée ou encore méme par le capteur

qui génere l'information elle-méme.

- La restauration de I'information dégradée par le systéme de mesure et d‘acquisition.
En effet, tous les systéemes de mesure, d'acquisition de conditionnement apportent
une dégradation inévitable que I'on qualifie habituellement au filtrage indésirable sur
les signaux informatifs. Ceci est di essentiellement a la lenteur des temps de
réponse des systémes de mesure par rapport au signal informatif original. On
qualifie habituellement cet effet, par 'effet de flou (ou Spread Function) compte tenu
que tous les détails rapides et aigus du signal sont élargis et il arrive souvent gqu'ils



se chevauchent et deviennent un seul et méme objet ou détail. Ces altérations sont
plus visibles dans certains domaines et applications que d’autres. On cite, & titre
indicatif, le domaine de l'astronomie ou les images observées par télescopes
donnent des informations erronées sur les astres et autres étoiles. Ceci est bien
entendu di a I'effet de filtrage indésirable apporté par le télescope lui-méme et par
le milieu ou l'information s’est propagée avant d’'arriver. Pour des systéemes que I'on
peut supposer comme linéaires et invariant par translation cet effet de flou peut étre
assimilé a une sorte de convolution du signal original par la réponse du systeme.
Ce qui conduit a proposer une déconvolution pour restaurer linformation.
Néanmoins, pour réaliser une déconvolution on devrait pouvoir retrouver toute
information qui a été perdue par 'effet de filtrage indésirable. Ceci s’explique mieux
dans le domaine fréquentiel ou la dégradation apportée par le systéeme de mesure
est équivalent a une perte trés prononcée des harmoniques hautes fréquences de
notre signal original. Retrouver ces harmoniques perdues n’est pas tout a fait une
réalisation aisée. C'est ce que l'on appelle habituellement un probléme «mal
posé ». La déconvolution revient donc a rendre ce probléme bien posé en apportant
des éléments de régularisation. Ceci peut s'effectuer, par exemple, par I'introduction

d’information a priori.

Considérons le processus de mesure suivant :

u——— ———> y

Figure 1 : systéme de mesure

u . grandeur a mesurer
h . capteur de mesure
y . grandeur mesurée

La grandeur que I'on désire capter ou mesurer constitue le support physique d’'une
information d'origine variée. Cela peut étre un phénoméne physique, chimique,

biologique, acoustique, ... etc.



La détermination du signal original » qui n’est pas observable directement, a partir de

I'enregistrement y est un probléme inverse.

Du point de vue du traitement du signal, la modélisation du bruit se doit étre
adaptée aux traitements sur les signaux regus. Dans de nombreux cas, les capteurs
peuvent étre modélisés comme ayant une dynamique linéaire. De plus, le signal
enregistré y, peut étre considéré comme étant la somme d'un signal aléatoire v
représentant les bruits sur les observations et d’'un signal déterministe y, comme le

montre la figure (2).

u y Ym

Figure 2 : modélisation d’'un systéme linéaire

Moyennant des hypothéses de linéarité et d’invariance, le modeéle physique est une
convolution, et le probléme a résoudre est une variété du probléme inverse appelée

déconvolution.

La relation qui liée la sortie y,, avec le signal d’entrée u peut étre décrit par I'équation

suivante :
y=h*u+v &)

(*) désigne le produit de convolution
h est la réponse impulsionnelle du systeme de mesure

Si les signaux traités sont continus ou discrets, I'équation (1) revét des aspects
différents. La méme chose est obtenue si celle-ci est exprimée dans le domaine

temporel ou fréquentiel.



Continu — temporel :

y(f){fh(t_f)u(r)dr @

Continu - fréquentiel :
Si nous nous plagons dans le cas des fonctions possédant une transformée de Fourier,

la transformée de Fourier de I'équation (2) s’écrit :
Y, (w)=H(w)U(w)+V(w) (3)

Ou Yu(w), Hw), Uw), V(w) sont respectivement les transformées de Fourier du signal
enregistré y,,, du noyau de convolution %, du signal utile « et du bruit de mesure .

La transformée de Fourier F(w) d’'une fonction f{z) est définie par :

F(w)= T Pe)e™ d

Continu — Laplace :
Si nous appliquons la transformée de Laplace a I'équation (2), nous obtenons :

Y,(S)=H(S)U(S)+V(S) (4)

Ou Y,(s), H(s), U(s), V(s) sont respectivement les transformées de Laplace du signal
enregistré y,, du réponse impulsionnelle 4, du signal original « et du bruit de mesure v.

La transformé de Laplace F{(s) d’'une fonction f{r) est donnée par :

F(S)= if fle)e ar



Discret — temporel :
yulnLL)= 3 M, - KL u(kT,) + (o) )
k=—

T, désigne période d’échantillonnage.

Continu — transformé en Z :

Y(2)=H(Z)U(z)+V(Z) (6)
Ou Yu(z), H(z), Az), V(z) sont respectivement les transformées en z du signal enregistré
Vm, AU réponse impulsionnelle 4, du signal original « et du bruit de mesure v.

La transformée en Z F(z) d'une fonction f{¢) est donnée par :

F(z)= gf(nz;)z-"

N désigne le nombre d’échantillons.

Donc l'estimation d’un signal a partir de sa version déformée et bruitée représente
un probléme majeur en traitement du signal. Depuis une soixante d’année le probléme
de déconvolution a été considéré comme celui du filtrage inverse [24]. Dans le méme
temps, plusieurs méthodes basées sur la synthese des filtres numériques ont été plus
en plus appliqués et ont conduit a la déconvolution des données numériques par le
filtrage de Wiener [25], [26], [27], [28]. Toutefois ces méthodes représentent une version
modifiée des techniques de filtrage inverse. Nombreux sont les auteurs qui ont montré
I'échec de ce type de filtrage et les méthodes d’inversion généralisées qui sont des
variantes des Moindres Carrés [29], [30], [31], [32].

Les premiéres méthodes de résolution étaient basées sur une approche itérative
[33], consistant en une inversion directe ou en une inversion dans 'espace fréquentiel
du noyau de convolution. Ces méthodes sont intéressantes car représentent une



structure itérative mais elles ne réduisent pas l'effet de bruit. Au-dela d’un certain
nombre d’itérations, la stabilité du signal restauré n’est pas assurée.

Pendant les années 80, de nouvelles approches sophistiquées ont vu le jour,
introduisant le concept de régularisation [22]. Cette technique consiste a introduire des
connaissances a priori sur le signal a estimer afin d'assurer la stabilité numérique de

P'algorithme de résolution.

La stratégie de régularisation, nous permet d’éviter les singularités du noyau de
convolution. La technique d’optimisation de Wiener [34] est introduite pour réduire I'effet
du bruit de mesure. Cette technique est basée sur la minimisation de la variance de
Ferreur d’estimation du signal & estimer, mais cette' approche suppose une forte
hypothese sur le signal original qui doit étre un signal aléatoire stationnaire d'ordre
deux. L'utilisation par Demoment [10], [35] du filtre de Kalman discret permet de
s’affranchir cette hypothése tout en ayant une bonne stabilité numérique.

L'information a priori peut étre introduite soit sous forme déterministe ou
stochastique dans l'algorithme de résolution. Parmi les techniques utilisées dans la
théorie de probabilité pour résoudre le probléme de déconvolution, on trouve les
estimateurs MAP(maximum a posteriori) [36] [37] [38] qui consiste & combiner dans un

cadre Bayésien l'information provenant des données et de I'a priori.

L’objectif de notre mémoire consiste a régulariser le probleme de déconvolution,
tout en faisant introduire des méthodes combinat le filtrage optimal dont le but est de
réduire le bruit dans la donnée et les méthodes de régularisation diverses qui réduisent

la distorsion sur le signal a restaurer.

Dans le cas ou I'on s’intéresse au probleme de la restauration d'image, I'image
enregistrée et I'image originale sont liées par la relation suivante :

vl = [ [He ¢ n-n)ul¢ ) an +¥(¢.m) ™

—00 —C0



Le noyau de convolution A(.,.) traduit des phénomeénes variés tel une ouverture limitée

du systéme optique, un bougé de I'objet pendant le temps d’exposition.

Le présent travail s’intéresse donc au probléme de déconvolution. La
déconvolution ou encore d'une maniére plus générale la restauration des signaux et
des images est une discipline assez vielle. Elle a commencé voila plus de soixante
années. Cependant, elle n'a cessé de connaitre des développements et des
affinements. En effet, l'information a utiliser et plus complexe de jour en jour, les
instruments de mesure ou autres sont beaucoup plus sophistiqués mais d’autre part la
recherche d’'une information plus précise et plus significative se voit plus pressant
aujourd’hui qu’hier. 1l est donc évident que cette discipline est loin d’étre délaissée mais
bien au contraire elle est beaucoup plus sollicitée qu’avant.

Ce travail est organisé de la fagon suivante ;

Au cours du chapitre1, nous définissons la convolution et la déconvolution.

Nous rappelons dans le chapitre2 la technique d’estimation linéaire de Wiener qui

résulte de la minimisation de la densité spectrale de 'erreur d’estimation.

Le chapitre 3 est consacré aux méthodes dites déterministes. Nous passons en
revue la méthode des moindres carrés, les méthodes itératives et deux approches

résultant du concept de régularisation.

Au chapitre 4, aprés avoir rappelé quelques résultats établis dans le cadre du filtrage
optimal pour des signaux déterministes, nous étendons I'approche du filtrage de Kalman.

Afin d’améliorer la robustesse des techniques usuelles de déconvolution vis a vis du
bruit de mesure, nous exposons des méthodes de déconvolution 1D et 2D modélisant le
signal a restaurer comme un signal déterministe perturbé par un signal aléatoire additif.
Ces méthodes combinent le filtrage optimal et les techniques de régularisation pour la
résolution du probléme de déconvolution.
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Présentation du probléme de déconvolution

11 Introduction :

Le but du traitement du signal consiste a extraire le maximum d'information & partir du
signal enregistre, selon des critéres et des objectifs bien définis en vue de son analyse,
de son amélioration, de sa transformation, de sa reconstruction ou de sa restauration,

etc.

Les informations provenant des phénomenes physiques étudiés ne sont pas, en
général, directement accessible & 'observateur, elles subissent en effet, avant de lui

parvenir diverses transformations dont les principales sont dues :

e Au bruit qui superpose au signal utile.
e Aux appareils de transmission.

e Au milieu dans lequel se propage le signal avant d’étre enregistré.

Dans le cas général, le bruit s’additionne au signal utile, ainsi leur séparation peut
s'effectuer en utilisant les concepts de filtrage optimal, par contre, l'action de
I'appareillage ou du milieu de propagation, se traduit généralement par la convolution
du signal porteur de linformation avec le signal caractéristique de I'élément
perturbateur (voir figure (1.1)). La séparation de ces deux composantes liées par
convolution, appelée couramment déconvolution. Ou autrement dit la déconvolution
consiste a estimer linformation originale a partir du signal observé et diverses

informations sur le systéme et sur le bruit de mesure

Pour tous les développements ultérieurs, il est commode de représenter le
processus de dégradation et de transformation du signal utile a I'aide du schéma bloc
de la figure (1.1). Ainsi le signal utile () est considéré comme l'entrée d’'un systéme

linéaire, décrit dans le cas stationnaire par sa réponse impulsionnelle.



uy— "V

Figure 1.1

L'une des applications les plus spectaculaires se trouve en astronomie, ol un
télescope de résolution moyenne utilisé pour observer deux étoiles lointaines donne
comme image une tache. Augmenter le pouvoir de séparation du télescope, afin de
distinguer les deux étoiles, revient a doubler la taille de ses miroirs. Ce qui nécessite un
cout de réalisation prohibitif et un effort considérable. Au lieu de cela, I'utilisation des
techniques de déconvolution permet d’avoir un résultat acceptable sur 'observation des

deux étoiles, tout en gardant le méme instrument.

I. 2 Position du probléme :

En général, on rencontre trés souvent des difficultés lorsque I'on effectue, en pratique,
une mesure, dans le but de remonter & une grandeur physique que I'on veut évaluer
avec précision. La plupart des processus de mesure peuvent étre schématisés par la

figure suivante :

v(t)

ut) —  h() Vl®)

Figure 1.2 : principe de dégradation convolutive

u ; représente la grandeur que I'on désire mesurer.

h : fonction d’appareil représentant le processus de distorsion engendré par la chaine
d’acquisition des mesures.

v. les perturbations (bruits) de mesure.

ym . le signal enregistré.



Lorsque % est linéaire, la configuration de la figure (1.2) peut étre décrite par I'équation

suivante :

Vult) = ) * u(e) +v(0) (1.1)
Ou (*) représente I'opérateur de convolution.

Si les signaux de I'équation précédante admettent des transformées de Fourier, nous

avons :
Y, (w)= H(w)U(w)+V(w) (1.2)

Dans le cas géneéral H(w) est un filtre passe bas, il en résulte que 1/H(w) aura
plutét tendance a amplifier les bruits de mesure que de donner une estimation
acceptable du signal ». De nombreux travaux ont été publiés[4] proposant une variété
de méthodes permettant de trouver une solution acceptable au probléme de
déconvolution. Cette diversité traduit d'une part limportance du probléme de
déconvolution, et d’autre part sa grande difficulté. En présence du bruit de mesure v, il
est souvent proposé une étape de mise en forme du signal y,, en filtrant ce dernier afin
de réduire le niveau des bruits de mesure, se pose alors la question du choix du filtre.
En effet, si le filtrage n'est pas adapté, soit certaines informations contenues dans le
signal enregistré peuvent étre atténuées, soit le filtre ne réduire que partiellement les

bruits des mesures.

I. 3 L’état de I'art des méthodes de déconvolution :

La non- unicité de la solution du probléme de déconvolution qui est un probiéme mal
posé et les domaines de ses applications trés variés ont donné lieu, comme en
témoigne la littérature abondante sur ce sujet, a une grande diversité de méthodes. Par
conséquent, il est difficile d'effectuer une comparaison compléte de ces méthodes, vu
les différents critéres utilisés pour juger la qualité de restauration.

Les méthodes de déconvolution existantes peuvent étre classées selon deux grandes

approches, I'approche déterministe et I'approche stochastique.

Dans un cadre déterministe, le probléme qu'on cherche a ftraiter revient a
restaurer le signal d’entrée », connaissant le signal observé y et 'opérateur linéaire de

10



dégradation H. Le bruit aléatoire est un signal dont les caractéristiques sont supposées
partiellement connues. Une solution immédiate peut étre obtenue au probléme de

déconvolution en minimisant un critére quadratique de I'erreur résiduelle tel que :

J@) = |y - Hil = (v~ Ha)(y- Hi) (1.3)

Ou : 7 = arg min{J(#1)} est la solution des Moindres Carrés.

Nous verrons au paragraphe §II1.2 que la solution obtenue par cette méthode ne
constitue pas une bonne approximation a la solution du probléme de déconvolution.
Afin de stabiliser la solution de la norme minimale, les techniques de régularisations
doivent étre utilisées [12], [39]. Elles permettent d’avoir une solution acceptable au
probléeme de déconvolution. Cette solution résulte d’'une combinaison d’informations
relatives aux données et des connaissances a priori sur le signal a estimer. Elles

s’obtiennent par la minimisation du critére suivant :
Ju,a)=(y- Hu)(y - Hu)+au'CCu (1.4)
Ou C est une fonctionnelle de stabilisation et o un paramétre positif de régularisation

Toutefois le critere (1.4)ne permet pas de représenter certains types de contraintes, en
particulier de bornitude [40]. Or, l'ajout de ces informations dans le critére de
restauration permet d’améliorer la qualité de la solution. Les méthodes itératives ont
justement 'avantage d’étre particuliérement attractives pour lintroduction de diverses
contraintes [41], [19].

Dans un conteste stochastique, le probléeme de restauration consiste a estimer u,
a partir de 'observation de y, la connaissance de H et les propriétés statistiques du bruit
v. De plus I'objet a restaurer et le bruit sont considérés comme des réalisations de
processus aléatoires gaussiens indépendants dont on connait les lois a priori. Si les
hypothéses précédentes sont satisfaites, le probléme de la restauration du signal «, est

un probléme de déconvolution simple.

11



Il est clair que ces hypotheéses semblent simplificatrices car pour certaines applications,
ni le systéme de dégradation ni les caractéristiques statistiques de « et v sont connus a
priori. La déconvolution aveugle (myope) peur étre une solution & ce probléme. I
consiste d’'une part a estimer les lois statistiques de » et v. Une fois que ces
hyperparamétres ont été déterminés et le systéme a été identifié, on procéde a la phase

finale de restauration du signal d’entrée w.

Nous supposons que le systéme de dégradation est connu ou a été identifié, que
le bruit est additif blanc gaussien et indépendant de » et que ses caractéristiques
statistigues ainsi que celles de » peuvent étre connues ou estimées a partir des

données ou des connaissances a priori (i.e., cas du modéle AR).

Le principe général de la restauration est illustré sur le schéma de principe suivant .

—> h(r) Procédure de >t

déconvolution

u(?)

Figure (1.3) : principe général de la déconvolution

L’information a priori qui porte sur les propriétés statistiques du signal inconnu et du
bruit, est introduit sous forme de lois de probabilité. Si celles-ci possédent des
distributions connues, la régle de Bayés permet de donner une estimation # du signal

d‘entrée u, qui maximise la densité de probabilité conditionnelle suivante :

Pluly)= 5@}%)1)_»@ (1.5)

ou: i =arg max{P(wy)}

On voit alors, que cette régle permet de combiner l'information a priori provenant du

signal original et de son observation.
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Malheureusement, en pratique il n’est pas toujours possible de connaitre les
distributions a priori de ces processus. Si le processus a traiter satisfont I'nypothése
gaussienne, I'estimée déduite de I'équation (1.5) est équivalente a I'estimée obtenue
par le principe du maximum a posteriori (MAP).

Dans le cas de processus linéaires gaussiens et centrés, I'estimateur MAP est

similaire a celui de I'erreur moyenne quadratique minimale :
Mine{(u-a) (u-4)} (1.6)

De plus, si le signal d’entrée peut étre décrit par un processus stationnaire, I'estimateur
(1.6) conduit au filtre de Wiener dont la formulation sera donnée ultérieurement. Nous
verrons que ce filtre présente plusieurs restrictions dues essentlellement au manque
d’informations nécessaires pour son fonctionnement, a I'hypothése de stationnarité qui

n'est pas toujours satisfaite et son implantation non récursive.

I. 4 Modélisation des systemes linéaires et invariants dans le temps :
Si nous plagons dans le cas idéal des signaux non bruités, le systéeme de dégradation §
est un systéme linéaire de réponse impulsionnelle h(t) peut étre représenté par le

schéma de la figure (1.4) :

Wy s 0

Figure (1.4) : Dégradation du signal 2 mesurer

Le signal de sortie y(¢) est donné par :

+0

W)= | He—s)ulz)dr = Th(r) o=z (1.7

-0

Lorsque le support T du signal «(¢) est connu, on peut écrire :

y(t) = ih(t ~7)u(r)dr = J.T h(z) ult—7)dr (1.8)

13



L'expression (1.8) est une équation de Fredholm de premiére espéce.
La version discrétisée de la relation (1.7) est donnée par la relation :

L) = 3 Hal, ~kT,) (k) (1.9
k=-m

T, désigne la période d’échantillonnage.
k, n sont des entiers.

On dira que le systeme est causal si: A(f) =0 V<0

I5 Convolution :

15.1 Définition :

La convolution est l'effet que produit un instrument de mesure qui donne d’un
phénoméne non pas une image réelle, mais une image un peu floue. L'image d’un
point dans un instrument d’optique n’est jamais réeilement un point mais une tache.
elte tache sera plus au moins large selon la qualité de l'appareil. Dans un tel
instrument deux points rapprochés ne pourront donner deux images distinctes que
s'ils sont éloignés l'un de l'autre d'une distance minimale qui définit le pouvoir

separateur.

Cette notion de convolution et de pouvoir séparateur, se trouve dans tous les
domaines. Nous savons qu'en électronique, une impulsion infiniment bréve, injectée a

i'entrée d’'un ampiificateur ne donne jamais en sortie une impuision infiniment bréve mais

e W

un signal de durée non nulle (d'autant plus vite éteint que la bande de I'appareil est plus
grande figure(1.5). Ce signal, réponse a une impulsion infiniment bréve, est appelé

réponse impulsionnelle.

u(t) 4 y@) 4

TO‘(’t-to) uh)—»  hy /\ \
| | ; —

v

b
L4

17} 17}

Figure (1.5) : l'effet de l'instrument de mesure
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15.2 Convolution et transformation de FOURIER :

15.2.1 Théoréme de Plancherel :
Cet important théoréme, établit que la transformation de Fourier d’'un produit de
convolution est un produit simple et réciproquement.

ul) *ht) & > U(w). Hw)
u(t). h(t) & > Uw) * H(w)

15.2.2 Solution de I’équation de convolution dans I’espace direct :

Soit I'équation de convolution définie auparavant :

Ae) = He)* ult) (1.10)
ou u(r) est signal inconnu

La transformée de Fourier de I'équation (1.10) donne :
Y(w)= H(w)U(w) (1.11)

La solution de I'équation (1.10), si elle existe est donnée par :
ult) = K(e)* Ar) (1.12)

h()" : étant la fonction inverse de A(¢) de telle fagon que :

1 e)* h(t) = () (1.13)

&) représente I'impulsion de dirac.

La solution de I'équation (1.12) consiste & déterminer linverse 4(r)’ de la réponse
impulsionnelle A(f). |l reste cependant a définir les conditions d’existence de l'inverse de

convolution et son unicité.

15.2.3 Condition d’existence :
La transformée de Fourier de I'équation (1.13) conduit a :
H'(wH(w)=1

15



1
t: Hl(w)=——
e (w) I, (w)
Puis en revenant a I'espace temps, donc :
R e) = TF“{———l——}

H(w)

H'(w) existe, si h(r) est une distribution tempérée.

15.2.4 Unicité de I'inverse de convolution :
Supposons &;"(¢) et h;"'(f) deux inverses de convolution de A(7), nous avons d'aprés
(1.13) :
K H)=00) @ .
*_1 * ( - )
Be)* He)=80) @)

Par difféerence entre (a) et (b) de I'équation (1.14), on aura :

(B O-m ) He)=0 Vi
Si k() #hy (1), on dit qu'il existe des solutions muettes de I'équation de convolution.

En effet par transformation de Fourier, on obtient :
(Hl'l(w)-Hf(w))H(w)=0 (1.15)

Dans le cas ou H est une fonction qui ne s’annule pour aucune valeur de w et ne
tend pas vers zéro pour w tendant vers linfini plus vite qu'une puissance de 1/w, on
peut définir 1/ H(w) de fagon unique et par conséquent, le probléeme de déconvolution
est, dans ce cas, théoriquement soluble. Par contre si H(w) s’annule pour un ou
plusieurs intervalles (ou points), H;'(w) peut alors étre différent de H;'(w) bien que
(1.15) est vérifiée ; on ne peut garantir I'unicité de la solution figure(1.6). L’inverse de
convolution ainsi n'existe pas. Nous voyons que toutes les solutions Uyw) vérifient la
relation (1.11). Nous appellerons solution principale de Bracewell, Ux(w) celle qui

permet les Uy(w) est telle que :
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N S

Q={w/H(w)=0}

[Uw)| 1)
w'

[Y(w)| ‘;\,\

We ”
[U(W )[ A

Ui(w)
«“ ....................... Uz(w)
we  Up(w) w

figure (1.6) : multiplicité des solutions de linverse
de convolution

16 Filtre inverse :
Si les signaux traités sont continus ou discrets, I'équation de convolution revét des
aspects différents, de méme si celle-ci est exprimée dans le domaine temporel ou non.
Par exemple I'équation de convolution peut étre écrite dans le domaine fréquentiel :

Y, (w)=H(w)U(w)+V(w) (1.16)

L'expression du filtre inverse peut donner par :
l}(w)= H7(w)Y(w)+ H (w)V(w) (1.17)
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Dans 'équation (1.17), nous devons nous assurer de I'existence de l'inverse de H(w),
c'est —a- dire que H(w) ne doit s’annuler en aucun point du spectre. Mais ce qui est plus
important, la plupart pour ne pas dire que la totalité des processus physiques étudiés ici
sont tel que :

H(w) =0 quand w—w

Or le spectre du bruit ne s’annule pas dans le domaine de fréquences élevées, la
division par H(w) entraine par conséquent une amplification trés importante du bruit.
Donc cette procédure est impossible a mettre en ceuvre, le filtre inverse I/H(w) est
l'objectif visé mais il ne peut étre réalisé. Donc il est clair que le filtre inverse ne peut
étre considéré que comme un idéal a atteindre. La majorité des méthodes de
déconvolution consiste en une approximation de celui-ci en utilisant au maximum toutes

les informations disponibles sur les divers signaux.

17 Problémes spécifiques a la déconvolution / difficultés :
Nous présentons dans ce paragraphe les difficultés du probléme de la déconvolution

respectivement dans le domaine continu et discret.

17.1 Difficultés en temps :

Nous illustrons ces difficultés sur un exemple de capteur de température. En effet,

F'utilisation d’'un capteur signifie que I'on n’a pas accés directement a la grandeur

physique. Dans le cas étudié, le capteur a une dynamique traduite par I'équation

différentielle suivante (ou I'on suppose que le coefficient de conversion est égal 1).
Ty+y=u (1.18)

ou u représente la température non mesurable, y le signal mesuré et 7 la constante de

temps du thermomeétre.
Le but de la déconvolution consiste ici & estimer u sur la base des mesures de y et de la

connaissance de 7.
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17.1.1 Premiére difficulté :

a- Difficulté au temps :
La restauration de » a partir de y, se ramene dans ce cas a une dérivation :

v

0, g u(t)

d

y — T
dt

figure 1.5

A cause de la présence inévitable du bruit dans les mesures, cette dérivation amplifie le
bruit dans la solution, classiquement les techniques utilisees pour empécher cette
amplification, consiste a lisser le signal bruité avant d’'effectuer la dérivation, il est alors
difficile de choisir le lisseur qui correspond au bruit présent dans les données.

b-_Difficulté en fréquence :
La restauration de u est réalisée maintenant par le filtrage inverse, en effet par

transformation de Laplace de I'équation (1.18), on aura :

Y(SXz S +1)=U(S) (1.19)
La fonction de transfert H(S) est donnée par :
1
H(S)= 1.20
( ) tS+1 ( )

Ce filtre dont la fonction de transfert est causale posséde un comportement passe-bas.

v(t)

+

=

£
U Vm H

Figure 1.6 : Principe de filtrage inverse

Restauration = filtrage inverse
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Le filtre qui est représenté ci-dessus joue le réle d’un amplificateur de bruit. Celui ci, en
dehors du fait qu’il est physiquement irréalisable, donc il favorise les composantes
hautes fréquences et amplifie le bruit dans la solution. Le méme phénoméne se produit
si en divisant Y(w) par la réponse fréquentielle H(w). Cette division fréquentielle conduit
a une amplification du bruit car on effectue une division par zéros. En effet, comme
c'est le cas pour la plupart des systémes physiques, la réponse fréquentielle tend vers
zéro pour les fréquences élevées (H(w) — 0 quand w— « ). Or le spectre de bruit est
constant et ne s’annule pas dans le domaine des fréquences supérieures, la division
par H(w) entraine donc une amplification trés importante du bruit.

Les moyens classiques employés pour remédier a cette amplification, consistent
en une extrapolation de bande sur la base des connaissances a priori de support fini,

bande limitee, avant de réaliser la division fréquentielle.

17.1.2 Deuxiéme difficulté : non-unicité de la solution

Biraud [13] a étudié cette difficulté (en absence du bruit )dans le cas des systémes
physiques ayant des réponses fréquentielles H(w) qui s’annulent pour certaines valeurs
de w. Il montre qu’il est impossible dans ce cas de reconstituer le signal d’entrée de

facon unique, car il existe plusieurs solutions muettes.

On pourrait comme précédemment sur la base des connaissances & priori sur le signal
a restaurer, reconstituer ce signal par des techniques d’extrapolation de bande, mais on
se heurte toujours au probléme de la multiplicité de solution.

17.2 Difficultés en numérique :
Nous allons montrer que les difficultés rencontrées en continu vont se retrouver en
discret. La restauration du signal » se raméne a la résolution d’un systéme d’équation

linéaire suivant :

[r]=[7]fu]+ ] (1.21)
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Diverses méthodes ont été développées, I'une des premiéres techniques utilisée, est la
méthode d’inversion directe ou de filtrage inverse, qui consiste a prendre comme
solution # tel que :

d=H'y+H (1.22)

Malheureusement, linverse de H n’existe pas toujours, et dans le cas ou elle
existe, elle est mal conditionnée (valeurs singuliéres). La présence de bruit rend alors la
solution inacceptable. Certaines techniques itératives permettent d’approcher ce filtre,
méme en présence de singularité dans H. C'est le cas par exemple de la méthode
d’approximation de Van Cittert. Cependant, malgré ces différentes améliorations, le
filtre inverse demeure difficile d’utilisation en particulier en présence de bruit.

En | ‘absence de toute information statistique sur le bruit, la solution pseudo inverse
obtenue par la méthode des moindres carrés classiques est donnée par :

a=(HH)'H'y (1.23)

Celle ci s’obtient par minimisation d’une norme quadratique :

J(4) =y - Hil, (1.24)

On montre qu’une faible perturbation ||4y|| sur les données y engendre une forte
perturbation ||4u|| sur la solution. La solution est donc instable, i.e., ne dépend pas
continiment des données :

|l 4yl] =0 A || 4ul| -0

la décomposition en valeurs propres de la matrice (H'H) permet de matréaliser ce point :
Soient { 47, i=1, ... ,r} ses valeurs propres, supposées ordonnées :

2 2 2 2
HiT 2 20435 2. 2 Wy

Le calcul de la pseudo inverse de H conduit a la solution # suivante :
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u=H"y= Zﬂi_l(wiay)vi (1.25)
i=1

ou r est le rang de H, w; et v; sont respectivement les vecteurs colonnes propres
ordonées de H H et H H.
(.,.) représente le produit scalaire de deux vecteurs.

On peut montrer qu'une faible perurbation 4y sur les observations se traduit par une

forte perturbation 4du sur la solution. (i.e., y =y + Ay ou ys = H u).

u,=u+Au=H*(y, +Ay)

= Zﬂi_l(whys)vi +Zlui-l(wi’Ay) (1.26)
i=1 icl

D'aprés I'équation (1.26), &4 — 0 (y; — 0), le terme ' (w;, 4y) devient important (méme
pour Ay faible), ce qui a pour conséquence une amplification du bruit 4z dans la
solution. L'objectif de notre mémoire s'inscrit dans le cadre des techniques de

régularisation.

Conclusion :
Nous avons vu dans ce chapitre que la déconvolution est un probléme inverse mal posé
et avons monté ses difficultés en continu et en discret. Nous avons constaté qu'elle sont

liées a deux défaux :

¢ Insuffisance des données : résolution limitée du systéme de mesure.

e Présence d'un bruit aléatoire de mesure.

Il est important de noter que la principale difficulté de la déconvolution réside dans la
présence du bruit dans les données qui empéche I'obtention d'une solution stable.
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Chapire 2



Modéle de signaux aléatoires

II1 Introduction :

L'approche stochastique permet d’utiliser explicitement les parametres statistiques du
bruit pour résoudre I'équation de convolution. On suppose alors, que ce bruit ainsi que
I'objet a restaurer sont des réalisations &atoires succeptibles d’avoir des
propriétés statistiques connues. Les propriétés statistiques sont limitées au deux
premiers moments qui suffisent pour décrire la plupart des processus aléatoires. Ainsi,
ie probieme de déconvoiution se ramene a un probieme d'estimation classique[14]. i
consiste a estimer I'entrée inconnue u connaissant I'observation y, la loi du bruit b et la
matrice de degradation H. La solution est obtenue dans le cadre de la théorie de
I'estimation bayésienne [15], [16], [17] et du filtrage optimal. L’information a priori qui
porte sur ies propriétés statistiques du signai inconnu et du bruit, est introduite sous
forme de lois de probabilités. La régle de bayés associée a I'équation (1.13) permet de

donner une estimation 4 du signal d’entrée u, qui maximise la densité de probabilité

conditionnelle suivante :

( P(y/u)P
JP(u/y)z (yp;ll)/)(u) 2.1)

[Oz‘z i = arg max {P(u/y)}

On voit alors, que cette régle permet de combiner I'information a priori provenant
du signal original et de son observation. C’est la sans doute une forme de régularisation

stochastique.

II 2 Déconvolution par la méthode MAP :

Si les signaux u et b sont décrits par des processus aléatoires gaussiens [Van 68].
L’application de la régle de bayés permet au critére MAP de fournir une estimation de u

ui maximise la densité de probabilité a posteriori [15], [42] :

e
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'p(u /)= 2 wPW)
P(y)

~~
N
N
N

<

Ou i, =arg max {P(u/y)}

\

On suppose en plus que les processus du bruit et du signal sont indépendants, et
possédent des densités de probabilités connues. Celles-ci sont déterminées par la
connaissance des moments siatistiques d'ordre deux de ces processus :

ep)=0 ; cpl=R, (2.3)

ey=u ;  sfu-u)u-7)|=R, (2.4)

ou Ry, R, sont respectivement les matrices de covariances du bruit et du signal.

La connaissance du bruit définit complétement p(y/u) [15]. On définit alors p(y/u) et p(u)

comme des lois normales multivariables :

ply/u)= K, exp| -~y — Hu Ry Fr){ (2.5)
oir &= 25 e Rb)ér
N
Pl)= K expl— -0 R u- )} (26)
ot K,= {(2;:,%(4131 R, )%T

Le terme p(y) qui ne dépend pas de u, est interpréié comme une constante de
nermalisation pour p(u/y). Maximiser (2.2) est équivalent & maximiser son logarithme :

Gy = arg max Yn(p(wy))y = arg max {n( p(y/u)) + in(p(u))} (2.7)
Ce maximum s’obtient par la condition nécessaire suivante :

[6ln(p(y/ u)) +3lﬂgp(”))] =0 2.8)

A ;
(9171 (9771
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Sachant que les constantes K; et K, sont indépendantes de u, le développement de

(2.8) conduit a I'expression suivante :

e

u=arg max{- é(y ~ Hu) R;'(y - Hu)- —;—(u ~ )R Mu - 17)} (2.9)
On voit alors que maximiser (2.9) revient a minimiser le critére quadratique suivant :

J@)=5 - H R (= Fa) - (u— 7 R~ ) 210

L

Aprés développement et réarrangement de (2.10), on obtient I'expression ci-dessous :
J(u)= éu'(H'Rb"IH + R u—u(H'R'y + R ') (2.11)

Cette expression qui est une fonctionnelle quadratique, se réécrit en utilisant les
notations usuelles du produit scalaire, sous la forme :

Jl(u):—é-(u,A u)~(u,b) (2.12)

ou (.,.) dénote le produit scalaire et A et b sont déterminés par :

A=(H'R'H +R)

b=(H'R'y+R;'%)
Comme A est un opérateur symétrique semi-défini positif, la méthode MAP posséde
aiors un minimum unique donné par :

h=A"b

D’ou en remplacant A et b par leurs expressions respectives, on obtient :

it = (H'RSH + R (H'R'y + %) (2.13)

Remarquons si # =0, la relation (2.13) se réduit au filtre de Wiener.
Nous allons voir maintenant une interprétation bayésienne de [Il'approche de
réguiarisation par le principe MAP. Soit en supposant que Ie bruit de mesure est bianc

moyenne nulle et de variance &7 :

4
(zga db=Al) _p N (2.14)

(@ =1
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En développement le systeme (2.14) pour k allant de 1 a N, on obtient la forme

matricielle suivante :

Fu=v (2.15)
avec
[10...0
al...0
F= a,..l. 0
0. a,.a,1

Les propriétés statistiques de u déduite de (2.15) et du bruit définies par :

7 =0
R, =oX(FF) (2.16)
R=o,1

En remplacant les paramétres de (2.16) dans (2.10), on obtient une expression qui

s’écrit sous ia forme suivante :

J(u)=>

I N §ess |
Ly— | 1]Fu
2
Ce qui revient a minimiser le critere suivant :
2
J(u,ar)= %!!y ~ Hul + aﬂ%”l (2.17)

(o)
aveC o =—;

2
b
2
o-v

'équation (2.17) montre également l'effet régularisant de la méthode MAP. L'opérateur
F peut étre interprété comme un fonctionnelle de stabilisation.

Si les processus linéaires gaussiens et centrés, I'estimateur MAP est similaire a celui de

I'erreur moyenne quadratique minimale (EMQM), qui donner par :
Min 5{(u i) (- ﬁ)} ) (2.18)

De plus, si le signal d’entrée peut étre décrit par un processus stationnaire, I'estimateur
(2.18) conduit au filtre de Wiener.
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IT 3 Filtre de Wiener:

I 3.1 Présentation :
La méthode de wiener traite des signaux stationnaires et est orientée vers la réalisation
du systéme physique capabie de séparer le signai du bruit..

Soient y(1) et u(t) deux processus stochastiques, stationnaires, I'un connu, 'autre
inconnu. Le filtre de wiener est un systéme linéaire invariant devant étre déterminer

pour estimer ia réponse #(z) a partir de i'entrée y(t) teiie que :

J = &} (ule)- )Y } (2.19)
soit minimale.
La recherche du filtre est équivalent & la recherche de sa réponse impulsionnelle /(z), on

a:

u(t) = !y(t - z')/(z')dr (2.20)

On peut démontrer que I'estimateur optimal doit étre tel que u(¢)-4(¢) soit orthogonale

avec les données y(z-09).

s{ [ u(t)—zy(r-r)l(r)dr]y(r—e)} =0 (2.21)

o{ule=0)- Tl hfe- 0¥k} 0 222
dol :

C,.(0)= Tcyy(e ~7)l(z)dz (2.23)
Donc : -

C,.(0)=C,,(6)*1(6) (2.24)

Ou G, et C, sont respectivement les fonctions d'autocorrélation de y et

d’intercorrélation de y(¢) et u(?).
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On applique la transformée de Fourier pour I'équation (2.24), on obtient :

L(w)= f}y((:)) (2.25)

tel que : ¢, et ¢, sont les densités spectrales de puissance.

11 3.2 Application a la déconvolution :
Les techniques d'estimation linéaires exposées dans ce chapitre peuvent étre

schématisées par la configuration suivante :

U H Yy + Yom I

e

i
B
+

Figure 2.1 : Schéma de l'estimation linéaire

Soit un systéme décrit par I'équation suivante
Vomlt) = Hlt)*ult)+v(¢) (2.26)

Ou u(¢) et v(r) sont des processus stochastiques stationnaires d’ordre deux et non

corrélés.

Soit  y(t) = h(t)*u(t) et gy(t). v(£)]=0
Nous avons donc :

8y, W)= 8,,w)= ¢, (wH (w)

a Y A (Yo A (Y — 4 () (s,
D Vo (V‘V) =&, uw)T Do\ W)= 9, \Wjr ¢vv\w)

D’ou la fonction de transfert du filtre de Wiener :
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)= et tuldil) P @.27)
b ) 4, w)yH 0f + 4 0)  HO 2 4 £2¥)
Buul)
Cette expression peut étre encore écrite sous forme :
1
L(w)= mW(w) (2.28)
i \VV/
avec:
H 2
wiw) = — L0 O (2.29)
H(WXZ + Pyv\
b.u(W)

D’apres (2.28), on remarque que la réponse du filtre inverse idéal étant modifiée par la
fonction Wyw) qui est un genre de préfiltrage du signal y. Ce qui nous permettra méme
dans ie cas de pseudo- inversion d'appiiquer cette technique de préfiitrage optimai. Le
filtre de Wiener permet d’améliorer la solution des Moindres carrés et remédier a 'effet

~w w AR

du mauvais conditionnement du filtre inverse.

On remarque aussi, d’aprés 'équation (2.29) dans le cas d'absence de bruits de
mesure (é.(w) =0), le filtre de Wiener (2.28) n’est autre que le filtre inverse. Par

conséquent, en présence du bruit de mesure le terme ¢“"§w2 permet au filtre de

Wiener d’étre défini méme en dans le cas d’existence des valeurs singuliéres du filtre A.
Or cette méthode suppose que les densités spectrales de puissance du signal &

restaurer et du bruit de mesure sont parfaitement connues.

IT 4 Résultats et commentaires :

L'utilisation du filtre de Wiener améliore la solution des Moindres Carrés (§ II1.2) et
remédie a I'effet du mauvais conditionnement du filtre inverse. Toutefois, ces avantages
se voient limitées lorsque le rapport signal a bruit diminué. En particulier, ce filtre ne
permet pas d'améliorer la qualité visuelle d’une image. Hunt explique ceci par la
structure linéaire du filtre de Wiener qui & tendance a se comporter en filtre passe-bas

vis & vis de l'image entiére. Or le systéme visuel humain (SVH) qui pergoit 'image, est
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de structure non linéaire logarithmique et représente un filtre intermédiaire entre un

passe-bas et passe-haut.

Les résultats obtenus, nous montrent que le filtre de Wiener donne des solutions
acceptables pour des signaux faiblement bruités (voir figures (2.3) et (2.4)) d’'une part et
d'autre ce fiitre ne permet une bonne restitution pour des signaux bruités (voir figures
(2.5) et (2.8)).
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Représentation des signaux utilisés :
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Signal test (signal original).
Spectre du signal test
Réponse impulsionnelle

)
répo

Spectre de la

nse impulsionnelle

31



Amplitude

Amplitude

Restauration par filtre de Wiener :
Pour SNR =60 db, 20 db, 10 db
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Figure 2.3 : Restauration par filtre de Wiener pour un SNR=60 db

a
50} M N
40 -
30} d
20 4
10+ 4
4\
of 1A/ I\~
-10 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140
Temps
c
60 T T T T T T
50} P ]
40} E
30} 4
20 4
A 1
-10 Il L 1 L L L
0 20 40 60 80 100 120 140
Temps
a- Signal test et signal dégradé bruité
b- Spectre du sighal dégradé et bruité
c- Signal test et signal restauré
d- Spectre du signal restauré

M

32

851

30



a
60 .
s0f [ 1
4} J
£ 30 ;
E
£
£ 20} .
ey
10} ’ l .
O L 1

_10 ] [ ' \ 1 . |

140

8 8 &

Amrplitude
3

5 ©
Lﬁ
%

O : —\7/—“&“‘—%‘{\\7‘*“‘\'&1&&”\{\

20 40 60 80 q 120
Temps

-10 L L L L i L
0

Figure 2.5 : Restauration par filtre de Wiener pour un SNR=20 db

a- Signal test et signal dégradé bruité
b- Spectre du signal dégradé et bruité
c- Signal test et signal restauré

d- Spectre du signal restauré

140

a o
8 8 8 3 8 8
T T T T T

Amplitude

w
o
T

—

W TRRPT T ¥

-20

-10 0
Frequence

10

20

700

600 |-

500

& 400

T

Amplitud

300

200 F

100+

1 1

9-
-30

33

»
C)r-

-i0 v}
Frequence



Amglitude

Amplitude

34

a
50k M R 80
70
40t J
€0
30t § 50}
%
20+ E 5 40}
1of 1 =
20
ik
10}
a0l L T e TR AP TR
0 20 40 60 80 100 120 140 30 20 An n 1n 0 an
Tt Freyuune
¢ d
60 ; ; ; 700 . . . r
50+ 600 F
40+ / 500 |
30f -§ 400 J
20+ ;E; 300 e
g\;ﬁk_
10} / \j 200
Al e A )
WO bt e J
100 20 40 &0 80 100 120 140 ~30 20 -10 Y 10 20 30
Temps Frequence
Figure 2.6 : Restauration par filtre de Wiener pour un SNR=10 db
a- Signal test et signal dégradé bruité
b- Spectre du signal dégradé et bruité
c- Signal test et signal restauré
d- Spectre du signhal restauré



Chapitre 3



Approche déterministe

II1 1 Introduction :

Dans ce chapitre, nous essayons de montrer quelques méthodes utilisées pour
resoudre le probleme de la déconvolution pour d'une part donner une idée plus claire -
sur les recherches et différentes approches par lesquelles les auteurs ont trait
probléme inverse, et d'autre part pour situer les méthodes aux quelles nous nous

somme consacré.

11T 2 Méthode de Moindres Carrés :
Soit le systéme d’équations linéaires a résotidra suivant -

Y =Hu+v (3.1)

u : vecteur de dimension N contenant 'ensemble des inconnus du probléme.

- ym:. vecteur de dimension M contenant 'ensemble des observations.

- v : vecteur de dimension M contenant ies termes correspondant au bruit de mesure
sur les chservations et de matrice de covariance o;° I

- H: matrice circulante de Toelpitz de dimension MxN connue, ne dépendant que du
noyau du systéme de mesure.

Cette méthode consiste a déterminer une estimée # de » qui minimise un critére

quadratique des erreurs résiduelles (y,, —H u) :
J@) =y, - H ol = (v Hu)(y - Hu) (3.2)

avec: 7 = arg min{J(u)}

Si la matrice (H H) est non singuliére, on obtient :

i=(HH'Hy, (3.3)
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Les étapes permettant d’aboutir & 'équation (3.3) sont établies par Demoment [10]. On
cherche une solution 7% qui vérifie (3.2) et qui correspond a un meilleur ajustement aux
donnees, si dans (3.3) la mairice est inversibie, ia soiution # est unique et est dite
estimée des Moindres Carrés. Toutefois, la matrice H et H H sont en général mal

conditionnées, la solution est alors instable.

25[] T T T T T T

h,..j

B0 |5 § 1 | 7
X [ I i e )-8 | ; HHE

O il T
Ul Lk

-150 ! 8

200

150 F

100

amplituce

_20[] , 1 ]
g

Figure 3.1 : Signal restauré par la méthode de Moindre Carré
avecun SNR=50db

L'utilisation de la méthode des Moindres Carrés pour restaurer des signaux bruités
conduit & des solutions instables. Donc cette méthode se préte mal dans le cas des
signaux bruités. Comme ie montre Demoment [10], ces insuffisantes sont iiées a la
nature du probléme de déconvolution qui est un probléme mal posé. D'oll la nécessité,
de l'utilisation des techniques de régularisations afin de stabiliser la solution de la
norme minimale. La solution est obtenue par cette méthode résulte d’'une combinaison
d’'informations reiatives aux données et a i'a priori. La méthode ia pius souvent utilisée
est celle de Tikhonov-Miller [111].
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1 3 Méthode de Tikhonov-Miller :

Cette méthode est utilisée pour régulariser un probléme mal posé et de le rendre bien
pose, en introduisant une information sur la solution. Cette approche consiste a estimer
au mieux le signal original a partir du signal enregistré, en minimisant un critére de

qualité quadratique.

La solution unique obtenue par cette approche satisfait simultanément les deux

conditions suivantes :

cal < 22 (3.4)
ly-Hof <2’ (35)
O11 ||.|| désigne une norme L,, E est une constante prédéfinie et C un opérateur lindaire

qui traduit une information de douceur. ¢ est une estimation sur la précision des
donnees. L'estimé qui résulte de l'intersection de deux ensembles décrits par (3.4) et

(3.5) est donnée par la minimisation de la fonctionnelle suivant :

Juwa)=|y-Hul +a|Cuf (3.6)
2
ou : a= (f.\
E)
g et E sont inconnus. Ces deux constantes sont choisies de facon a ce que l'intersection
de ces deux ensembles ne soit pas vide. On montre que la valeur de a peut étre

déterminée par une estimation du rapport signal a bruit, [18], [19]. La solution s’écrit

alors sous la forme explicite suivante :
A ' ' 1
i=(HH+aC C)'Hy (3.7)

Si la matrice (H’'H+aC’C) est inversible, la solution donnée par cette approche est

acceptable.

L'opérateur C est choisi de maniére & améliorer le conditionnement de A et permettre
Finversion dans (3.7), il doit donc se comporter comme un filtre passe-haut afin de
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contrer I'effet passe-bas di au systéme de dégradation. Cet opérateur doit avoir d’une
certaine fagon une répartition spectrale inverse de celle de A. Mais la solution obtenue
necessite une inversion directe d’'une matrice de dimension éievée, d'oll un temps de

calcule trés important. Pour surmonter a ce probléme, on propose d'utiliser I'approche

a et d

de poursuite qui résolue dans le cadre de la commande optimale dans le probléme de

déconvolution.

IIT 4 Application de la théorie de la commande au probléme de la

déconvolution :

Cette approche est basée sur la synthése d'un signal % qui convolué avec le la
réponse impulsoionnelle 2 donnera une honne approximation i du signal

enregistré y(t), nous avons donc :
W)= wie) * ) (3.8)

et soit &¢) ; I'erreur d’estimation commise sur y(7) :

&(r) = ()~ 3() (3.9)

ou y(¢) est le vecteur de sortie désiré (que I'on poursuit).
Supposons que le processus de mesure soit décrit par le modéle d'état suivant :

[3(e)= Ax(e)+ Bule)

)= =) e
ol x(¢) est le vecteur d’état appartenant a ®”

e B

Be R™ (3.11)

‘C € Rlxn

Il est clair que la solution du probléme de commande optimale dépend
étroitement du choix du critére de performance J. Or, bien souvent, on ne trouve

pas la solution analytique, méme pour les systémes linéaires. Par contre, il est
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intéressant de noter que lutilisation d’un critére quadratique pour J donne une

solution elégante et simple au probléme de poursuite que nous traitons.

Soit [0, T] l'intervalle de temps pendant lequel est effectue la poursuite du vecteur y

par y, la forme la plus générale pour le critére J sera alors :
T
J(@)=[le0e+7 RO)ar (3.12)
0

e ( estune matrice m x m semi-définie positive
e R est une matrice positive.
avec:R=a.l etQ=q.1

Nous étudierons cette optimisation sans contrainte sur la commande # et sur le vecteur
d’état x. L'absence de contrainte sur la commande # pouvant entrainer de grandes
vaieurs de celie-ci. Donc son introduction de fagon expiicite dans e critére J est
nécessaire.
La recherche de la loi de la commande optimale peut se faire & l'aide de la
programmation dynamique de Bellman ou encore en utilisant le principe du maximum.

L'utilisation du principe du maximum conduit a définir une fonction scaiaire appeiée

I'hamiltonien H, qui est dans ce cas :

H=¢Qe+# R+ p(Ax+ Bi) (3.13)
ou:
p est le vecteur adjoint de » éléments.
Dans ie cas scaiaire (Q= q, R= «), on trouve :
S

ur la trajectoire optimale, on a :

56*=_a_{{_ (a)

op
4 veelo 7] (3.14)
. O0H |
s @)

39



La commande devient vérifier sur la trajectoire optimale la relation :

ia_fl{—=0:$0z12+B'p=O (3.15)
du

On peut ainsi déduire que :
a(t)=-a Bp (3.16)

La matrice a(f) étant définie positive, I'existence de «’est assurée d'une part, et d'autre

part, nous avons effectivement un minimum, puisque :

2
27 - ef)>0 (3.17)
ou
&t 1a condition {3.14.b)donne :
p=—C qgCx-4Ap+Cqy (3.18)

a partir des équations (3.13) et (3.14.4), on obtient la relation :
x=Ax-Ba'B p (3.19)

Les relations (3.14) constituent un systéme de 2n équations différentielles linéaires
variantes. La solution de ce systéme donne 'unique solution du probléme de poursuite :

at)=a B (f-K x) (3.20)

ou la matrice symétrique définie positive K est la solution de 'équation de Riccati :

K=-KA- AK + KBa'BK -C'qC (3.21)
avec la condition limite : K(7) =[0]
Et: f=-(4-BaBK) f-Cqy (3.22)
avec f[7] =[0]

La figure (3.2)montre la structure du systéme optimal correspondant. Le signal #
représente donc une estimation de u. Ainsi cette procédure permet dopérer la
déconvoiution dans le cas de systémes fixes ou variabies sans modification de

lalgorithme. La solution de Riccati tend trés vite vers la solution stationnaire ; un tel
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comportement, nous permet de calculer la valeur stationnaire de la matrice X(¢) et de
Futiliser comme telle dans les autres équations de calcul de la commande optimale.
Une telie procédure permet d'économiser beaucoup de i'espace mémoire, et surtout ie

temps de calcul.

—— | Systéme dégradant

X W) |+

sQI
i
~

Figure 3.2 : Structure du systéme optimal pour la déconvolution

Quant aux paramétres g et «, coefficients de pondération respectifs de I'erreur ¢ et
I'entrée u, leurs choix permet un dosage entre une erreur faible et une commande pas
trop grande. Ainsi un ajustement de ¢ et « est fait pour essais en simuiation numérique

aisse la possibilité a ce signal

sachant que moins on pondére 4(¢) (a petit), plus on
d’avoir une forte amplitude ; seulement il est claire qu'il existe une limite au-dela de
laquelle on ne peut aller ; ceci suppose que I'opérateur a une idée a priori du signal

recherché.

Remarque :
Soit le processus de mesure décrit par les équations d’états (3.10), on doit minimiser le

critére :

T
[(6 qe+i an)ar (3.23)
0
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Donc '’hamiltonien est donnée par :

= %(e ge+i az?)+ p'(4x+ Bi)

Sur la trajectoire optimale :

[_* OH

X =—
op

i .+ OH

[p ox"

La commande devant vérifier sur la trajectoire optimale, la relation :

-(?_-]j;-=0:>ﬁ=—rx'lB'p
ou h

*

Dot :
[# =4x"-Ba™Bp’
|p"=-CqC'x’

Ou aussi, on peut écrire :

[x] [A -Ba‘IB"”x*—l

5 |-cqC AP ]

On pose :

A -Ba'B
M= , )
-CqC -4

Soit v, w les vecteurs propres de la matrice A/, donc :

»
<
1
<
Il
|
<
| I
>

A =diag (/Ij)ni=]
A; sont les valeurs propres de la matrice A/
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En remplacant la matrice A, 'équation (3.29)devient :

-1 4 _

jAv-Bc'r B 'w—vA (a) (3.30)

|-CqC v-Aw=wA (3)
Si, on fait multiplie I'équation (3.30.a) par (wv), on trouve I'équation suivante :

wvlAdv-wv!Ba! B w=wvivA (3.31)
En multipliant 'équation (3.31)par v/, on obtient :

wv' Ad-wv'Ba’ B wv'=wAv’ (3.32)
multipliant 'équation (3.30.5)par v, 'équation devient :

CqC -Awvli=wAv?! (3.33)
En faisant I'égalité entre les deux équations (3.32)et (3.33), on trouve :

wv! A-wv'Ba' B wv'=-CqC -4 wv'!
Ou:

wvl A+ A wvl-wv!B a’ B wv!+CqC =0 (3.34)
On pose : K=wv’
L’équation (3.34)devient :

KA+AK-KBa’BK+CqC =0 (3.35)

L'équation (3.35)n’est autre que I'équation de Riccati, tel que X est la solution de cette

équation.

III 5 Méthodes itératives :
Ce sont des méthodes itératives de déconvolution, découlent toutes d'une méme forme

proposée initialement par Schafer et Prost :
u, =u, , + F{ & } (3.36)
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On va présenter rapidement quelques méthodes dérivées de cette équation.

III1 5.1 Méthode de Van Cittert :
Cette méthode proposée initialement par Van Cittert, permet d’approcher d'une fagon
itérative le filtre inverse //H(w) méme dans le cas d'existence de singularités. La

formule de récurrence est définieala %
iy =y +(y-h*d,,) (3.37)
La premiere estimation 7, étant le signal qui porte plus d'information sur u(f) soit le

signal y(¢) lui-méme.
Nous obtenons donc :

U=y (3.38)
h=ytly-hty) (3.39)
=y+y*(0-h)
Onpose: ¢ =y*(5-h) (3.40)
On obtient :
h=y+e (3.41)
Et par conséquent :
o, =a,+(y-h*u,)
=y+e+(y-h*(y+e,)
=y+e, +{y-h*y-k*e,)
=y+e,+(y*(5-h)-h*e,)
=y+e +e*(6-h) (3.42)
En posant par analogie avec (3.40) :
e,=¢ *(5-h) (3.43)
On obtient :
h=y+e t+e, (3.44)
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Enfin, on obtient par récurrence :

h,=y+e +e,+e;+...+¢ (3.45)
Avec :

e, =e_ *(6-h) (3.46)
et €g —y

En prenant la transformée de Fourier de I'équation (3.45), on trouve :

U,(w)=Y(w)+E,(w)+ E,(w)+...+ E,(w) (3.47)
avec .

E,(w)=Y(w)(1- H(w)) (3.48)

£, (w) = £,(w) (1 - H (w))

Ey(w)=Y(w)(1- H(w)y (3.49)

Et par conséquent :

/ ( + (- HO)+ (- HO)Y ot (1- HW)) -
(W) Ry(w)

avec .

R(w)=1+(1-Hw)+(I- Hw)) +(1- HW)) +...+(1- H(w))’ (3.51)

Ri(w) peut alors s’interpréter comme la réponse fréquentielle du filire inverse du #°
ordre. Il apparait clairement que Ry(w) n’est autre qu’'une somme partielle d’'une série

géométrique de raison (/-H), on a donc :

T R S

1-(1-H) H
Jk— 4o (3.52)
Sill-H|<1 VweR

Cette méthode peut se traduire a I'aide de la représentation matricielle ; ainsi, I'équation
(3.37) peut s'écrire :

I A

0,1= 0. )+ IF1- [#1[0,.] (3.53)
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II1 5.2 Méthode de Van Cittert modifier :

Thomas [22] & introduit une modification rendant la condition de convergence plus
allégée et facilement vérifiable ; en effet il a ajouté en cascade avec le systéme de
réponse /(f) un autre systéme de réponse 4(-7), puis il applique la méthode précédente

sur la sortie de ce dernier, I'équation (3.37) devient :
(1) = i (0) + (x(e)- £ (1) * 2., (1)) (3.54)

avec:  x(t)=y()*h(-1) et glt)=nr)* h(-1)
et la condition de convergence devient :

[1-[6(w)| <1= |1- |How| <1

tout en remarquant que G(w) est réel.

I1I 5.3 Méthode de Singh :
Singh et Al, ont procédé par une autre approche. On disant que la £*™ estimée de u,
n'est autre qu'une transformation de la valeur réelle du signal », ce qui nous permet

U, (w)=H,(wlU(w) (3.55)

lls ont ainsi élaboré l'algorithme suivant :

Uy (W)= 1+ B,(w))T,(w) (3.56)
By (w)=(B,(w)f (3.57)
Avec : B,(w)=1~H,(w)

Par analogie &(3.50), I'équation (3.56) peut étre écrite :
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) e
c@@@=y@n@+@,yum+u-ﬂboy+U-H@@f+M+U-Hoﬁﬂﬁ (3.58)

avec : N=>) 2" (3.59)

M~

1
—

14

On voit que l'expression (3.58)est une progression géométrique contenant plus de
termes que (3.50), elle permet donc plus de précision pour I'estimation du filtre inverse
et une convergence pius rapide a ia soiution désirée que ia méthode de Van-Cittert qui
est de convergence linéaire. La vitesse de convergence de lalgorithme de Singh est

quadratique, donc c'est un algorithme puissant.

A titre d’exemple, remarquons que pour le méme membre de termes dans les
expressions (3.50) et (3.58), la relation (3.59) montre que l'itération de Singh nécessite

seulement N Iterations, telles que :

N=1+log,k (3.60)
Ou log, est le logarithme en base 2 et k£ le nombre d'itérations que nécessite I'algorithme
de Van-Cittert.

Toutefois cette technique a les méme défauts que la méthode de Van-Cittert, et il serait
intéressant d’'améliorer sa convergence par la méthode de Thomas cité plus haut.

II1 6 Méthodes d'optimisations :

Rappelons 'équation de convolution discréte :

y(n)= gh(n —m)u(m) (3.61)

Sous forme matricielle, on peut écrire :

l=[H]x] (3.62)

Le résidu défini par :
r=y—-Hu (3.63)
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La résolution du systéme de (3.62) par les méthodes d’optimisations visent & annuler le
résidu. Pour ce faire, on cherche le minimum de son énergie. C’est donc un probléme
de ia programmation non iinéaire, on utilise ia méthode de gradient ou de gradient

conjugué pour résoudre ce probléme.

L’équation itérative de base est :
U =ty + 4y d, (3.64)

avec dj est le vecteur de correction et 14 est un coefficient d’accélération.

L'utilisation des méthodes d’optimisations, nous permet de déterminer les valeurs de d;
et 14 minimisant certains critére. En effet, une grande valeur de ceux ci peut donner un
u dépassant trop la valeur exacte, de méme une petite valeur freine la vitesse de

convergence ; les valeurs optimales vont alors optimiser la vitesse de convergence.

II1 6.1 Minimisation de I’énergie de I’erreur :

L'énergie de I'erreur r est définie par le carré de la norme :

o(u)=|nl =y-Hu (3.65)

On détermine les valeurs g et d; par la méthode du gradient a pas optimal.

a- Détermination de i optimal :

Soit un vecteur g donné, la valeur optimale de 4, est obtenue par :

00(uy.) s 00w, + 14 dk)= 0

if= 0 (3.66)
Ot Oy
Sachant que :
r,=y-Hu,
olu) = I ||2

On peut écrire :
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P(Uy,) = “”k+1"2 = “J" H ”k+1”2 =(y-H uk+1)' (v-Hu,,)
=(v-Hw, + p )W (y- Hw, + 1, d,))

. \ (3.67)
=(J"Huk " dk)W(J"Huk'Hﬂk d,)
rr 7 Yarrf ry 7\
=(rfc'” My G )W\n - H py dy )
) (H )W - 1y )+~ 1 4 W H D)
i
Fr ¥ \' rrr : {YY z ! 7Yy rr 71 ! yr rr 1 . /TY ! Iy /YY 7 \ Ve ne
=(-Hd)Wr +pu, (Hd, )W Hd,-r, WH d, +uw \Hd,)wi{Hd,) (3.68)
=—Hd,)Wr+p (Hd)WHd, -r, WHd, +pu,(Hd,) W H d,
On montre que :
(AW r,=r, WH, (3.69)
Alors :
ﬁ"gik—“Lz(—rk'WHdkwk (H d,) W H ) (3.70)
Fy
la valeur optimale de y; est donnée par :
M:o:-rgw.ﬂdk +u, (Hd)WHd, =0
Oty
= WHd,=u(Hd)WHd, (3.71)
r, WHA, r, WHd,
:ﬂk = K - K = 'I{ -
(Hd,)WwHd, d, HWHd,
Si H WH est une matrice positive, la valeur de y; est donnée par :
gy = e (3.72)

\d,.H W H d,)

(. ,.) présente le produit scalaire.
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b- Détermination du vecteur de restauration d; :
La plus simple des solutions, est celle de la plus forte pente qui est donnée par le

Gradient ¢(u) :
=(y-Hu )w(y-Hu,) (3.73)

(3.74)
___‘_I_{__ IF' T w0 _ e TI7 L])
\ 11 ¥y Ik Ik vy 1
2
7 \
=-‘E(— 2HWr)=HWr,
D’apres I'équation (3.72), on a :
g W HA) | n WHA, (3.75)
d.HWHd,) \d,HWHd,)
En utilisant (3.74) :
d, d (d,.d,)
k Yk — kk? Ic} (376)

5 = (@.HwHAd,) d.HWHA,)
On peut mettre d;, sous forme itérative, en effet :

dk+l=H‘er+1=H‘W(y'Huk+1)=H'W(y'Huk'H/ukdk)
=HWr-HWHu,d
TR AR A (3.77)
dpn=d,-H WH p d,
=>d,,=d, -y, HWHd,

“k+1 b A

L'initialisation peut étre faite comme suit :

Uy, =y
rrtvrr d xr N oyl yys

dy=H W(y-Hu,)=H Wr,

c- Calcul de I'erreur de la restauration :
L'erreur a la £°™ estimation est défini comme :

& =l )- oy, )= 0w, )- o, + w4, ) (3.78)
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o(w)=Inl =y-Hul =7 1) (3.79)

o(Uy,y) =”’”k+1”2 =”y-H uk+1”2 = ()"H(uk + 4y dk))' W(J’"H(uk + 4y dk))

| (3.80)
=(’”k -H p, dk) W(’”k -H dk)z(rk -t Hdy W -y WHdk)
alors I'erreur devient égale :
g(k): ¢(” )"(o(uk+1)=(rk>er)“(rk - Hdp W - WHdk)
=n Wr-(n - Hd ) Wr, -, W Hd,) (3.81)
=1, Wro=r, Wr+r, W Hd,+p, (Hd )W r, - p* (H d,) -
=—p (Hd,)WHd,+2pu,r, WHd,
En remplace les valeurs de y4 et d), dans I'équation précédente, on obtient :
CAN) ' (d,.d,)
g =— dy, HW Hd,)+2 . d;.d
. .HwWHA4) @ ) \@.H W Hd,) * 2
S C5) PR 1 (3.82)
(d,.HwHA,) ~(d.HWHAG,)
2
— o{it)= (d.4,)

PR P
\d,.H W Hd,)

Remargue :
Lorsque I'on a le produit di. d; >0 et la matrice H WH définie positive, le dénominateur de

& est positif, ce qui implique que I'énergie de I'erreur est toujours positive. On déduit
alors qu'on s'approche de la solution & chaque itération et que I'énergie de lerreur

diminue de l'itération a I'autre.
I 6.2 Méthode du Gradient conjugué :
Afin d’'améliorer la vitesse de convergence, les chercheurs ont proposés la méthode du

gradient, en améliorant les directions de descente di par I'équation itérative :

dk+1 = W rk+1 + O-k+1 dk (383)

o, est une constante choisie pour qu’elle satisfasse I'équation :
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(dk+1'H dk)= 0
W 1y + 04 dp, H d ) =0

7 1.V H dy + 0y, d, Hd, =0

—— "(W"ku)' Hd,
k+1 d’;Hdk

l'algorithme s'initialise avec :
up=y et dy=W (y-Hup)

(3.84)

(3.85)

les expressions élaborées avant, de p et ¢ maintiennent leur premier forme, puisque d

n'est plus égal a Wr :
e
ko p
1 (dk,W rk)2

et lerreur: g=——= :
2 (dk,H dk)

ainsi, on peut facilement montrer que :

Fen =T — i H d,

Algorithme du Gradient conjugue :

-

I uy=y ; dy=W(y—Hu,)

B (a’ ,Wr‘k)

2. =
M4, 1 d,)

w

Upy =W, + 144,

_l(dk’ery

4. ¢= >
2 (dk’Hdk)

[3)]

My =T - it d

k+1 (d,Hdl,)

o

\‘

=W hy 0, 4,

o]

. goto 2
9. fin

si satisfaisant goto 9

52

(3.86)

(3.87)

(3.88)



I 7 Déconvolution avec informations a priori :

Le probleme majeur de la déconvolution est l'instabilité de la solution. Des techniques
de régularisation du probléme s’avérent donc nécessaires. En d’autres termes, les
méthodes que nous avons précédemment vu n'arrivent pas & restituer les composantes

frequentielles perdues (il existe une infinité de solutions possibles).

Parmi les techniques de régularisation, est l'introduction des connaissances a priori sur
le signal désiré dans l'algorithme de déconvolution.

ITI 7.1 Définition des contraintes :

e a- Contrainte de positivité :
L'opérateur de positivité peut étre considéré de deux fagons comme suit :

(3.89)

u si u>0
0 si u<0

Cet opérateur peut poser le probleme de conservation d’énergie, pour cela on défini un

second opérateur qui respecte cette propriété :

u u>0
pay=t o
|- u siu<0

~~~
w
2e)
(o]
N’

¢ b- Contrainte de borne d’amplitude :

r-
a

signai est limité en amplitude entre les bornes « et B, si on connait ces données, on

peut les introduire de la fagon suivante :

u sia<uslpf
A(u)=ia siu<a (3.91)
¥ siu>pf

e c- Contrainte de support borné :
Le signal est limité en support entre les bornes #n, et n;, si on connait ces bornes, on

peut ies introduites comme coniraintes :

T R
< _\?‘i_:ub’('f‘w

zt(;’i) -0 <n
u(n) = TTu(n)] = {o “

Ailleurs

(3.92)
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o d- Association de contraintes :

Les opérateurs de contraintes peuvent étre associés en un seul opérateur.

L'association d'opérateurs est commuiative :

PT{u)=TP(u)= C () (3.93)
avec: P=P ou P,

AT (u)= TA(u) = C,(u) (3.94)

o e- Propriétés énergétiques des contraintes :

Si C est un opérateur de contraintes, C(») a une énergie inférieure ou égale a celle de w.

L’énergie est définie par :

lcu|” ={cu){cu) (3.95)
Il est évident, d’apres les définitions précédentes des contraintes qgue 'on a :
calf < Hu“2 (3.96)

111 7.2 Déconvolution itérative avec contraintes :

- Méthode de Schafer et al :
Leurs propriétés sont basées sur la méthode d’approximation successive suivante :

=Fu_  =Cu_+uly-HCu, ,)=py+Gu,, (3.97)
ou:
G=(I- uH)C
C représente un (ou une combinaison) (d’) opérateur(s) de contrainte(s).

u un facteur qui permet de contrdler et d’accélérer la convergence de (3.97).
Comme beaucoup d’algorithmes, I'équation (3.97) est basée sur le principe de la

méthode du point fixe. L'intérét de ces algorithmes est di a leur convergence théorique
donné par ie théoréme des fonctions contractantes déveioppées dans le cadre de

On montre alors que 'équation (3.97) converge vers le point fixe de I'opérateur F, si
celui-ci et par conséquent G sont contractants [20]. L'opérateur F est dit contractant si :
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VE DY u,u |Fu-Ful< pl, - (3.98)

avec 0< p<I1 ou ple rayon spectral de la matrice F [23].
Or d’apres (3.97) :
|F - Fu)||=|Gu -Guyf (3.99)

G est donc contractant (ou doit étre contractant).

Nous allons maintenant montrer que si F et G possédent ces propriétés, I'équation
(3.97) converge vers la solution du point fixe (ou la vraie solution ») de F':

im, = u (3.100)
k—>w©

. - r y . r Y 7
Soit en considérant le vecteur d’'erreur associé 2 la %

& =U-U (3.101)

et sachant que u vérifie une équation similaire a(3.97), il s’ensuit que :

& = G(uk_I -u)=Geg,, (3.102)
En faisant varier 'équation (3.102) de / a £, on aura finalement :
g, =G ¢, (3.103)

La convergence de (3.97) sera alors atteinte, si pour tous gy on a :

led=[G* &| < ol (3.104)

qui verifiée pour tous go (pour 0 <p < 1). Autrement dit, G doit étre contractant.
On a alors démontré la convergence de (3.97), que I'on peut exprimer différemment
par :
lime, =limG* g,=0 Ve, u, (3.105)
k—>ow koo

Lorsque G vérifie cette propriété et up = u y, 'équation (3.97) converge vers la valeur

finale suivante :
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w =([+G+G +..+G Juy = (1 -GY (1 -G* Yy, (3.106)
Dou: limu, =(7-G)'y, (3.107)

L’expression (3.106) dite solution principale en extrapolation spectrale

[21], n’est pas simple de réalisation.

Dans le cas ou G n’est pas contractant, deux senarii peuvent exister :
¢ Si G est non contractant (p = 1), 'équation (3.97) posséde plusieurs points fixes

et sa convergence ne peut étre obtenue.

e Si G est strictement non contractant, 'équation {3.97) peut converger.

A titre d’illustration, considérons un exemple de combinaison de contraintes : non-
négativité + support borné. Il est préférable de prendre dans ce cas la forme convolutive

(3.97):
u,=puy+g,*Plu,, (3.108)
ou g; =(6- uh), 6la distribution de Dirac, P et T sont des opérateurs de contraintes de

non-négativité et de support borné.

La convergence de I'équation (3.108) sera assurée si g;*PT est contractant. Cette

propriété est satisfaite si I'un des trois opérateurs est contractant.

D’autre part, si les deux contraintes sont vérifiées simultanément, il est évident que
F'opérateur PT est non contractant. En régle générale la décomposition de deux ou

RPN

piusieurs opérateurs non contractants, est non contractante [TOM 22].

Il suffit alors que g; soit contractant, ce qu'on peut traduire en fréquentiel par la
condition :
|Gy(w)|<|t-H(w)|<1 (3.109)

Imaginons que H(w) est la réponse fréquentielle d’'un filtre passe-bas de fréquence de

coupure w, et de gain unité :
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1 si [w|<w,

H{w)= 3.110)
: ) 0 si ]w[ ZWw, ( ’
La condition (3.109) est alors satisfaire pour :
O<u<2 si |w<w, (3.111)
Une propriété importante de 'opérateur g4, déduite de (3-109) et de
(3.111) s’obtient pour u =1 :
(0 si |w<w,
Gl(w)z{ (3.112)
| si M >w,

L'opérateur g; joue alors le réle d'un filtre passe-haut. Il permet donc de reconstituer
linformation perdue au passage a travers le filtre dégradant (). On voit alors l'intérét

des méthodes itératives avec contraintes en extrapoiation des signaux.

III 8 Résultats et commentaires :

Les résultats obtenus, nous montrent, la limitation de I'utilisation de la méthode du
moindre carré pour restaurer le signal original. On voit clairement pour un signal
dégradeé bruité{voir figures (3.3) et (3.4) ) donne une solution instable (le signal estimé
est plus loin au signal réel). D'ou l'impossibilité d'utiliser cette technique pour la
déconvolution pour des signaux bruités, méme pour des signaux faiblement bruités,
i'approche de Tikhonov-Milier permet d'améliorer ia soiution au sens du moindre carré
(voir figures (3.5) 2 (3.7)). Si le coefficient o posséde une valeur faible proche de zéro,
la solution sera plus proche de la meilleure solution, or, si les données sont bruitées,
I'amplification excessive du bruit conduit a rejeter la solution. Plus o aura des valeurs

élevees, plus ia solution estimée sera lisse et le bruit est moins ampiifié mais

=3

'amplitude du signal restaurer est pénalisé . Pour cet raison, on cherche & trouver un
compromis entre un signal qui ne sera pénalisé en amplitude d'une part et d'un bruit
trés faible d'autre part. Ce compromis est basé sur le choix de la valeur de o qui doit
étre choisi d'une fagon a avoir un EMQ; minimaie. Réellement la vaieur optimaie du

coefficient a sera déterminer aprés essais, en se basant sur un critére subjectif (critére
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La méthode de commande optimale (voir figures (3.8) a (3.11)) permet de surmonter au
probléme de l'instabilité des solutions qui résultent d'une inversion d'une matrice. Cette

approche peut étre utilisée aussi dans ie cas des systémes variants. A fin d'évaiuer ies

avons considéré les critéres d'erreurs quadratiques relatifs aux entrées pour différentes

valeurs de SNR.

Remarque:
L'erreur moyenne quadratique relative aux entrées est donnée par :
Ju-al;
EMOQ, |12
lu]

SNR =10*log “y,E
Iv1;

Type de déconvolueur EMQ;,
Méthode de Moindre Carré -
Méthode de Tikhonov-Miller 21 %
Méthode de Commande Optimale 18 %

EMQ, pour SNR=10 db

Type de déconvolueur EMQ,
Méthode de Moindre Carré -
Méthode de Tikhonov-Miller 18 %
Méthode de Commande Optimaie 16 %

EMQ; pour SNR=40 db
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Type de déconvolueur EMQ;,
Méthode de Moindre Carré 12 %
Méthode de Tikhonov-Miller 7%
Méthode de Commande Optimaie 6 %

EMQ; pour SNR=70 db

D'aprés les résultats obtenus, on peut prendre comme conclusion :

En général, les signaux observés sont attachés des bruits, ce qui rend I'impossibilité
d'utiliser ia méthode de moindre carré pour estimer ie signai originai, alors que ia
méthode de Tikhonov-Miller reste utilisable pour tout systéme linéaire stationnaire
causal ou non causal. Le probleme de stationnarité est surmonter par I'approche de
poursuite.

Pour éviter tout risque de f'instabilité des solutions dO aux bruits, ii est conseiiier
d'effectuer I'opération de déconvolution en deux étapes :

e On commence par le filtrage pour réduire l'effet du bruit sur le signal observé.

e Puis, en passe a l'opération de restauration pour estimer le signal original.
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Restauration par la méthode de Moindre Carrés
avec SNR =70 db, 80 db
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Figure 3.3 : Restauration par la méthode de Moindres Carrés pour SNR=70 db
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Figure 3.4 : Restauration par la méthode de Moindres Carrés pour SNR=80 db
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Restauration par la méthode de Tikhonov-Miller

avec SNR =10 db, 70 db
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Figure 3.5 : Restauration par la méthode de Tikhonov-Miller pour

SNR=10 db et Phi=103
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SNR=70 db et Phi=10
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Restauration par la Commande optimale

Pu} =N .l o PN}
b, 8db

avec SNR =80 db, 50 d
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Figure 3.7 : Restauration par la commande
optimale pour a=10° et SNR=80 db
a- Signal test et signal dégradé bruité
b- Spectre du signal dégradé et bruité
c- Signal test et signal restauré
d- Spectre du signal restauré
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a- Signal test et signal dégradé bruité
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Filtrage optimale et restauration

IV 1 Introduction :

Nous avons vu que l'approche de Wiener suppose une forte hypothése sur le signal
d’entrée qui doit étre un signal aléatoire stationnaire d’ordre deux. Pour remédier a cet

inconvénient, nous considérons ia configuration suivante :

" "
+ v

u—>é__ H —__-—{J  S—

Figure 4.1

u est un signal déterministe a estimer.
v; et v, sont des bruits aléatoires non corrélés.

Le probléeme d’estimation de « revient a minimiser :

1Z
J=§f{(ym—h*24)2+a2142}dt (4.1)
0

Dans le cas ou le signal y,, est bruité, la minimisation de I'équation (4.1), peut conduire

a des solutions instables. C’est pour cette raison, nous proposons a minimiser :

1T
J = —_H(}?—k*u)z + oy’ jd
2] 4.2)

~\2

l{ (-7

y est le meilleur estimé du signal y la version non bruité.

Il y a plusieurs techniques qui permet de résoudre ce probléme (trouver le meilleur

estimé de y).
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a- Estimateur de Kalman : (cas discret)

Du point de vue de la théorie des systémes, le filtre de Kalman est celui qui donne au
sens de la variance minimale, la meilleure estimée (dans le cas linéaire et dans un
environnement gaussien) de i'état x a partir de 'ensembie d’observations.

o]

I'équation d’état suivant :

LI S S

[
j y(t) =C x(t) (4.3)
v ,

u . un signal déterministe supposé connu.
ym : l& signal mesuré.
v, . représente le bruit de mesure.

vy rep_résgnfn le bruit de 'appareil

S 2 RN WL wiw 1 o i

v; et v, sont supposés non corrélés.

Si les signaux de bruit sont des processus centrés, stationnaire d’ordre deux, Kalman

[8] a proposé la structure suivante :

[50)= 43()+ K (5,(0)-C 2(0)+ Bul?)
[5(0) = € 3(t)

—_
:-h
-

Nor

Le probleme du filtrage qui se pose alors, consiste a déterminer I'éstimée optimale de la
valeur d’état x a partir de 'ensemble des observations disponibles, des informations a

priori sur i'état et des caraciéristiques statistiques des bruits.
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Comme estimateur optimal, on prend celui qui minimise la variance de lerreur

d’estimation :

el - 3§ (4.5)

NG

La minimisation de (4.5) conduit a I'équation de Riccati stationnaire :

AP+P4 -PC'o, °CP+Bo,’B =0 (4.6)

P est une matrice symétrique définie positive solution de I'équation de Riccati (4.6).

Si I'équation (4.6) admet une solution symétrique définie positive, la matrice de gain du

Kalman est donnée par :

K=rPCo,™ (4.7)

En utilisant la transformée de Laplace, I'équation (4.4) devient :

(s (S)= AX(S)+ K (v, (5)-C R(S)+BUS)  .a ps
X . ~ / (4.8)
IY(S) =C X(S) b
D’aprés I'équation (4.8.a), on a :
(SI-4+KC)X(S)=K7Y,(S)+BU(S)
X(S)=(SI-A+KCY' KY,(S)+(ST-4+K CY' BUS) (4.9)
En remplagant I'équation (4.9) dans I'équation (4.8.b), on obtient :
P(S)=C(SI-4+KCY' KY, (S)+C(SI-A+KC)' BUS) (4.10)

On pose :
F(S)=C(SI1-4+KC)'K
G(S)=Cc(S1-4+KC)'B
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L’équation (4.10) devient :
7(S)= F(S)Y,(S)+G(S)U(S) (4.11)

Le probléme qui sert a trouver I'estimé de y revient a rechercher deux filtres F et G, en

minimisant 'équation (4.5).

b- Estimateur linéaire (cas discret) :

Soit la figure suivante qu'illustre la procédure de la convolution :

+] v w0 4 v,
R o S [N S SO o S

Figure 4.2 : processus de dégradation

u : signal d’entrée
* y,:signal mesuré

e v, bruit d'entrée gaussien de variance o,
e v,: bruit de sortie gaussien de variance Ty,

e A1) : réponse impulsionnelle du systéme

La relation entrée sortie peut étre écrite dans le cas discret :

N
Vll)= AT 1)l — i)+ v, (k - 1))+ v,(k) (4.12)
i=0

Avec :

o (i), u(i), v(i), ym(i) et vo(i) sont les versions discrétes de A1), u(t), vi(t), ym(t) et va(t)
respectivement.

e AT est ia période d’échantilionnage.
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L’équation (4.12) peut étre écrite sous forme matricielle :

y=H(@u+v,) (4.13)
V,=y+Vv, (4.14)

Avec:

Y= (0) 7,(1) ... 3, (M) ]

On cherche d’estimé le signal y la version non bruité, en minimisant le critére J suivant :

J=a{(3-¥)(9-) §= trace{(3- ¥) (5-») | (4.15)

La minimisation de (4.15) donne :

y=Fy,+Gu ' (4.16)
Ou:
:
F=(HH +BIJ'HH
{G=(I-F)H (4.17)
O-VI
P
o,,
Démonstration :

On défini I'innovation qui correspond a I'estimateur de I'erreur :

E=J-y (4.18)

En utilisant I'équation (4.17), on obtient 'expression :

e=|(F-1)H+Glu+(F-I)Hv,+Fv, 4.19)
Donc :
T tmcej (- 1)e + Gle{uu (7 -1)H +G) +[(F-1)H]e{, v,'}[(F-j)H]l

+..+F &y, vzz}F' J

(4.20)
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les valeurs optimales de F et G sont obtenus par :
[ oJ

TG (4.21)

 _,

oF
& o1} +Glfefu)
d’ou :
G=(I-F)H (4.22)

En remplagant G dans I'équation (4.20), on obtient :

J = trace {[(F - 1) H]ep, v, [ (F-1)H] + F &lv, v, }F'} (4.23)

D'aprés 'éyualion (4.23) .

c’iJ - 2[(F—1)H](e9{v1 vl'})' H +2F(g{v2 Vz'})' —0
dou :
Pl 1+l ) 1l ) a2
Et comme :
aln v } 2
S{V ) ]
Onnote fg=

C
~

équation (4.24) devient :
=g +pI|"HE (4.25)
d'ou
y=Fy,+([-F)Hu

IV 2 Filtrage et commande optimale :

La plupart des procédures de déconvolution se fait en deux étapes, une étape de
filirage utilisée pour réduire le bruit de mesure sur le signal enregistré, et ensuite une

technique de déconvolution pour restaurer le signal original. La technique développée
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dans ce paragraphe intégre le filtrage optimal dans l'algorithme de déconvolution. Ce
qui conduit a la configuration suivante :

o

> Y & Y Y
2 | Filtre -

v
+

Modéle |
i d’état ¥y
| Optimisation
Figure 4.3
On cherche a minimiser le critére suivant :
Min[p-h*alf + o ul; (4.26)

On note 7 et £ les vecteurs d’états de modele du systéme et du filtre respectivement
dont les équations d’états sont :

t) = Ant)+ Bilr) -
{V\t) =C q(f) (427)

(v

jg”(t):(A-KC)g“(t)+Kym(t)+Bz‘:(t) (4.28)
)= <) -

Avec: K=PCo,”
Oou:
P est une matrice symétrique définie positive solution de I'équation de Riccati suivante :

0 (4.29)

AP+P A4 -PCo, CP+Bo,’B
On pose : x=(?]

N\~ /

Le systéme d’équation (4.27) et (4.28) devient :
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0  A-KC K)" \B)"
y=(C 0)./‘«
%=0 C)x

On defini :

— (A4 0 — (0
4= 1 <8 ;o B=
\O 14 B 4 4 K/

Z?}:@} ; C=(Cc -0)

Donc I'équation (4.30) devient :

P T o =
x=Ax+B,y,+Bu

y (C7 O)A
19.=0 ©)
lz=Cx

Nous définissons 'hamiltonien comme :
HluxP)=—( +o? )+ P (dx+B, 5, + By u)
u,x,P)_jz—\ ta’u’ )+ P ‘Ax+B_,ym+B_,u,

Ou P est le vecteur adjoint ayant » composantes.

Sur la trajectoire optimale :

( o oHlx')

*

OF
i or1ls +°)
P

ox

La commande #(#) est donnée par :

oH(a,x",P°)
ou

=0
-_— Vv
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Dot :
fi=-a” B,F* (4.36)
A partir des relations (4.32) et (4.36) nous avons :

J)'C* =Ax" +B,y, -E—za"ZB—Z’P*

L, (4.37)

|P"=-4 P -CCx
A l'instar d’Andreson [9], nous considérons qu'’il existe une matrice :

P=Sx-6 (4.38)
el o alution cee 1Coguedion diffren i suivante

6= —(Z~a‘ZSB2B21)9+SE v, OT)=0 (4.39)
Et pour S, nous avons :

SA+A4S-SB,a?B,S-CC =0 (4.40)
En tenant compte de I'équation (4.38), 'équation (4.36) devient :

i=a’B, (Sx -0) (4.41)
En substituant I'expression de (4.38) dans (4.37), nous obtenons :

W(t)=Ax(t)+B,y,+B,0 , x(0)=0 (4.42)

Avec :

IV 3 Déconvolution des signaux 2D
Les images enregistrées et plus généralement sont des signaux obtenus par
lintermédiaire d'un capteur sont une version dégradée du signal original. Cette

tre modélisée par une convolution suivie de Vaddition d'un bruit. La
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Les images sont obtenues par I'intermédiaire d’'un processus de dégradation qui peut
étre un télescope, caméra, satellite, ..etc. La figure suivante représente celle

dégradation :

"] "l
u +f 5 & i Im
Figure 4.4

u .image originale

in :image dégradée et bruitée

n . bruit gaussien d’entrée de variance o;
ussien de sorti v

ay " it A 1
v . DFUIl aussic oriie Ge variance o;

h : réponse impulsionnelle du processus (PSF)

D’apres la figure ci-dessus, on peut écrire :

i, 3,) = 1,2, ) + v(3, x,) (4.43)
avec .
i(xl,xz) = h(xl,x2)* [u(xvxz)"" n(xl’xz)] (4.44)

(*) opérateur de convolution en 2D.

En utilisant la transformée de Fourrier, I'équation (4.43) devient :

(&)= HE UG+ NEn) [+v(¢m) (4.45)
On peut obtenir U a partir de (4.44) par division :

Ug.n)-2alm) TG) e (4.46)
H(¢g.n) H(Sm)

Revenant au domaine spatial, on trouve :

us,x)= FRUE ) } (4.47)
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La solution (4.46) est correcte, si H ne posséde pas des valeurs singulieres. Dans le
cas ou H ne posséde pas des zéros mais contenir des petites valeurs, elle conduit &
une erreur sur i'image estimée, autrement dit ie probiéme de déconvolution devient un

probleme mal conditionné. En conséquence l'utilisation des techniques de

11CA N ~“

régularisation est nécessaire.

IV 4 Méthode de régularisation classique :
Cette méthode consiste a trouver « qui veérifie :
Min[Alu,i, )+ ag(v)] (4.48)

a un parametre de regularisation.

Pour I'équation (4.48), le premier terme mesure la fidélité de I'image observée et le
second terme présente une contrainte qu’'a pour rbéle de réduire I'effet du bruit sur la

solution obtenue a partir de (4.48).

L'utilisation de la méthode de maximum a posteriori [MAP][1] permet d’estimer wu.

L'utilisation de MAP consiste a déterminer « qui vérifier :

Mind)) 1,(5,%,) - H(x,x,)* 8, (5,2, [+ | o) [P (4.49)
La solution optimale 7, [2] est donnée par :
o+ h,(xl"xZ)* h(xl»xz)* ﬁa(xl’xZ) = h’(’xl’xz)* im(xl’xZ) (4.50)

IV 4.1 Réduction du bruit :
On considére que I'image observée est résultat d’'un processus linéaire invariant. La
méthode est basée sur la détermination de deux filtres f(x;,x,), g(x,x;) obtenus par

'estimation optimal #(x,x;) de i(x,x2)
i(x1»x2) = f(xl,xz)* im(x,,x2)+ g(xl,xz)* u(xl’xZ-) (4.51)
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Les deux filtres Ax,x;) et g(x;,x;) sont obtenus par la minimisation de lerreur

guadratique entre u(x;,x,) et 1(x;,x,). le critére est définl comme :

J=E{Jf(j[f(xl,xz)_z(xl,xz)]2ux,}dxz} (4.52)
Utilisant le calcul variationnel [5], aprés la transformation de Fourier, on obtient :
PN ()
611 = : pi
|H(¢.m)| +7¢, (4.53)

G(¢.n)=H(&n)I-F(¢.n)]

Ou F, G sont les transformées de Fouriers de f; g et y,,7, sont les densités spectrales

du signal » et v respectivement.

IV 4.2 Procédure de restauration :

Cette procédure consiste a définir u(x;, x,) de telle fagon :

j +a| u(x,x,) [ } (4.54)

+ 7 12

-

é(xzrxz) - o x,) ¥ u(x,.x,) |

soit minimal.

L’équation (4.51) peut étre écrite dans le domaine spatial, en exploitant I'équation
(4-53) :

;(xl,xz) = f(xhxz)* [im(xhxz) - /’l(xl,xz)* ”(xbxz) ]+h(x1"x2)* u(xl,xz) (4.55)
dou:

A

Moo oY nf.. I SR (. sl (. 2 SURE VO SURE Y n
nXp,%)- ”V‘J’J‘z)* “\“‘1:*2) = jix, %, )* [’m\*b“‘z)‘ mx;, %, )* “\“‘1’*2}] (4.56)
En remplagant I'équation (4.56) dans (4.54), on obtient :

J= ” f(x,,xz)*l'm(xl,xz) - f(x,,xz)*h(x,,xz)*u(x,,xz)”i +a” u(xnxz)“; (4.57)
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Cette technique conduit a la configuration suivante :

i’ll v

u o+ i +<in + :
G S =

Reg

Figure 4.5

La solution optimale #,(x;, x,) [2] obtenue par 'équation :

I'{a'*'[f(x xz) h(xz xz)]' [f(xz xz) h(XJ xz)] }*ﬁa(xpxz) (

(=0 W) * A () 1 5,) o
Dans le domaine fréquentiel, I'équation (4.58) devient :
[la+ N LN A .
=[F (4 ﬂ)H( )] F(¢&.n)1,(¢m)
F(¢,n), Y. et U, sont les transformées de Fouriers de £, i,, et i, respectivement.
[F(¢,n). H(S,m)] estle conjugué de /F(¢,m). H(S,m)].
On peut obtenir U,(¢£, 7) tel que :
Y,(¢.m)=R, (¢, (& n) (4.60)

avec :

(&) =F(¢&.n)H(S ) F(¢.n)1,(&.n)
R(m)=a+[F.n)H(E.n)] [F.n)H( )]
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La détermination de U, (¢, 7) est obtenue par une méthode itérative. Nous utilisons la

méthode itérative de Singh [4] et celle de Gradient conjugué pour calculer U, (£, 7).

IV 5 Régularisation de Tikhonov-Miller :
L'utilisation de la technique de Tikhonov-Miller dans le cas stationnaire pour la

déconvolution conduit a la configuration suivante.

|y

SN e R A

i 1
) —
H
Avec :
Eifs
V=—"""3
|2+
"
S,, S, sont les densités spectrales des signaux v, u supposées stationnaires d’ordre
deux et non corrélés.

La démarche exposée ci-dessous suppose une hypothése forte sur le signal a
restaurer. A savoir, ce dernier doit étre un processus aléatoire d’ordre deux dont on

connait ia densité speciraie. D'autre robustesse est eéprouvée en présence du bruit
indvitable sur le signal enregistré. Nous proposons une approche nouvelle, robuste qui

(=t S i . . PN e LA i~

s’'affranchie de toute hypothese d’ordre statistique sur le signal a restaurer.

IV 6 Filtrage optimale et déconvolution (cas discret) :

La plupart des procédures de déconvolution se font en deux étapes, une étape de
filtrage pour réduire I'effet bruit de mesure sur le signal enregistré, et ensuite une

4 NPT AA b ods 4. I H ] iy I Nad 4 T H A
techniguie de déconvolution pour restaurer le signal original. Cette technique intégre le
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filtrage optimal dans 'algorithme de déconvolution.ce qui conduit a la configuration de la
figure (4.5).
e Premiére étape :

Nous recherchons une estimé
e AN N w7 A -~ W WANILS A

(R R RV 4 I 12

()]

Qu:

F=(HH +BI)'"HH'

1G=(1-F)H
o
g="u
B
O,

V2

e deuxiéme étape :
A présent, le probléme est de chercher la valeur optimale du signal d’entrée « tel que :

g

2+a||Lu

ﬁzargmz’n{”j/-h*u

En remplacant la valeur de y dans I'équation précédente, on obtient :

a=argmin{| F y,, - F Hulf +a| L}

N

On définit le critére suivant :
J="Fym-FHu”2+a“Lu”2 (4.61)

la valeur optimale de « doit minimiser le critére ci-dessus :

&
du

0 (4.62)
la dérivation de J par rapport a u donne :

Q‘—]—=—2(F.H)'[Fym—FHu]+2aL'Lu (4.63)

A

vu

En utilisant les équations (4.62) et (4.63), la valeur optimale est donnée par :

(FHY(FH)+aL L)a=(FH) Fy,
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IV 7 Résultats et commentaires :

Cas 1D:
Méthode itératives :
utilisation de i'aigorithme de Van Cittert et de Singh modifier pour i'approche

ée, nous permet de remarquer que l'algorithme de Singh converge plus
rapide que celle de Van Cittert, puisque ce dernier est de convergence linéaire
contrairement a l'algorithme de Singh qui est de convergence quadratique (voir
figuree (1.6) et (1.7) et le graphe de variation de I'erreur de chaque algorithme).
L'introduction de fP'information a priori (positiviié) permet d'améiiorer Ia soiution et
d’accélérer la convergence (voir figures (4,8) et (4,9)),

TN W v TIWS LV Wi

La combinaison entre le filtrage optimal et |la restauration :

Pour illustrer les performances de cette technique, nous appliquons, la méthode de Tikhonov-

a1 ®

Milier et cette approche dans ie cas 1D et 2D.

La restauration par la méthode de Tikhonov-Miller , nous montre qu'au dela d'un certain
nombre d'itérations la solution devient instable (voir figure (4.10)) contrairement & celle
gu'utilise ie filirage optimai dans ia procédure de restauration (voir figures (4.11) et
(4.12)). La variation de l'erreur moyenne quadratigue montre cette constatation, on voit
clairement pour les figures qui représente la variation de 'erreur, que pour la méthode
de Tikhonov-Miller au dela d'un certain nombre d'itérations I'erreur se diverge par contre

pour i'autre technique ( i'erreur devient constant ).
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Restauration par la méthode de Van-Cittert modifiée :

Avec un SNR =40 db
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. . .
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Figure 4.6 : Restauration par la méthode de Van-Cittert aprés

400 itérations avec SNR=40 db pour l'app

Signal test et signal dégradé bruité
Spectre du signal dégradé et bruité

Signal test et signal restauré

Spectre du signal restauré
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Restauration par la méthode de Singh modifiée :

Avec un SNR =40 db
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Figure (4.7) : Restauration par la méthode de Singh modifiée

annrncha nranncda
A

aprés 2 itérations avec SNR=40 db pour l'approche propoes

a- Signal test et signal dégradé bruité
b- Spectre du signal dégradé et bruité

c- Signal test et signal restauré

- Spectre du signal restauré
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Avec un SNR =10 db, en utilisant la contrainte de positivité

Restauration par la méthode de Van-Cittert modifiée pour

approche proposée :
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Figure 4.8 : Restauration avec contrainte de positivité par la méthode de
Van-Cittert aprés 300 itération

a- Signal test et signal dégradé bruité
b- Spectre du signal dégradé et bruité

c- Signal test et signal restauré
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Amplitude

Restauration par la méthode de Singh modifiée pour
approche proposée :

Avec un SNR =5 db, en utilisant la contrainte de positivité
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Restauration par la méthode de Tikhonov-Miller :

Avec un SNR =40 db
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Figure 4.10 : Restauration par la méthode de Tikhonov-Miller pour SNR=40 db
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Restauration par 'approche proposée :

Figure 4.11 : Restauration par 'intégration du filtrage optimal dans la

procédure de  déconvolutione pour un SNR=12 db aprés 10 itération
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Erreur Quadratique
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Cas 2D :
La robustesse de la méthode de Thikhonov-Miller est éprouvée en présence d'un

bruit inevitable sur le signal enregistré. La nouvelle approche est plus robuste,
elie repose sur deux paraméires de réguiarisaiion, résuitant de ia combinaison

du filtrage optimale et de la déconvolution .

On remarque que les images restaurer par la méthode de Tikhonov-Miller (voir
figure(4.13)) se dégradent au dela d'un certain nombre d'itérations. Ce
phenoméne est surmonté par lintégration du filtrage optimal dans la procédure
de restauration (voir figure (4.14)). ii apparait ciairement que fintroduction du
filtrage optimal dans la procédure de restauration améliore la robustesse de la

technique de Tikhonov-Miller.

méthode de Gradient conjugué et Singh modifié :
D’apreés les résultats obtenus, voir figures (4.15) et (4.16), on remarque que les images

restaurées par lalgorithme de Singh sont obtenues pour un nombre d’itérations

€0~

inférieure

variation de l'erreur de chaque algorithme d’ou l'algorithme de Singh posséde une

celle de 'algorithme du Gradient conjugué comme le montre le graphe de la

convergence rapide par rapport a 'algorithme du Gradient conjugué.
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Image Originale :

Image dégradée par un flou carré et un bruit blanc (SNR =50 db) :

98



La restauration par la méthode de Tikhonov-Miller :
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Figure 4.13
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Restauration par la combinaison du filtrage optimal et
la procédure de déconvolution :
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La restauration par la méthode de Singh modifiée :
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La restauration par la méthode de Gradient conjugué :
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Conclusion :

Ce travail avait pour but une contribution & la déconvolution monodimentionnelle
et bidimentionnelle de signaux dégradés par un processus linéaire et invariant. En effet,
il nous a été possible de vérifier au cours de ce travail, que I'utilisation de la méthode de
Moindre Carrée conduit & des solutions instables et dans lesquelles le bruit est amplifié.

Nans I'étude hiblingraphique s'est dégagée l'idée que toutes lag méthadaes da
déconvloution utilisables devaient leur réussite a I'utilisation de diverses régularisations.

Celles-ci reposent sur des propriétés déterministes des signaux traités mais aussi sur

les propriétés statistiques.

L'étude comparative que nous avons entreprise a travers des exemples
d'illustrations & montrés que les algorithmes itératifs sont attractifs par I'introduction de
diverses informations a priori qui permettent d'accélérer la convergence de ces

algorithmes.

Toutefois, nous avons pu constater que les algorithmes déterministes ne
permettent pas de restaurer efficacement le signal d'entrée (image)en présence d’un
bruit de faible SNR.

Afin de surmonter cette difficulté, nous avons recouru aux méthodes stochastiques
basées sur le filtrage de Kalman et sur la combinaison du filtrage optimal et la

procédure de restauration.

Nous avons vu que 'approche stochastique a I'avantage d'utiliser explicitement
les parametres statistiques du bruit. Nous avons montrer une interprétation bayésienne
de I'approche de régularisation, I'équation (2.17)montre également reffet régularisant

de la méthode MAP.

Dans le cas de processus linéaires gaussiens centrés et pour un signal d’entrée
qui peut étre stationnaire, I'estimateur MAP conduit au filtre de Wiener, nous avons
montrer que ce fiitre présente plusieurs restrictions dues essentiellement a Ia

stationnarité du signal original qui doit étre un signal aléatoire.



Les méthodes itératives ont 'avantage d’introduire de diverses informations a
priori sur le signal a estimer. elles ont améliorer la solution au sens de Moindre Carrée.
Ces algorithmes n'est autre qu’une approximation du filre inverse, mais elles ne
réduisent pas 'effet du bruit sur la solution, on montre que pour des signaux de faible
SNR la solution devienne instable au-dela d’un certain nombre d’itération. Le choix
d’arrét de ces algorithmes reste subjectif (critére visuel).

Lintégration du filtrage optimal dans la procédure de restauration permet
d’ameliorer la solution. Un a vu que les Images restaurées par cette approche donnent
dar soiufions accepiables et Ierreur quadratique (lu-ai diminue d’une itération a
Faulre.

L'utilisation de la méthode de Gradient conjugué dans le cas 2D, nous permet de
distingué que la méthode de Singh qui est de convergence quadratique a une vitesse

de convergence plus rapide a ceile de Gradient conjugué.
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