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NOMENCLATURE

a;(t) : coefficients associées a
; : coefficient concernant l'intégrateur
C, :coefficient de multiplicité
C;;  : coefficient du compensateur
E, : énergie globale

Fy  :énergie mécanique du bras
E, .énergie associée aux variables diffusives
I : entrée
F : transformeée de fourier
h : réponse impulsionnelle
H : réponse fréquentielle
I :intégration d'ordre o
L : transformée de Laplace
N : nombre d'itérations en temps
p : variable de Laplace
q : raison
0 : nombre de variables diffusives
r, - coefficient de réflexion 6, vers 6,
Fan : coefficient de réflexion 6, versd,
rps  : coefficient de réflexion 8, vers 8,
rss  : coefficient de réflexion 6, vers 4,
S, : matrice de réflexion en boucle ouverte

Scr - matrice de réflexion en boucle fermée
u(f) :couple

v(t) :force
X : variable d'état
y : sortie de I'intégrateur

ye  :vecteur d'état (6,06, 639,619)
4 : matrice de transformation

a : ordre d'intégration

At : pas de temps

oy  :dérivation d'ordre o

Y : coefficient de propagation
o(x.t) : fonction diffusive

P . transformé de fourier de (x.f) en variable x
@  :valeur approchée
.  :valeur discrétisée pour £=£; a linstant t=f,



: fonctions propres

: valeurs propres

: nombre d'ondes

: coefficient d'atténuation

: mesure

. mesure correspondante 3 o

: pulsation

: variable spatiale de ¢

: déflexion en x

: amplitude d'onde progressive incidente

: amplitude d'onde champs proche incidente
: amplitude d'onde progressive réfléchie

: amplitude d'onde champs proche réfléchies
: vecteur des ondes incidentes

: vecteur des ondes réfléchies

: vecteur d'état des modes d'ondes

: norme



INTRODUCTION

Au cours de cette demiére décennie, une tendance s'est développée pour
résoudre le probléme de contréle des systémes dynamiques, qui consiste a réduire leur
comportement instable lors de I'asservissement. La difficulté vient du fait qu'il faut
supprimer les oscillations qui peuvent prendre naissance dans le systéme.

Ceci est d'autant plus vral pour des systemes dit tlexibles qui sont des systémes
a paramétres répartis décrits par une équation aux dérivées partielles.

La commande active de vibrations, des structures flexibles, a suscité de grandes
attentions ces derniéres années. Mais elle présente généralement de graves
inconvénients aux hautes fréquences et limite considérablement I'applicabilité des
approches classiques telle que I'analyse modale.

Ces inconvénients sont essentiellement liés au grand nombre de modes de
vibrations significatifs dont les fréquences et les formes propres sont trés sensibles aux
inévitables erreurs de modélisation. Alors, I'analyse modale ne peut pas fournir un
modele suffisamment précis sur une gamme modale riche en fréquences. D’autre part,
la dynamique des actionneurs et des capteurs peut mener a déstabiliser les modes
proches des bandes des actionneurs et des capteurs. Par conséquent, ce controle peut
dans certaines conditions, aggraver les oscillations au lieu de les supprimer. Plus
généralement, ces modéles deviennent inefficaces, dés que :

- Les exigences sur l'efficacité du contrdle sont séveres.
- Le contrdle considéré est construit a partir de qualités prédictives globales du
modéle.

La nouvelle approche dite passive consiste 2 ne prendre en compte que les
propriétés locales de vibration. Les propriétés de propagation sont locales et ne
dépendent que de quelques paramétres physiques, contrairement aux modes et
fréquences propres qui eux dépendent, en outre de la géométrie, du domaine de
vibration.

La mise en évidence de Iatténuation des vibrations commence, dans beaucoup
de cas, 1’étude de la réponse de la structure flexible a une force typique. localement
appliquée, en terme dg¢ déplacement de perturbations élastiques. Ensuite, il faut tenir
compte des forces les plus grandes qui commencent généralement aux bords. Ce point
de vue meéne naturellement & penser qir'il peut étre possible de modifier les chemins
normaux des perturbations pour manceuvrer ou diriger autrement I"énergie dans Ia
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stiucture. Alors, il n'est pas nécessaire d'observer les vibrations tout le long du bras
pour réaliser le contréle, il suffit de connaitre celles qui arrivent au bout pour avoir un
contrdle sur les ondes réfléchissantes indépendamment de la vibration glubale. Pout
cela, il s'agit donc d'observer ces ondes par une impédance terminale. Ce type de
contréle est nommé, dans le cas de I'équation d'onde monodimensionnelle. adaptation

d'impédance.

Cette idée a été appliquée, en premier lieu, 2 des systémes représentés par
I'équation d'onde tels que la corde et le cible élastique [16] et récemment étendue a
I'équation des poutres ainsi que d'autres structures flexibles.

Dans le cas de la poutre flexible encastrée - libre étudié dans [23], la fonction de
transfert des compensateurs est une fonction irrationnelle. Sa réalisation a été
effectuée expérimentalement par des compensateurs analogiques.

Le méme probléme a été étudié dans [11]. Dans ce cas, le compensateur
absorbant, dont la fonction de transfert est irrationnelle, a été simulé numériquement.

En [7], le méme probléme a été abordé avec un autre principe basé sur la
minimisation des effets des ondes réfléchissantes sur les ondes incidentes dans le sens
que la norme # de la matrice de réflexion est minimum. Les compensateurs trouvés
ont des fonctions de transfert irrationnelles mais approchées par des polynémes
rationnels en utilisant I'expansion fractionnaire continue (Annexe 2).

Ce travail est un prolongement naturel de cette série d’applications et a pour but
de stabiliser un bras flexible articulé a I'une de ses extrémités et libre a I'autre par
approche diffusive. Le bras est modélisé par la poutre vibrante uniforme d'Euler-
Bernoulli.

Nous avons appliqué un couple au niveau de Il'articulation qui sert a stabiliser le
bras autour d'une position d'équilibre et de le ramener a une position désirée. La
déviation du bras doit étre petite pour assurer la linéarité du systéme.

La synthése de tel controle, dans le domaine fréquentiel, fait apparaitre
d'opérateurs d'intégration non-standards d'ordre fractionnaire. Ce type de contrdle
peut étre nommé “contrdle en boucle fermée par retour fractionnaire”.

Les difficultés liées 4 ces opérateurs rendent I'application des outils classiques
en contréle trés difficile et limitée, notamment I'étude de la stabilité. L'inconvénient
majeur réside sur leur comportement héréditaire ainsi que la nature du novau de
convolution.

Il existe un modéle trés récent proposé dans [12] et développé ensuite dans [5],
[9] et [6]. Ce modele est basé sur le comportement entrée/sortie particulier de
I'équation de diffusion, de nature dissipative, dont la dimension infinie de la variable
d'état est en quelque serte utilisée pour résumer I'histoire de I'entrée de telle sorte que
les convolutions & mémoire longue définie par les opérateurs fractionnaires soient



disponibles en sortie. Le modéle dillusit’ a donné, pour le contrdle des systémes
viscoélastique [2] et absorption des ondes bidimensionnelles [21], de bons résultats.

Parmi les avantages de ce modele, la souplesse de la mise en ceuvre numérique.
Pour cela, il est montré dans [11], que, si nous respectons quelques critéres biens
définis, il est possible d'avoir une bonne approximation des opérateurs fractionnaires.

Aprés la stabilisation du bras, nous abordons le probléme de la position du bras
qui a été formulé comme un probléme d'optimisation sur 1'état en minimisant une
fonctionnelle de colit. La position désirée est imposée par les conditions initiales de
diffusion en tenant compte de I'énergie globale du systéme et I'énergie mécanique du
bras pendant le contréle.

Cette étude est organisée en 4 chapitres :
Dans le chapitre 1 nous présentons les principales propriétés du calcul fractionnaire,
les difficultés qu1 lui sont liées et le modéle diffusif d'un intégrateur d'ordre
fractionnaire ainsi que son approximation numérique.
Le chapitre 2 est consacré a I'étude et I'analyse théorique de la stabilisation du bras
afin d'évaluer et construire des compensateurs dit “"compensateurs absorbants
d'ondes".
L'approximation numérique du systéme augmenté est lob_;et du chapitre 3. Cette
approximation est basée sur l'approche modale. Les principaux résultats obtenus sont
présentés et interprétés.
Dans le chapitre 4, nous abordons le probléme du contrdle de la position du bras. la
mise au point des différents critéres d'optimisations et la simulation numérique
correspondante.



CHAPITRE 1

MODELE DIFFUSIF
D'UN INTEGRATEUR FRACTIONNAIRE

L'idée du calcul fractionnaire est apparue depuis plus de trois siécles lorsqu’en
1695 le mathématicien leibniz le mentionna dans une de ces communications adressée
a I'Hospital. 11 a fallu cependant attendre Abel (1823), Liouvile (1832), Rieman (1853)
ct Heaviside (1892) pour que la théorie du calcul fractionnaire soit formalisée. Issue
des probiémes purement théoriques, son champ d'application est actuellement trés
vaste et touche presque tous les domaines.

1. MODELE MATHEMATIQUE

1.1 Calcul fractionnaire
1.1.1 Définitions

Soit la fonction f définie sur R* a valeur dans R. L'intégrale d'ordre a = [0 + ]
de f est donnée par la formule de Rieman - Liouville :

11 =4 ;(2)_ A | (LO1)

ou I' est la fonction Gamma définie par I'expression (1.02) :

F(a): _ft""‘ exp(—t)dt (1L.02)

0

A partir de (1.01), on peut assimiler l'intégral dordre « au produit de
convolution de la fonction 7 avec un opérateur ¥, , en d’autres termes :

17F(t)={r, * f)t) (1.03)



De méme, on définit I’opérateur de dérivation fractionnaire d'ordre a (inverse
de /%), noté DS, comme suit :

“ry= [0 1.04
Drf== ?I:r(l_a)f(r)dr (L )_

La relation entre les deux opérateurs peut étre alors définie par :
1°1(t)= 1) & fi)= D7y (1.05)

Pour passer d’une expression a ["autre, il suffit de rennrquer que :

1°7(0)= o) = 1F3fe)= feleere o) = f()= 2 f“’"“v(r) Dy(r)  (10G)

ou [a] désigne la partie entiére de o .

-]a”

L'opérateur modifié de dérivation d'ordre « est défini par :

e ey~ [A=7 " df (D)
a'f(’)*lr(l-a) .- dr (LO7)

1.1.2 Remarque

Les opérateurs 7, Dfet 87 sont des opérateurs "héréditaires” dans le sens

qu'ils ne tiennent pas compte seulement de 1'allure locale des fonctions fauxquelles ils
s'appliquent, mais aussi & leurs comportements précédents.

Tout autre opérateur fractionnaire peut étre déduit en utilisant la propriété des
dérivées :

n

d
Breny —
D f(f)—dt

“u(t) (1.0%)

avecB=nta 0<o<l, ne Z.
1.1.3 Propriétés

Soit 7 une fonction de L(0,T), alors :

® Les relations suivantes sont toujours satisfaites :

tim 7°f = f : (1.09)

a—-0°

DiIPf =1 fBra . (1.10)



DEDL f=Dr"f (L11)

e JLorsque la fonction fest absolument continue et 0 < o - 1. nous avons :

1797 f(t) = 1)~ £(0) (1.12)
ac17f(1)= £(t) (1.13)
~o I[GJ‘I—a d[a}” 1 ]4)
g, f{ty= Wf(f) £

o Lorsque sup f[0,] et F[f] existe, ou F désigne la Transformée de fourier.
nous avons lea relations suivantes

Flos flw)= (w ¥ Flf (o) (L15)
F[{?j’f o)=(io)f lF[fIw)— (ia))m1_f(0)j (L16)

e Lorsque f{0) = 0 les deux définitions de D] et 8" coincident.

1.2 Difficultés liées au calcul fractionnaire

Les difficultés rencontrées lors de I'étude des systémes contenant des opérateurs
fractionnaires proviennent essentiellement du fait que ces opérateurs sont héréditaires
et a noyau singulier ce qui rend I'approximation numérique trés difficile et demande un
trés grand stockage (une longue mémoire). Les opérateurs de convolution prennent en
compte toute I'évolution passée du systéme d'autant que la singularité du novau en 0
nécessite un pas d'intégration trés petit alors que cette lente décroissance pour t tendant
vers oo nécessite un intervalle d'intégration trés long.

En outre, le systéme n'est pas sous la forme abstraite [—f:— = AX + Bu. ce qui
t

rend I'application des outils classiques d'analyse des systémes, telle que 1"étude de la
stabilité a travers une fonction de Lyapunov. trés difficile.

1.3 Domaines d'application
L’application des méthodes basées sur les systémes différentiels fractionnaires
est de plus en plus fréquente dans les différents domaines scientifiques. Elles sont

utilisées essentiellement comme outils de modélisation en Mécanique. Automatique.
Rhéologie. . .etc. ‘

10



A titre d’exemples, ces méthodes sont actuellement utilisées pour :
Modéliser le comportement des matériaux.
Réaliser des composants électroniques a impédance fractionnaire.
Commander des machines électriques par des correcteurs fractionnaires.
Modéliser asymptotiquement une flamme sphérique.

1.4 Modéle diffusif

Noue présentons une nouvelle approche basée sur le comportement des entrées-
sorties d'une ¢quation de diffusion. L'avantage principal de cette approche est qu'elle
permet de réaliser l'opération d'intégration fractionnaire de fagon non héréditaire et de
remédier A tous les inconvénients précédents lis & Lapplication des oulils classiques
de I'analyse, de I'approximation et du contréle qui deviennent utilisables.

1.4.1 Proposition

Considérons le probléme de cauchy monodimensionnel de type diffusion :

0,0(x.1)=d%p(x.1)= F(DHu(x)
¢(,0)=0 (1.17)
y(t)=9(0.1)

ou 7(z) est la fonction d’entrée a support dans R*, p une mesure positive et (1) la
fonction de sortie.

Par transformation de fourier paf rapport a la variable spatiale x, le systéme
(I.17) devient :

B,P(E,1)+ E2P(E,t)= F() (&)
#(,0)=0 (1.18)

1 ,.
¥(1) = ggw(é,t)dé

La solution de (I1.18) est :

+m

Pet)= [exp(-£" (1= ) f(s)i&)ds

= (1.19)
W)= o [ BlE, 1) -
’ 27y, ’

La sortie est donc:

11



t

w(1)- 5; [ L exn(-E2 = NAETE Jits)s
0

Posons :

Mt - 5)= L exp(~&£ (1 -

))"—@—)df

Alors pour une valeur convenable de #.ona:

h(t—s5)— ——-I exp{~&
Ce qui donne :

y()=171(1)

Démonstration [2]

Mt sNiEME - (1 ) ' T{a)’

Posons r=1-5, ¢=£&°, l'expression (1.22) devient :

lr(r)_ulm‘[ exp(—pr))——= ( ) e [;i\/r

Vo o 2n | oo

ou L désigne 'opérateur Transformée de Laplace.

Si on pose (&)= gl on

f, est une constante. alors :

AP Al

D'ot la nouvelle égalité :

2::(1‘ -5 }Y/;

(t-sf ' ma)' = _ A ]‘(}/)(tﬁs)u

En utilisant la propriété de la fonction gammal{x)T{1-x)=

obtenons les résultats finaux :

B.= 2sin(‘nté)

Gzl =i

12

(1.20)

(L21)

(122)

(123)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

T
————. NOus
sinf{xz)

(L21)



Ji(F) = 2sin [__73’_ Jl‘fﬂ Fd sr=-m) (1.2%)

En prenant o = —‘12—, nous obtenons (&)= 2.

1.4.2 Remarques

e ['équation (1.28) montre qu'il y a une relation directe entre la valeur de aet la
mesure A(£). Done, pour chaque ordre d'intégration . nous devons calculer Ia

mesure j{£) convenable.
& T1est clalr que le sysréme (118 ) peal se meltre sous a lorme

D axepf (1.29)

dt
y=CX

ou A est un opérateur dissipatif a dimension infini. B est un opérateur de contrédle et C
est un opérateur d'observation.

¢ Les propriétés de dissipativité et de stabilité asymptotique des opérateurs intégro-
différentiels fractionnaires est préservée par la réalisation diffusive [5] [12] et [6].

o ['état initial a été choisi nul pour satisfaire 1"équation (1.01). Une donné initiale
non nulle doit étre définie de maniére a résumer I'éventuel passé du systéme avec
mémoire, ce qui est évidement possible [12].

1.5 Dérivation fractionnaire d'ordrea

Soit z(7) la sortie d'un dérivateur fractionnaire d'ordre « et f{t) son entrée,
alors, nous pouvons écrire :

At)= o7 f(e)= 3, (1 £ (1)) = 10,1 (r) (1.30)
Le modéle mathématique qui réalise la dérivation d'ordre o est

8N 1)+ 48 g 1)= £ (1)(&)
yl.0)=0 - (1.31)

)= [, )+ e (0

13



En procédant de la méme maniére que pour le cas de I'intégration tractionnaire.
nous obtenons :

&)= -2(27 )" sin (e JE[ (132)

_ Al
(€)= Py (1.33)

pa—

v

1.6 Calcul direct de la mesure a partir de la transformée de Laplace

Il cst possible de construire le modéle diffusif correspondant directement 4
partir des tables des transformées de Laplace. Pour cela, on note que :

¢ La relation qui lie le noyau de convolution et la mesure associée est :

K1) = {;L{ f }: L(a) | (1.34)

e La fonction de transfert associée  ce noyau est :
H(p)=L(Hz)) | (1.35)

* La transformée de Laplace est linéaire et inversible. la mesure 7 associée a la
somme des deux fonctions H,(p) et H,(p) est alors la somme des mesures
correspondantes. Dot :

H(p)=H(p)+ H,(p)= h(t)=h(t)+ by ()= fr=fa, + o1, (1.36)

¢ Lamesure d'une dérivée peut étre déduite de la fagon suivante :

YA Py
, - == L(fr)=L{- &)
= H{p)=pH,(p)= h(t)=§h1(f):>_£l=~§”ﬁl (1.37)

® La mesure i associée au produit des deux fonctions H,(p) et H,(p) peut é&tre
calculée de la fagon suivante :

(1.38)

Meguip ot

. 1)
H(p)=H,(p) H,(p)= H1)= (1 *b, \t)=> pe = #z[ﬂ, i ﬂ‘(ﬂ: 3
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2. APPROXIMATION NUMERIQUE

2.1 Principe

D'aprés le paragraphe précédent, la sortie est :
s =[ [lexpC &2t = sy a&rae Iy (s)ds (1.39)
07z

I.e terme exponentiel argura 1ma déernissance rapide par rapport & £ ce qui
permet de tronquer les hautes fréquences (pour £ grand) tout en garantissant une
bonne approximation. On obtient alors un modéle numérique d'ordre réduit.

Considérons alors un réseau tini dans le domaine [0, K] ( c-a-d & < [0.K] ) et
notons :
Ny=Eu& s Lf O 0=£& < <<, =K

Alors la discrétisation spatiale du systéme différentiel (1.18) nous conduit a la
forme :

o9, = “f:@k +2f(t)
¢, (t)= (&, 1) k=1,..,0 (1.40)
#,(0)=0

Si on considére l'interpolation linéaire sur (&,, ¢, (1)), .. définie par :

IE R,

#(,1)= }iék(rm(é) (1.41)

ou les A, sont les fonctions d'¢léments finis de support [-K, K] [12]. la sortie du
systéme (1.18) devient :

- 1 F |
$l)=— I P&, 0He =~ ! 20 (0 () | (1.42)
qui peut étre écrite sous la forme :

g .
70)= 1376, (0B | (1.43)
7T k=1 ,
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o les termes § correspondent aux intégrales sur les segments [£,0 &..,] des fonctions
d'éléments finis.

o0 &g 3 +an
b, = _[Akdgt = TAkd.E + Tf\kd.f*' '[Akd§ (1.44)
e T — b b
On note :
b= [ Ade = [ Adz (1.45)
b= [ Ade (1.46)

o f.=&etE = -K

Le principe d’approximation peut étre schématisé par la figure L.1.

A e

Figure 1.1 : Approximation linéaire 5 de 4.

La représentation d'état correspondante est donnée par

d
——,"( oo e
di‘\'t) Ax(t)+ Bf (1)

) (1.47)
¥lt)=cx(r)

avec: X(1)=(d,(t) ,(t}....d, (1)) #,(0)=0 (1.4R)
A=diagl- &2, e E2) (1.49)
B=(2ree. 2) : (1.50)
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C= (BB (L51)

- 2 2
Hip)=> * (1.52)
P Z—;P+‘ft

2.2 Remarques

* Nous remarquons que le choix de I'approximation numérique sur les segments
extrémes pourra influer sur la qualité de I'approximation , nous y reviendrons plus
tard.

e Il n'est existe pas 4 priori de contraintes sur les choix des pdles (&, }. o EETe

liberté de choix sera discutée ultérieurement.

2.3 Discrétisation en temps

Le principe de discrétisation par rapport au temps du svstéme (118 ) est le
suivant.

D'apres la partie précédente. nous devons estimer la valeur de ¢, k¥ =1...0 a

chaque instant.
Posons 1, = nAt, §(&,,1, )= @7 ol Ar est le pas du temps et supposons que [ est

constant par morceau sur lintervalle [z,,7,,,]. Comme la solution du systéme (1.18)
est: '

¢, 0)= [expl- 27(e — 5))f(s)i € s (153)
0 . E
qui s”écrit, sous forme discréte :

o1 = Jexp(-£2(t, — s (s )l € s (1.54)

alinstant 1=, =1 + At, cette solution s'écrit :

faat

6" = [oxp(-&X(t,., — 5))f(s)ale s | (L55)

n

Dot :
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Pt :cxp(—g’fm},b;‘ +J;N2exp(~§;’s)f”dv (1.56)

En intégrant, on obtient une équation récursive donnée par :

7" =exp(- &2 arkpy + {ﬂéﬂk #=1..0

[.57
A n=1..N. ( )
Py =0
L'approximation numérique d'un tel intégrateur fractionnaire est: .
( 12 .
¥o)= s{mr)=L 5,
T k=
5 | . 1-exp(-&7At)| :
) =r"2f = | Pt = exp(— .ffAl)p: + 2(—_6){1;(? L‘ )Jj * (1.58)
L ok
$; =0

2.4 Approximation numérique d’un dérivateur fractionnaire d'ordre 1/2

En suivant les mémes étapes précédentes. nous obtenons -

(z(t)z 2(nAt)= %fyf:)h, + ﬁf”ibt

(1)

il

arﬂ{f = JW:” = CXP(H 4JIZ§:A’}J/&" + ﬁ[ljw;f{)? J (159)

27& E (f
W, =0

ol bt:ﬁfw/\id_f et ¥, =225b, .

2.5 Choix les paramétres de I'intégrateur

approximation de 1'intégrateur
parametres influant directement sur les résult
telsque: £__ 128 mar 0> AINSI que d'autres paramétres a définir par la suite.

Dans les paragraphes suivants, nous expliquons com

ats

ment effectuer ces choix.
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2.5.1 Choix du Réseau (des poles)

Le choix du réseau Ny peut s'eftectuer d’une fagon trés simple sans aucune
crainte d’instabilité. Nous pouvons remarquer que les — & peuvent étre interprétés
comme pdles pour le systéme (1.18). Il convient, donc, de les distribuer a l'intérieur
d'une bande de fréquence utile 1~ o -5;] pouvant étre déterminée d'aprés le contenu

harmonique de /. Cette bande de fréquence constitue le domaine des pulsations sur
lequel I'approximation de I'intégration fractionnaire sera correcte.

Il n'existe pas une méthodologie systématique déja développée pour choisir les
poles &,, mais il y a plusieurs choix de séquences qui peuvent étre utilisées, nous

citons :
- séquence arithmétique : £,,, = &, + r ot r est la raison de la séquence.

- séquence polynomiale : £,,, =K, ou K es une constante.
- séquence géométrique : &,,, = r&, our est la raison de la séquence.

La séquence géométrique est largement utilisée dans la littérature, car elle
produit une séquence linéaire en domaine fréquentiel, ce qui permet d'utiliser le
diagramme de Bode,

En pratique, elle réalise un compromis entre la largeur de bande utile ¢t la
complexité de I'approximation résultante.

En outre, elle permet de couvrir la bande de fréquence avec une densité de
poles, dans les coordonnés logarithmiques, qui permet de décrire chaque échelle de
temps avec le méme nombre de variables d'états.

Au contraire, une séquence arithmétique conduit a une description
exclusivement pauvre dans les basses fréquences.

Noter qu’avec une distribution géométrique de &,, le nombre de décades
significatives du systéme approximé est proportionnel 4 O (r étant fixé ). Du point de
vue de complexité numérique, ce dernier point est trés commode dans le cadre du
contrdle des systémes a paramétres distribués faiblement amortis, ou la bande de
fréquences couvre souvent plusieurs décades. ,

Le nombre O doit étre, donc, suffisamment grand pour avoir les meilleurs
résultats possibles dans la bande utile.

Ces choix ne sont pas uniques d'autres choix peuvent étre envisageés.

2.5.2 Choix de &ips Ema

Les deux coefficients £, et &__ déterminent la longueur du domaine. Comme
nous avons utilisé la séquence géométrique, nous avons la relation suivante :
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£y =g (1.60)

Donc, nous pouvons en déduire r :

r:exp[[ni—f)/@mfj (1.61)

L'équation de diffusion ¢=-£2p+ 27, est une équation différentielle de
premiére ordre de la forme @ =-w@. Il est, donc, évident qu'il y a une relation entre
met £ quiest: '

S = 271,
2RL il " ey W 1.62)
! {Em - o, (

Donc, le choix de £, et £ _ dépend de la bande fréquentielle du systéme.
Nous pouvons, alors, jouer sur ces deux coefficients pour translater la bande.

2.5.3 Choix des fonctions d'interpolations A,

L'interpolation par les éléments finis correspond a une méthode standard en
analyse numérique.

Nous utilisons les éléments finis d'ordre 1 qui sont des fonctions continues
nulles & Textériecur du segment[s, . &,.,] affine sur chacun des segments

[é,_,l.ét],[é*,ém] et prenant la valeur "1"en &,.d’ou :

r
0 Si £ < B ou £ g,

AE) = f{%i si £, <84 (1.63)
é"_*l___g_ si §5E < By

\ ‘fkq ‘ék

AE) o

. P
ék—] ‘fk §k+§ g

Figure 1.2 : Choix de la fonction d’interpolation sur les segments internes.
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Il est claire que la qualité d'approximation dépend aussi de la qualité de
reconstitution de I'état @ au sens des fonction d'interpolation A, .

Sachant que @£, p) est la transformée de Laplace de of&,7). on

#e.p)- Hele) () (164)
p+e
Alors :
ol&1)= ﬂa(uf)jf(‘r)’ir quand & -0 (1.65)
P&, 1)= ﬁf‘g(—)f(f) quand & > (166)

Les fonctions d'interpolation sur les frontiéres sont donc :

AE)= p (&) quand £ -5 0 (1.67)

Ac(-f):ﬂgg(‘é) quand £ - o« (1.68)

Dansle casoll & = 1/2, ona p (£)=2.

A,
o 4
1

™~V

>
= £ 4
59-1 So Soa &

Figure 1.3 : Choix de la fonction d’interpolation sur les segments extrémes.

Ce choix. des fonctions d'interpolations au niveau des frontiéres. conduit aux
coefficients b, suivants :

h=2ats . (1.69)
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bp = —;-(‘EQ “‘-f@-l)"‘ .EQ ln(égfﬂ/é/g] (L.70)

zéiééi 1<k<Q (L.71)

b

&

2.6 Erreur et convergence [11], [8], [12] et [6]

Un choix convenable des fonctions d'interpolations, pour f</i'et O -» ».
conduit a :

lp=7l, -0 (172)

b5
ou @ et ysont les valeurs approchées.

L'erreur est de la forme [8] :
17 £, )= 50, ) < Al b 52 ) (L73)
ou g—> 0 pour , assez petit et £ __ assez grand .

Donc, en choisissant Ar, p et &£ suffisamment petits et £ assez grand
I'erreur devient pratiquement 0.

Comme nous I’avons signalé auparavant, une progression géométrique conduit
a la meilleure précision.

3. REALISATION ELECTRONIQUE DE I INTEGRATEUR

Dans les paragraphes précédents, nous avons vu que le calcul fractionnaire peut
étre effectué a l'aide de simulateurs incorporés dans des calculateurs. Méme si cela
représente la technique la mieux adaptée aux nouvelles technologies, il est utile de
signaler que la réalisation des opérateurs d'intégration et dérivation fractionnaires est
possible par des circuits analogiques.

Parmi les auteurs qui ont travaillé dans ce domaine. nous citons Carlson et
Halijak qui sont les auteurs de la premiére réalisation (voir figure (I.4))et Vaugh qui a

proposé un circuit qui reproduit le comportement de (i@} pour contrdler une poutre.

Ces inhabituelies performances sont basées sur le fait. bien connu. que
I''mpédance caractéristique d'une cellule RC en treille, comme le montre la fig.1.4. est
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. 3 1 - viis ; ; ; i o g ;
égale a—%‘/=. Ainsi, en utilisant ce circuit comme réseau de contre réaction d'un
iaR.C.

ariplilicateur opérationnel, on peut réaliser un bon intégrateur fractionnaire d'ordre L

Pour implanter un demi dérivateur, on utilise une capacité comme une
impédance d'entrée de 1'amplificateur.

Pour implanter un demi-intégrateur, on utilise une résistance au lieu d'une
capacité.

Pour réaliser des circuits d'intégration (dérivation) d'ordre différent de un demi.
par exemple d'ordre?, Nous utilisons denx circuits en cascade. un intégrateur

(dérivateur) et un demi-intégrateur (demi-dérivateur).

répété 8 fois

Figure 1.4 : Réalisation analogique d’un intégrateur fractionnaire.

4. SIMULATION NUMERIQUE

Lorsque Ia fonction d'entrée du systéme (1.18) est une impulsion de Dirac§(s), a
1=0", I'état de @ est ¢, = @(0*): £(£)=2. Dans ce cas, le systeme (1.18) s™écrit :
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a:{f'(.f'l): _gzé{g!t)
1 o=
{t)- — | @&, 4 1.74)
o)== [ alean (
pl£.0)=2
La sortie 3 du systéme est la réponse impulsionnelle qui est :

- L 17%)

J

Sous la forme discréte, le systéme (1.74) s'écrit -

(‘3:!):)! - _5:3(]"‘)!
TR F e
= =3"balt) (1.76)
T
#(0)=2

dont la solution est :
o,(t)- 2€Xp(— g’:'ft)

) e (L.77)
F(t)= L b exp(~ 4’,‘,21) '
T 1=1

Les résultats de la simulation ci-aprés illustrent I'efficacité de I'approximation
utilisée.
Les valeurs de &, et &, sont choisies a partir de la relation (1.62). 1.a valeur de

N est choisie de telle fagon d'obtenir une bande utile qui couvre toutes les fréquences.

Dans les figures de 1.5 4 1.7, nous représentons sur le méme graphe la valeur
exacte et la valeur approchée de la réponse impulsionnelle de [I'intégrateur
fractionnaire d'ordrel/2. Ces figures montrent quelques propriétés de I'approche
utilisée.

La figure 1.5 montre les deux courbes présentées dans ['échelle temporelle. On
constate que cette représentation ne permet pas de vérifier, de fagon simple et claire.
que l'approximation est correctement réalisée.

La figure 1.6 présente les deux courbes précédantes mais cette fois dans une
échelle loglog. Cette présentation permet de mettre facilement en évidence la pente -

. o . 1 -
172 qui est la caractéristique de la fonction —— en loglog. La coincidence des deux

T

courbes apparait clairement sans confusion.
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Les paramétres de l'intégrateur choisi ; N=10, & = 0,166¢t £, =100 donne une
coincidence parfaite entre la valeur approchée et la valeur exacte dans une bande qui
couvre tout le domaine fréquentiel de notre systéme [10"" 10 ] Hz. La bande s'étend
a quelques Hz, afin de réduire un peu l'effet de la troncature.

La figure 1.7 illustre une propriété importante, qui consiste a translater la bande
utile de quelques décades, par exemple, une division de&; par dix, fait une translation

de deux décades.

De la figure 1.8, on remarque qu'un mauvais choix de paramétres de
l'intégrateur donne une mauvaise approximation et ne correspond pas a la valeur
exacte, c'est 4 dire la converge de la méthode. Ceci est justifié par l'existence des
ondulations et la non coincidence des 2 courbes, ainsi que la bande utile ne couvre pas
tout le domaine fréquentiel

8 T T T
: '
[=1] TSR RT iR fommeenecana poreemenenes L RRLLEELELELY
) | PSRy R e o AP, E Bt e e e e o -
o : H '
= H | '
£y : : i
g H H :
i H H
E H H \
Dff-emeeee ROty SLETEEERSEE froeoeenne--
H H 1
H H H
H H |
1 H |
1| B e O dssuveniuved
| ;
1] 5 10 15 20
temps [s]

I!IZ

Figure L.5 : Représentation de I"“ dans une échelle temporelle

]
[ T R
IJIINTCIISCICODCISCISCON

Figure 1.6 : Représentation de I"? dans une échelle log-log.
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CHAPITRE 2

CONTROLE ABSORBANT

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser au probléme de stabilisation du
bras flexible. Pour cela, nous allons synthétiser et évaluer des contréleurs stabilisants
el étudier le comportement vibratoire spatio-temporel du bras flexible.

La théorie appliquée est basée sur le contréle frontiére par absorption d ondes
auquel sont associées des conditions aux limites particuliéres. Le principe de contrdle
est de minimiser Ia valeur maximale de I'énergie entrante dans la structure, cn d'autres
termes, minimiser les effets des ondes incidentes sur les ondes réfléchissantes.

La synthése de tels compensateurs, dans le domaine fréquentiel, fait intervenir
des opérateurs différentiels fractionnaires. Pour réaliser ces opérateurs, nous avons
utilisé un modgle trés récent basé sur le comportement entrée-sortie de I'équation de
diffusion, décrit dans le chapitre 1.

" ., dz s
Le systéme global obtenu est sous la forme abstraite = Az. ot A est un
t

générateur infinitésimal, qui est plus adaptée aux méthodes d’analyse traditionnelles,

1. DYNAMIQUE DU BRAS

1.1 e modéle

Considérons le probléme de stabilisation d'un bras flexible articulé en (0, 0). par
un couple en x = 0 autour d'une position d'équilibre et libre a I'autre extrémité (voir
figure (I1.1)).

T

Position dubras a¢ TSR 7 9(1,!)
g 18(x.1)

Position dubras a+=0

=1 x x=0 articulation

Figure I1.1 : Bras flexible articulé.
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La dynamique du bras est modélisée par I'équation aux dérivées partielles de la
poutre vibrante d'Euler-Bernoulli. Avec la force de gravité F,(x)= pig(L - x). cette

équation s'écrit sous la forme :
qu

3 62
530 a( 68) 20 2’6 78

ar“ *';3; Fag-x' 'f‘mjl“é;-'—EI)'zgé;z—"p/!ﬁrl =4 (I]Ol)

ot E est le module de young, I est le moment transversal d'inertie. pest la densité de
masse ct 1 cst la longueur de la poutie,

Le 3™ et le 4*™ terme de I'équation (I1.01) représentent respectivement les
amortissements viscose et de Chen-Russel.

Les conditions aux limites, caractérisant le bras articulé en x = 0. sont :

8(0,1)=0
026(1,1)= 0 (11.02)
2:6(1,1)=0 '

2%6(0,1) = ult)

ou u(t) est le couple, appliqué en x = 0, qui sert 4 ramener le bras a I'état d'équilibre
désiré (6, = k.x, 88, =0 ol k,estun coefficient de proportionnalité), 7 = ]),oo[ est la

variable temporelle et x < [0,1] est 1a coordonnée spatiale le long du bras.

La fonction 8(x,t) représente le déplacement du point du bras d'abscisse x 3
l'instant £, en d'autres termes, c’est 1a déflexion en x a I'instant 7.

Dans ce qui suit, les termes d'amortissements et les forces de gravité sont
ignorés. L'équation (I1.01) devient, alors

EI50(x,1)+ pAd26(x,1)= 0 (11.03)
L'étude est faite pour une poutre uniforme adimensionnelle. ceci peut étre
traduit par la supposition £7 =1, p4 =1.
Pour préserver la linéarité, nous supposons que les déviations qui peuvent é&tre
effectuée par le bras sont petites. L'équation du bras devient. alors :

0;0(x,1)+ 80(x,1)=0 (11.04)

avec les conditions initiales :
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6(x,0) = 6,(x) (11.03)
8,0(x.0)=0
L'espace d'énergie (de Hilbert) associé a (I1.02), (I1.04) et (I1.05) est défini par :

H,:= H(0,1) x (0, 1) avec
H{0.1)= {7 = 2(0,1); £, /7= 2(0.1), £(0)= £(0)= 0} (11.06)

avec le produit scalaire associé :

((ec 1Vl W), = [ 8"+ fela -

4]

I 'énerpgie mécanique du bras est définie par :

. , .
E(t)= 5”{9, a,a]]ﬁrr (11.0R)

1.2 Proposition

Dans le cas autonome ot u = 0 le systéme est conservatif, c'est a dire I'énergie
du systéme reste constante tout le temps.

Démonstration

De (I1.08) et (11.06) I'énergie du bras devient :

e

avec 976(0,¢)=0 et 2°0(0,1)=0.

1 2 1
E = —EI!@:QMLJ{M)+ -

2

(11.09)

*{o1)

La dérivée de I'énergie s'écrit :

dE 1 1
—=[0,6076.d+ [216.5,0,0.dx
d’ . : x 1~ x

I

1
[-06-0i6.dc+ [6,676-0%0 - dr
o

En intégrant par partie, avec les conditions aux limites dans le cas autonome.
nous obtenons :
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T Jpr0-0,0.0-0.0-50) -0 0
dr

2. CONTROLE ABSORBANT

2.1 Principe

Le principe consiste a absorber toutes les ondes réfléchissantes en x 0 par unc
impédance convenable, comme si on faisait un prolongement du bras vers - «. dans
une certaine position initiale et avec une vitesse initiale nulile, par addition d'une poutre
virtuelle semi-infinie. Tl est clair que ce prolongement du bras empéche toute réflexion
des ondes. La figure (I1.2) montre la structure virtuelle proposée.

Poutre virtuelle™ Poutre réelle

-

Figure I1.2 systéme poutre réelle et poutre virtuelle.

La conception du contrdle qui modélise ce prolongement commence par
l'utilisation d'une description basée sur la propagation des ondes dans la structure du
bras. Ce modele, dit local, donne la direction de propagation des ondes et leurs
interférences et conduit a un contrdle local [22]. 11 peut étre présenté par le svstéme
(I1.10), reliant les ondes incidentes et les ondes réfléchissantes -

6,=5.8 | (1.10)

ou S¢z est la matrice de réflexion en boucle fermée, @ est le vecteur des ondes
réfléchissantes et 6 est le vecteur des ondes incidentes.

Considérons une jonction qui peut é&tre une section d'intérét particulier de la
structure tel qu’un point de contrdle ou une discontinuité physique. Les modes de
propagation sont séparés entre ceux qui arrivent a la jonction et ceux qui en partent. La
figure (11.3) montre bien cette décomposition.
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Onde entrante gauche Onde entrante droite

V'
Onde sortante gauche Onde sortante droite

Bk

Jonction

Figure I1.3 décomposition des ondes.

Pour empécher toute reflexion, la jonction doit étre absorbante au maximum.
L'énergie locale du systéme sera, alors, transférée par propagation vers -« c'est &
dire que I'énergie de la poutre réelle tend vers (), ce qui garantic la stabilisation.

Si en plus, nous désirons que la poutre réelle prenne une position d'équilibre
asymptotique, il faut I'imposer par I'asymptote oblique de la poutre virtuelle .

2.2 Décomposition du bras suivant ses modes d'onde

Introduisons. en premier lieu, le vecteur d'état suivant :
v, = (6.2.6,5%6,6:0) (TL11)

ou 98 est la vitesse de déflexion, 830 est le moment fléchissant interne et 276 est la
force tranchante interne.

Pour alléger la présentation, nous utiliserons ces mémes notations pour |'image
du vecteur d'état y, dans le domaine fréquentiel.

L'équation décrivant la dynamique du bras étant :

2’0 = -o'e (11.04)

par transformée de fourier, elle devient :
0 =m0 (11.12)
ou west la pulsation.

Pour pouvoir entamer le probléme de synthése du contrdle absorbant. il est
nécessaire de décrire la dynamique du bras en terme d’ondes progressives.
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La représentation d'état de I'équation (I1.12) est :

[0 1 0 0
; 0 01 0
%& o 0o 1l (I1.13)
X

m> 0 0 0

Le systéme (I1.13) peut étre diagonalisé par la transformation suivante :

1 111
e Vo e Vo W =YW (11.14)
- - @ @ -0 ®

iM -M -iM M

ou M =w"?,

Cette diagonalisation peut étre interprétée en terme d’ondes progressives ot
chaque terme du nouveau vecteur d'état transversal W est I'amplitude d'un mode
d'onde. Ces modes d'ondes sont constitués de combinaisons dépendant de la fréquence
des variables d'états transversaux, c’est a dire des colonnes de la matrice Y(®). qui se
propagent indépendamment I'un des autres le long du bras.

Les amplitudes de ces modes d'ondes varient en fonction de :

-iJo 0 0 0

WO e 0 0, (IL15)
dx 0 0 iJo 0
0 0 0 Vo

Les termes de la matrice, opérateur de I'équation (II.1 5). sont les coefficients de
propagations dont la forme est :

ro)= Aw)+ix(w) (11.16)

oil la partie réelle A(w est le coefficient d'atténuation et la partie imaginaire x{m lest
le nombre d'onde.

Ces coefficients de propagation vont par paire, (y_, ¥; ) et correspondent a des
modes d'ondes similaires se propageant dans des directions opposées.

Le principe de conservation de I'énergie réduit ces coefficients de propagation
au 17 et 3™ quadrant du plan complexe y .
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Les termes de W sont rangés selon 1’ordre décrit par I"expression suivante :
W =(6,,6,,0.6,F (11.17)

ou 4, et 6, sont les amplitudes des modes d'ondes entrants a 'extrémité articulée du
bras et 6, et 4, sont ceux des modes d'ondes sortants de I'extrémité articulée du

bras.

KANE,
7 G’M

Figure I1.4 : Ondes entrantes et sortantes a I'extrémité articulée.

8,, et 6, sont des ondes stationnaires, leur amplitude varie exponentiellement
avec x, seulement elles contribuent peu a la dynamique du bras[23].

2.3 Synthése du controle
2.3.1 Cas ou I'axe de I'articulation n’est pas fixe

En tenant compte de la description de la dynamique du bras en coordonnées de
modes d'ondes, les conditions aux limites s'écrivent en fonction du vecteur d'état ¥, ot

des forces du contréle -

[O 3 0}-};3(0,@){"J . (IL.18)

00 01 v

ol u et v sont respectivement le moment et la force du contrdle.

La transformation du systéme (IL.18) en coordonnées des modes d'ondes

?t’n @ .—(0 @ (0, 0)= e (I1.19)
M M M M v

En exprimant les ondes réfléchissantes en fonction des-ondes incidentes. nous
obtenons, aprés réarrangement, le nouveau systéme :
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i+l 27 q
o3 } — e, 1 = .
| |_ 5 m(:i— l) A?‘(j ; 1) (11.20)
R P R I P vy
=1 J~1]
qui est de la forme :
6.=5-0+B-F., (1.21)

ou S, est la matrice de réflexion en boucle ouverte et F.,, est le vecteur des forces
agissantes sur le bras. '

Le systéme (11.20) est Ia condition aux limites du systéme (T1.18). exprimd on
forme causale, & partir duquel, nous pouvons remarquer que les modes d'ondes ¢ sont

produits par la réflexion des ondes incidentes.

De ce fait, le systéme (11.20) représente la base de construction des controleurs
absorbants des ondes que nous allons utiliser a I'extrémité articulée (x = 0) du bms.

Dans cette étude. nous nous limitons aux « absorbeurs » d'ondes du type :

K ("(m)-[a } (11.22)
Lv ] 0.0]

ou @ est la déflexion, 5,0 est la pente (vitesse de déflexion) et C est la matrice du
compensateur.

Nous allons montrer plus loin que ce modéle linéaire représente un ensemble
suffisamment large de compensateurs pour la résolution de notre probléme.

Pour évaluer et construire les compensateurs absorbants d'ondes de la forme
(IL22), il est nécessaire de considérer le systéme {(I1.20), (I1.22)} en boucle fermée

qui prend la forme souhaitée (11.10).

En coordonnées de modes d'onde, 1'équation (I1.22) s'écrit sous la forme

u 1 0 0 0
== & Yiw)-W .23
Iiv} [0 1 0 Oji ((0) {2
d'ou :
H gl * 3 1 Ta. (11.24)
v = f\./ﬁ_) - \/5 f\@ \/5 . '

qui peut s'écrire aussi sous la forme :
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i r - _
- (“.J’ 1 1 0 1 1 p e
{.’"' |“ iNo ~Jo| ﬁ iNo o . {IL.25)

En reportant (I1.25) dans (I1.20), nous obtenons la relation 8. - 5. -8, avec:

=] - )

11 1 1 ]]
S ~{1-BC| — |V 1s vBC| - - 11.26
o { lii\/m Jmﬂ { & (--f\fm v/"f’ki,[\ ( )

Le compensateur qui conduit 3 S; = 0, appelé dans la littérature micro-onde
contréleur a Impédance Adaptée, permet de supprimer les ondes réfléchissantes.

Donc, pour Se; = 0, nous avons :

11
_ 1 1 "
C=-B S,Lf‘/m e (11.27)
Do :
. —im ~ 1+ )
(= ’ (I1.28)
{(ig])lr{ i }

Le contréle correspondant est :

u | —im — ﬁia)'(im)_ 4 [9 J
_ 11.29)
LI [\@m-(m))“‘ i® ] 0.6 , ' (
avec :
S +\;5)J5 | (11.30)

2.3.2 Cas ou I’axe de Particulation du bras est fixe

Clest le cas quinous intéresse le plus dans cette étude ot qui présente un grand
intérét dans les structures spatiales. Nous voulons construire des compensateurs qui
permettent d'annuler ou de minimiser les oscillations qui peuvent prendre naissance au
niveau de ces structures.

Pour cela, signalons, tout d'abord, la remarque suivante :

Une articulation en 0 s'interpréte.comme un amortisseur visqueux de constante
trés élevée et conduit a une valeur infinie de la composante Cs, (2™ ligne et 17
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colonne) de la matrice d'impédance C. Ce qui entraine 3,6(0,1)=0 et 8(0./1=0 et Ia
force n'intervient plus dans I'équation d'état ce qui fixe le brasen 0 A x = 0.

En tenant compte de cette remarque, la matrice d’impédance adaptée en x - 0
et le contréle correspondant prennent respectivement les formes suivantes -

0 C,
- . .31
€=0C.0,8 | _ (11.32)

L.a matrice de retlexion devient alors :

5. = 1 —(a)—\/m—C,z(H])) ~wl(i-1) (11.33)
o+ Vo -C,(i-1) iofi-1) wo+Jo-C (iv1)]

Dans ce qui suit, nous proposons quatre compensateurs que nous allons analyser
et comparer dans le paragraphe3.

a/ Proposition 1

Le premier compensateur que nous proposons dérive directement de la matrice
d’impédance adaptée du cas ot I'articulation est non fixée.

En tenant compte des données propres au cas ou l'articulation serait fixée. le
systéeme (11.29) peut s écrire :

» - R T
[HJ _ L V2io-(io] |0 (11.34)
0| |V2iw-(io)* i® 0.0 .
Ce qui donne :
Cp= -2 = (11.35)

Vio
b/ Proposition 2

Désignons par ;. rps, I'p, 7'es les éléments de la matrice de réflexion. tels que :

(r. 7
5 —.'L =’f ‘P} (11.36)
Por T

ou : :
r,p est le coefficient de réflexion 6, vers 4,

7y est le coefficient de réflexion 6, versé,,
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7ps est le coefficient de réflexion 6, vers é.,.
ry; est le coefficient de réflexion 6, vers 4 ..

Nous pouvons remarquer que :
* les coefficients de la matrice de réflexion S,; ne dépendent pas tous de C,,. donc il
n'existe pas une condition qui les annule tous a la fois.
® r_ estle coefficient responsable de la réflexion du mode d’ondes propagatifs dont
I'influence est majeure sur tous les termes de la matrice de réflexion en boucle
fermée.

C’est pour cela, que nous avons eu I'idée de chercher la valeur de ¢ T qui
permet d’annuler r_.

De (11.33 ) nous avons

oo -cliv))
T f((u—{» s@.C;(iml)J (1

Alors, pour r_= 0, nous avons :

L= (11.38)
Voli+1)

qui peut s'écrire sous la forme :

1 iw
i =l [1.39
12 \/5 \/i_a; ( . )
¢/ Proposition 3

La troisiéme solution que nous proposons correspond au cas dégénéré ou le
déterminant de la matrice de reflexion est nul. :

Nous avons donc -

det”“ (0-Vo-cali+1)  -ofi-1) ”:o (11.40)

iofi—1) o+ Vo C,(i+1)

La condition devient :
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ugClz(i r=im
(\JEC'?(]+f))Z =(io) < {ou (T1.41)
JoCL(i +1)= -im

qui peut s'écrire sous la forme :

—I®
c. . i (I1.422)
12 ‘5‘/;0
(918 B
. (I1.42b)

V2Vie
d/ Remarque

Les trois contréleurs proposés, dans le domaine fréquentiel. sont tous de Ia
forme :

= (’,ﬁﬁ(_x,m] X (11.43)

x=]

R I
ouCy,=C, =
Vie

Ils correspondent, dans le domaine temporel, a la forme :
ult)=C 1"%0,0_6(0,1) (11.44)

ou ' est 'opérateur d'intégration fractionnaire et Cp est un coefficient de multiplicité.

3. ANALYSE ET DISCUSSION

Le but de cette analyse est de choisir, parmi les compensateurs proposés. lequel
est le plus «absorbeur» d'ondes. Le critére de choix est le coefficient de réflexion.

3.1 Coefficients de réflexions

Le calcul des coefficients de réflexion des différents compensateurs. nous
donne :

Cas 1:
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Les coefficients de réflexion correspondants sont :

1+2i §eat] _ 2i -1 ,_
rf'}'-’ = _—jf_-- rq, :? o r.F’-"' '-'—‘-—!f'_Tet :'*"‘i”"" (1145)

dont les modules respectifs sont :

VioV2 42 (I1.46)

Dans ce cas, nous remarquons que, tous les coefficients sont independants de la
fréquence et leurs modules sont inférieurs a "1".

(las 2 :
(* ﬁ_LL,-J'E’_
L ﬁ Vig

Les coefficients de réflexion sont ;

r_r'," = O' r-‘p :l * rps :kir:,pet rs: —;%I (Ul?)

dont les modules respectifs sont:

0.1.1et 2 (11.48)

Trois coefficients ont un module supérieur ou égal A 1, nous pouvons constater
qu'il y a plus de réflexion que d'absorption.

Cas 3a:

—i®

V2Viw

CIZ =

Ies coefficients de réflexion sont :

1-i

I+4 i-1 ¢
Fop = P = ——, 1 =Ar_ et r.=—— 11.49
® Wt mTH » T 2i ( )
qui sont tous de module :
=
2
L (11.50)

2
Au méme titre que le premier cas, tous ces coefficients sont indépendants de 1a
fréquence et leurs modules sont inférieurs a "1".
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; - 2
En plus, I'énergie transportée par les ondes réfléchissantes va diminue de *2-

par rapport a celle des ondes incidentes, don¢ nous avons une décroissance d'énergie
2 : . i
de - pour chaque cycle, cette atténuation reste constante et ne dépend pas de la

fréquence, parce que, si ce n'est pas le cas, les ondes réfléchissantes auront des
modules plus grand que ceux des ondes incidentes et I'énergie croit en fonction de Ia
fréquence. De (11.46) et (I1.50) on constate que l'atténuation de I'énergie est plus petite
que celle du cas 1.

Cas 3b:
@ — i@

-

Co = opm = 1, = (IL.51)
\2‘@ T iw—iw

Dans ce cas le coefficient n'est pas défini, ce qui laisse impossible la réalisation
du compensateur.

Cas général :
Considérons le cas général ou :

1@
Oy =0 : (I.52)
12 F -\./;;) \

Les coefficients de réflexion sont -

1-iv2C, 1+iC_+/2

£ = E = = Tpe = i1l r o= ——Ff . (IL53)
I iii—CFE, S NI e

dont les modules respectifs sont:

R N I N ) e

-+2c,) "1-v2c,  1-vac, © (-v2c,)

Ces modules doivent étre strictement inférieurs a 1, afin d'obtenir une réflexion.
cette condition est remplie pour une valeur de Cp négative et différente de 7éro. Nous
avons :

A |
ML P T
ac, d
- 1 -
donc pour C,, = MLE nous avons le compensateur le plus absorbant.
i ‘ :
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3.2 Fonction du transfert

La fonction de transfert des contrleurs d'entrée 5.6 et de sortic 1 est de Ia

forme :

Hlo)= 8_%)_@) | (I1.55)

Le tableau suivant regroupe les fonctions de transferts des différents cas ainsi
que les gains et les phases correspondants :

Cas Fonction de transfert Gain | Phase
1 H(w)= —Jali+1) Jm st |
| |
2 o - 7
H(w)= Yol=1) Jo g
2 J2 4
3 _ It , - sr )
1(w) = ~Joli+1) vo --TE
2 V2 4
4 : 3
H(w)= \/5(1 +1) @ -
: V2 |

On remarque que :

e Les fonctions de transferts obtenues sont des fonctions irrationnelles. Ces fonctions
peuvent étre approximées par d’autres fonctions rationnelles en utilisant
I'approximation polynomiale basée sur I'expansion fractionnaire continue (voir
annexe 2) ou l'approximation de Padé dite « Padé approximation ». Pour les raisons
décrites dans le chapitre 1, ces approximations ne sont pas utilisées dans ce travail.
Le gain est constant avec la fréquence.

® Le gain croit avec la fréquence et dépend toujours de (io)".

3.3 Systéme global

A partir des expressions (I1.04), (I1.02) et (I1.43), le systéme global s écrit :
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3/6+98=0
A(0.¢)-0
alo(1,1)=0
226(1,1)=0
afﬁ(ﬂ,t): u(t)

ult)= C,l '%5{5,9(0, 1)

(I1.56)

Le schéma bloc de ce systéme est donné par la figure (11.5).

” 5;0(x.t)+ 0'0(x,t) = 0 8,060
— ™ 9(0,7)=0
a320(0,¢) - u
"= (f'f.l l';“e
4.._4
e

Figure IL.S : Schéma bloc du systéme global.

4. CONTROLE DIFFUSIF

4.1 Systéme augmenté

Le symbole  /Y?, dans I'équation (IL44), est l'opérateur d'intégration
fractionnaire qui représente I'mpédance adaptée en x = 0. Comme il est déja
mentionné dans le chapitre 1, sa réalisation est possible par un modéle mathématique
non héréditaire.

En utilisant le modeéle diffusif, I'équation (11.44) peut étre représentée par :

0,¢ - 229 =20,0,6(0,1)-5(x)
2:0(0,1)=C,0{0,1) (1.57)

Ce systéme est équivalent par fourier a :

D.P(E. 1)+ E2p(E,1) = 26,0,6(0.1) (11.5%)
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0:6(0,1)= C, [ ¢

Par cette réalisation, nous venons, donc, de simuler le prolongement vers -oo (vu
depuis la poutre réelle (Bras)), '

En introduisant le systéme (I1.58) dans (I1.56), nous obtenons le nouveau
systéme augmenté :

(620+6°9=0
0(0.1)=0
226(0,1)= C,,J'qzidcf
220(1,1)=0
8:6(1,1)=0

0,p+ & =20,0,6(0,1}(£,0)= (&)= L' (R)

(11.59)

Le schéma bloc de ce systéme est donné par la figure (I1.6).

. 8;0(x,t)+ 0%60(x,1)= 0 8,06
8(0,t)=0
226(0,2)=u

8.+ &P = 28,06(0,1)
u=Cp ff’dé i

$(,0)=0

Figure I1.6 Schéma bloc du systéme augmenter

Le contréle du bras s'effectue par I'intermédiaire d’une variable diffusive, ce qui
justifie la dénomination de contrdle diffusif.

D'apres le systéeme (I1.59). nous pouvons remarquer que ; c'est la condition
initiale de diffusion @ qui va simuler la précontrainte de la poutre virtuelle (voir

chapitre 4). De ce fait, le probléme de réalisation du contrdle u par la condition de
diffusion s'interpréte comme un probléme d'observation de I'état initial contraint.
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Le systéme (I1.59) peut apparaitre plus complexe que le systéme (I1.57)
notamment du point de vue stabilité et robustesse, mais en réalité. il s’est grandement
simplifié par la présence de variables d'état auxiliaires.

4.2 Stabilité du systéme augmenté
Considérons la fonctionnelle «énergie globale» du systéme (11.59) définie par :

E,(t)=E,(t)-CE(t) avec Cp<0. (11.60)

ou E,est l'énergie mécanique du bras, E_est I'‘énergie associée aux variables

diffusives.

Alors :

4= 1 +ea 2
. =%L(a,a)zdr+§ [(20) as (I.61)

—ca

E,(1)= %ﬂa,m 56

1 2 _ 1 w 2
E_(t)= Mol = (o) as (J1.62)

—eo

Propeosition 1

(
Le systeme (I1.59) est dissipatif dans le sens que ffg—‘{—)s 0. si le couple 1 est

df
négatif.
Démonstration
On note que :
a,(0)_d5, ) . 4,0
dt dt Fodi
Avec:
dE (1) = I
| Sl = ‘p?
- [z [0 v 2nlr)ie
d,
E(‘;r(f_) — [639 E 6,5,9 i arg ’ 6'38}“

éme . . e .« e P
La 2°™ équation, avec les conditions aux limites, devient :

= _ulth 6. 6(0.1)
20__utop0,600.0

45, (1)
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De (I1.44) ¢t pour un couple négatif nous avons :

i, (1) Y
Ljr() =C,0,0,0(0,1)6,0,.0(0,1)

De (I1.58), la dérivée de I'énergie globale devient :

T2 C,0,0,0000)- | Bl 0HE - C, [ HE D, oE e
=C,0,0,6(0,1) [ ${&, e -C, [ @ \-2p+ 20,0.0(0.0))ie

c o 2,p’
o 2ot _ 9P
2-[( =Ty }Jé

.2 0,0°
Comme @° 2% alors dj; <0 0.

[I e

Proposition 2

Posons z=(6,6,6,p) et H,=H, xL*(R). Alors. le systtme (IL59) peut se
mettre sous la forme abstraite ;z =Az ou ze H, et A est un générateur infinitésimal
t

d'un semi-groupe dont I'étude s avére moins complexe.
Démonstration

La démonstration est basée sur le théoréme de Lumer-Phillipps.
Aest I’opérateur linéaire non bomé suivant :

1 0
-0 0 0
0 <6,0,.> -¢°7
ot <&, 1 >= 7(0)

le domaine de l'opérateur A est :
DIN={3,6,0) cH,,:9c H* (01§ H(0,1)-£7p + 0. p= I'(R)
026(0,.)-C, [pde = 0}

ot H'= {9 1*(R):8,0.9,...0'9 ]

L'opérateur A est dissipatif (proiaosition 1) et I'application (A/-A) est surjective
pour A>0 (voir [8] ) 0.
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Proposition 3
Le systéme (I1.59) est asymptotiquement stable.
Démonstration

La fonctionnelle d'énergie globale est une fonction de Lyapunov.
Donc, d'aprés la proposition 1 et le principe d'invariance de Lasalle. 1a solution
du systéme (I1.59) converge vers zéro 0.

5. CONCLUSION
Dans ce chapitre nous avons étudier I'aspect théorique du probleme de
stabilisation du bras flexible. Nous avons synthétisé et évalué des controleurs

stabilisants. Il ne reste alors qu’a les vérifier numériquement, c’est 1 ‘objet du chapitre
suivant.
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CHAPITRE 3

CONTROLE MODAL DU BRAS

Ce chapitre est consacré a la simulation numérique des résultats théoriques du
chapitre précédent qui ont porté sur le comportement dynamique du bras flexible
autonome ou soumis a I’action d’un contréle diffusif

La technique adoptée pour la modélisation de la dynamique du bras flexible est
basée sur les modes propres qui conduit a des contréleurs dit  modaux.

L'approximation numérique de I'évolution du bras dans le temps est basée sur
I"analyse modale ou la solution est Ta superposition Tinéaire des solutions propres,

1. APPROXIMATION MODALE

1.1 Principe

La technique POD "Propre Orthogonal Decomposition” est une technique qui,
en exploitant I'approche des éléments finis et la projection de Galerkin, permet de
fournir une modélisation simplifiée du comportement dynamique du systéme.
Seulement, il faut bien le signaler que cette technique est un outil de simulation et que

par son utilisation nous ne prétendons pas pouvoir résoudre les équations aux dérivées
partielles ni la substituer aux techniques de résolutions numériques.

Cette technique repose sur la décomposition d'une grandeur caracténistique du
systeme et permet de substituer une équation aux dérivées partielles "EDP" par une

autre aux dérivées ordinaires "EDQ" de dimension infinie.

Si 6(x,t) est la solution de I'EDP, on peut I'écrire sous la forme :
Ox,)= D7(x)- alt) (Lo

ot ®'(x) est le vecteur colonne de dimension infinie regroupent les "fonctions de
forme" @, qui constituent une base orthonormée vérifiant :

[0.(x)-@ (x)dx =0, (111.02)

ot &, est l'opérateur de Kronecker.
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En tenant compte de la propriété d'orthonormalité, I'injection de (I1.01) dans
I'EDP permet de substituer celle ci par une EDO de dimengion infinic de In forme

a=A(a) (111.03)

Ou la fonction A(a) est de nature similaire a celle de 'EDP. toutefois les états de alr)
n'ont pas de signification physique claire [22].

Le choix des fonctions @, est libre a priori, sous la seule contrainte qu'elles

forment une base. Le meilleur choix correspond, alors, aux fonctions extraites a partir
des conditions anw limites

Naotonn ¢ue

e Pour une méme EDP, des conditions aux limites différentes conduisent a des
fonctions propres dittérentes.
I.a projection de Galerkin préserve la dimension infinie de la solution.

* Les PODs incluant une phase de réduction permettent de sélectionner un
nombre restreint de fonctions de forme.

En automatique, on appelle modes d'un systéme. les valeurs propres de sa
dynamique. La particularité de ces modes est qu'ils n'ont pas. tous. la méme
importance pour décrire le comportement vibratoire du systéme. Au méme titre que les
modes, les composantes de 'EDO n'ont pas, toutes. les mémes poids dans la
construction de la solution. Il suffit, donc, de ne conserver que quelques valeurs
propres les plus qrgmf' catives. Les fonctions propres correspondantes ne forment plus
une base exacte, mais elles sont supposées suffisamment complétes pour construire
correctement la solution.

La solution devient alors :

Ox.t)= Zﬂja,-(t)-CD,(x) (T11.04)

alt)= J‘H(x,l)-d),(x)dx (TT1.05)
Q

ou N est le nombre de modes conservés et (2 est le domaine de définition de x.

1.2 Représentation modale du Bras
Le but de cette décomposition est de chercher lés modes propres de vibration du

bras avec les conditipns aux limites.
Pour cela. considérons I"équation du bras :
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5260 = -0%0 (111.06)

avec les conditions initiales et aux limites -

6(0,1)=0
9(0{):1()
8 (1.1)=0
a7(1.1)=0

(11L.07)

En multipliant les deux membres de 1° équation (I1.06) pard | et en intégrant.

nous obtenons -

@o.2), (o0 | . (111.08)
1
on (_f,g))l » "f}:rrb:.
En utilisant (111.01), la premiére expression de (ITL.OE) s écrit :
(af().fb,)z ( i@fq -cDi,cDJJ = éfaj (111.09)
\
De méme. la deuxiéme expression s'écrit :
( 2'0. ) :(kZat-ajdb,,CD_, (TM1.10)
o (.1
Par intégration par partie, nous obtenons :
( a;a,cbj)mw =(- cp;;g)m} - @' (0)- u(r) (11.11)
Introduisons la notation suivante
(o79,)=4 = om-—10, (111.12)
Alors, 1'équation (I11.11) réécrite avec la notation (II1.12), devient :
(-2:0.0,)=a,(e}1, - @) (0(r) | (111.13)

De (I11.09), (I11.12) et (I11.13), I'équation (IT1.0R) devient :
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[P (0= a2 0xt) (111 14a)
7= Ao, d 7 Rseees (TI1.14b)

ol fes® sont les fonctions propres et les A, sont les valeurs propres.

1.2.1 Calenl des fonctions propres du bras

Formellement, ces fonctions propres correspondent a celles de 1"opérateur -8,
Enposant 4 - -7, I'équation (111.12) devient :

D D (T11.15)
Nous cherchons une solution sous la forme -
Dlx)= e~

En substituant cette derniére dans I'équation (I11.15). nous obtenons comme
valeurs propres :

Py=Me Pp=-7. py=in et p, =-in.
La solution de I'équation (I11.15) s'écrit. alors :

D(x)= o e™ + a,e” + ae” + et (II1.16)

Cette solution peut se mettre sous la forme :
®lx)= 4s,(mx)+ By (1) + Cys, (1) + Dic, () (1T1.17)
ou 5;.¢;, 55 et ¢, sont les fonctions de Duncan définies par :

(%) = sin(ipe) + sh{rpe)
clrpe} = cos(pe)+ ch(re)

5, () = —sin (7 )+ sh{rpe) ' (TI.18)
e, (1) = —cos(rpe )+ chlmx)

Ces fonctions sont caractérisées par la propriété suivante :

c:('nr‘)-—:ls;(m):izc{'(m):l,s{fryx) (IT1.19)
7 S
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Les constantes A, B, .C, et ID, sont déterminées a partir des conditions aux

limites.
La condition d"articulation permet d'¢Crire .

-6(0.1)=0= (0)=0 | (111.20)
D0)= 45,(0)+ B, (0)+ Cys,(0): Dey(0)= R ~ 0 (ML.21)
-(9'(0.1‘)711:::@"(0)::( (111.22)

Plxl= 4s{(me)+ Bl )+ Cysimpe )+ D )
=l A (e Bis(ne)s ey (o) s Dys, () (111.23)

D) (D (e )+ As (2e)+ Bie, () + Cs, (i)
0= 7' (4-0+0+2D) - ulr) (T11.24)

Les valeurs et les fonctions propres doivent &tre calculées dans le cas autonome.
done. u(1) = 0. Dans ce cas, I"équation (I11.24) donne :

D,=0 (111.25)
Les conditions a I'extrémité libre donnent -

0"(L1)=0= 3 {1)=0

A7(Lt)=0=>d"(1)=0 (HEZ6)
De (ITL.17). (111.21) et (I11.25). nous obtenons

O"(x)= 1 (As, (1) Cs, (1)) (I11.27)

()= 1 (4, (mc )+ Cre, () (111.28)
L'extrémité libre en x = 1 signifie que :

O"(1)= n? 7)) =

,.,( ) ’73(44152(77)*" Cs,(n))=0 (T11.29)
©7(1)= 7' (4e,(n)+ Celn))=0

La solution 7=0 correspond au mode rigide. ce qui est phvsiquement
impossible. L'équation transcendante aux valeurs propres est, alors :

s, (ke ()= c,(n)s,(n)= 0 (T11.30)

Par substitution dans (I11.18), nous obtenons :
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—sinnchn+ shncosn =0 (ITL.31)
qui peut &'¢cnire sous la forme -

ten =thn (T11.32)

Cette relation permet de calculer les valeurs propres. D'aprés Géradin [12]. une
solution itérative de (111.32) est donnée par le systéme suivant :

m=0, n=3927
g -(4i-3)= 422 (11.33)
ou 7 est le numéro du mode.
De (I11.25) et (I11.21). les fonctions propres deviennent :
D (x)= As(nx)+ Cs,(nx) TR . (11 35

Le systéme (I11.29) permet de donner la relation entre les constantes .1, ot (.,
qui s”écrit :

A, ——SJ(JL)C i=0...0 (‘117:35')
‘ S?(ﬂ) '

Les constantes C; sont déterminées de telle sorte que les fonctions propres @,
forment une base orthonormée, c’est a dire -

(,@,)= j‘d),(x)tbj(x)dr . {: bosii=g (111.36)

A =0 8 iz]

Par un calcul simple, nous trouvons :

n

sin 277
-
n

1 (111.37)

Les fonctions propres s'écrivent finalement :

,(x) =~ E A (G 1)+ bl ) sh7.x)-sin(nx) (111.38)
—sin 7, + shrn, )

ou r7; est défini par (I11.33) et ; = 1,...:l...m.
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D'aprés [4]. les fonctions propres définies par (111.38) sont orthonormées.

Pour compléter I'approximation finale de la solution @ Nous devons
déterminer les coefficients a; en résolvant le systeme (I11.14) décrivant la dvnamique
du bras.

1.2.2 Résolution du systéme

Considérons I'équation différentielle (111.1 4a) :
3lalt)= Aa(t)- D (0k(r) i=1....0 (111.39)
avec les conditions initiales :

ul(O)r-‘- (Go,fbr)z:

[11.40
3,4,(0)=(8,®,), ( )

L'équation (I11.39) est une équation différentielle du second ordre sous la forme
7lalt) = ~m’a(t). On en déduit que o, = 7

On remarque que la fréquence temporelle est égale au carré de Ia fréquence
spatiale,

Posons :
nm _
ar - ar
a;’?\ £ a;a,jﬂ)

L'équation (II1.39) peut étre, alors, transformée au syvstéme  d'équations
différentielles du premier ordre a coefficients constants suivant -

(2)

(a‘aﬁl) = m,q,
'(‘)—(D:(O)u(i‘) =100 (111.41)

1

Pour déterminer tous les coefficients a;. il faut résoudre ce systéme pour chaque
mode de vibration.

Le systéme (II1.41) peut s'écrire sous la forme matricielle -

o)) (111.42)
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qui est de la forme :

X, =GX, +Su | (11.43)

0
avec ¥, =(a".a?). G, :{ 0 a),‘[ et 5 =|_ @(0)].
' : -0, 0

La solution classique de ce systéme est :
X(t)-e%x, 1 jmp o), )8l P )ir (TIT.44)

Llexpression de exp(rd,) est la matiice de rolation suivanle

)= [cos(mﬁ) sm(mj_)" (11.45)

— sin (a),t) cos(m,t)

1.3 Discrétisation en temps

Le seconde terme de (I11.44) ne peut étre connu. C’est pourquel. nous
considérons que # est constant par morceaux sur les intervalles [r,.7. + At]. ot Ie pas de

temps At est tres petit.
L'état de X;a ¢ + At est:

Y1, + At)=exp(G(t, + A1))X , - j:*me.\'p('(tq + M- 7IG Sulcldr  (111.46)
En développant, nous obtenons :
X (1, +ar)= exp(GA)X (1 )+ Lmexp((ﬂ.r - )G Hr-Su (111.47)

D aprés (I11.45), nous avons :

cos(a, (At - 1)) sin(w (At - 1))
expl(- Tbj ) B L sr’n(a), (Ar - r)) cos((o,(Ar = r))—‘ (I1.48)

Rappelons que le contrdle u(r) est constant et indépendant du temps sur
lintervalle [r,.7, + Ar]. alors. en intégrant terme par terme. nous obtenons :
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sin(wAt) 1 cos(fo At)]

&

¢ - ; Y— @ 49
;‘:C.\pf(/\f T)(J" ) Eﬁ!ﬂﬁAf) ] qm(m ’\I) { (!” l )
| ]

, @,

La solution du systéme (I11.43), est alors :

sin{ At) Coq s V}]
coslm At)  sin(m,At) R '
X (1, +At)= " A A 11.50
| -sin(mAt) cos(mjAt)J 2 cos(wAr) -1 %m(rJA_f_) P ( )
— |
aveci=l,.......»

La solution obtenue est a dimension infinie, ce qui rend la simulation
numérique impossible.

Comme nous I"avons déja mentionné au début de ce chapitre. il est possible de
limiter la dimension du vecteur d’état en modélisant cette solution avec un nombre
restreint de modes les plus significatifs, avec des erreurs acceptables.

Supposons que le nombre de modes les plus significatifs est V et posons :

: - i ’ t
= AL X+ A= X7 X (0 )= X7 Lt )= et Nr=T
FAYS

Alors, de (IT1.50) nous obtenons N équations récurrentes explicites :

1- cos(co,&t)

- cos(m At)  sin(m Ar) . sin(@,A1) — ® o (15T
< = . O -
' —sin{m At ) cos(ml.Af) ' COS(CO,AI‘)— 1 sin ((z)li\_{_) :

@, @

oni=l,...,.Nen=1,.., Ny
Revenons, maintenant, aux variables d"états 9,4, a;. Sachant que

alfl) =a

2,a" = » a® | (111.52)

le systéme (TI1.51) s écrit
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1~ co&‘,(() At)

(Mrs1 l’l)r: —_LHA-—P_“
[“;1 ‘l_fcos @ At) sin (mAr)]' : ‘, @, ol (TT1.53)

F (N4 sin{wAr) cos(mAr)| o sin(mAr)

i

m’
De (I11.52) et (I11.53). le systéme discrétisé final représenté par les variables
d"états 2,a, et a; s'écrit :

_ 1-cos(m,Ar)
a! cos{m Ar) sin(o A1) a; o
{ o -’: ) d ), [>aj ], i w” (11154)

721 n si At
o ~m,sin(mAt) cos(m,At) L7 im—(g'- ) ,
avee lea conditions initiales . (4,(0)0,¢,(0))
a(0)= [ 6,0, (x)ix | (111.55)
0)=[ 6,0 (x) (111.56)

ou @, est la position initiale et 8, est la vitesse initiale.

1.4 Systéme global approché

L'approximation numérique du systéme global (I1.55), décrit dans le chapitre 2,
est :

1- cos(m‘Atﬂ

{af‘” :l_ COS(GJ,Af) Em_(a)LA_{) [ a’ (0,: - )

n+1 @, il A i
0, - o sin(m,At) cos(w,Ar) Sty Sink)ﬂ‘——)
o,
N
0,0.0" =% d,a7 - D!(0) F=le o N
i=1
= exp(— &2A1 )y + l—e"ﬂiﬂ)aa 67(0) k=1...0 (111.57)
1 an r
{ = _CPZb’¢" ﬂ:], . ]\'T.
T 1=1

D’autre part; les expressions de la pente de défléxion. de la vitesse de Ja
déflexion et de la dérivée de la pente, sont respectivement :
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N
0.0" = 3 al - (0) (1T1.58)
=1 .
N
2,0" =3 8,a @,(0) (111.59)

N
0,2,0"(x)= Y 8,a -®!(x) (111.60)
i=1

Le systéme global (II1.57) est de dimension finie et peut se mettre sous la
forme :

X*=4.-x" - (TTL61)

o ¥ est le vecteur d'état (a,d,4,¢) et la matrice A est donnée par:

sin(@, )

Fcos(a),At) 0

: 0 b!C] h.’i('ﬂl
o,
0 cos(w, At) 0 sin(wy ) BC, 8.0,
@,
— @, 8in 0 coslm At 0 bhd B4
B TN (,01) R T )
0 -, sino, 0 cos(@,, A1) bd, b.d,
0 0 epp, - D, epp, - QY ep, 0
0 0 eppo P eppy @y 0 ep, |
Avec :
ep, = e 5Y (I11.63)
1-e%
epp, =C, : o W (IT1.64)
&
C=c, -1,9933(2“&@;(0) (1IL65)
q-c Mo o N (11.66)
@

1.5 Calcul de I'énergie

L'énergie mécanique du bras est donnée par :
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e i }f,ar()'ﬁ? " ”;5!()3 ; } (LL.67)

La solution approchée de g est -

. _
Olx,t)=> a(t)b,(x) (111.68)
220(x,1) = J.q, (e P (x) ' (1M1.69)
3,6(x.1)= 3 0,a(t),(x) (111.70)

A partir des équations (I11.69), (II1.70) et de la propriété d'orthonormalié des
fonctions propres, nous avons les normes suivantes -

[2.8]" = |p.af (111.71)

2

| =loa) (11.72)

pi

L'énergie mécanique approchée s'écrit finalement -

g :
B = EZ((a),a,)zwL(Bta,)') (11.73)

1
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2. ORGANIGRAMMES
2.1 Organigramme global

Conditions initiales

l

Calcul des fonctions, valeurs et pulsations propres J

Calcul " = 2000
l
k=1

»

a’' =(cosm At Ja" +[§1—n——(m—+——‘m)}6:a” + [LCOS((IJ’A{—)JH"

i 2
(o) )

! 4

0,a/" = (- o, sin(w,At)a” + (cos o, A1), a’ + (q—nj?iéi) }w"

@,
!

i=i+1
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=it

k=k+1

0
k<M
N

Calcul d'énergie

|

n=n+1

O
ns<N
N
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2.2 Organigramme de I'”

& =0.166, £5=100

!

2

Eui=rh
|

=i+l
|

O /,_«-1._\
L < i<p-1 >

b=(2¢&,-£;)2
|
i=2
>
[

_c-’tx!

b =

bo=8o (Ln(&o+1)- Ln(Ep))H( Eg-Ep )2
-
i=1

»|

6" =expl- Ag? Yo7 +19 = CXP; ) 0,0,0"
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2.3 Organigramme valeurs et fonctions propres

=1

' —

, 7=(4(i+1)-3)n/4 J
!

D =2 (sinr;,+sinhn!)
T n‘(—Siﬂ??,.'FSinhf?!)

=1

Calcul des fonctions propres D(i,7)
Egq. (111.38)
I

J=r+1




3. SIMULATION NUMERIQUE

3.1 Données de la simulation

La mise en ceuvre numérique a été réalisée a 1"aide du logiciel Matlab. Le choix
des paramétres est effectué de fagon a avoir une bonne approximation et en particulier
de pouvoir visualiser clairement 1'effet du contréle appliqué au bras.

Pour le choix du nombre de modes. il est démontré dans la littérature (voir par
exemple [11] et [13] ) qu’en utilisant les 10 modes les plus significatifs, on peut
modéliser correctement une structure unidimensionnelle telle qu'une poutre ou un
bras.

Le pas du temps At est choisi a partir de la fréquence des modes les plus hauts,

L& temnps de simulation T est choisi a partir de la fréquence des modes les plus
bas.

Le choix des conditions initiales est arbitraire, du fait que le contréle doit étre
efficace pour n'importe quelle position initiale du bras.

3.2 Interprétation des Résultats

Les figures (III.1.a et b) montrent I'évolution du bras dans le cas autonome avec
7= 0.2s. Elles mettent en évidence le comportement vibratoire complexe du bras.

D’autre part, nous constatons que le temps de vibration verticale du bras est le
méme celui de la propagation des ondes élastiques.

Les figures (IIl.2.a et b) présentent I'évolution du bras dans les mémes
conditions, que celles du cas (III.1), mais avec un temps de simulation égal a 2s. Nous
constatons que, malgré que le temps de simulation est 10 fois plus grand. la vibration
du bras reste la méme. Cela prouve que le systéme est conservatif,

La représentation en 2D montre clairement la propagation des ondes élastiques
avec des vitesses non constantes ainsi que leurs réflexions sur les bords.

Les figures (II1.3.a et b) illustrent la déflexion du bras avec contrdle. Elles
montrent clairement I'effet du contréle utilisé sur le bras. La propagation des ondes est
trés nette au début de I'évolution mais presque il n'v a aucune réflexion qui a été en
accord avec la matrice de réflexion.

Les figures (II1.4.a) et (I11.4.b) montrent I'évolution du bras aprés un temps 2s.
Le but est de montrer I'effet du contréle sur les modes basses et confirmer que les
ondes rapides sont absorbées.

La déflexion du bras est diminuée presque 10 fois, on peut dire que la
stabilisation du bras est atteinte.

Les figures (II.5.a) et (II1.5.b) présentent I'évolution de I'extrémité libre

(déflexion en x=1) dans le cas autonome ( en bleu ) et celle avec contrdle ( enrouge).
On remarque qu’il y une grande différence entre les 2 courbes :
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Pour 0 < 1< 0.2s, I'extrémité libre dans le cas autonome anime (trace) une allure
symétrique par rapport 4 I'axe Ox. Par contre dans le cas contrdlé la déflexion du
méme point reste toujours positive.

Pour 0.2s < t <2s, le bras, dans le cas autonome, poursuit sa vibration avec une
allure sinusoidale symétrique par rapport a I'axe Ox, avec une I'amplitude presque
constante. Tandis que dans le cas contrélé, 1'allure est une sinusoide non symétrique
d'amplitude décroissante qui tend vers une valeur constante, ce qui met en évidence la
stabilité de I'extrémité libre.

La figure (II1.6) montre la forme initiale du bras (en pointillés) ainsi que les
formes finales aux instants 0.2s et 2s pour les deux cas autonome (en bleu) et controlé
( en rouge). On remarque que dans le cas contrdlé, la forme finale du bras est presque
la méme pour les 2 instants. Par contre dans l'autre cas, le bras prend 2 formes trés
différentes, cela implique que le contrdle a stabilisé le bras.

La figure (111.7) met en évidence l'évolution décroissante dans 1o temps de
I'énergie mécanique du bras.

On remarque que cette décroissance est trés rapide au début, ce qui justifie que
le contrdle est efficace aux hautes fréquences pour lesquelles les ondes se propagent
rapidement et par ailleurs elles sont absorbées aussi rapidement a la frontiére.

. On remarque aussi que I'énergie n'arrive pas a zéro (fig.ITI1.7.b). Ceciest di a la
présence des ondes stationnaires et 4 I’effet de la troncature du nombre de modes.

La figure (I11.8) présente I'effet du 17 compensateur ( C, =—+/2 ) sur le bras. En
comparant avec la figure (II1.3), on peut dire que la déflexion du bras dans ce cas est

plus grande que celle du 3™ compensateur (Co=- ?/13 J;

1l faut noter que malgré la différence qui existe entre les deux cas, cette figure
ne donne que peu d’informations sur lesquelles on peut juger lequel des deux
compensateurs est le plus absorbant.

La figure (II1.9) montre I'évolution de I'énergie mécanique du bras dans les
deux cas précédents. Elle met en évidence la différence nette entre les deux
compensateurs.

On remarque que les 2 courbes coincident au début et se différent aprés un
certain instant. L'énergie dissipée avec le 3™ compensateur est plus importante que
celle avec le 1% compensateur. Ce qui confirme les résultats du chapitre 2.

La figure (II1.10) montre la forme finale du bras pour les deux compensateurs.

Du point de vue stabilisation, cette figure affirme encore plus la différence entre les
deux compensateurs ; le bras est plus stable avec le 3% compensateur qu’avec le 1.

64



Defleclion

o space

(2)

ps

Defleclion

il

v

s

177
prard

A

05 04 D2 1]
upuLy

Figurelll.1: Déflexion du bras cas

Defleclion

(2)

Deflection

o space

(a)

(b)

Autonome (=0.2s

ps

Deflection

(b)

Deflection

-3
12

06 04 o2 o

(b)

Figurelll.3: Déflexion du bras avec Contrdle t=0.2s
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CHAPITRE 4

CONTROLE DIFFUSIF OPTIMAL

Nous avons vu précédemment, comment procéder pour stabiliser le bras autour
d'une position initiale, avec des conditions initiales de diffusion nulles. ce qui a pu
mettre en évidence I'efficacité de la représentation diffusive.

Nous allons maintenant montrar comment ces conditions initialcs de diffusion
«CID» permettent d'influencer directement sur le comportement total du systéme. Fn
cffet, cex conditivus initiales vont stmuler une situation initiale de déformation de la
poutre virtuelle (voir chapitres précédents) qui soumise a son régime libre s allonge
selon sa position asymptotique et raméne avec elle le bras flexible qui tourne vers cette
direction en préservant toujours sa stabilité.

Le probléme de contréle optimal du bras, que nous allons aborder dans cette
partie, revient alors a déterminer ces CID qui minimisent certains critéres. en
particulier Iénergie globale du bras, afin d'obtenir les meilleures performances en
matiére de stabilisation et de controle. "

1. CONTROLE OPTIMAL

1.1 Présentation du probléme

Dans le chapitre 2, nous avons vu que le systéme (bras +diffusion ) pouvait se
mettre sous la forme ;

dz

— ‘f . 27
dt
z(0)= 2,

(IV.o1)

ou z=(4, 2,0, ).
Le couple appliqué au bras peut s'écrire aussi sous forme d'une ¢quation d'état :
b =il (IV.02)

Le probléme posé, aprés la stabilisation du bras, est de ramener le bras & une
position désirée a partir d'une position initiale.
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Les conditions initiales de la déflexion et de la vitesse sont nulles, donc le bras
est initialement en position horizontale, mais les conditions initiales de diffusion, qui
vont simuler le prolongement du bras vers - o (stabilisation du bras ) et la posttion
asymptotique de la poutre virtuelle (direction finale du bras ), ne sont plus nulles.
Alors, il est possible de poser le probléme d'optimisation directement sur les
conditions initiales de diffusion (C.LD).

Nous pouvons donc formuler le probléme du contréle optimal en boucle ouverte
comme suit : '

Déterminer $, qui minimise une fonctionnelle du cofit satisfaisant un critére
bien déterminé.

1.2 Conditions initiales de la poutre virtuelle

Le probléme du choix de la condition initiale de la poutre virtuelle se raméne a
un probléme d'observation d'état, puisqu'il s'agit de configurer géométriquement
celle-ci pour qu'elle produise un couple en x=0 qui colle mieux au controle précalculé.

Nous pouvons faire les remarque suivantes concemant la condition initiale -

° La condition dencastrement de la poutre virtuelle est nécessaire pour la
compatibilité des raccordements entre les deux poutres (réelle et virtuelle).

L'énergie doit étre finie, ce qui interdit les points anguleux (dérivée seconde dans 5
Cette condition sera automatiquement vérifiée dans le cas d'une condition initiale
de diffusion dans [’ (R . ), qui simule impédance avec passé connectée a la poutre en

x=0 de fagon naturelle, c'est dire avec condition de raccord portant sur la position et [a
pente implicitement réalisée. Une rotation de la poutre virtuelle autour du point (0,0)
nécessaire pour un tel raccordement ne modifierait pas I'énergie de celle-ci.

® Une discontinuité en =0 de 826(0,7) conduit 4 un contenu harmonique trés riche

de la poutre réelle, consécutif a2 une telle sollicitation qui par ailleurs s’avére
inacceptable en pratique (cassure du bras). La condition de compatibilité initiale

2 N
s'écrit aussi par : 3" 5,6,(0)= 3 9.0 ,4,(0).
1=] =1

* La poutre virtuelle étant semi-infinie, des oscillations de fréquences trés basses
sont possibles. En pratique, on pourra coupler un dispositif de rappel en x=0 avant
une fréquence de coupure en dega des fréquences propres du bras flexible et
constituant un terme de rappel additionnel. Il est possible que cela soit réalisé
automatiquement en choisissant £___ trés petit.

»
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2.0PTIMISATION DES C.I.D

2.1 Contrdle avec critére de suivi d'une trajectoire en couple

2.1.1 Position du probléme

Notre objectif est de montrer que des valeurs des conditions initiales de

diffusion permettent d'appliquer un couple prédéterminé (désiré) sur une période de
durée T.

Pour illustrer ce probléme, nous choisissons de suivre le couple »" donné par la
figure IV.4 :

g

Hinax

i 4

"l max

Figure IV.1 : Couple désiré

Le probléme, donc, consiste & déterminer @, tel que u en boucle fermé sera le
plus voisin possible de «".

Mathématiquement, on peut écrire :

nm%W-JBM);@efm) (IV.03)

La solution classique de (IV.01) est :

F=Zge

(IV.04)
Donc, le couple u peut écrire :
u=C-e™z =I'¢, (IV.03)

avec  z, =(0,0, $,)

Le probléme (IV.03) devient alors$ : Trouver @,qui minimise

71



[jl“q“)o “u

2 . . 7
|m) (IV.06)
La solution de ce probléme au sens de la méthode des moindres carrés est :

@y =11 (IV.07

ou I = (I"'I‘TII’ la matrice pseudo-inverse de I" et T est la matrice transposée
conjuguée.

Il suffit. donc. de calculer T pour obtenir @, .
2.1.2 Solution héorlyue

Nous donnons ici la solution analytique du probléme précédent. mais la
résolution sera effectuée numériquement.

Notons :
0
2= 0 (IV.08)
Id
ol /; est la matrice d'identité.
De (IV.05). Ia matrice I'" peut écrire :
[=C-e™Q (IV.09)

Ona:

(T'u/gﬁ)ﬂ@) =(n/ rq"?)m_r) = _Cu(t)-Cede -@-dt
Cp

] I[ 0% -dth:}é‘xi._f (IV.10)

R

Et
(! 6)a(,y = [Tuide (IV.11)
R

De (IV.10) et (IV.11), nous obtenons :

c ‘ ‘
Cu= =2 [Cu(eag, (IV.12)
2n .
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Pour un couple »”présenté par la figure IV.1, nous obtenons :

.. C .
r = 22 a2 g, e o, (IV.13)

2
Il faut, donc, déterminer A pour trouver I'puis T'*. Du fait que Aest un
générateur infinitésimal d'un semi-groupe, le calcul analytique devient assez lourd et

difficile. C’est pourquoi, nous adoptons une solution numérique basée sur
l'approximation obtenue dans le chapitre précédent (voir paragraphe suivant).

2.1.3 Approximations numériques

Dans le chapitre 3, nous avons montré que le systéme approché (II1.57) peut se
mettre sous la forme :

X = g (111.61)
ou X = (a,0,a,)

Le contrdle appliqué au bras est donné par :
u= j P& (IV.14)

Sa valeur numérique approchée est :

g
u =3 bor (IV.13)
=1 E

ou X, =(0,0,¢,)
Le contréle peut écrire en fonction de &, , comme suit :
u" = (0,067) X" | (IV.16)

En utilisant (II1.61), (IV.16) devient :

" =(0,0,67)- 470, (IV.17)
Donc:
=K@, (IV.18)
o K =(0,0,7) 470 n=1,....N, .

Le probléme de minimisation (IV.03) devient alors : Trouver @, qui minimise
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]LK@O B u‘";(}z)

Ce probléme a pour solution :

P = K'u’

ou K* =(K'KJ'K"

2.1.4 Simulation numérique

(IVv.19)

(1V.20)

Pour illustrer les résultats de la simulation numérique, nous avons choisi le

couple présenté dans la figure (IV.1) aver v, = 1 et S et T=N 25 &t 25

Les figures (IV.2a) et (IV.2b) présente une comparaison entre le couple désiré

et le couple simulé.
On remarque que le couple simulé qui est imposé par les conditions initiales de

diffusion en boucle ouverte, a presque la méme allure que celui prédéterminé.

L'existence des ondulations autour des valeurs maximales et minimales et le
passage incliné entre les valeurs crétes du couple mettent en évidence qu'un couple de
forme de la figure IV.1 est pratiquement impossible. Cela est plus vrai lorsqu'il est
appliqué a une structure flexible. La figure IV.2c montre aussi les méme remarques
pour un couple de valeur #y.x= 5.

15 T T T 1.5 T T
sy ; ey b :
11 .r'f i. Fl i H
T }: i :
3 H H H
—— H % i i H
[ S Rt a:_iui‘:uu--u----;' ------------ E
- ok [ | (g .1" s
" i ]
£, i i
B ] et SEEEERERES R jom ey :
: P : :
Shmransenitbr IS e > :
: H ~ : - E
15 - = : :
o 005 01 015 02 o 05 1 15 2
Temps [sf Terps [s]
(®) Ume=1,T=0.28 (b) tmax=1,T=0.28
8 ! ! :
Ehennns T SR SN, MO
0 i :
L A B e ]
¥ 1.,-" . hY H H
2| FasRiRanns A e e
e ! A :
Fofea boeemeeee N
D 1 VIS Sap
B e SITERERE Y fomemees .
37 PEm——— .'; ........... \...i_.._,./
8 i : H
] 0.5 1 15 2
Toraps (s
(€) Uupax=5,T=28

Figure 1V.2 : Suivi d'un couple
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2.2 Contréle avec critére d'optimisation sur le positionnement
et I'énergie du systéme

2.2.1 Position probléme

Nous cherchons un contréle dont les conditions initiales de diffusion répondent
aux critéres suivants :

- L'énergie du systéme global (bras + diffusion ) doit étre minimale o nulle a rT.
pour assurer une relative immobilité du hras pour T>0.
- La posiion du bras est trés proche d'une position désirée, nous si gnalons que c'est le

1 mode uniquement quinous intéresse.

Le probléme peut étre formulé mathématiquement par :
Min, fe AT, + 2, Ja(T 0, - B[, o (1V.21)

Z(T) est le vecteur d'état a I'instant T et sa norme représente I'énergie totale du systéme
a cet instant.

la.(T)D, B[, est la distance entre le 17 mode du bras 3 l'nstant 7 et la position
désirée a ce méme instant.
£ et &, sont deux coefficients positifs qui assurent un compromus entre les 2 quantités.

2.2.2 Solution numérique

Les normes précédentes de (IV.21) peuvent étre transformée sous une autre
norme équivalent comme suit.

Il =K6.06.6):, =16l + 6L, + ol (V.22)
qui était équivalent a |
I, =lalls +p.al +Jlz = e, o (IV.23)
1nOUS avons aussi :
X' = AX, = 40, S (IV.24)
Dong, le vecteur d'état s'écrit en fonction de ?,:

X" =V, X , (Iv.25)
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A =T nous avons :
(72, ~ P [ = o (T ), - a0, (IV.26)
qui est équivalent a : |
la(7)- a,| (1V.27)
Posons T = N At la valeur de a; s'écrit aussi en fonction de @, par:
@'~ Ky (I1V.28)
vl 7 estun vecteur de dimension 1.
Le probléeme de minimisation (IV.21) devient :
Ming, ol + &g, ~ ol ) (1V.29)
qui est équivalent a :

Min,, {}F% -, } (1V.30)
ou d = [?J de dimension (1+2N+Q)x1.

La solution de ce probléme d'optimisation est la matrice pseudo-inverse :
o, = Pd (IV.31)
ot 7 = (777
2.2.3 Résultats de la simulation

Lors de la simulation numérique nous étions surpris par l'apparition d'une
matrice mal conditionnée pour certaines valeurs de 7. En outre, le plus grave que

I'énergie mécanique du bras est trés élevée pendant le contrdle voir figure (IV.3), cela
est dii aux valeurs initiales de diffusion qui sont tous de l'ordre 108,

La figure (IV.5) montre la position du bras 4 +=0" et =7, Nous constatons qu’il
Yy @ un risque de cassure du bras. Bien que pour t=0.2s nous obtenions Ia position
désirée (fig.IV.4), ce résultat ne permet d’avoir des informations suffisantes sur
l'efficacité du critére utilisé, '
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Dans cette situation et pour remédier a ce probléme, nous tournons Vvers une
autre fonctionnelle de coiit mieux adapté qui peut prendre en compte I'énergie du bras

pendant le déplacement.

t=2s, epsi=1, eps2=0.05

1=0.2s, epsi=1, eps2=0.05 x10%

Deflection

1III 02 04 0.‘5 D,IEI 1l 12 UO 015 1 1:5 2
Space Temps [2]
Figure IV.4 : Déflexion du bras Figure IV.3 : Energie mécanique du bras
¢at=T oat=0"
t=2s, eps1=1, eps2=005
200 / \\
0 i I{r\ {f\ //\; /’;\
_ 1 I \ / \ \,/ \/
é'm' \ | kK
-4000 l} j
sl |
\/
m 1 1 1
1] 02 0.4 06 1k:] 1 12
Space

Figure IV.5 : Déflexion du bras ¢ at=2s ¢ at=0"

2.3. Controle avec critére de minimisation de I'énergie du bras pendant le
déplacement

2. 3.1 Présentation du probléme

Notre but dans cette partie est d'avoir un déplacement du bras avec une énergie
minimale, tout au long de ce déplacement.

Donc, nous rajoutons une condition sur l'intégrale de la norme du vecteur noté
z,(t) qui correspond au vecteur d'état du bras uniquement.

La fonctionnelle s'écrit alors :
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Ming, EIATY, + e, - P + o, [ o ot (IV.32)

Alors, le probléme est de déterminer les conditions initiales de diffusion qui :

- Minimisent I'énergie globale.
- Minimisent I'énergie du bras pendant le déplacement.
- Raménent le bras a une position désirée repérée par le 1 mode.

2.3.2 Résolution numérique
La solution théorique du probléme précédent n'est pas évidente. tandis que
I'approche numérique s'avére trés facile a utiliser, ainsi que trés souple.

Muintennnt, nous devrions récrire le troisiéine terme de (IV.32) en fonction de
@,

Soit :

R® > I*(H,)

Mo
Q’o —-> ‘Ye (t)

IWlTiy = Oeuid), = () 404, )

—“ /j MM@,| = H o,o,,” M'Mqﬂ (IV.33)
¥ IR, IS } HG
De (IV.25), (IV.28) et (IV.33) le probléme (IV.32) devient :
Min, |7 - ¢, - d (IV.34)

oil d = {‘(’;’J de dimension (1+2N+Q)x1.

2.3.3 Résultats de la simulation

Afin de présenter les résultats du nouveau critére amélioré, nous avons pris
comme données de la simulation numérique a,; =0.5 et a; =1 avec T=0.2s et 2s. |es
coefficients g, &, et 5 sont variables.

Pour &= &= g=1 et T=0.2s et T=2s, nous avons obtenu une énergie mécanique
trés faible (fig. [V.6a), mais la valeur de a, est trés loin de a, La figure (I1V.6b)
présente une comparaison entre la position initiale 2 t=0" et finale du bras avec T=0.2s
et a;=0.5.
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Aprés plusieurs simulations, nous avons considéré 5= £=0.05 et & =1. pour
lesquels nous avons obtenu une valeur de a; plus proche a a; tels que a;=0.43 pour
a~ 0.5, et a;~0.89 pour a;~ 1, mais I'énergie mécanique du bras reste un peu élevée.

Pour 5=0.05, s =1 et &= 0.1 nous avons obtenu les mémes valeurs de a; avec
une énergie trés faible (figure IV.7a). Toutes les autres valeurs de &,5 et &
supérieures ou inférieures & ceux mentionnées ci-dessus donnent soit une énergie plus
grande, soit une valeur non exacte de q;

Les figures (IV.9a) et (IV.9b) montrent I'évolution du bras. On constate que le
bras s'est déplacé d'une position initialement horizontale 4 une autre position imposée
par les conditions initiales de diffusion.

+=0.25, eps1= eps2=eps3=1 t=0.2s, eps1= eps2=eps3=1

Energie
o
i
Deflaction

0.15} 1 0,005}
o1} \ ] \ /
R oot r

N "
ast s ] N ra
o : - o8 ‘ : . . .
1] 0.05 0.1 0.15 02 o 02 0.4 06 08 1 12
Temps [s] Space
(2) Energie mécanique du bras (b) Déflexion du bras ®a t=0.2s & at=0"

Figure IV.6: Controle avec critére d'optimisation 2 s;=¢,=¢;=1 a t=0.2s

t=0.2s, eps1=0.05 eps3=0.1 epsZ=1

t=0.2s, eps1=0.05 eps3=0.1 eps2=1
T T T 15

W
m -f
| ; y
1 /
Wl /
o i g 08 /
g\ 3 /
A BN z, /
wl : N J F
\ \
X osf
0 v —-\‘_\'_H_ \\ . //
% 0 01 015 02 o 02 04 05 o8 1 12
Temps Space
(a)Energie mécanique du bras (b) Déflexion du bras @ a t=0.2s & at=0"

Figure IV.7: Controle avec critére d'optimisation 2 £,=0.05, £,=1 et £5=0.1 a t=0.2s
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Figure 1V.8 :Controle avec critére d'optimisation 2 £;=0.05, e=1 et £;=0.1 a t=2s
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Figure VI. 9 : Déflexion du bras avec critére d’optimisation 2 T=0.2s
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CONCLUSION

Le but de cette étude était la stabilisation d'un bras flexible articulé (en x=07; et
libre & T'autre extrémité autour d'une position désirée qui consistait A réduire ou.
supprimer les oscillations qui pouvaient y prendre naissance.

Le principe du contrdle utilisé a consisté de minimiser les effets des ondes
incidentes sur les ondes réfléchissantes. Ce controle a fait apparaitre des opérateurs
pseudo-différentiels ; en l'occurrence des intégrateurs fractionnaires. La réalisation
diffisive de ces opérateurs a permis d'obtenir un systéme augmenté sous la forme
ahstraite ig; =AY o A est un générateur infinitésimal d'un semi-groupe. Ainsi le
retour fractionnaire effectué a permis de réaliser les conditions absorbantes
considérées, sans avoir recourt 4 aucune expression convolutive dans I'équation d'état
globale

La fonctionnelle d'énergie globale est non croissante dans le temps. Elle
présente une fonction de Lyaponuv ce qui a mis en évidence 1la stabilité du systéme
global. La nature globalement passive du systéme bouclé confire aussi au controle
une nature robuste inconditionnelle.

L'approximation numérique du systtme global a été basée sur I'approche
modale qui est Ja plus convenable a la modélisation dynamique des structures
vibrantes. Les résultats obtenus montrent que la stabilisation du bras est atteinte
malgré la présence des petites oscillations de basses fréquences qui peuvent é&tre
supprimées par un contréle actif,

Nous avons abordé ensuite le probléme de la position du bras. en minimisant
une fonctionnelle du cofit. Le probléme d'optimisation en boucle ouverte a été posé
directement sur les conditions initiales de diffusion par laquelle nous devons imposer
au bras la position désirée. Parmi les critéres d'optimisation utilisée, le critére le plus
répondu de " contrdle avec critére de minimisation de I'énergie du bras pendant le
déplacement " a donné {es meilleures performances. Dans ce cas, nous avons déplacé
le bras & une position désirée avec une énergie mécanique minimale du bras ce qui a
permis d'assurer |'immobilité du bras en cette position.

Les extensions de cette étude sont multiples, Nous citons par exemple :

- Trouver d’autres fonctions d'interpolation de I'intégration fractionnaire afin
d'obtenir une bande utile recouvrant un grand nombre de modes.

- Etudier le probléme du contrdle optimal en boucle fermé.

- Faire la méme étude pour le cas non linéaire afin de pouvoir actionner de
grandes déviations du bras.
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ANNEXE 1

1. SEMI-GROUPE
1.1Définition

On appelle semi-groupe de Classe C, une famille {S(r) t > 0} d'opérateur O(£)
vérifiant les axiomes suivants :

(1) S()z :[0,0 ) > E est continue (continue a droite en 0).
(i) 50)Ig

(1) S(t+r)=S(HS(r)

1.2 Proposition

Si  {S(t}},., est un semi-groupe sur E alors il existe des constantes M et w,, telle que :
| I() s, < Mexp(wor), vt >0.

Lorsque M=1 et w,=0 e semi-groupe est appelé semi-groupe de contraction.

1.3 Définition

Soit {5(t}},,, un semi-groupe sur £, on appelle générateur infinitésimal de NG
F'opérateur linéaire de £ défini par

1.4Théoréme (Lumer-Phillips):
Soit un opérateur linéaire 4 domaine D(A) dense dans E, espace de Hilbert.

- Si A est dissipatif et s'il existe A5>0 tel que limage de AoI-A coincide avec E, alors
Aest générateur infinitésimal d'un semi-groupe de contraction.

- Si A est un générateur d'un semi-groupe de contraction dans £, alors I'image de
dol=A coincide avec E pour tout A >0 et A est dissipatif.
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2 STABILITE DES SYSTEME DYNAMIQUES
2.1 Définitlon 1
- Soit zeFE. l'ensemble;
wiZy=ly e . i, - w, S(t, )z - y lorsque n - |
est appelé ensemble w-limite de z

- un élément zeF est dit point d'équilibre de {S(¢ )} ., si:

20

Vt>0, S(te=z

2.2 Définition 2

oS!

- Une fonction Z eC°(E,R") est appelé fonction de Lyapunov pour {s(t}

2(S8(t)z) < E(z) VzeF et Vi=0
Une fonction de Lyapunov Z pour {S(t}},, est appelé fonction de Lyapunov strict si
tout point z de I'ensemble :

{z:2(5(r)z) = =(2) vr > 0}
est point d'équilibre.

2.3 Théoréme (Principe d'invariance de LaSalle)

Soit E est une fonction de Lyapunov pour {S(r},, et soit z eF tel que
U.,..{8(t)z},., soit relativement compact dans E, alors:

e |:=lim =(S(r)z) existe.

-

* Z(y)=l, Vyew(z)

De plus, si E est une fonction de Lyapunov stricte, alors :

* L'ensemble E,, des points d'équilibre de {S(t}},,, est un sous-ensemble fermé non
vide de E.

infmS(t)z—ml[g, meEeq}%O Lorsquet —» o
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ANNEXE 2

Approximation rationnelle polynomial par I'expansion fractionnaire
continué

Soit I'ensemble de x;, o0t k=0,1,...,I'expansion fractionnaire continue d'une
fonction fix) est :

flx)=t,+ —T"Fo (A2.1)

ot £, =v,(x,)
v, (x) est définie par :

U lx )= X 3] X)= (xuxk) — £
o (%)= 1(x), v, ,(x) o o) F=0,1,2..... (A2.2)

L'approximation rationnelle £,(x) de la fonction f{x) est obtenue par une troncature de
la fraction continue, équation. (A2.1), aprés le n*™ terme. Le polyndme f,(x) peut étre
propre ou impropre en fonction de la parité de n. Notons que f(x) = flxz) est toujours
satisfaite.
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Résumé

Le but de cette étude est la stabilisation autour d'une position désirée d'un bras
flexible (articulé jen x=0" et libre a l'autre extrémité ) qui consiste & réduire ou
supprimer les oscillations qui peuvent y prendre naissance.

Le principe du contrdle utilisé consiste 2 minimiser les effets des ondes
incidentes sur les ondes réfléchissantes. Ce contrdle fait apparaitre des opérateurs
pseudo-différentiels ; en l'occurrence des intégrateurs fractionnaires. La réalisation
diffusive de ces opérateurs permet d'obtenir un systéme augmenté sous la forme

abstraite % = AX ou A est un générateur infinitésimal d'un semi-groupe. Ainsi le

retour fractionnaire effectué permet de réaliser les conditions absorbantes considérées,
sans avoir recourt 4 aucune expression convolutive dans 1'équation d'état globale.

L'approximation numérique du systéme global est basée sur l'approche modale
qui est la plus convenable a la modélisation dynamique des structures vibrantes. Les
résultats obtenus montrent que la stabilisation du bras est atteinte malgré la présence
des petites oscillations de basses fréquences qui peuvent étre supprimées par un
contrdle actif.

Nous abordons ensuite le probléme de la position du bras, en minimisant une
fonctionnelle du coft. Le probléme d'optimisation en boucle ouverte est posé
direciement sur les conditions initiales de diffusion par laquelie nous devons impeser
au bras la position désirée. Parmi les critéres d'optimisation utilisée, ie critére le plus
répondu de " contréle avec critére de minimisation de 1'énergie du bras pendant le
déplacement " donne les meilleures performances. Dans ce cas, nous déplagons le bras
4 une position désirée avec une énergie mécanique minimale du bras ce qui permet
d'assurer I’immobilité du bras en cette position.

Mots clés: Contrdle absorbant, Opérateur fractionnaire, Bras flexible, Approche
diffusive



