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Résumé

La modélisation de I'image et de ses discontinuités par champ markovien a
pour objectif dans la restauration d'image de préserver les contours.
Dans cette mémoire limage est d'abord décomposée a différents niveaux de
résolutions par transformée en ondelettes. Un champ markovien est détini pour
chaque résolution et I'image est restaurée itérativement en fonction des résolutions
croissantes. Cet algorithme est analysé comparativement a un algorithme
monorésolution et montre son efficacité en terme de réduction de temps de calcul et

qualité de l'image restaurée.

MOTS CLES

Champ de Markov, processus de lignes, restauration dimage, analyse

multirésolution, relaxation déterministe.



Abstract

The restoration methods involving Markov random fields with line process for
the discontinuities are known to give good results in edge preserving image
restoration . The Markov model is developped on the image decomposed at several
resolutions using a wavelet transform.

Simulated Annealing algorithm or ICM (lleraled Conditional Modes) performs the
minimization of the non convex criterion . Several multiresolution algorithms are
developed and results are compared with those in monoresolution . These

multiresolution algorithms provide better results with less computation time .

KEY WORDS

Markov random field, line processus, image restoration, multiresolution analysis,

deterministic relaxation.
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en analyse d'images



Partie 1



Introduction générale

Introduction générale

D'une maniére générale, les images numériques (images satellites,
meédicales...) sont dégradées lors de leur acquisition.
Les traitements de restauration sont souvent indispensables pour pouvoir améliorer
la qualité de ces images numériques, et pouvoir les exploiter ultérieurement. Nous
nous intéressons dans ce travail au probléme de la suppression de bruit sur une
image dégradée par un bruit blanc additif. Ce probléme fait partie du cas général des
‘problémes mal posés’. Le but est de lisser I'image, tout en préservant ses contours.

La modélisation de l'image par champ de Markov

L’utilisation des champs de Markov en traitement d'image est attractif puisque ceux-
ci fournissent un cadre probabiliste trés générale pour l'analyse dimage et
permettent d’avoir une interprétation a la fois locale et globale des dépendances des
variables aléatoires, ils sont devenu trés populaire depuis les travaux de Geman et
Geman. Ces travaux ont permis de développer des algorithmes de simulation des

champs de Markov en les interprétant comme des champs de Gibbs.

Le modele utilisé est celui de la régularisation bayesienne par champs de
Markov, ces approches permettent de modéliser notre connaissance sur les
processus etudies, les problemes mathématiques posés (minimisation de fonctions
non convexes, nombre de variables important), impliquent un temps de calcul
important pour la recherche de la solution optimale (méthode de relaxation du type
recuit simulé). Les méthodes déterministes permettent dans certains cas,
d'approcher la solution optimale et sont plus rapides (MFA, ICM, GNC). Cependant,
leur temps de calcul reste important pour des images 256 x 256 pixels par exemple.

On a présenté une méthode de restauration utilisant une analyse
multirésolution de l'image et une modélisation markovienne. L'hypothése de Markov
est alors faite pour toutes les images aux différents niveaux de résolution, au méme

titre qu'elle est faite usuellement a la résolution la plus fine (image numérique

d'origine).



Introduction générale

On présente un algorithme multirésolution performant pour la restauration d'image
bruitée, qui est le point de départ de recherches sur d’autres modélisations
multirésolution mieux adaptées.
Nous exploitons deux propriétés de la multirésolution :
e Dune part les techniques multirésolutions permettent d'accélérer
significativement la convergence des algorithmes de traitement d'image ;
e D’autre part elles permettent une meilleure adaptation des traitements en
fonction de la résolution et donc d'améliorer significativement la qualité de la
restauration.
La mathode de relaxation utilisés pour la minimisation cu critére non convoxo ool la

méthode aléatoire, appelée recuit simulé.
Organisation du document
Nous avons organisé ce document de la fagon suivante :

Dans le chapitre 1, la premiéere partie nous avons présenté une approche
probabiliste générale permettant de régulariser les problémes mal posés rencontrés
en vision bas-niveau. Ceci est possible grace a I'utilisation d'estimateurs bayesiens.
Dans la deuxieme partie nous présentons la technique dite du recuit simulé, méthode
d'optimisation stochastique permettant en principe de venir a bout de n'importe quel
probleme d'optimisation difficile alors que la troisi€me partie porte la procédure de
refroidissement (une loi adéquate de décroissance de la température) celles-ci vont
permettre d'approcher la configuration d'étiquettes minimisant une fonction de codt

donnée

Dans le chapitre 2, nous présenterons tout d'abord un panorama de
l'analyse temps-fréquence et leurs propriétés fondamentales En suite nous
rappellerons les théories de la transformée en ondelettes et de Il'analyse

multirésolution.

Le chapitre 3 porte sur I'étude théorique et expérimentale des algorithmes
de restauration d'images bruitées a base de ICM (Iterated Conditional Modes) et de

champs de Markov avec I'analyse multirésolution.



Le Champs de Markov en analyse d'image

1.1. Introduction

L'utilisation des champs de Markov en traitement d'image est attractif
puisque ceux-ci fournissent un cadre probabiliste tres général pour 'analyse d’'image
et permettent d’avoir une interprétation a la fois locale et globale des dépendances
des variables aléatoires, ils sont devenu trés populaire depuis les travaux de Geman
et Geman [10]. Ces travaux ont permis de développer des algorithmes de simulation
des champs de Markov en les interprétant comme des champs de Gibbs.

Le modele utilisé est celui la régularisation Bayesienne par champs de
Markov, Ces approches permettent de modéliser notre connaissance sur Les
processus étudies, Nous allons introduire dans un premier temps quelques
définitions et propriétés générales sur les Régularisations Bayesienne puis, nous
nous intéresserons aux propriétés des modéles Markovien puis, les algorithmes

d’optimisation sur le champs de Markov.
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1.2. Régularisation Bayesienne

1.2.1. Introduction et notations

L'extraction de primitives de l'image en vision bas niveau est en général un
probleme mal posé au sens d'Hadamard [4], i.e., pour une donnée unique du
probléme, il existe plusieurs solutions possibles compatibles avec l'observation.
L'introduction d'un certain nombre de contraintes permet de restreindre I'ensemble
des solutions. Cette technique de tri a priori porte le nom de régularisation. Par
rapport a la régularisation standard, qui met définitivement de cété un sous-
ensemble de solutions, la régularisation Bayesienne est une approche probabiliste
l& probleme est modalisé de lelle sotle gu'une disliibuation de probabilités pondéant
chacune des solutions potentielles est construite sur I'ensemble des solutions
possibles.

Les notations suivantes seront appliquées tout au long de ce travail. Leur
interprétation concrete dépendra du probleme traité :

Le support de I'image (grille de pixels ou sites) :

S ={0...n—-1}{0---m -1} ensemble de sites de I'image de taille n x m. N=mxn est Donc

le nombre de pixels ou sites de l'image.q, rou se S sera la notation usuelle Pour un

site particulier de l'image. Enfin, V(s) dénotera un ensemble de sites autour de se S
appelé voisinage de s.

L'image (image "réelle" observée par le capteur) :

I ={l(s)e G, s S} est le champ image (considéré comme un champ aléatoire).

G est un ensemble continu ou discret, fini ou infini de niveaux de gris de l'image
réelle. Le champ (déterminé) i= {i(s)e G; se S} représente une image particuliére
(Réalisation du champ image). On notera Q, I'ensemble des réalisations possibles du
champ image : Q, =G,

L'observation (résultat de I'observation de l'image "réelle") :

O={O(s)e Go, s S} est le champ d'observation associé a l'image. Go est un
ensemble continu ou discret, fini ou infini des valeurs possibles pour l'observation. Le
champ O={O(s)e Gop, se S} est une réalisation particuliere du champ O. On notera

Q, =G I'ensemble des réalisations possibles du champ d'observation.



Le Champs de Markov en analyse d’'image

Le champ de primitives ou étiquettes de l'image :

E=(E(5)e (g, 5= 5} a5t le champ d'étiquettes ou primitives associe a lI'mage.

e={e(s)€ Gg, s S} est une réalisation particuliere du champ d'étiquettes. e(s) est
Iétiquette associée au site s a valeurs dans Ge= fay, a, ... , ap}, ensemble discret et
fini des valeurs possibles pour les étiquettes. L'ensemble des réalisations possibles
du champ d'étiquettes sera noté Q, =G;™

On utilisera indifféremment les notations E(s) ou Es pour caractériser le champ

d’étiquettes en I'occurrence au site s de la grille S.

1.2.2. Reégle de Bayes

La regle de Bayes est a la base du formalisme. Soit le champ d'observations
O issu des données observées et E le champ d'étiquettes que l'on cherche a
estimer. La distribution de probabilités sur I'ensemble Qg de toutes les réalisations
possibles de E connaissant O=o0 s'appelle distribution a posteriori du champ a
estimer et s'obtient par la formule de Bayes :

_Pr(E=e)Pr(O=0/E=e¢)
B Pr(O =0)

(1.1)

Pr(E=e/0=0)

L'application de la régle de Bayes implique d'une part (a) la possibilité de décrire
statistiquement le processus d'observation par la distribution de probabilités

Pr(O/E), et d'autre part (b) la connaissance de la distribution de probabilités a priori
Pr(E=e) du champ d'étiquettes. Si ces deux conditions sont remplies, on peut

construire a partir de la distribution a posteriori plusieurs estimateurs du champ

d'étiquettes recherché ; un estimateur é est une application associant a toute

réalisation du champ d'observation o, une configuration d'étiquettes estimée é(o) :

é: Qo — QE
o — é(o) (1.2)

La qualité d'un estimateur est définie par rapport a une distance C sur I'ensemble Qg,
aussi appelé fonction de cout. On appelle estimateur bayesien optimal relativement a
la fonction de colt C, un estimateur é pour lequel I'espérance mathématique de la
fonction de colt (ou risque) est minimale (la moyenne porte sur toutes les
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réalisations conjointes possibles de E et de O (le risque ainsi défini est une mesure

du cout moyen "d'erreur” de I'estimateur) :

Risque(2)=(CE(O0),E)), o, = | [C(&(0).e).ps0(0,e)u(de)ps(do)

0€Q, ceQp

= [, (o) [C(@(0),€).p;,0(e! O =0)pu(de)

0€Q, ceQp
Puisque la distribution de probabilité du champ O est positive, I'estimateur bayesien
optimal doit minimiser le risque conditionnel pour chaque réalisation oe O':

Voe 0,8(0) =argmax [C(é,€).p;0(e/ O = 0)pu(de) (1.3)

Qg eeQp

Le choix de l'estimateur dépend du probléme considéré. Voici les estimateurs les

plus couramment utilisés en traitement des images

1.2.2.1 L'estimateur du MAP

L'estimateur du Maximum & Posteriori MAP pénalise de maniére identique
toutes les estimations différentes de la vraie solution s. Ainsi, deux estimations qui
different respectivement d'un site et de la moitié des sites de la solution exacte

auront la méme pénalisation. La fonction co(t est dans ce cas :

V(a,b)e Q xQ

1 si a=b 1.4
Ca,b) =1 8(a,b)avecd(a,b)=] ° ° 4}
0 si non
L'estimateur résultant est donné par :
" (0) = argmax|[pr(E = e/ 0 = 0)] (1.5)

eeQp

1.2.2.2 L'estimateur du MPM

L'estimateur du Mode des Marginales a Posteriori MPM pénalise une
solution proportionnellement au nombre de sites erronés. La fonction colt qui lui est

associée est :
C(a,b) =Y (1-68(a,,b,)) (1.6)

seS
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L'estimateur résultant est donné par :

A A MPM
"™ (0) ={e ,S€E S},avec‘v’se S:

s

"™ (0) = argmax[Pr(E, = g/0 = o]

geGy

(1.7)

1.2.2.3 L'estimateur du champ moyen

Cet estimateur comptabilise I'erreur quadratique en chaque site. Sa fonction
de cout est de la forme :
C(a,b)=Y (a,—b,) (1.8)

seS

Ce qui donne l'estimateur :

e (0) = {éSMF(O),S € S}, avecVse S :

¢ (0)=(E,/0=0) &

Gg'

1.2.3. Lien statistique entre observation et étiquettes

Le terme de probabilité conditionnelle des observations par rapport aux
étiquettes Pr(O =0/ E =e¢) dépend de la modélisation du processus d'observation. Le

champ observé est censé contenir toute linformation disponible sur limage,
I'observation est soit directement accessible, soit elle résulte d'un pré-traitement plus
ou moins complexe de l'image originale. Il est courant de modéliser le lien statistique

entre observation et étiquettes par la relation [10] :
VseS, O(s)=®|F (),B(s)] (1.10)

Ou s appartient a un sous-ensemble de sites de l'image se Ac S. Dans la formule,
e* Représente le champ d'étiquettes réel que lI'on cherche a estimer, et O(s) est
l'observation (Considérée comme une variable aléatoire) au site s. Dans le cas de la
restauration d'images, e* n'est autre que I'image réelle ie Q;avant d'étre corrompue
par le bruit, et o est I'image dégradée récupérée par le systeme d'imagerie. Le fait
que les observations soient définies pour un sous-ensemble A de I'image permet de
modéliser le cas de données incomplétes. La fonction Fg qui est typiquement non
inversible représente par exemple la réponse impulsionnelle du systéeme d'imagerie.
La fonction @ modélise quant a elle la réponse du détecteur : il s'agit d'une fonction
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inversible qui couple localement aux observations un bruit de nature aléatoire, noté
B(s), avant d'appliquer une transformation locale sans effet mémoire. La fonction @
peut étre linéaire (cas des caméras CCD) ou non linéaire (logarithmique pour I'oeil ou
la plaque photo). Le bruit peut étre couplé aux mesures de maniére additive ou
multiplicative. Sa statistique conditionnera directement celle du terme de
vraisemblance ; elle peut étre, par exemple poissonienne ou gaussienne, selon la

nature du phénomene observé.
A partir de ce modele, on peut remonter au terme de vraisemblance recherché

Pr(O/E). On a tout d'abord
B(s)=®@"'[F.(¢"),005)] (1.11)

Si lo bruit ost ddcorraéld epatialomont (i.o. ¢i log variabloc B(g), < S roprécontont doc
variables aléatoires indépendantes) alors on peut écrire directement le terme de

vraisemblance :

Pr(O = 0o/ E = e) = [ [ PtB(s) = ®'(F,(¢), 0(s))] (1.12)

seAd

Par la suite on préférera la forme exponentielle :

Pr(O=0/E=¢)= %exp[— Y (e,o(s))} (1.13)

seS
Ou I'on a posé de fagon formelle :
Y (e,o(s))=—-Z2.1, (s).]nPr[B(s) =®7(F, (e),o(r))J (1.14)

(Z est une constante arbitraire et /4 est la fonction caractéristique de Ac S). Cette
formulation s'avérera utile par la suite car elle fait apparaitre la fonction de codt ou

énergie de contrainte aux données observées Uobs(e,o)=ZTs(e,o(s)) lors de
seS

l'intégration dans la formule de Bayes (1.1) :

Prlo=0/E = e] = %exp[— Uabs(e,o)] (1.15)

Exemple1 : Restauration d'images dégradées sans prise en compte de bords.

Pour fixer les idées, prenons l'exemple plutdét simple de la restauration d'images
dégradées sans prise en compte des bords [10]. Dans ce cas, le champ
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d'observation O s'identifie avec le champ de niveaux de gris de limage issu d'un
systeme d'acquisition (objectif et caméra CCD par exemple). Le champ d'étiquettes E
a reconstruire est tout simplement l'image originale non dégradée.

La figure1.1 représente les diverses transformations de limage originale pour
aboutir au champ d'observation O. Le processus d'observation est bien modélisé par
la formule (1.10). Dans le cas trés simple d'un systeme d'imagerie sans flou (F=/) et
d'une réponse parfaitement linéaire du capteur, I'équation (1.10) devient tout
simplement : 0 = e + n . Si l'on suppose en outre que le bruit est décorrélé
spatialement, et qu'il est sur chaque site gaussien, centré et de variance o2, alors sur
I'image entiére le terme de vraisemblance s'écrit :

xp[— . M : J (1.16)

20

Pr(O=0/E=e)=]]
gc s \/.2..’1'0'

La fonction d'énergie a minimiser est alors (a une constante additive prés) :

U, (€,0)= Y P(o,e,) = o zZe(s) o(s)[ (1.17)

seS seS

La fonction ¥(o,e,) = 12
20

binaire liant le champ d'observation avec le champ d'étiquettes (voir remarque au §
1.4.1).

CEFVRITOR
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Processus 3ok

Bruit B
[N i
L ! ; - —-—
w oo R e e - €
‘ A e > O
fmage réelie | Syt - Champ obsarvé
vetgme d
- Modéle du caprenr
- dimageris

Figure 1.1 : Modeéle du processus d’observation (acquisition d’image bruité)
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1.2.4. Probabilité a priori : modéle Markovien spatial

Si aucune information supplémentaire a priori n'est introduite, Pr(E = e)est

une constante par rapport a e, et la distribution a posteriori issue de la formule de

Bayes s'identifie avec le terme de vraisemblancePr(O/E)). Le critere du MAP

devient alors tout simplement le critere du Maximum de Vraisemblance (MV).
puisque aucune contrainte n'est imposée quant a I'ensemble des solutions possibles
du probléeme, la solution optimale correspond simplement a celle qui s'approche le
mieux des données observées.
Il sera inutile par exemple de traiter par cette méthode la reconstruction d'images
dégradées, car I'image observée est elle-méme une solution acceptable du probléme
et qui en plus est la meilleure au sens du MV. Il faut donc introduire des contraintes
a priori sur les solutions. Un champ de Markov en traitement d'images est un champ
d'étiquettes a valeurs continues ou discrétes destiné a caractériser les informations
sous-jacentes de l'image ou primitives (champ de vitesses dans le cas de I'estimation
du mouvement, numéro de région dans le cas de la segmentation, etc.). La
modélisation par champ de Markov rend compte des propriétés spatiales a priori des
images observées. La propriété principale de la régularisation par champs de Markov
est de conduire a des primitives homogénes par zones et automatiquement
debarrassées du bruit [10]. D'un point de vue formel, la modélisation par champ de
Markov présente deux intéréts majeurs :
= tout d'abord, il s'agit d'un modéle facilement paramétrable.
= comme on le verra au paragraphe suivant, & cette souplesse s'ajoute I'avantage
d'une formulation immédiate du terme de probabilité conjointe du champ
d'étiquettes Pr(E) grace au théoréeme de Hammersley-Clifford qui relie

propriétés locales (marginales) et probabilités globales du champ.

Ce qui suit est destiné a rappeler la terminologie et les fondements de la théorie des
champs des Markov aléatoires ou MRF (pour Markov Randon Fields). Pour plus de

détails, voir [2].

10
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1.3. Champs de Markov
1.3.1. Définitions

Le but de cette partie est de rappeler les principales définitions et propriétés
relatives aux MRF utiles dans le cadre de la régularisation bayesienne. La
caractéristique principale des MRF est de fournir un modeéle probabiliste a priori du

champ des primitives a estimer.

| Nafinition
Un champ aléatoire E est un champ de Markov relativement a un voisinageg

V si et seulement si la propriété suivante est vérifiée :
1'1‘[15(3) —els)/ L(r) —elr),Vrab,sr|- priL(s) —els)/ L) —elr),r € V(¢)l

Ainsi, les propriétés statistiques locales d'un champ de Markov au site s ne
dépendent que de I'état d'un voisinage plus ou moins étendu défini autour de ce site
et non de ['état du champ tout entier. En traitement d'images bas - niveau, on est en
général amené a se contenter de considérer des voisinages d'ordre 1 (4 voisins),

d'ordre 2 (8 voisins) ou d'ordre 3 (12 voisins), voir figure 1.2

11
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C
. , Cliques
(a) Voisinage d’ordre 1 ° Simples
C, I
o— Cliques
Binaires
o—0
(b) Voisinage d’ordre 2 ./. .\.
G
A I& Cliques
.\ /. q V Ternaires
® l @
C4
Cliques
Quaternaires

Figure1.2 : Voisinages (a) d'ordre 1 et (b) d'ordre 2 et cliques correspondantes.
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1.3.2. Théoreme d'équivalence

La définition du champ de Markov a partir des seules distributions
marginales ne semble offrir aucune issue permettant d'aboutir & la distribution
conjointe recherchée (ou terme d'a priori) Pr(E). C'est pourquoi l'utilisation des
champs de Markov en traitement d'images n'a été effective qu'a la découverte du
théoreme de Hammersley-Clifford qui établit I'équivalence entre champ de Markov et
distribution de Gibbs :

Théoreme de Hammersley-Clifford (ou théoréme d'équivalence). Le théoréme de
Hammersley-Clifford [5] stipule que E est un champ de Markov si et seulement si la
distribution de probabilités globale du champ Pr[E = ¢] peut se mettre sous la forme

Gibbsienne suivante :

Pr[E = ¢] = lexp(—U,,gg (e)) (1.18)
Z

avec Z= Zexp(—U,.eg(e)) etu,,, =ZVC(6), ou C désigne l'ensemble des cliques

eeQp ceC
definie sur la grille S et V; est une fonction de potentiel associé a la clique ce C.
Par la suite, la fonction Uy sera indistinctement appelée énergie spatiale, énergie a
priori, énergie de régularisation ou encore de lissage spatial. Elle ne dépend que des
variables du champ a estimer et non du champ d'observation.

Un champ de Markov peut donc étre défini en spécifiant les potentiels des cliques
V:; les probabilités conditionnelles locales du champ s'écrivent alors :

Pr[E(S) =e(s)/E(r) =e(r),Vre S,r # s|= Ziexp[— Us(e)] (1.19)
ou Z,= Y exp(-U,(€)| ) St U ()= D V.(0). (1.20)
2eGy ceC:sec

La déefinition des potentiels élémentaires sera spécifique au probléme a résoudre ; la
force de I'approche markovienne réside justement dans le fait qu'il est beaucoup plus
aisé de décrire et interpréter les interactions par le biais d'un potentiel que par
I'écriture des distributions conditionnelles locales. De plus, la seule contrainte a
respecter est que chaque potentiel V; ne dépend que des pixels de la clique

correspondante.

13
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Ainsi, le terme a priori Pr(E)que I'on cherchait pour compléter la régle de Bayes est

tout Simplement explicitée par la distribution de Gibbs de (1.18) ci-dessus.

Suite1 (exemplel) :

Si l'on s'intéresse toujours a la restitution d'images bruitées et si I'on
modélise limage par un MRF défini par rapport a un voisinage d'ordre 1, alors il est
classigue de modeéliser la contrainte d'homogénéité spatiale de limage par un

potentiel portant sur les cliques binaires de la forme :
V.(e) =V, [e(s),e(r)] = B,(e(s) — e(r)).avechs, > 0 (1.21)

ou ¢ est la cllque binaire comprenant les sites voisins s et r. Les configurations
localement favorisées sont celles pour lesquelles les sites ont le méme niveau de
gris [17], [8], [13]. La forme quadratique du potentiel spatial ressemble dans ce cas a
celle du potentiel de contrainte ¥ trouvé lors de la modélisation du processus
d'observation (dans le cas de variables binaires, le potentiel ainsi défini devient un

potentiel a deux niveaux 0, S .symétrisé en +f par addition d'une constante).

L'énergie spatiale (ou terme de régularisation, ou encore de lissage spatial) s'écrit

finalement :

U@ =SV@=LF T (e(s)-e(r)) (1.22)

S
ceC, 2 seS reV;

La valeur du paramétre [, dépend des caractéristiques spatiales de l'image réelle
non bruitée , le paramétre sera plutét faible pour une image ayant une forte
granularité ou des textures fines, et plut6t fort pour une image homogéne. En fait £,
peut étre estimé pour une image et un systéme de voisinages donnés, a condition de

définir un critere d'erreur (de reconstruction) [16].

1.3.3. Le probleme de I'estimation des paramétres

La formulation correcte d'un probleme particulier en termes de fonction
d'énergie a minimiser passe par le choix d'un certain nombre de parametres
définissant aussi bien les potentiels des cliques spatiales que le modeéle
d'observation. Dans la majorité des cas, ces paramétres sont fixés empiriquement ;

14
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ils peuvent étre déterminés une fois pour toutes ou étre réactualisés périodiquement

e fonclion des nouvelles images acquisoe.
1.4. Estimateur MAP et minimisation de I'énergie

1.4.1 Construction de la fonction de colit

En remplagant dans la formule de Bayes (1.1) le terme de vraisemblance
par son expression dans (1.15). et le terme a priori par la formule de (1.18), on
obtient finalement I'expression de la probabilité a posteriori :

1

Pr(L —e/0O =0v) = %~;~0) ; .cxp[- U, (€,0)1 UO,,g(e))] (1.23)

L'introduction de la modélisation markovienne dans le cadre de ['estimation
bayesienne permet, comme annoncé, d'avoir recours a des distributions gibbsiennes.
Le critere du MAP, c'est a dire la maximisation de la probabilité a posteriori par
rapport au champ des labels e étant donné un champ d'observations o, est alors
equivalent a la minimisation d'une fonction de colt ou énergie totale comprenant

deux termes :

U(e,0)=U, (e,0)+U,,(e) (1.24)

reg

* le premier terme est un terme de rappel aux donnés qui provient du
modele du processus d'observation ;
* Le deuxieme terme est un terme de régularisation qui intégre les
connaissances a priori dans le modéle (champ de Markov).
La fonction d'énergie est une fonction a grand nombre de variables (i.e. le champ
d'étiquettes). La nature des interactions et du processus d'observation peut conduire
a des fonctions qui ne sont ni quadratiques ni convexes par rapport aux variables ;
I'énergie peut comporter alors plusieurs minimums locaux. Par contre, dans le cas
d'une fonction quadratique et convexe, on est assuré de l'existence d'un minimum
global. Ce minimum peut étre obtenu par des méthodes d'optimisation déterministes
classiques de type descente de gradient (plus forte pente a pas optimal, gradients
conjugués, méthode de Newton).
Remarque : La distribution de probabilités conjointe du champ d'étiquettes et du

champ d'observation Pr[E =e, O = 0] s'écrit :

15
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Pr(E =e,0 =0) = %.exp[— Ule,0)] (1.25)

Or, la fonction d'énergie globale U(e,0) peut s'écrire comme une somme de
potentiels de cliques "généralisées" ce Cy reliant le champ d'étiquettes et le champ

d'observation :

U(e,0) = Y V.(e,0) =D V.(e,0)+ Y Ve(e). (1.26)

el seS ceC

OuV, (e,0) =¥, (e,0(s)). Autrement dit, et en vertu du théoréeme de Hammersley-
Clifford, le champ couplé X={E,O} est un champ de Markov.

Suite2 (exemple1) : Si l'on remplace dans la formule de Bayes le terme de
vraisemblance et le terme d'apriori par les expressions correspondant au probléme

de la restauration d'images, alors I'énergie a minimiser prend la forme finale :

Ul(e,0) = 21 = (e(s)—o(s))* + —ﬁ—z Y (e(s)—e(k))’. (1.27)
0" scs 2 oS kakis)
Que I'on a coutume d'exprimer de la fagcon suivante :
U(e,0)=Y (e(s)—0(s))> + 1Y, Y (e(s) —e(k)) (1.28)
se§ seS keV(s)

Le facteur Apermet de pondérer le terme de rappel aux données par rapport au

terme de régularisation [7].

16
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1.4.2. Remarque sur I’estimateur MPM et MF

L'estimation au sens du MPM ou du MF n'est pas immédiate, pour le
premier, il manque les distributions marginales a posteriori, qui ne sont pas
directement accessibles en général. La difficulté du MF provient aussi du fait que son
calcul passe par la connaissance de la fonction de partition de la distribution a
posteriori. Cependant, en raison du caractere moins brutal de la fonction de co(t
employée (La fonction de coit associé a l'estimateur MAP pénalise de la méme
facon toutes les configurations non optimales, alors que la fonction de colt du MPM
pénalise chaque configuration par rapport au nombre de pixels différents de la
configuration optimale.), I'estimateur MPM semble se comporter mieux que le MAP
lorsque le processus de formation des observations introduit un bruit important [19].
En effet, le noyau de l'algorithme d'optimisation stochastique utilisé pour résoudre la
minimisation de la fonction d'énergie (dans le cadre de I'estimateur MAP) nécessite
la mise en place d'échantillonneurs de Metropolise ; alors que les estimés du MPM
ou du MF peuvent consister a estimer les propriétés statistiques a posteriori de
l'image a partir d'un large échantillon d'images (loi des grands nombres) issu d'une
procédure d'échantillonnage. Ainsi, I'estimé du MF est tout simplement approché par
la moyenne de tous les échantillons, et l'estimé du MPM (en chaque site) est
approché par l'étiquette apparaissant le plus fréquemment dans les échantillons.
Nous n'avons pas exploré ces possibilités ; seul l'estimateur du MAP a retenu toute
notre attention, la raison principale étant la formulation mathématique rigoureuse du

probléme comme un probleme d'optimisation.
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1.5. Débruitage d'images binaires et modéle d’Ising
1.5.1. Définition de la fonction de colit ou énergie

Nous avons déja présenté le probleme de la restauration d'images a
niveaux de gris. Intéressons nous maintenant au cas de la restauration d'images
binaires. Supposons par ailleurs que le champ observé est lui-méme binaire. Alors,
la modélisation la plus simple du processus d'observation fait intervenir non pas un

bruit gaussien, mais un bruit de canal de taux d'erreur ¢, défini selon :

2]

Pr[O(s) =1/ E(s) = 0] = Pr[O(s) = 0/ E(s) = 1] = Z et (1.29)

[\

l1-¢

Pr[O(s) = 0/ E(s) = 0] = Pr[O(s) =1/ E(s) = 1] = .

a

(1.30)
En notant 3, = In[l—_—fj on peut exprimer le terme de vraisemblance marginal par :
£
Pr[O(s) = o(s)/ E(s) = e(s)] = —;—exp[ﬁo S(o(s) —e(s))] (1.31)

Avec 6(0) =1et 0 sinon. La vraisemblance de I'observation O=0 est alors :

Pr(O=0/E=¢)= (—;— )’”‘”‘ exp[,BoZé'(o(s) - e(s))J (1.32)

seS

L'énergie de rappel a I'observation est enfin (a une constante additive prés, ce qui ne
change pas la solution finale résultat de la recherche du minimum énergétique) :

U, ==B, Y, 6(0(s)—e(s)) (1.33)

seS

Soit finalement :

U, = —%2(20@) —1).(2e(s) - 1). (1.34)

seS

Par ailleurs, si I'on choisit un potentiel de régularisation spatial a deux niveaux + f, :
V(r,s)e SxS,V. (e(s),e(r)) = —p,..(2e(s) —1).(2e(r) - 1) (1.35)

Alors I'énergie de régularisation spatiale s'écrit :
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U,,(e) = —%2 Y (2e(s)—1).(2.e(r)-1) (1.36)

seS rel;

L'énergie fotale a minimiser pour la restauration d'images binaires bruitées est

finalement :

Ule,0)=—B,Y, Y, (2e(s) - 1).(2e(r) 1) - B, Y (20(s) — 1).(2e(s) — 1) (1.37)
seS rel, seS
On reconnait dans le premier terme de la formule le Hamiltonien d'un systéme de

spins en interaction mutuelle ou modéle d'Ising bidimensionnel [14]. Dans ce cas

précis les interactions sont toutes positives (le coefficient de couplage vautJ = f,)

ce qui correspond au cas des matériaux ferromagnétiques. La configuration
d'énergie minimale Pour le modéle ferromagnétique ou anti-ferromagnétique est
connue d'avance il s'agit d'un champ d'étiquettes uniforme (+1 ou 0) pour le cas
ferromagnétique et d'un champ en damier (direct et inverse) dans le cas
antiferromagnétique. Ceci est possible car il n'y a pas de phénomene de "frustration”
(autrement dit, les configurations d'énergie minimale locale sont compatibles avec la
configuration d'énergie minimale globale). Le phénomene de frustration apparait par
exemple quand tous les coefficients de couplage n'ont pas le méme signe (Verre de
Spin), ou quand on couple le systéme ferromagnétique avec un champ magnétique
externe non uniforme. L'image & restaurer O=0 joue ici le réle de ce champ
magnétique externe non uniforme (deuxieme terme de la formule). Expliciter alors la

configuration du minimum énergétique est un tout autre probléme trés difficile.
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1.5.2. Choix des paramétres Bs et o

Si I'on définit la "granularité" (d'ordre 1) d'une image comme étant le rapport
du nombre de paires de pixels voisins ayant la méme étiquette au nombre total de
pixels de l'image, alors on constate que pour des images générées selon la loi d'a
priori du modéle, la granularité décroit avec Bs en suivant une courbe qui rappelle
celle de la magnétisation d'un matériau ferromagnétique en fonction de la
température. En particulier il existe une valeur critique qui fait chuter brutalement la
granularité de l'image en faisant apparaitre de domaines uniformes. Ce n'est pas par
hasard : la température critique correspondant a une transition de phase pour I'lsing
farromagnétique bidimensionnel (défini par I'Hamiltonien du prenier terme de (1.30)
vaut a peu proe Ty,~v. Be on utilisant 'approximation du champ moyon (co qui
implique en principe que le cardinal du voisinage soit v>>7) ; dans le cas d'un
voisinage 4, cette température peut étre calculé exactement [9] : elle vaut
T.=0,567.T:m =2,27. Bs. Or, la loi d'a priori du modéle de Markov Pr(E) correspond a

la distribution de Gibbs du modeéle d'Ising pour Bs'= Bs/T. Il n'est donc pas étonnant
que la granularité chute quand
Bs'= Bs/T.=1/2,27=0,44. Prendre Bsen dessus de cette valeur signifie que les images
a modeéliser présentent principalement des régions homogénes ; inversement, choisir
un parametre Bs au dessous de cette valeur signifie que les images a traiter
présentent naturellement une granularité élevée.
A un facteur multiplicatif prés (ce qui n'a pas de conséquence sur le résultat de
I'optimisation), la fonction de colt ne dépend en réalité que d'un seul paramétre, le
Rapport 1=Bs/L,:

Ule,0) ==Y, (20(s)-1) =AY Y (2e(s) —1).(2e(r) — 1) (1.38)

seS seS reV,
Le facteur Atraduit la confiance (ou plutét la méfiance) que I'on peut faire au champ
de données issu de l'observation : si le bruit de canal est nul l'observation
correspond exactement a I'image originelle, alors le facteur A est lui aussi nul
(Bo—> ) et il n'y aura pas d'effet de régularisation : le minimum de |'énergie
correspond tout simplement a lI'image observée. Si par contre le bruit atteint 50% (le
champ d'observation ne contient alors aucune information pertinente, So—»0), le
terme de contrainte est négligeable, traduisant le fait que seule la connaissance a
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priori que l'on a sur les images est a prendre en considération (le résultat de

l'optimisation correspond a une image entiérement).

Remarque : Si l'on choisit d'utiliser I'estimateur MPM, alors le résultat de
l'optimisation en présence d'un bruit important correspond a une image aléatoire de
granularité correspondant a celle de limage que l'on aurait voulu reconstruire (a
condition que le paramétre Bs ait été bien estimé au préalable). C'est pourquoi a
notre avis I'estimateur du MPM semble se comporter mieux en présence d'un bruit
important.

Enfin, le facteur Apeut étre estimé de fagon plus ou moins heuristique (cf.§3.3).
Nous avons testé deux fagons de le faire :

1. En imposant des contraintes sur le résultat de I'optimisation (c'est une version
simplifiée de la technique d'Azencott [3]) L'idée consiste a rendre improbables
certaines configurations locales ; ainsi pour un voisinage d'ordre 2, on voudra
éviter qu'un pixel "s'aligne" avec la donnée de I'observation locale, si plus de 4
pixels du voisinage lui "indiquent” le contraire. Ceci se traduit exactement par

l'inéquation (a condition d'utiliser I'estimateur du MPM) :
(+6.8s-3.8s) >Bo, c.ad.: 1>1/2.

2. Plus simplement on a tenté d'ajuster "a l'oeil" le paramétre A pour un type

spécifique d'images données.
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1.6. Conclusion

Dans cette partie nous avons présenté une approche probabiliste générale
permettant de régulariser les problémes mal posés rencontrés en vision bas-niveau.
Ceci est possible grace a l'utilisation d'estimateurs bayesiens, dont par exemple
l'estimateur du maximum a posteriori (MAP). Nous avons eu l'occasion de voir
comment ['utilisation conjointe d'un modéle de Markov (MRF) chargé de représenter
le champ de primitives, et d'un modele probabiliste approprié du processus
d'observation, permettait d'expliciter les termes de la formule de Bayes. Nous avons
montré ensuite que I'estimation au sens du MAP est équivalente a la recherche de
I'argument minimisant une fonction de colt ou énergie spécifique au probléme,
fonction que I'on a pu exprimer comme étant la somme de deux termes exercant des
influences "complémentaires" sur le résultat de I'optimisation (terme de contrainte

aux données et terme de lissage spatial).

L'objet de la partie suivante sera donc de présenter la technique dite du
recuit simulé, méthode d'optimisation stochastique permettant en principe de venir a
bout de n'importe quel probleme d'optimisation difficile a condition toutefois d'avoir

suffisamment de temps disponible.
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1.7. Recuit Simulé

1.7.1. Introduction

Nous avons vu a la partie précédente comment l'estimation bayesienne
associée a une modélisation markovienne du champ des primitives permet
d'exprimer formellement un certain nombre de problémes en analyse d'images bas
niveau comme un probléme d'optimisation, consistant a minimiser une fonction
d'‘énergie ou colt. Cette énergie intégre un terme de régularisation qui exprime les
connaissances a priori que I'on a sur la solution - telle que 'hnomogénéité spatiale de

limage et un terme de rappel aux données qui résulte de la madélisation

probabliisle du processus d'observation

La formulation d'un grand nombre de problemes en traitement d'images bas
niveau gagne ainsi en rigueur mathématique, mais on n'est pas pour autant
beaucoup plus prés de leur résolution pratique. En effet, le calcul du minimum de la
fonction d'énergie ne peut pas étre réalisé par une recherche exhaustive sur
I'ensemble de solutions possibles : le cardinal de cet ensemble est immensément
grand (égal a Q=L"", avec en général L, n et m de l'ordre de 256). Par ailleurs, la
fonction d'énergie n'est en général ni quadratique ni convexe par rapport aux
variables du probleme et la recherche du minimum global est loin d'étre un probléme
trivial d'un point de vue analytique. Ceci est vrai aussi des fonctions dont les
variables prennent des valeurs discrétes (niveaux de gris discrets)
dans ce cas, méme des fonctions qui seraient quadratiques et convexes pour des
variables continues présentent non pas un seul minimum global, mais un nombre

considérable de minima locaux

La minimisation de ce genre de fonctions est en fait un probléme
d'optimisation combinatoire difficile, Les algorithmes stochastiques apportent une

réponse a ces ardus problémes d'optimisation.
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1.7.2. Les algorithmes d'optimisation : généralités

Nous allons présenter par la suite les fondements théoriques des
procédures de relaxation stochastique. Le but final est de bien saisir les raisons qui
nous ont conduit a adopter l'algorithme stochastique dit de recuit simulé (Simulated
Annealing) pour notre application, plutét qu'un autre algorithme, de type déterministe
par exemple ; il en existe en effet deux sortes d'algorithmes :

= | es algorithmes déterministes : lls sont sous-optimaux d'un point de vue théorique,
c'est-a-dire que la convergence de la solution n'est garantie que vers le minimum
local le plus proche de la configuration initiale des variables. La solution est donc
extrémement sensible au choix de la configuration initiale. Mais ils ont a leur

avantage une rapidité bien plus importante que celle des algorithmes stochastiques.

= | es algorithmes de relaxation stochastiques : de type recuit simulé ([10], [15]) sont
théoriguement les meilleurs car la convergence vers un minimum global de la
fonction d'énergie est théoriquement assuré, quelle que soit la configuration de
départ. Mais il s'agit bien d'une preuve théorique de convergence : le minimum global
de la fonction d'énergie n'est vraiment atteint qu'au prix d'un temps de calcul infini...
lls ne sont pas pour autant inutilisables : en pratique, les méthodes stochastiques
"tronquées" et modifiées, bien que toujours assez lentes, permettent de trouver des
solutions bien meilleures que celles proposées par les techniques déterministes. De
plus, la qualité de la solution est indépendante de la configuration initiale des

variables.
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1.8. Algorithmes stochastiques
1.8.1. Introduction

Les algorithmes de relaxation stochastique de type recuit simulé partent
d'une configuration initiale donnée du champ d'étiquettes et s'arrangent ensuite pour
générer a partir de celle-ci une suite qui s'approche plus ou moins rapidement du
mode ou état fondamental de la fonction d'énergie U a minimiser. En termes plus
formels, ces algorithmes, qui s'inspirent fortement de la physique statistique, peuvent
étre vus comme la combinaison de deux procédures que I'on détaillera par la suite :
a- Une procédure dite d'échantillonnage dynamique visant a atteindre I'équilibre
thermodynamique des variables du champ d'étiquettes a chaque palier de
température. Mus précisément encore, la procédure d'échantillonnage vise la

distribution de Gibbs a température T':

1 Ul(e)
G.(E=e)=—=¢ex 1.39
r( ) Z p[ T ] ( )
b- Une procédure (ou schéma) de refroidissement plus ou moins optimale, le recuit
simulé a proprement en parler , cette expression désigne une loi de décroissance
continue ou par paliers de la température permettant d'atteindre une assez bonne

solution du probléme en un temps raisonnable.

L'idée sous-jacente est que si pour toute température I'équilibre
thermodynamique peut étre atteint grace a la procédure d'échantillonnage (a), alors
a tres basse température seules les configurations d'énergie minimale du systéme
auront une probabilité non négligeable d'apparaitre (la distribution de Gibbs favorise
toujours les configurations qui minimisent la fonction d'énergie ; a la limite de
température nulle, seuls les modes fondamentaux du systeme ont une probabilité
non nulle d'apparaitre). Malheureusement il est trés colteux « voire impossible » de
générer directement un échantillon suivant la distribution de Gibbs a trés basse
température. On procede alors de fagcon progressive, par recuit simulé (b). L'idée,
comme on l'a dit, est directement inspirée de la physique (et de la métallurgie) :
lorsqu'un matériau cristallin est recuit lentement, il est possible d'obtenir des états
trés ordonnées qui correspondent a des énergie proches de I'état fondamental. Au
contraire, si le refroidissement est brutal, alors il est trés vraisemblable que le cristal

présente des défauts et que son énergie potentielle soit piégée dans un minimum
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local. Nous allons par la suite discuter en détail des points (a) et (b), dans le §1.8.2 et

§1.10 respectivement.
1.8.2. Les procédures d'échantillonnage dynamiques

Les méthodes d'échantillonnage ou méthodes de Monte Carlo [11]
s'attaquent au probleme suivant : étant donné une mesure de probabilité zdans

l'espace des configurations d'étiquettesQ,, comment générer des échantillons

ee Q. (réalisations du champ d'étiquettes) suivant cette loi ?

Les méthodes de Monte Carlo peuvent étre rangées dans deux catégories :
les méthodes statiques et les méthodes dynamiques. Les premiéres consistent a
ganarar una sAaquanca d'dchantillons  statistiquement indépendants de la loi
recherchée. Elles sont pourtant inadaptées a la plupart de cas pratiques rencontrés
en physique par exemple (systémes a trés grand nombre de variables couplées
suivant la distribution de Gibbs).
Les méthodes de Monte Carlo dynamiques procedent de fagon plus subtile c a d
que un processus stochastique (n'ayant pas nécessairement d'équivalent réel) est
inventé pour le besoin du probleme, de telle sorte que seule la distribution =
recherchée en soit la loi d'équilibre correspondante. Le processus stochastique est
simulé sur ordinateur en partant d'une configuration aléatoire : au fur et 8 mesure de
la simulation, le systeme tend naturellement vers son état d'équilibre. En général, le
processus stochastique choisi est une chaine de Markov (a ne pas confondre avec le
champ de Markov vu dans la partie précédente, qui, lui, rend compte des propriétés

spatiales du champ d'étiquettes).
1.8.2.1 Chaines de Markov. Théoréme d'échantillonnage dynamique

Un théoréme tres important montre que si le processus stochastique choisi
est une chaine de Markov homogene, irréductible et apériodique, admettant une
distribution stationnairez, alors la chaine converge naturellement vers cette
distribution quelle que soit la configuration initiale. Précisons ces concepts par un
bref rappel des propriétés des chaines de Markov (pour plus de détails, voir [10]).

26



Le Champs de Markov en analyse d'image

Définition 1 :

Une chaine de Markov discréte dans l'espace de configurationsQ ., est une
suite de variables aléatoires {Ey, E;, Eo, ...} & valeurs dans Q, telle que la probabilité
d'avoir E,,, =e,, ne dépend que de la valeur du champ a l'instant précédantE, =F .

n+l

Plus précisément, une chaine de Markov est définie par :
» Une distribution de probabilités initiale

r’(e)=Pr(E, =c) = p"(c),Veec Q, (1.40)
= Une suite de matrices de transition

r— (1'3) rw—(pn.‘(y) (141)
tellesque P! =Pr(E,,, =y/E, =x),0U x et y appartiennenta Q..
xy n+l n E

Les éléments de la matrice de transition P"(appelés probabilités de transition ou de

passage) sont positifs ou nuls, et I'on a nécessairement pour toute configuration de

départ xe Q _la relation : ZPX’; =1 (on dit que la matrice P"est stochastique).

yeEQ
Définition 2 :

Une chaine de Markov est dite homogéne si la matrice de transition P" est
indépendante de n(elle sera noté simplementP). Nous allons nous intéresser
uniqguement aux chaines de Markov homogénes. La matrice de transition gére

I'évolution de la distribution de probabilités du champ (noté P" a I'étapen) ; ainsi par
exemple, la distribution de probabilités a I'étape n+1est liée a celle de I'étape n par

la relation :
Vye Q,,Pr(E,, =y)= Y.P(E, =x).p,, (1.42)

xeQ,
L'expression matricielle équivalente est : P™*' = Pp”, (on considére ici P" comme un
vecteur a valeurs réelles de dimension égale au cardinal deQ,). On définit
également la probabilité de passage d'une configuration a une autre en un nombre

k de pas par :

py) =Pi(E,,, =y/E, =x) (1.43)
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La matrice de transition ou de passage correspondante est P* = P* ; |a
distribution de probabilités du champ a I'étape n +k est lié a celle de I'étape nselon :

Pn+k :Pkp”.
Définition 3 :

Une distribution de probabilit¢ 7z sera dite stationnaire pour la chaine

considérée si et seulement si :

VyeQ, z(y)= Y 7x).p, (1.44)

xeQ,
Matriciellement = = P.z, c'est a dire que la distribution stationnaire est vecteur propre

de la matrice de transition.

Remarque : Une chaine de Markov est dite stationnaire si les probabilités a priori p”
des états a l'instant »sont indépendants de ». Soulignons alors que I'homogénéité
et la stationnarité d'un processus stochastique sont deux caractéeres distincts : le
processus peut avoir une évolution réguliere (et donc étre homogéne) et étre tel que
cette évolution I'éloigne de sa configuration initiale (le processus n'est pas

stationnaire).
Définition 4 :
Une distribution 7z sera a fortiori stationnaire si elle vérifie la condition de

bilan détaillé :

v(x, y) € QEXQE ”(x)p\y = ﬁ(y)py\f (1 45)

Remarque : La condition de bilan détaillé traduit la symétrie par inversion du temps
dans la plupart des systémes physiques (réversibilité macroscopique). Dans un tel
systeme a I'équilibre thermodynamique, la transition de x vers y se fait, en
moyenne, le méme nombre de fois que de y vers x (on peut dire aussi en appliquant
I'hypothése d'ergodicité que dans un ensemble composé d'un grand nombre de
systemes identiques a ['équilibre, le nombre moyen de systémes effectuant la
transition de xvers ya linstant ¢ est égal a celui effectuant la transition inverse).
Cette condition implique bien la stationnarité des grandeurs moyennes du systéme,

dont en particulier I'énergie.
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Définition 5 :
Une chaine de Markov est dite irréductible s'il est toujours potentiellement

possible de passer d'une configuration du systéme a une autre en un nombre fini
d'étapes :

V(x,y)€ QpxQ, Fne N :p; >0 (1.46)
Définition 6 :

On définit la période de la configuration particuliere xe Q,comme étant le
plus grand commun dénominateur (PGCD) des nombres »n tels que p" >0; on dit
que la chaine de Markov est apériodique si elle n'admet pas de période quelle qu'elle
suil la conliguralion choisie (i.e. pour tout xe ., la période est égale & 1). En
particulier, une chaine de Markov admettant les transitions nulles (p® >0) est
apériodique.

On est enfin en mesure d'énoncer le théoreme fondamental qui va nous

permettre de construire un algorithme d'échantillonnage dynamique :

Théoréme de "stationnarisation" Soit {£,} _, une chaine de Markov homogeéne,
irréductible et apériodique. Si elle admet une distribution stationnaire 7, alors celle-ci
est non seulement unique mais de plus la distribution de probabilité de la chaine
converge vers la distribution d'équilibre 7, et cela indépendamment de la distribution
initiale [22] |
Vxe QE,le”p(”’ =7(y) (1.47)

Xy
(la chaine de Markov se "stationnarise" de fagon asymptotique sur la distribution 7 .)

Remarquons que la distribution initiale peut étre de la forme : p®(E=e)=6d(e=¢,),

c.a.d. que l'on peut initialiser la chaine avec une configuration bien déterminé au
départ. Alors le théoreme ci-dessus prouve que la distribution de probabilité a
l'instant n converge vers zindépendamment du choix de la configuration initiale.

On voit alors comment il faut procéder pour obtenir un échantillonneur
dynamique de Monte Carlo : il suffit de construire, a partir de la distribution 7

recherchée, une matrice de transition 7z satisfaisant aux conditions du théoréme. La
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simulation du comportement dynamique de la chaine ne présente ensuite aucune
difficulté de principe.

On présente dans ce qui suit deux techniques permettant de construire une
matrice de transition P satisfaisant les conditions du théoréme. La premiere donne
lieu a la procédure d'échantillonnage dynamique de Metropolis ; la seconde a la

procédure d'échantillonnage de Gibbs.
1.8.2.2 Echantillonneur de Metropolis (ou dynamique de Metropolis)

Une meéthode trés générale pour construire des matrices de transition
satisfaisant aux conditions du théoréme a été esquissée originellement par [18] dans
le cadre de I'étude des propriétés thermodynamiques des systémes a plusieurs

particules.

Condition de stationnarité et d'homogénéité. Dans cette méthode, la stationnarité de
la distribution est assurée par la condition suffisante quoique plus restrictive du bilan
détaillé. Cette condition est néanmoins plus facile a vérifier : la méthode de
Metropolis- Hastings [12] est une technique générale permettant de s'y tenir a partir
de n'importe quelle matrice stochastique. L'idée est la suivante : soit

0 =(4,) eax Une quelconque matrice de transition surQ . Cette matrice sera dite

de proposition, puisqu'elle servira a proposer des transitions qui seront ou non
acceptées suivant les probabilités tabulées  dans la matrice

d'acceptation 4 =(a;) . o PlUs précisément, une transition quelconque proposée,
par exemple de xvers y sera acceptée avec la probabilit¢ 0<a , <let rejetee avec
la'probabilité 1-a,, (auquel cas on procede a une transition nulle x — x).
Les éléments de la matrice de transition P =(p,,), ,.aq ainsi définie s'écrivent alors
= a
Py = 4yly (1.48)

v(x’y)e QExQE’ p.\:\' = q.\:\' +zq\3’(1_a\'}’)

yEX

Il est facile de voir que la condition de bilan détaillé est observée si et seulement si :

a T
V(x,y)e Q. xQ,, Ly _Tn (1.49)
a, 7.4,
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7,9 yx

avec f une
ﬂ.xq,\'y

Il suffira, pour satisfaire cette condition, de prendre :a , = f (

fonction quelconque de R™ dans [0,1] vérifiant pour tout z € R* la condition :

1D s

Remarque importante : Dans le cas qui nous intéresse, la distribution stationnaire

recherchée rest la distribution de Gibbs a température T':

7(x) = GY (x) = Ziexp(¥J (1.51)

On remarque alors que la fonction de partition Z, a disparu de I'expression de la loi

_ GT("] (y)qy\ _ - AU{ Qy.\‘
a, = f [—G}’ (x)qu = f| exp 7 'f],\y (1.52)

ou AU! =U(y)-u(x)(on appelle parfois force la quantité F” =-AU? Par la suite on

d'acceptation :

confondra toujours 7 etG, .
Si I'on prend en outre une matrice de proposition Q symétrique (ce qui n'est pas une
nécessité, mais c'est le choix qui sera fait par la suite), alors I'expression de la

probabilité d'acceptation se réduit encore plus :

a, = f{expl:_ATU; D (1.53)

Enfin, plusieurs choix sont possibles pour la fonction f le choix de la fonction

maximale satisfaisant la condition énoncé plus haut : f(Z) =min(l,Z) est attribué a

Metropolis [18], et donne lieu a la dynamique (d'évolution) de Metropolis. La
probabilité d'acceptation de la transition proposée x— y vaut alors (voir fig1.3 et

procédure P.1) :
1 si U(y)<U(x)
(1.54)

a. = y
v exp[— Ag*' } dans le cas contraire
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Un autre choix consiste a prendre : f(z) =EZ—— ; il donne lieu & la dynamique de
z

Barker [11]. Si la distribution & échantillonner est la distribution de Gibbs a
température T, et si l'on choisit une matrice de tentation symeétrique, alors
I'application de la dynamique de Barker donne lieu a ce que I'on appelle algorithme
du thermostat (ou Heat-Bath) , voir Procédure P.2). Dans ce cas, la probabilité

d'acceptation devient :

P (1.55)

I=® .
-, s/ =,
A e & TI=
’ ! F=20 i /// "‘, L
- 0.9 = j/ 11" | :‘_: 0.8
"::' e /] =
b W - § =
2 o /| 2
'E 0.6 ./" 'l E 0.6
:5: = //i f' }&
0 /] =
2 0d T=i8 ';.--’ | X4
o P f =
- 4 i o
~ / / -4
= 0. /.x'f =0 54/ "."Q .
“’: ,.f‘f ."( I= A'__
& P -
0 —— ; ?
-4 -2 g 2 4 - -2 0 2 4
F=-AU=-[U(y)-Ulx)] F=-AU=-[Uty)-Ux}]
Figure1.3 : Probabilité d'acceptation pour Figure1.4 : Probabilité d'acceptation
la dynamique de Metropolis. sigmoide pour la dynamique de Barker

(loi du Thermostat). Remarque : plus la
force est grande, et plus elle "tire" vers le
nouvel état proposé.

Condition d'irréductibilité et d'apériodicité. On a donc vu comment la méthode de
Metropolis-Hasting permet de construire une matrice de transition vérifiant la
condition de bilan détaillé relativement a une distribution donnée (et donc d'assurer la
stationnarité de cette distribution par rapport 2 la chaine de Markov correspondante)

a partir d'une matrice de transition quelconque ; cependant, pour appliquer le

i
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d'apériodicité de la matrice de transition. Une fagon de s'assurer de ces propriétés
consiste a procéder comme suit: considérons tout d'abord les transitions ne modifiant
la configuration courante qu'en un seul site s ,Soit la matrice de proposition locale
Q. dont les éléments sont définis par :

1 - .
—,8i x et ycoincide sur toute la grillr S sauf en s,
E

V(X»J’)E QExQan_iy =
0sinon

(1.56)

Etant donnée une configuration courante x, la matrice de tentation locale Q°propose

donc de fagon équiprobable toutes les transitions vers les configurations coincidant

avec x aur toute la grillc &, oauf our le sitc s on quoction.

/ Dynamique de Metropolis pour la mise a jour du site s: \

Soit x I'état courant du champ etg_ le label courant au site s;

= Proposer un nouveau label g, choisi au hasard selon une loi uniforme sur G, .
= Calculer la force locale F(s)définie selon :

F(s)=—-AU(s) =-{U(x/x(s) = g,) —U(x/x(s) = g,)] | (1.57)
= Si F(s)20, alors on accepte le changement : x(s)—g .

K Si F(s) <0, alors on accepte le changement avec une probabilité exp(F(s)y

P.1 : Procédure de mise a jour locale selon la dynamique de Metropolis (matrice de
tentation locale choix équiprobable du label).

En appliquant la méthode de Metropolis-Hasting on peut construire une matrice de
transition locale P°qui sera stationnaire vis a vis de 7z (voir les procédures P.1 et P.2
pour la mise a jour de sites selon la dynamique de Metropolis et du Thermostat
respectivement) ; mais il est manifeste que cette matrice n'est pas irréductible (elle
ne permet pas de passer d'un état xa un autre état quelconque y différent de x pour
un site autre ques). Pour cela il faut choisir une stratégie de parcours des sites,

définissant une matrice de transition globale irréductible.

33



Le Champs de Markov en analyse d'image

/ Dynamique du Thermostat pour la mise a jour du site s: \

Soit x I'état courant du champ et g_le label courant au site s:

= Proposer un nouveau label g choisi au hasard selon une loi uniforme surG, .
= Calculer la force locale F(s)définie selon :
F(s)=-AU(s)=-U(x/x(s)=g,)-U(x/x(s) = g)] (1.58)

= Accepter ce changement avec une probabilité (loi sigmoide) :

1 (1.59)
1+ exp[#} y

Pr{x(s) « g,1=

- -

P.2 : Procédure de mise a jour locale selon la dynamique du Thermostat. (matrice de
tentation locale choix équiprobable du label).

Voici deux stratégies de parcours possibles :
1- Stratégie de parcours aléatoire. Si N=nxm est le nombre de sites de la grille S,

alors on peut définir la matrice de transition :

1 :

P= F;;P (1.60)
Cela revient dans la pratique a réaliser un tirage aléatoire du site concerné par la
transition selon une distribution équiprobable sur I'ensemble des sites de la grille. La
matrice P est irréductible, puisqu'elle permet de réaliser (potentiellement) la transition
entre deux configuration quelconques au plus en N opérations. La distribution 7 est
toujours stationnaire, puisqu'elle
I'est pour chacune des matrices de transition locales. Enfin, elle est apériodique
puisque toutes les transitions nulles sont permises. Les conditions du théoreme de
stationnarisation sont remplies. La procédure d'échantillonnage compléete est

explicitée dans I'encadré P.3.
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4 )

Procédure Echantillonnage_Aléatoire (x,,T).
= On part de la configuration initiale d'étiquettes x, € Qf;

= On répete indéfiniment :
= Choisir un site s au hasard.
= Mettre a jour ce site selon la dynamique de Metropolis (P.1) ou du

k Thermostat (P.2) a température T. J

P.3 : Procédure d'échantillonnage de Metropolis (ou du Thermostat) a parcours aléatoire des

sites pour la construction d'une chaine de Markov convergeant vers la distribution de Gibbs a

température T ("thermalisation”).

2- Stratégie de parcours séquentiel périodique Une autre stratégie consiste a
parcourir la grille S selon une séquence prédéterminée {s,, Sy, Sz,... Sy} sans omettre
aucun site. La séquence est souvent périodique et de période égale au nombre de
sites de l'image : on parle dans ce dernier cas de balayage des sites. La chaine de
Markov associée n'est plus homogéne puisque la matrice de transition P" (crée a

partir de Q" par la procédure de Metropolis-Hasting) dépend du site considéré s, a

I'étape n. Par contre, la sous-chaine extraite en prenant un échantillon de la chaine a
chaque fin de balayage (ou un multiple quelconque) est homogéne. On vérifie alors

que la matrice de transition résultante :
N-I

r=|1pr" (1.61)

=0

3

est apériodique, irréductible et admet zcomme distribution stationnaire (la condition
de bilan détaillé n'est pas nécessairement remplie pour la matrice de transition
globale, mais 7 est stationnaire car il s'agit d'un vecteur propre du produit des
matrices de transition locales). Le balayage le plus simple suit en général un ordre
lexicographique, mais d'autres parcours sont possibles pour éviter autant que
possible les artefacts de convergence car dans la pratique la chaine est tronquée on
parle de chaines de Markov a horizon fini.(balayage chainé par exemple -
lexicographique en aller-retour). On appellera itération la mise a jour compléte du

champ d'étiquettes (balayage de I'image toute entiere).

35



Le Champs de Markov en analyse d'image

~

( Procédure Echantillonnage_Parcours_Périodique (x,,T).

= On part de la configuration initiale d'étiquettes x, ¢ Qf;

= On répéte indéfiniment :

= Choisir un site aprés l'autre selon un parcours séquentiel de l'image.
= Mettre a jour ce site selon la dynamique de Metropolis (P.1) ou du

Qermostat (P.2) a température T. j

P.4 : Procédure de Metropolis (ou du Heat-Bath) avec balayage séquentiel des sites pour la
construction d'une chaine de Markov convergeant a l'infini vers la distribution de Gibbs a

température T .

1.8.2.3 L'échantillonneur de Gibbs

Condition de stationnarité et d'homogénéité. Introduit par les freres Geman
[10], I'échantillonneur de Gibbs (Gibbs Sampler) ne s'appuie pas sur la condition de
bilan détaillé, mais plutét sur la distribution conditionnelle locale caractérisant le
champ de Markov dont est constituée la chaine de Markovon considére que ces
propriétés statistiques "intrinseques" du champ sont indépendantes de n. En effet,
les éléments de la matrice de transition locale P° sont définis par :

V(x,»)e QxQ, p;, =Pr(E(s)=y(s)/ E(r) = x(r),r #5) (1.62)

si xet yne different que par le site s, et 0 sinon. On remarque que la probabilité de
transition locale ne dépend plus de I'état courant du site s, et que la chaine ainsi
construite est homogene, ce qui n'était pas le cas directement dans la méthode de
Metropolis (la probabilité d'acceptation a, dépendait du quotientz(x)/z(y), ou de la
difference d'énergie U(x)-U(y) entre I'état courantxet le nouvel état proposé
ydans le cas ou r s'assimile a la distribution de Gibbs).

Si I'on s'intéresse au probléme de régularisation d'images par champs de Markov et
en vertu du théoreme de Hammersley-Clifford (§3.2) I'expression de la probabilité

conditionnelle locale (et doncP;) prend alors la forme Gibbsienne suivante (le

parametre de température T est introduit pour pouvoir réaliser le recuit) :
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s _ ! _US(J’aO) _ T _ _
P, = 27 (7,0) eXP[ T J— Gy (E(s) = y(s)/ E(r) = x(r),r #5) (1.63)

ou Z!et Us sont respectivement la fonction de partition et I'énergie locales du champ

de Markov couplé X ={E,O}(voir remarque au §4.1), associées au site s :

U,(3,0)= Y V.(y.0) et ZI (y,0)= Y exp

ceCy /sec 0eG
X E

U (3,9],0=) 65
— ;

Duny ces conditions, la distribution de Qlbbs (& empéraluie ') esl bien slalivnndire
pour la chaine de Markov engendrée (et cela méme si la condilion de bilan délaillée
n'est pas respectée). En effet, supposons que la distribution & I'étape nsoit la
distribution de Gibbs a températureT, i.e :Vxe Q,,Pr(E, =x) = G/ (x). Aprés la mise

a jour locale du site s, on aura :

Pr(E,,, =x)Pr(E,, (s)=x(s)/ E, (r) = x(r),r # 5).Pr(E, () = x(r),r £ 5), (1.65)

= G; (E(s)=x(s)/ E(r) =x(r),r # s).G5 (E(r)=x(r),r#s)= G; (%) (1.66)

Car la mise a jour des sites se fait précisément selon la loi de distribution de Gibbs
conditionnelle locale. On vient donc de montrer que la distribution de Gibbs est
vecteur propre de la matrice de transition de I'échantillonneur de Gibbs : elle est donc

stationnaire par rapport a la chaine de Markov.
La procédure de mise & jour locale pour I'échantillonneur de Gibbs sur champ de

Markov est esquissée dans I'encadré P.5.
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Procédure de Gibbs pour la mise a jour du site s a température T':
Soit x I'état courant du champ d'étiquettes ;
* Pour chaque g, e Gg, calculer la probabilité conditionnelle locale p, :
1 U, (y,0)
- =Pr[E(s)=a,/ E(r)=x(r),re V(s)] =————exp| ——22—= 1.67
p; =PrlE(s) =a,/ E(r) = x(r) (s)] 2T 00) p[ - ] (

Ou y(s)=a, et y(r)=x(r)pour r £s.
» Choisir au hasard la nouvelle étiquette pour s suivant cette distribution ; en
pratique cela revient a tirer un nombre pe [0,1] selon une loi uniforme et la

nouvelle étiquette attribuée s sera a,correspondant au plus petit indice j tel

J
\ que Y p,>u
n=l

P.5 : Remise a jour locale par I'échantillonneur de Gibbs dans le cas d'un champ d'étiquettes
E markovien. On remarquera que la probabilité de transition locale ne dépend pas de la

valeur du label courant au site s.

Condition d'irréductibilité et d'apériodicité. Pour construire une matrice de transition
globale qui soit irréductible et apériodique, il suffit de procéder comme auparavant,
on choisissant soit une stratégie de parcours aléatoire, soit un balayage séquentiel

périodique (voir encadré P.6).

( Procédure Thermalisation_Gibbs (x,,T ). \
= On part de la configuration initiale d'étiquettes x, € Q¢ ;

= On répete indéfiniment :
= Choisir les sites selon un parcours séquentiel ou aléatoire.
= Mettre a jour ce site selon la procédure de Gibbs (P.5) a température T". J

P.6 : Procédure de thermalisation (ou échantilonnage) de Gibbs avec balayage séquentiel ou
aléatoire des sites.

Enfin, il est intéressant de noter que si le champ de Markov est a valeurs binaires
(Ge={0,1}) alors la matrice de transition dans le cas de I'échantillonneur de Gibbs
coincide avec celle de l'algorithme du Thermostat. En particulier, la force ne dépend
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pas de la valeur courante du site considéré, mais seulement de celles de ses voisins

(exemple débruitage d'images binaires au §1.2.3).

Nous allons désormais porter toute notre attention au cas particulier des
champs d'étiquettes binaires, dont la dynamique est suffisante pour traiter le modele
d'Ising 2D, le probleme de la restauration d'images binaires.

1.8.2.4 Régime transitoire

Quel que soit I'état initial du champ d'étiquettes, on peut étre assuré que si
la procédure d'échantillonnage (Metropolis ou Gibbs) est conforme aux prescriptions
énoncées dans le théoreme de stationnarisation, alors la chaine de Markov
engendrée converge vers la distribution d'équilibre... au bout d'un nombre infini
d'itérations! Dans la pratique toutefois, la chaine de Markov sera nécessairement
tronquée. Il faut pouvoir en mesurer les conséquences ; en particulier, si le champ
n'est pas initialement a I'équilibre, alors il serait utile de connaitre la durée du régime
transitoire (ou de fagon équivalente la rapidité de convergence) avant qu'il n'atteigne
une configuration proche de I'équilibre et pouvoir fixer ainsi un nombre d'itérations

raisonnable qui ne soit ni trop petit ni trop grand.

Remarque : Le probleme est en vérité tres délicat ; sans rentrer dans les détails (on
pourra trouver une discussion intéressante dans [23]), on montre que l'on peut
obtenir au mieux une borne supérieure pour la durée du régime transitoire a partir de

la connaissance du temps exponentiel d'autocorrelation défini selon :

. t
avec T =limsuyp——— (1.68)

exp,f res | — log(pﬁr (t))

Texp = Sl;p 7’—exp, f°

ou f est une observable quelconque du systeme a valeurs réelles (par exemple
I'énergie) et p,sa fonction d'autocovariance normalisée. Cette derniere decroit
typiquement de facon exponentielle (selon ™) ; 7,,, feprésente donc la constante de

temps de l'observable "la plus lente" du systéme (pour des chaines a temps discret,

Texp CcOrrespond a un nombre d'itérations entier). Par exemple, si I'on attend 10. 7
P exp

alors le biais entre la valeur de n'importe quelle observable et sa valeur moyenne a
l'équilibre est au plus égale a e’ (=4,5x10°). Malheureusement la connaissance

exacte de 7., s'avere en genéral impossible. On peut essayer tout au plus d'estimer
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l'autocovariance normalisée sur quelques observables qui devraient a priori fluctuer
lentement mais le choix des observables peut s'avérer maladroit.

D'autre part, il se peut bien évidemment que la convergence réelle soit beaucoup
plus rapide qu'il n'en résulte de l'estimation précédente. On procede alors de fagon
empirique, en tragant plusieurs observables en fonction du temps et en notant la
longueur apparente du régime transitoire. C'est ce que nous avons fait pour le

modéle de la restauration d'images binaires.
1825 Parallélisation des procédures d'échantillonnage

Il est possible d'adopter deux stratégies complémentaires de Parallélisation pour
accclérer la convergence dea algorithmea d'échantillonnage !
= Chaines de relaxation en parallele. Cette classe regroupe des algorithmes a
gros grain, ou plusieurs unités de calcul exécutent indépendamment des
processus de relaxation séquentiels [1]. Les différents processus explorent de
fagcon concurrente I'espace des configurations et échangent périodiquement
des informations afin d'accélérer (ou d'améliorer) la convergence. Ce genre
d'algorithme se préte bien a limplantation sur des machines paralléles a
usage général de type MIMD (Multiple Instructions, Multiple Data).

= Reéactualisation simultanée des sites. Les algorithmes appartenant a cette
classe correspondent a un niveau de parallélisme a grain fin ou plusieurs de
sites sont mis a jour en parallele (voire tous les sites en méme temps). Une
seule chaine est générée, qui converge plus rapidement que son homologue
séquentiel. Ces algorithmes sont adaptés a la mise en oeuvre sur des
machines possédant un grand nombre de processeurs a connexions locales
fonctionnant en mode SIMD (Single Instruction, Multiple Data).

Commencgons par une remarque intéressante. La localité des transitions proposées
(par I'échantillonneur de Metropolis ou de Gibbs) est susceptible de rendre

également local le calcul de la différence d'énergie :
F? =F(s)=-AU! =-AU(s) ={U(x/ x(s) = g,) ~U(x/ x(s) = g )] (1.69)

A condition que l'étendue des interactions entre les différentes variables de la

fonction d'énergie U a minimiser soit elle méme réduite (on parlera alors de force
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locale). C'est précisément le cas pour I'énergie d'un champ de Markov a voisinage
réduit d'ordre 1 ou 2 (§3).

Exemple : Force locale dans le cas du débruitage d'images binaires. L'énergie

associée au probleme de la restauration d'images binaires

Ul(e,0) = -%Z Y (2e(s) - 1)(2e(r)-1) - —’;—0 Y (20(s) = 1)(2e(s) - 1) (1.70)

seS reV(s) seS

La différence d'énergie ou force locale vaut alors (en supposant que I'étiquette
courante du site s soit e(s)=1 et celle du nouvel état proposé soit e(s)=0) :

F)(s)=—AU(s) =-U(e,0/e(s) =1) + U(e,0/ e(s) = 0) = F, (s) + F,(s) (1.71)

» Le premier terme ou force locale de contrainte aux données vaut alors :

F. (s)=p,0(s)-1) (1.72)
= De méme, le deuxieme terme ou force spatiale de régularisation vaut :
F,(s)=f, Y (2e(r)-1) (1.73)

reV(s)
= |a force locale qui "tire" de I'état courant 1 vers le nouvel état proposé 0 s'écrit
finalement :

Fy(s)=,20(s) -1+ B, Y, (2e(r)-1) (1.74)

reV(s)
La Parallélisation massive de la mise a jour des sites n'est pas pour autant
immédiate. En effet, le calcul de chaque matrice de transition locale P" (i.e. le calcul
de la probabilité de mise a jour et la mise a jour du site , les procédures de mise a
jour locales P.1, P.2 et P.5), bien qu'il puisse étre effectué localement, est

dépendante de la réalisation particuliere du champ a I'étape n-1.
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1.9. Conclusion

Tout d'abord il est intéressant de remarquer que les méthodes
d'échantillonnage constituent a elles seules un outil permettant d'ajuster les
parametres d'un modéle particulier en traitement d'images. En effet, les techniques
présentées dans cette partie permettent d'appréhender de fagon "expérimentale" les
propriétés statistiques globales émergeant d'un champ de Markov dont on aurait
spécifié de fagon arbitraire les potentiels locaux des cliques.

Néanmoins, et comme il a été expliqué brievement au §1.8.2 l'intérét
fondamental des techniques d'échantillonnage de Monte Carlo est que, utilisées
conjointement avec une procédure de refroidissement (i.e. une loi adéquate de
décroissance de la température) celles-ci vont permettre d'approcher la configuration
d'étiquettes minimisant une fonction de colt donnée. C'est ce que I'on verra avec un

peu pIusAde detail a la partie suivante.
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1.10. La procédure de refroidissement ou Recuit Simulé

Les méthodes de mise a [I'équilibre thermodynamique décrites
précédemment peuvent étre opérées a une température T quelconque. I serait
tentant de choisir directement une température proche de zéro pour favoriser d'un
seul coup les modes fondamentaux de I'énergie. Malheureusement, on montre [24]
que le temps de calcul & I'approche de I'équilibre croit exponentiellement avec 1/T
L'algorithme de recuit simulé, en faisant décroitre la température de maniére,
contrblée, est chargé de contourner cet inconvénient. La chaine de Markov est tout
d'abord rapidement amenée a I'équilibre thermodynamique & haute température ;
puis, a chaque itéralion (i.e. mise & jour compléte du champ d'étiquettes), la
température est diminude, el o chiadfng esl mainlenue dans un état prochs d'dauilibre
par l'exécution plus ou moins longue (mais jamais infinie!) d'une procédure
d'échantillonnage. Le principe du recuit est que a haute température le paysage
énergetique est rapidement exploré et le systéme sort aisément des minima locaux :
puis I'exploration se fait de moins en moins rapide mais le systéme réde déja plus
probablement autour du minimum global (ou au moins d'un minimum global, s'il y en
a plusieurs). Le fait que la température ne soit jamais nulle implique que si I'on attend
suffisamment longtemps, il existe une probabilité non nulle que le systéme sorte de
n'importe quel minimum local, aussi profond soit-il. Toutefois ce temps croit de facon
exponentielle avec 1/T, si bien qu'a basse température I'algorithme se comporte de
fagon de plus en plus déterministe et seuls les changements diminuant I'énergie
seront acceptés.

On distingue deux classes différentes d'algorithmes de relaxation correspondant &
des schémas de descente en température continus ou par paliers.

1.10.1 Recuit continu

Dans ce genre d'algorithmes, la température est abaissée entre deux
itérations (mises a jour) consécutives. La chaine de Markov qui en résulte est
inhomogene. Le systéme n'est jamais totalement a I'équilibre thermodynamique ;
cependant, il est démontré formellement [10] que si la température tend vers zéro et

que a chaque itération non a :
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T > sou o =card(Q )4 max[U(e)]—min[U(e)] (1.75)
log(n) eeQp

eeQp

Alors la configuration converge vers un mode fondamental de I'énergie (il peut en
avoir plusieurs). Malheureusement cette décroissance logarithmique reste dans la
pratique beaucoup trop lente pour étre effectivement respectée. En pratique on

préfere des lois de décroissance exponentielles plus rapides de type 7., =rT, |,
avec r<7 et proche de 1 ; mais le systéme risque d'étre piégé dans des minima

locaux.
1.10.2. Algurithines avec descente en tempérarurs par paliars

Pour éviter autant que possible ces pigéges, une tactique consiste a
maintenir la valeur de la température un peu plus longtemps avant de la changer,
dans I'espoir que I'équilibre soit un peu mieux atteint a la fin de chaque palier de
température (voir procédure P.7). La difficulté consiste alors a déterminer la longueur
minimale du palier. Par la suite on se référera a la quantité nscan(7'), définie comme
le nombre de balayages complets (ou scan) de limage effectués pendant toute la
durée du palier a température constante 7. Il n'est pas nécessaire que nscan(7') soit
beaucoup plus grand que le nombre d'itérations nécessaires pour dépasser le régime
transitoire de la procédure d'échantillonnage toute seule 1a précisément réside

l'intérét du recuit simulé.
1.10.3. Critere d'arrét : définition heuristique du "recuit sérieux"

Dans la pratique, l'algorithme stochastique doit &tre stoppé au bout d'un
nombre fini d'itérations. Pour simplifier I'algorithme, nous avons fixé le nombre
maximal d'itérations par palier quelle que soit la température.

Alors la Procédure de Recuit Simulé comme suite :
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/ Algorithme de Recuit Simulé Paralléle \

(avec décroissance de la température par paliers) \
Parametres du recuit :
Ti : température initiale.
Tf : temperature finale
r : facteur de décroissance de la temperature
nscan : nombre d'itérations par palier de température.
Début recuit simulé
T« Ti
Tant que r. T > Tf, faire :
Répéter nscan fois :
= Mettre a jour des sites
= Calculer la force locale F(s) qui "tire" vers I'état e(s)=1 définie

selon
F(s)==AU,(s) == Y.[V.(e(s)=1)~V,(e(s) = 0)]

ceC/sec

(cette quantité est indépendante de I'état courant du site).
= Accepter ce changement avec la probabilité (loi sigmoide) :

Prle(s) =1]= ;—Fﬁ

l+e T

Fin mise a jour du champ d'étiquettes

Fin thermalisation pour le palier de température courant

T« rx T (refroidissement)

Fin procédure de recuit simulé

P.7 : Procédure de Recuit Simulé Paralléle avec décroissance de la température par paliers.
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1.11. Algorithmes déterministes
1.11.1. Introduction

Bien que théoriquement sous-optimaux, les algorithmes déterministes offrent
une alternative aux méthodes stochastiques souvent trop colteuses en temps de
calcul (méme pour des algorithmes parallélisés). En premiére approximation et a la
lumiere de ce qui vient d'étre expliqué au paragraphe précédent- les algorithmes
déterministes sont des techniques d'échantillonnage qui se déroulent & température
nulle : a chaque itération, la transition se fait de fagon déterministe depuis la
configuration courante vers une configuration d'énergie strictement inférieure (les
remontées d'énergie ne sont jamais acceptées). Ces algorithmes partent d'une
configuration initiale et convergent vers le premier minimum local rencontré dangs le

paysage énergétique (fig.l.5).

. : plage d'initialisation condnisant ; Pt T ps o
Energie plage dinitialisation conduisant plage d'initialisation conduisant an
au winimun local A minimum global B
T —.- S e 5 i
AN B :
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e -

Espace des configurations

Figure. 1.5 : Paysage énergétique et importance de l'initialisation dans le cas de la relaxation
déterministe (Pour simplifier la visualisation on a représenté un espace des configurations
unidimensionnel).

Si la configuration d'étiquettes initiale est proche d'une solution optimale, alors on
peut espérer converger vers ce minimum global ; si ce n'est pas le cas, l'algorithme
est irremédiablement piégé dans un minimum local de I'énergie. D'ou la nécessité de
choisir avec soin la configuration de départ. Dans le cas des problémes inverses en
traitement d'images, une possibilité consiste a prendre comme configuration initiale
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l'estimée du maximum de vraisemblance (c'est a dire le champ d'observation lui
méme).
Parmi les méthodes de relaxation déterministes largement utilisées figurent :
= L'algorithme ICM (pour lterated Conditional Modes) et proposé par [6]. Il
consiste a remettre & jour chaque site du champ avec I'étiquette qui minimise le
gradient local de I'énergie. La convergence vers une solution stable est trés
rapide. L'arrét de la procédure peut étre décidée par un nombre fixe d'itérations,
ou lorsque l'on a atteint un équilibre global sur I'ensemble des sites.
L'algorithme ICM n'est autre que I'échantillonneur de Gibbs & température nulle.
= Le recuit par champ moyen ou MFA (pour Mean Field Annealing, [21) fait
'hypothése qu'un systéme composé d'un grand nombre de variables en
interaction peut étre vu comme un ensemble de systémes & une seule variable,
pour lesquels les voisins sont gelés dans leur état moyen (en pratique on
remplace les étiquettes voisines du site traité par leur état le plus probable
calculé pendant la relaxation).
= L'algorithme du GNC (pour Graduated Non Convexity), introduit par Blake et
Zisserman [7] consiste a construire une famille de fonctions convexes
approchant de plus en plus la fonction d'énergie originale & minimiser. La
minimisation de la fonction originale a lieu par minimisations successives de
chaque fonction convexe (& minimum unique facile a atteindre par I'algorithme
du gradient par exemple). Cette technique cherche & pallier linconvénient du
piégeage dans un minimum local de I'algorithme ICM.
= Une autre approche astucieuse consiste a réduire I'espace de configurations
dans un premier abord pour I'élargir convenablement ensuite au fur et & mesure
de la recherche du minimum par relaxation déterministe : on s'assure ainsi
d'une bonne configuration initiale a chaque étape de la relaxation. Ces
méthodes portent le nom de méthodes de relaxation multirésolution, et ont été
introduites en traitement d'images par [20]. L'initialisation est alors en général
moins cruciale que dans le cas ou l'on s'attaque directement a l'image dans sa

résolution maximale.
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1.12. Conclusion

Au Chapitre nous avons étudié quelques problémes inverses en traitement
d'images bas niveau ; nous avons montré que moyennant une modélisation
mathématique adéquate du champ de d'étiquettes (i.e. les primitives de limage
recherchées), leur résolution passait par la minimisation d'une fonction d'énergie a
grand nombre de variables. Cette minimisation est, dans la plupart des cas, un
probleme d'optimisation difficile. Nous avons exposé dans ce chapitre la procédure
de recuit simulé, méthode d'optimisation stochastique générale capable de fournir
des solutions tres proches d'une solution optimale pour ce genre de problémes. Le
seul inconvéniont cst la lenteur extréme de convergence quand la procédure est
opérée sur un ordinateur séquenliel. En elfet, il faut d'une part (a) mettre & jour une a
une les variables de la fonction d'énergie a minimiser, en calculant & chaque fois le
gradient local de I'énergie, nécessaire pour effectuer le tirage aléatoire du nouvel état
selon une loi de probabilité bien déterminée (contrélé globalement par le paramétre
de temperature) ; et (b) d'autre part, il faut répéter cette procédure un grand nombre
de fois en réduisant trés lentement la température du recuit.

Mais le probleme que les ordinateurs séquentiels ne sont pas disponibles et trés
chére alors la solution que nous faisons est une hybridation de champs de Markov
avec l'analyse multirésolution pour accélérer le processus

Alors au chapitre suivent nous présenterons tout d'abord un panorama de l'analyse
temps-fréquence et leurs propriétés fondamentales En suite nous rappellerons les
theories de la transformée en ondelettes et de I'analyse multirésolution
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2.1. Introduction

Le traitement du signal est devenu une composante essentielle de Iactivité
scientifique et technologique contemporaine. Le traitement du signal est par exemple
utilisé dans les télécommunications ou Fanalyse des images dans un but de
traitement (exemple la restauration des images de télédétection, obtenues par des
capteurs aéroportés ou spatioportés), d’identification, de compression, de

transmission ou de compréhension.

La plus célébre et la plus ancienne des transformations pour étudier les
différents points énumérés ci-dessus est la transformée de Fourier. Lors de cette
transformation le signal est décomposé sur un ensemble de fonctions de base qui

sont le cosinus, le sinus ou I'exponentielle imaginaire.

Tres tot dans rhistoire du traitement du signal, il est apparu que la
décomposition obtenue n’était pas toujours la plus satisfaisante lorsque I'on était

confronté a des phénoménes non-stationnaires.

Une nouvelle transformation nommée transformation en ondelettes est née
de la convergence des travaux théoriques déja anciens, notamment ceux de Haar
(1910), de Littlewood et Paley (1930), de Zygmund (1930), de Gabor (1940), puis
vers 1960 de Calderon, et des idées récentes mises en avant propos; pour le
traitement numérique de certains signaux par Morlet (le premier & avoir proposé le
nom d’'ondelettes, 1982), ou pour le développement d’outils mathématiques utilisés

en physique théorique par Grossmann (1983).

Dés lors de nombreux chercheurs apportérent des bases mathématiques
solides en faisant apparaitre la notion de base orthogonale (Meyer, 1985), d’analyse
multirésolution (Mallat, 1989), et d’'ondelettes a support compact (Daubechies, 1988).
Pour obtenir plus de renseignements sur I'histoire des ondelettes le lecteur peut se

référer aux ouvrages [25] et [26].
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2.1.1. Analyse de Fourier

L’analyse temporelle d’'un signal doit s’accompagner trés souvent d’une
analyse fréquentielle. La premiére représentation nous renseigne sur la durée du

signal et ses discontinuités, la deuxiéme présente lintérét de renseigner sur la

périodicité du signal.

2.1.1.1 Transformée de Fourier

La méthode dite de décomposition en série de Fourier, consistant en la
décomposition d'un signal en somme de fonctions sinusoidales de fréquences
différentes, est I'outil le plus connu et utilisé pour le passage du domaine temporel au

domaine fréquentiel [27].

Les séries de Fourier sont utilisées pour I'étude de signaux périodiques (par
exemple, les signaux carrés, triangulaires etc....). Ceux-ci peuvent en effet étre
représentés comme une superposition d’'une onde sinusoidale fondamentale (dont la
fréquence est appelée la fréquence fondamentale) et de diverses harmoniques de

fréquences multiples de la fréquence fondamentale.

Pour les signaux non périodiques, il est nécessaire d’avoir recours a une
intégrale de Fourier, c’est a dire & une somme continue. Cette méthode consiste &
représenter le signal par une superposition d’ondes sinusoidales de toutes les
fréquences possibles. Les amplitudes associées a ces fréquences représentent,
comme pour les séries de Fourier, les importances respectives des diverses ondes
sinusoidales.

Ces amplitudes forment alors une fonction de la fréquence f appelée “spectre
continu des fréquences du signal” : c’est la transformée de Fourier du signal. Elle est

calculée & [laide de l'intégrale de Fourier :

S(w) = Ts(t)e‘jw’dt w=2nf

—oo

2.1)

La transformee inverse permet de reconstruire le signal & partir des sinusoides qui

le Constituent :

1 +°°A jwt
s(t)=57;__[ S(w)e™ dw 2.2)
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Pour que la transformée de Fourier existe, le signal doit &tre de carré
sommable, c’est a dire d’énergie finie. Pour les signaux réels, cette condition est
toujours remplie puisque la mesure est faite sur un temps fini.

L’analyse de Fourier suppose implicitement que le signal est identique & lui-

méme en dehors de rlintervalle de mesure. La fonction §(w) étant périodique de

periode T, il est d’'usage de limiter son intervalle de définition & [-T72, T/2].

Voici une des propriétés de la transformée de Fourier [27], dite identité de

Parseval, utile pour la suite :

oo 2 1
[ls)| de= § (2.3)
—o0 2” —o0
D’une fagon générale, on peut définir la transformée de Fourier comme une
application linéaire qui associe a N valeurs s(0),...,s(k),...,s(N-1), N autres valeurs
Sg s, 5e-S 5y, dEfinies par :
N-I kn

stkye ne0,.,N-1} (2.4)

k=0
ol N représente le nombre minimum d’échantillons a prendre pour reconstruire le
signal s(f). Dans ce cas on nommera cette transformée, transformée de Fourier
discréte. La transformée de Fourier discréte inverse s’écrit :

14, e

s(k)=—3.5,e Vo ke{o,.,N-1} 2.5)

n=0
2.1.1.2 Echantillonnage

Par définition, un signal s(f) d’énergie finie dont la transformée de Fourier a

un support borné [-B, B] est entiérement défini par ses échantillons s(kT,) prélevés a

la frequence d’échantillonnage f, >2B .

En multipliant le signal s({) par la fonction d’échantillonnage e(), le signal

Echantillonné suivant est obtenu :

5(t)=s(t)e(t) = is(kTe)cS(z —kT,) (2:6)

J=—co
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La transformée de Fourier s’écrit alors :

+oo

N=L34dr_n
SUN=7 Zs(f T] 2.7)

s7( f) est donc périodique de période 1/Te . Afin d’éviter que le spectre ne se replie

par Rapport aux axes de symétrie (Figure 2.1), il est nécessaire que le signal ne

comporte aucune fréquence supérieure a £, /2.

fé;(f)
f
-H H >
£>2B *g‘if‘?
b) /\ / /\
\ | | - i
-B B f, %
f<2B S(6)
3 /\_,_/ VAN
-B f. Bf.
3

Figure 2.1 a) transformée de Fourier d’un signal s(t),
b) bon échantillonnage,
c) repliement du spectre.

2.1.1.3 Inconvénients de I'analyse de Fourier

Malgré son immense succes, cette technique a plusieurs défauts :
Manque de localisation temporelle. En effet, 'analyse de Fourier permet de connaitre
les différentes fréquences excitées dans un signal, c’est & dire son spectre, mais ne
permet pas de savoir a quels instants ces fréquences ont été émises. Cette analyse
donne une information globale et non locale, car les fonctions d’analyse utilisées sont
des sinusoides qui oscillent indéfiniment sans s’amortir. Cette perte de localité n’est
pas un inconvénient pour analyser des signaux stationnaires, mais le devient pour

des signaux non stationnaires.
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Quand on a besoin de la localisation dans le temps des composantes spectrales, on

utilise une transformée qui fournit une représentation temps-frequence du signal.

2.1.2. Analyse temps fréquence

Gabor dans les années 1940 [28] découvre la premiere forme de
représentation temps-fréquence. Sa technique consiste & découper le signal en
différentes plages ou fenétres de longueur fixée. Chaque plage est alors étudiée
séparément des autres par I'analyse traditionnelle de Fourier.

2.1.2.1 Le fenétrage

L’idee consiste a tronquer le signal cn nc lc considérant que sur un
intervalle fini [-1, 1]. Ceci revient a multiplier le signal s(t) par une fonction de
fenétrage ¢(¢) qui est égale a zéro en dehors de l'intervalle d'étude. Le produit :

st —b) =: 5, (£) (2.8)

Contient alors les informations de s(t) autour de t = b. En particulier si

¢(t) = X, @) , voir Figure 2.2, alors :

s(t) telp-7,b+7]

s,(H) =10 sin on (2.9)
*X[—r,r](t)
—» f
=T 0 T

Figure 2.2 la fonction ¢(f) = X BEION OEP.(ERI())

En changeant le paramétre b, la fenétre se déplace le long de I'axe des
temps. Une fonction de fenétrage est essentiellement définie par son centre :
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= t|¢(t)| dt (2.10)

Hll—°°

et sa largeur, elle méme définie par I'écart type :

lﬁ{ja—t>wand%uz @11)

La fonction ¢(¢)décrite précédemment est une fonction de fenétrage en

temps. Une fonction de fenétrage en fréquence @(w) peut tout aussi bien étre

définie par son centre :

(2.12)

w‘¢(w)| dw

et par son écart type :

Ag = é{T(W - w*)zl(ﬁ(w)' dw (2.13)

La fonction ¢(r)de la Figure 2.2 est bien définie en temps mais trés mal définie en
fréquence puisqu'il est facile de remarquer que w* =0 et Ag =+oo.

Ainsi, le but est d’obtenir une fonction de fenétrage correctement définie a la
fois en temps et en fréquence. Un compromis entre résolution temporelle et

résolution fréquentielle,donné par le principe d'incertitude de Heisenberg doit étre
envisagé (une démonstration de ce principe d'incertitude est donné dans [25]) :

.1
ApAP S 2.14)

L'inégalité ci-dessus devient une égalité si et seulement sig(¢) est de type gaussien

[29].
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2.1.2.2 Transformée de Fourier a fenétre glissante

En limitant le domaine d'intégration temporel & laide d’une fonction de
fenétrage ¢(¢) (pour obtenir :s()g(t —b) =:s,(¢), que lon fait glisser pour explorer le
signal s(f) (on applique la transformée de Fourier surs, (z), on obtient la transformée

de Fourier & fenétre glissante (STFT) définie de la maniére suivante :

+oo

(Gy9)B,€) = [s()p (2.15)

—o0 b&
Ou
G s =P(t-b)e™ et E=27A (2.16)

Le paramétre Ajoue le réle d’une fréquence localisée autour de 'abscisse b

du signal temporel. (G,s)(b,&) donne ainsi une indication sur ce qui se passe autour

de labscisse t = b pour la fréquence 1. La fonction de fenétrage ¢(¢)peut étre

complexe et satisfait la condition :

9(0) = [(t)de =0 (2.17)

ce qui signifie que ¢(w) se comporte comme un filtre passe-bas.

Cette transformée peut étre interprétée comme une projection de s sur la

base des fonctions fenétres glissantes ¢ :

(G)(B: ) = (s(0), 6(¢ ~ b)e™ ) (2.18)
La fonction ¢b’§(t)=¢(t—b)e’f’ se comporte comme une onde oscillante dans
L’enveloppe de la fonction ¢(z).

La Figure 2.3 présente la notion de fenétrage temps-fréquence donnée par
transformée de Fourier a fenétre glissante. Cette transformée donne des

informations sur la fonction s(f) dans la fenétre temps-fréquence suivante [29] :

[ +b= At +b+ AGIX[W +£~AG,w" +&+Ag] B
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W

“vll‘ﬁ\'lf
l';";‘ LA ”“"' I
- I
'.ilx'vll'l“‘J‘;i.

o
A

bg bl b

Figure 2.3 : Fenétrage temps-fréquence dela STFT(t* =w* =0).

2.1.2.2.1 Propriétés de la STFT
= Linéarité :

Si s(2) = as, () + Bs, (1) S(f) est une combinaison linéaire de deux fonctions s1(f)
et s,(f) avec des coefficients a et 8 indépendants de ¢, alors la STFT de s(f), est la

combinaison linéaire des STFT de s4(f) et sx(f) :

(G,8)(B,S) = a(Gy5,)(B,£) + B(Gys,)(b, 5) (2.20)

* Translation temporelle :

Si s,(t) =s(t—t,)alors :

E ¢

Gy )b.5) = [st-1)p(t-be  d

—c0
0 st —jéy

= js(z)¢[t—(b—to)]e_j e dt

-0

2
=e (Gy)(b—15,¢) (2.21)
L'équation (2.21) signifie que la translation de f, de la fonction s(f) dans le domaine
temporel entraine dans le domaine temps-fréquence une translation de #, suivant

V'échelle des temps, pendant que la fréquence reste identique.
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Un changement de phase dans le domaine temps-fréquence, directement

proportionnel a la translation suivant le temps (f) peut également étre observé.

* Translation fréquentielle :
Si s5,(¢) = e’ s(¢) alors :

S ) -j st
(Gp5)(B,€) = [s()e™ Pt -b)e  dt

—oco

=(Gp9)(b,& —w,) (2.22)

L’équation (2.22) signifie que I'amplitude et la phase de la transformée de
Fourier a fenétre glissanto de sy(f) sont identiquea a celles de s(f). Cependant, la
localisation de la fonction s(f) dans le domaine temps-fréquence est translatée de wg

suivant I'échelle des fréquences.
2.1.2.3 STFT discrete

Comme pour le cas de la transformée de Fourier discréte, I'intégrale (2.15)
peut étre évaluée sous forme de somme en échantillonnant convenablement la
fonction s(f) ainsi que la fonction de fenétrage ¢(r). Comme pour le cas de la
transformée de Fourier discréte, l'intégrale (2.15) peut étre évaluée sous forme de
somme en échantillonnant convenablement la fonction s(f) ainsi que la fonction de
fenétrage ¢(z). |

La transformée de Fourier a fenétre glissante peut étre représentée de la

facon suivante :

Nl - &
(G,9)(B,&) = Y s(t,)é(t, —b,)e (2.23)
k=0
ou
t, = bk =kh k=0,..,N-1
Et
27m
£ = n=-N/2,..,N/2

Nh

En particulier quand h = 1, on obtient :
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1 . 27dkn

s(k)p(k—n)e ¥ (2.24)

N

(Gy9)(n,6,) =

k=0
2.1.2.4 Bilansurla STFT

Dans la méthode de Fourier, les “fonctions de bases” sont totalement
concentrées en fréquence (impulsions de Dirac) et totalement réparties dans le
temps (sinusoides non amorties s’étendant de -« & +). C’est une autre fagon
dexpliyuer yue le passaye ddans l'espace de Fourler donne 1&é maximum
d'informations sur la répartiton des fréquences mais perd entiérement les

informations relatives au temps.

Dans la méthode de la transformée de Fourier a fenétre glissante, les
informations temps-fréquences restent couplées par un compromis, limité par la
relation d’'incertitude, sur la localisation a la fois en temps et en fréquence. Ceci met

en évidence les avantages de cette méthode sur celle de Fourier.

Cependant, la méthode de la transformée de Fourier & fenétre glissante,
présente l'inconvenient majeur d’avoir une fenétre de longueur fixe. Il n’est donc pas
possible d’analyser simultanément des phénomeénes dont les échelles de temps sont
différentes. De plus, le calcul de la STFT doit s’effectuer pour chaque changement

de taille de la fenétre d’ou une charge de calcul importante.

Une autre méthode d’analyse, qui ne privilégie aucune échelle particuliére
mais qui généralise & toutes les échelles, I'analyse locale des fréquences obtenues
par la STFT, est donc nécessaire. En 1982, Morlet ouvre la voie conduisant a la

solution en construisant la transformation en ondelettes [30].
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2.1.3. Les Ondelettes
2.1.3.1 Introduction

Nous savons bien que la transformée de fourrier a fenétre STFT présente
un inconveénient majeur de résolution temporelle fixe.
La transformée en ondelettes va nous permettre de pallier cet inconvénient

Les ondelettes, famille de fonctions déduites d’'une méme fonction, appelée
ondelette mere, par opérations de translations et dilatations, ont trouvé, de par la
puissance de leur théorie, des applications dans de nombreux domaines aussi variés
que les mathématiques (analyse [31], probabilités [8], fractales [33]), le traitement du
signal (compression [34], astronomie [35], sismique [36]), la physique (mécanique
quantique [37], turbulence [38]). En effet, cet outil permet la représentation de

fonctions de L?, dans une base bien localisée en espace et en fréquence, offrant les
avantages de I'analyse de Fourier et s’affranchissant des inconvénients du manque

de localisation de cette derniére.

2.1.3.2 Transformée en ondelettes continue

A partir d’une fonction de basey , appelée ondelette mére, on construit une

famille de fonctions analysantes :

1 -b
Voo ()= '\/——W(%j a>0 (2.25)

a

ou le parameétre a est le facteur d’échelle (dilatation), et »est le paramétre de

translation.

On definit alors les coefficients de la transformée en ondelettes d’un signal

s(f), comme étant les produits scalaires :

C.(a,b) = % j s(t)l//(—t;—b}t (2.26)

Ces coefficients mesurent, en un certain sens, les fluctuations du signal s(f)
autour du point t = b, a l'échelle fournie par a. D'aprés I'équation (2.25), en
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diminuanta, le support de v,,réduit en temps et donc couvre une plage en

fréquence plus grande et vice versa. Donc 1/a est proportionnel a une fréquence.

Pour un facteur d’échelle assez grand, la représentation des coefficients
d’'ondelettes en fonction de b, la position, donne une représentation de “la forme
générale de la fonction”. Par contre un facteur d’échelle faible correspond a une
représentation des singularités. Cette propriété de “microscope” est tres utile pour

I'étude de la régularité d’une fonction [39].

La transformée en ondelettes, comme il sera démontré par la suite, est un
opérateur linéaire, invariant par translation, et par dilatation. Quelle que soit I'échelle
et quel que soit I'endroit, l'analyse du signal se fait avec la méme fonction. La
lranslormee cn ondelettes d'un signal n'est pas unique, elle depend de I'ondelette
meére utilisée (la suite montrera qu'il existe plusieurs types d’ondelettes).

On notera que la norme de ¥,,est conservée lors du changement de

2
a
1

=— j |l//(x)|2 adx (2.27)

a

facteur d’échelle :

|

Vas| = Té

—oo

=l

L'ondelette mére y(¢) devra avoir une bonne localisation, donc a linfini, une

convergence rapide vers 0, et devra étre oscillante. On demande que lintégrale de

y(¢) soit nulle et qu'il en soit de méme pour les m premiers moments de v. Cela

s’écrit :
[tw(dt=0 pour 0<k<m (2.28)
[w(de=y0)=0 (2.29)

On peut montrer [16] que si la fonction analysante ('ondelette) est

correctement choisie, la transformation en ondelettes est inversible. Le signal s(1)
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peut étre reconstruit aprés double intégration suivant le facteur d’échelle aet le

parametre de translation b :

1 T
s() = j j —C. (@b, (0)dadb (2.30)

W —oco—co
Cette possibilité reste théorique car le calcul n’est possible que
numériquement et sa convergence peut étre trés lente. Le coefficient C, est une

constante qui dépend du choix de 'ondelette et est donné par :

o0

cv,=j

—

S 2
Lﬁldw < 4oo (2.31)
W

Cette condition se raméne le plus souvent a la condition exprimée par

I'équation (2.29).

2.1.3.3 Fenétre temps-fréquence

La définition en temps pour le centre ¢*et I'écart type Ay de la fenétre reste
inchangée par rapport au paragraphe (1.2.1) avec ¢(¢) remplacée pary(z). Csa,b)

contient les informations du signal s() sur l'intervalle de temps :
[at” +b—aAy,at” +b+aAy] (2.32)

La définition en fréquence est différente puisquey(0)=0 (@(w)a les
caractéristiques d’un filire passe-bande). Il existe donc deux centres et deux écarts
types poury(w). Dans la suite, seules les fréquences positives seront considérées.
Le centre w* et I'écart type Ay sont alors définis sur I'échelle des fréquences

positives de la fagon suivante :

+o0

J.wilﬁ(w)’z dw
W= (2.33)

[low” dw
0
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1
+oo 5 2
J.(w—w*')2 y?(w)l dw
Ay ={t—— (2.34)
[lroo)” aw
0

Le principe d’incertitude est le suivant :
A~ 1
Ay Ay > P (2.35)

En appliquant lidentité de Parseval (2.3) a I'équation (2.26), afin d’obtenir

les renseignements sur lintervalle en fréquence occupé par la fenétre, on obtient :

17 t—b
C. (a,b)=— | s()w| — it
(a,b) ﬁi()w[ . ]d
:ﬁ j S(wWr (aw)e’™ dw (2.36)
2z 7,
D’apres I'équation (2.36), la fenétre occupe l'intervalle fréquentiel suivant :

[1 (W - An/}),l (W' +A le (2.37)
a a

La surface occupée par la fenétre =2aAy x gA W =4Ay.Ay =constant.
a

La Figure 2.4 présente la notion de fenétrage temps-fréquence pour la transformée
en Ondelettes (I'ondelette de Morlet est présentée a lintérieur de ces fenétres). Plus
la fréquence croit, plus la largeur de la fenétre diminue en temps et vice versa. Pour
une fréquence fixée, (1/a, par exemple), les intervalles en temps et fréquences
occupes par la fenétre sont identiques. (Rappel : la fenétre temps-fréquence pour la
transformée de Fourier a fenétre glissante est fixe quelle que soit la fréquence).
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Figure 2.4 Fenétrage temps-fréquence pour la transformée en ondelettes.

2.1.3.4 Quelques propriétés

= |Linéarité :
La transformée en ondelettes est linéaire, c’est a dire :

Cm|+,Bs2 (a,b) = aCsl (a,b) + ﬂcsz (a,b) (@,.B) e vza(fiafz) el’ (2.38)

=  Translation :

Une des propriétés importante de la transformée en ondelettes continue est

l'invariance en translation :

C, .(a,b)=C,(a,b-b,) (2.39)
ou z, sdésigne la translation de s par le vecteur by, c'est-a-dire (74, 9)(®) = 5(t — by)

= Dilatation :

La transformée en ondelettes a également une propriété de dilatation. En
effet, si la famille d’'ondelettes est déterminée par I'équation (2.25) (avec une

normalisation Z*), on obtient la relation suivante :

-1
C,.(a,b)=k2C,(ka,kb) avec &,s(t)= s(kt) (2.40)
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1
Afin de s’affranchir du facteur de dilatation & 2, la normalisation Z' de la famille
d'ondelettes peut s’avérer extrémement importante . En effet, ceci conduit &
une propriété d’'invariance en dilatation :

Cs,.(a,b) = C, (ka,kb) (2.41)

2.1.3.5 Transformée en ondelettes discréte

L'intérét de ce paragraphe est de présenter trés brievement la transformée
en ondelettes discréte pour montrer la relation avec la transformée en ondelettes

continue.

Les valeurs discrétes du facteur d’échelle a et du paramétre de translation b
seront considérées sous la forme : a=2"et b=k2"/. Avec ces valeurs de « et b,

I'équation (2.26) devient :
J v
C.(27,k27)=22 j st (27t —k)dt (2.42)

—o0

Si la fonction s(f) est discrétisée, en supposant une période d’échantillonnage égale
a 1, pour des raisons de simplicité, 'équation (2.42) s'écrit alors :

C,27,k27)=22Y sty (2 n—k) (2.43)

Pour calculer la transformée en ondelettes d’une fonction en différents points dans le
plan temps-échelle , il n’est pas nécessaire de connaitre les valeurs de la fonction
sur 'ensemble de I'axe des temps. Il suffit simplement de connaitre les valeurs de la

fonction aux temps ol 'ondelette est différentes de zéro.

D'apres léquation (2.43), la transformée en ondelettes discréte d'une
fonction translatée dans le temps est différente de la transformée en ondelettes
discrete de la fonction originale. Pour I'expliquer, supposons :

s, ()=s(-t,) (2.44)
La transformée en ondelettes de s, (f) s’écrit: La transformée en ondelettes

de sp (f) s’écrit :
J e

C,(27,k27) =27 [s, (W2t - k)di (2.45)
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~ 2§2s(n —m)y (2’ n—k)

= ZéZS(n)l//[Zj n—(k—m27)]
~C,(27,(k—-m27)27) (2.46)

Rappel : La transformée de Fourier d’'une fonction translatée dans le temps apparait
comme un changement de phase dans le domaine fréquentiel. La transformée de
Fourier a tenétre glissante d’'une fonction translatée dans le temps apparait comme
la translation dans le temps d’'un méme facteur de translation.

2.2. Analyse multirésolution et algorithmes
2.2.1. Présentation de I’analyse multirésolution

L'idée de I'analyse multirésolution a été développée par Meyer [26, 41] et
Mallat [42, 43]. Dans [44], L'analyse multirésolution est une théorie définissant des
opérateurs linéaires permettant d'analyser un signal a différentes échelles. Nous
pourrions dire que la construction d'une multirésolution permet de regarder un signal
de "trés prés" ou de "tres loin". Ce Zoom est effectué a l'aide d'une fonction d'échelle,
qui se dilate a travers les échelles. Le signal projeté sur cette fonction donne une
représentation de notre signal d'origine a I'échelle supérieure. Cette représentation
(coefficients de projection) provoque un zoom arriere de notre signal d'origine, d'ou le
terme approximation. Afin de reconstruire notre signal, a partir des coefficients
d'approximation, nous devons également projeter notre signal originel sur un espace
perpendiculaire (conservation de toute linformation). La fonction générant ce
deuxieme espace vectoriel sera une ondelette. Finalement, le signal est projeté sur
une fonction d'échelle créant une approximation du signal et sur une ondelette pour
récupérer linformation perdue lors de la premiére projection. Cette deuxiéme
projection contient les détails du signal d'origine.
Les bases ¢, (r)et v, (¢)sont respectivement nommées fonctions d’échelles et

ondelettes.
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2.2.1.1 Définition d’'une analyse multirésolution

Une analyse multirésolution de L’(R)est, par définition, une suite croissante
Vj, avecje R, de sous espaces vectoriels fermés de [*(R)ayant les propriétés

suivantes :

= V,cV, ;pourtout )V estunsous espace de ¥,
" s(eV;, =s2)eV,, ;V,, estlimage de V,par une dilatation d’un facteur 2.
= s()eV, o s(t-2"7k)eV, Vke R ; V,estinvariant par translation de 27/.

. UVj = L*(R) ;la réunion des ¥, est dense dans Z’.

jez

* ()7, ={0}=1imV, ; lintersection de ¥, est réduite & 0 dans I*.
oo

jez
= il existe une fonction d’échelle ¢ et V,telle que la suite {¢(:—k)},ke R, soit
une base de Riesz pour 7,
les sous espaces ¥, sont définis comme étant les complément de 7, dans Vi
v, oW, =V,, (2.47)
v,nw, ={0} (2.48)

Figure 2.5 : représente la nature hiérarchique de I'analyse multirésolution .
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2.2.1.2 Relations de reconstruction et de décomposition

D'apres la déefinition de 'analyse multirésolution, ge V, cV,etwe W, c V,, il

existe deux séquences {h1[k]}e I’et {gl1[K]}e I*telles que la fonction d’échelle ¢(7)et
I'ondelette associée (), a un niveau donné, peuvent étre construites & partir de la
fonction d’échelle au niveau juste au dessus. Ces équations seront nommées :

relations
de reconstruction.

2.49
i)=Y h[k1p(2t = k) (249)

I

w(t) =Y g lklp(2t—k) (2.50)
k

En général, YV je R’ , la relation entre les sous espaces V, ,W; et V. est engendrée
J jaVVj f;

par les deux équations suivantes :

627 0) = hKlpQ" 1~ k) (251)
k
w2/ =3 g [K1pQ2"" 1) (2.52)
k
En prenant la transformée de Fourier des équations (2.49) et (2.50), on obtient :
H(w) =H<z>¢(§] (2.53)
¥ (w) =G(z)é(§] (2.54)
Ou:
H(z)= %z h[k1z*, z= e—T (2.55)
k
1 =iw
G(z) = 52& k1", Z=g (2.56)
k
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On admettra que $(0) =1 (pour plus de détails voir [45]). En appliquant ce résultat a

équation (2.53), on déduit :

H(Q) = %Zhl [k]=1 = Y mlk]=2 (2.57)

L'ondelette se comportant comme un filtre passe-bande, 1(0)= 0 (voir équation

(2.28)), a I'aide de I'équation (2.54), on obtient :
1 _
G(l) - EZ g [k]-0 = Y glk]=0 (0.50)
k k

L’analyse multirésolution permet d’écrire : ¥, =V, +W,, ¢(2t)e V,,p(2t-1)e V,,il existe

donc deux séquences 4,[k] e I° et 1g,[k]je [* telles que :
2 2

9Q20) = [, [-2k1p(t — k) + g, [ -2k (t — k)] (2.59)
Pt =1) = h,[1-2k1g(t — k) + g,[1- 2k ]y (k) (2.60)

En combinant ces deux relations,on obtient :
P2t —n) = ;"[}z2 [n—=2klo(t—k)+ g,[n—2kTw(t - k)] (2.61)
Dans le cas général :
PR t—n)=Y hy[n-2k19(27 t— k) + g,[n—2k]w (2t — k)] (2.62)
p

Cette équation est nommée : relation de décomposition.

2.2.1.3 Algorithmes

Deux algorithmes principaux ont été mis en évidence : I'algorithme a trous
[46] et lalgorithme de Mallat [42, 43, 47]. Le premier concerne des analyses
multirésolution non orthogonales, le second est pratiquement le seul utilisé dans le
cas des analyses multirésolution orthogonales et biorthogonales. Seul I'algorithme de
Mallat
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2.2.1.3.1 Algorithme de décomposition

L’algorithme de décomposition (analyse) est trés employé en traitement du
signal. Il est aussi bien utilisé pour la compression de données .L’algorithme est basé
sur la relation de décomposition (2.62).

Si la fonction des ¢;, et v, ,j et kdécrivantR?, est une base orthonormée de L*(R),

alors un signal s(t) e L*(R) se décompose suivant les différentes échelles j en une

fonction d’approximation x; (¢) et une fonction de détail y ;@) de la fagon suivante :

XaOeV,, = Xy = D, [K10 0, (€) (2.63)
x; (e, = x;(0) = a,[klp,, () (2.64)
y,()ew, = v, (=Y d[kly,,© (2.65)

Avec

a,[k]=27" Ts(t)¢(2j t—k)dt et d;[k]=2" Ts(t)l//(Zj t—k)dt  (2.66)

—o0 —oo

L’analyse multirésolution exige que :

V=V, +W, (2.67)
Donc :
Xm@)=x,0+y,0) (2.68)
Y a ke t-k) =Y a [KlpQ27t—k)+ Y d, [klw(2/t— k) (2.69)
k k k

On substitue la relation de décomposition suivante
02 t—n) =Y {h[n - 261927 1 — k) + g, [n - 2kly (27t — )} (2.70)
k

Dans I'équation (2.69) pour obtenir une équation ou toutes les bases sont a I'échelle
J. Aprés avoir interchangé l'ordre des sommations et comparé les coefficients de
p(2’t—k)et w(2’t—k)de chaque c6té de I'équation, la décomposition suivant

lalgorithme de Mallat [42, 43] est obtenue :
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a,[k1= h,[n—2kla,,,[n] 2.71)

d,[k]=7, g,[n—2kla,,[n] (2.72)

Les equations (2.71) et (2.72) montrent que les coefficients de la fonction d’échelle et
de l'ondelette a I'échelle j, se calculent a partir de ceux de I'échelle immédiatement
supérieure. En répétant ce processus, on obtient la décomposition en cascade

suivante :

A\ 2

A 4

: Garder un échantillon sur 2

Figure 2.6 : Décomposition en cascade.

2.2.1.3.2 Algorithme de reconstruction

Il existe une unique transformation en ondelettes discréte inverse
(synthese), telle que le signal original peut étre reconstruit parfaitement a partir de
ses composantes a différentes échelles. L’algorithme de reconstruction est basé sur
les relations de reconstruction (2.51) et (2.52). En substituant ces deux équations

dans (2.68), on obtient :

2, KLY IIn=2K10(2"" 1= )+ 3, d, [KTY, g, [~ 2K19(Q2"" 1 =) = ¥, [} (27" 1 = )
(2.73)

En comparant les coefficients de ¢(2’*' —n)dans les deux membres de I'équation

(2.73), la reconstruction suivant 'algorithme de Mallat est obtenue :

a,,[n1= Y {in—2k1a, [k]+ g,[n - 2k1d, [K]} (2.74)

L’algorithme de reconstruction peut étre schématisé de la fagon suivante :
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Jj-1

n

a

;T

: Insérer un zéro entre deux échantillons

Figure 2.7 : Reconstruction unidimensionnelle par ondelettes.

2.2.2. Bilan

L’analyse multirésolution a pcermis d'introduire et de mieux comprendre les
algorithmes rapides de décomposition et de reconstruction. Les relations de
décomposition et de reconstruction sont essentielles pour le développement de ces
algorithmes.

Pour connaitre les filtres hq[k], gi[k], ho[k] et g-[k] dans le cas de bases

orthogonales, il suffit de connaitre seulement le filtre h,/k] puisque les trois autres

filtres se calculent a partir de ce dernier :

g,[k]= (1) h[1-k] (2.75)
hztk]%hl[—k] 2.76)
g,[k] = %(—1)" Wik +1] @77)

Les algorithmes de décomposition et de reconstruction s’appliquent a tous les types
de fonctions déchelles et dondelettes (orthogonales, biorthogonales,

semiorthogonales)
Un signal s(f) € Vo, correspondant a I'échelle Jo (Figure 2.5), s’écrira a l'aide de

lanalyse multirésolution (J € R*> étant 'échelle la plus basse) :

s(©) =Y a,[k1pQ2" t— k) +Z°Zd kw27t -k (2.78)
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2.3. Exemples d’ondelettes

Les premieres ondelettes qui sont nées des travaux de Meyer [41] et Mallat
[42], sont les ondelettes orthogonales. lls existent un certain nombre de familles
d’ondelettes orthogonales couramment utilisées. Les plus connues sont sans doute

les ondelettes de Daubechies [40].

Les familles d’ondelettes non orthogonales ont recu 'appellation d’ondelettes
biorthogonales. En effet, le préfixe “bi” rappelle que deux bases d’ondelettes sont
utilisées, une pour la décomposition (la base duale) et une pour la reconstruction [48,
49]. Le fait que la fonction d’échelle et la fonction ondelette soient biorthogonales ne
slgnifie pas necessairement que l'analyse multirésolution ne soit pas arthaganale Si
les fonctions d’échelles et ondelettes biorthogonales engendrent une analyse

multirésolution orthogonale, on les appelle semiorthogonales [45].

2.3.1. Ondelettes orthogonales

Ondelette de Haar :
Un premier exemple d'ondelette orthogonale est I'ondelette de Haar. La

fonction d’échelle dans ce cas est ¢, . (1) = X 0.7 (¢) et Fondelette correspondante :

Y haar () = X(0.1/2) (&) = Xiiyon @) (2.79)

Dans la pratique, 'ondelette de Haar n’est pas beaucoup utilisée en raison de ses

discontinuités.

Ondelette de Shannon :
L’ondelette de Shannon :
_ sin 27z — sin 7
SH Py
dont la fonction d’échelle est ¢, =sin c(m), n'est pas beaucoup utilisée en raison

(2.80)

de sa tres faible décroissance a linfini. En effet, ¢, est trés mal localisé en temps

(Adg, =e<). La raison de cette mauvaise localisation en temps vient du fait que dans

le domaine fréquentiel, éSH(w)comporte deux discontinuités a-z et z. En

conséquence, dans le domaine temporel, la fonction décroit en 1/tet donc Ag,, = oo
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Ondelette de Meyer :

Meyer [26, 41] a construit une fonction d'échelle (Figure 2. 8) de telle sorte
que sa transformée de Fourier soit lisse aux endroits de discontinuités de &SH (w)

(voir ondelette de Shannon). En temps, cela se traduit par une décroissance plus
rapide & l'infini par rapport & Shannon. La fonction d'échelle et P'ondelette sont
symetriques respectivement par rapport a 0 et -1/2. Les ondelettes de Meyer sont
bles, de support infini. Leur implémentation se fait

Aan Aandalattac indAfinimant AAriva
NACI NS W VAT LLNIT I FNANs T 10 RS S ANl L NANSI IV LA

plutét dans le domaine fréquentiel.

- Qngelett2 ce Meyer
. T T T

Fonoton d'achelle de Meyer

1k y’ﬁ'\ T )
it
|1 1
08p I |

(1 | .I

o
1

o
<
2

Figure 2.8 : Fonction d’échelle et ondelette de Meyer.

Ondelette de Daubechies :

Leé ondelettes de Daubechies [40] sont probablement les plus utilisées en
ce qui concerne les ondelettes orthogonales. Elles sont a support compact ( les
filtres H et G ont une réponse impulsionnelle finie donc les filtres h1 et g1 sont finis).
Ces ondelettes seront notées dbN, ou db est le symbole donné pour Daubechies, et
N est le nombre de moments nuls de I'ondelette. Les ondelettes de Daubechies sont
supportées sur un intervalle de longueur 2N-1. Ces ondelettes présentent
Finconvénient de ne pas étre symétriques ou antisymétriques, excepté quand N = 1
ce qui correspond a l'ondelette de Haar. La Figure 2.9 représente les fonctions
d’échelles et ondelettes pour N=2, N=4,et N=8.
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Figure 2.9 : Fonctions d’échelles et ondelettes de Daubechies pour N = 2, 4, 8.
Symlets :

Pour obtenir une ondelette symétrique ou antisymétrique, le filtre h4 doit étre
symétrique ou antisymétrique par rapport au centre de son support ( I;, (w) a une

phase linéaire). Les symlets sont des ondelettes de Daubechies construites de telle
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sorte que la phase de le(w) soit la plus linéaire possible. Le support des symlets est

2N+1. La Figure 2.10, represente la fonction d'echielle et 'ondelette pour N = 8. Une

meilleure symétrie par rapport a I'ondelette de Daubechies (N = 8) peut étre

remarquée.
. Forstion g'échells sym2 - Ondeletts syma
2 T T 5
A i
1F ! \x 4 |
/| i \
02k ! 5 1 l [
| ‘!
00 l' ! ’ 05} ( |
0t j ‘ 1
1‘ ll . //"\‘ r [ l;"\,‘/
e [ o ]I | ]
I 1 A RE
() e "\ I} ,vv "] | ‘ {
/ Iﬁ / A5 L gj
22 | \
0 1 ‘ 1
i 8 10 1 10 15
Figure 2.10 : Fonction d’échelle et ondelette Symlets pour N = 8.
Coiflets :

Pour une application en analyse numérique Coifman a demandé a
Daubechies [50] de construire une famille d’'ondelettes avec N moments nuls et un

support de taille minimum, et dont la fonction d’échelle vérifie :

jpydr =1 jtk¢'(t)dt =0 pourl<ksAn (2.81)

Le résultat est I'ondelette coiflets dont la taille du support est 3N-7 au lieu de 2N-1
pour une ondelette de Daubechies. La Figure 2.11, représente la fonction d’échelle

et 'ondelette pour N = 5.
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Figure 2.11 : Fonction d’échelle et ondelette Coiflets pour N = 5.

2.4. Bases d’ondelettes a deux dimensions
2.4.1. Principe

Une base d’ondelettes orthonormales a deux dimensions de I?(R?)est
construite par produit tensoriel d’une fonction d'échelle ¢ et de Iondelette
correspondante y générées par la base d’ondelette orthonormale de 1(R?).

Par définition, 77 =7, @V, , et W’ est l'espace de détail au compiément orthogonai

de I'espace d’approximation ¥ dans ¥, :

vi=v,ev, (2.82)
view:=v: (2.83)

L’équation (2.83) s’écrit également :
vV, ®V,)OW] =V,,®V,, (2.84)

D’apres I'équation (2.47),V,., =V, + W, .ainsi aprés simplification (2.83) s’écrit

W)=V, @W)® W, QV,)® W, W) (2.8)

Sachant que la famille des ¢,,.et v, jet k décrivant R?, est une base orthonormée

respectivement de V; et W), d'aprés les équations (2.82) et (2.83), on déduit :
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{¢j’” ()9, (y)}m’”)ezz est une base orthonormale de ¥? (2.86)
Et
{¢j,n (x)l//j,m (y)’ y/j,n (x)¢j,m (y)’ l//j,n (x)l//j,m (x)}(,,,,,,)ezz (287)

Est une base orthonormale de Wf

Connaissant les formes analytiques de ¢, (x) ety;,(x), on obtient pour

Panalyse multirésolution a 2D, une fonction d’échelle a 2D (approximation) et trois

ondelettes a 2D (détails) pour chaque échelle je R*:

Binn (0 2) =0, (0P, () =292 x m)P(2/y m) (2.00)
Wiwm (6 0) =0, (W, (») =27 02" x—m)y (2/ y—m) (2.98)
Vi ()=, (00,, () =2/ (2 x - m)p(2’ y —m) (2.90)
W5um (52) =W, (W, () =2" w2 x—n)y (2’ y—m) (2.91)

En se référant & lanalyse d'images, les trois ondelettes w',y’et w’ sont

respectivement des ondelettes horizontales , verticales et diagonales et
servent a détecter les détails horizontaux, verticaux et diagonaux de I'image.

2.4.2. Transformée en ondelettes rapide a 2D

Supposons que le signal d’entrée soit une image de taille NxN. La
décomposition en ondelettes a deux dimensions s’effectue d’abord en décomposant
chaque ligne de la matrice en utilisant la décomposition en ondelettes a une
dimension (paragraphe 2.1.3.1). Deux matrices rectangulaires de taille NxN/2 sont
alors obtenues. Ces deux matrices sont ensuite décomposées suivant leurs colonnes
pour obtenir quatre matrices de taille N/2xN/2. Cette procédure peut étre répétée un
nombre arbitraire de fois et le nombre total de coefficients aprés chaque

décomposition est toujours égal au nombre initial de coefficients, c’est-a-dire N°.

Pour des raisons de simplification d'écriture le produit de deux filtres h[n] et
gln] est écrit de la maniére suivante hgin,m] = h[nJgim]. Notons également par
i [m,m] , l'image de taille deux fois plus grande que [n,m], obtenue en insérant un

zéro entre chaque ligne et colonne de la matrice {n,m].
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A laide de la séparabilité¢ des bases d’ondelettes et de I'algorithme de

Mallat, il peut étre vérifié que :

a;[n,m]= a, * hyhy[2n,2m] (2.92)
dj'. [n,m]=a,, *h,g,[2n,2m] (2.93)
df [n,m]=a,, *g,h,[2n,2m] (2.94)
dj[n,m] =a,, *g,8,[2n,2m] (2.95)
et

;o [nm] =&, % hh[n,m]+d} = hg [nm]+d} + g hnml+d] *g g [nm| (2.96)

Les eéquations (2.92) a (2.95) et [Iéquation (2.96) représentent
respectivement l'algorithme de décomposition et de reconstruction en ondelettes a

deux dimensions (Figure 2.12).

lignes colonnes colonnes

di+

‘ hz

[ ] [ ] | S99

Figure 2.12 : Décomposition et reconstruction en deux dimensions.

Un signal a deux dimensions s(x,y)e V; s'écrira, & l'aide de I'analyse multirésolution

a deux dimensions, de la maniére suivante (Jy est I'échelle la plus haute et J I'échelle

la plus basse) :

S(-xa y) = Zaf [l’l,m]¢j,”,m (xa y)

Jo
+3. > @ lnmy),, () +d nmly’,  (x,y)+ dnmly’, . (x,7) (2.97)

Jj=J n,m
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La Figure 2.13 représente les dispositions spatiales, pour deux niveaux de
decompasition, des coefficients d’approximation et de détails da la représentation an

ondelettes utilisée.

1 42 d}‘“ 1
8 djy diy
d?, a’,
. 2 |
%5
2 3 P 3
di, Gia diy diy
Image initial Décomposition niveau 1 Decomposition niveau 2

Figure 2.13 : Dispositions spatiales pour deux niveaux de décomposition.
2.4.3. Les critéres de qualités des ondelettes utilisées en traitement d’image

On classe les bases dondelettes en terme de leurs performances dans
différentes applications. Le probleme majeur est de définir des critéres nécessaires
pour leurs classifications. On présent un nombre des propriétés souhaitées pour une

ondelette dans le cadre d'une analyse multirésolution sont les suivantes :

= Orthogonalité : cette propriété est 'une des plus importantes, si les ondelettes
sont orthogonales, I'analyse multirésolution est parfaite et la décomposition
numérique est stable. Si I'analyse multirésolution est orthogonale (ceci inclut
également les ondelettes semi orthogonales), les opérateurs de projection
dans les différents sous-espaces conduisent a des approximations optimales

au sens de L*(R).

* Support compact : si la fonction d'échelle ¢ et la fonction d'ondelette y sont &
supports compacts, les filtres H et G sont des filtres a réponse
impulsionnelle finie, ce qui évidemment facilite leur implantation. Si elles ne
sont pas a supports compacts, une décroissance rapide est souhaitable de
sorte que les filtres puissent étre raisonnablement approchés par des filtres a

réponse impulsionnelle finie.
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= Coefficients rationnels : pour une implémentation informatique rapide, on
souhaite que les cuellicienls des filtres 7, et g, solent ratlonnels ou encore

mieux, dyadiques. En effet, diviser par une puissance de 2 sur un ordinateur

correspond a un simple décalage de bits.

= Symeétrie : si la fonction d'échelle et I'ondelette sont antisymétriques, alors les
filtres ont une phase linéaire. Sans cette propriété, il se produit une distorsion

de phase lors de la reconstruction.

= Régularité : la régularité d'une ondelette est importante. Si la fonction originale
est une image et que l'ondelette n'est pas assez réyuligre, l'erreur de
reconstruction est facilement détectable par l'oeil humain. Notons que la
régularite des fonctions de décomposition est plus importante que celle des
fonctions de reconstruction. Plus de régularité implique aussi une meilleure
localisation fréquentielle des filtres. Finalement, des bases de fonctions
régulieres sont souhaitées pour des applications d'analyse numériques

impliquant des dérivées.

*= Nombre de moments nuls : dans le cas d'ondelettes biorthogonales, le
nombre de moments nuls de l'ondelette duale est fondamental pour la
detection des singularités et pour la caractérisation d'espaces réguliers. II
détermine le taux de convergence d'approximations de fonctions réguliéres.
Le nombre de moments nuls de l'ondelette duale est lié a la régularité de

I'ondelette.

= Expression analytique : on ne dispose généralement pas de l'expression
analytique de ¢ ou y . Elle est disponible dans certains cas et c'est trés utile.
* Interpolation : si la fonction d’échelle satisfait p(k)=6, ,ke Z, alors de V, qui

interpole les donnés échantillonnées sur une grille de pas 27/ , puisque les

coefficients sont simplement les échantillons.

Il est malheureusement pas possible de construire des ondelettes ayant toutes
ces propriétés. Il faut donc nécessairement faire des compromis selon le type

d’application concernée.
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Regularité implique aussi une meilleure localisation fréquentielle des filtres.
Finalement, des bases de fonctions réguliéres sont souhaitées pour des applications

d'analyse numériques impliquant des dérivées.

2.4.4. Choix de I'ondelette

Le choix d’ondelette adaptée n’est pas aisé. Il convient de bien concerner le
probleme a étudier et d'identifier le type de transformée a utiliser (continue ou
discréte). En analyse d’'image il est souvent utile d’avoir une certaine redondance
pour avoir plus d’informations. L'utilisation de la transformée en ondelette continue
ou discrete et alors conseillée. Pour une analyse multirésolution, on préféra une base
d’ondelettes orthonormales. Et si on veut un calcul exact, alors les ondelettes a
support compacte sont identiques. On peut également avoir besoin d’'une ondelette
indéfiniment dérivable, il faudra alors utiliser une des ondelettes de Meyer. Pour
detecter les frontiéres, on préféra des ondelettes symétriques.

On veut donc qu'on ne peut parler d’'une ondelette « idéale » adapter & tous les cas.
Chaque cas particulier correspond une ondelette particuliére adaptée

2.4.5. Exemple

La figure 2.14 est un exemple d'analyse multirésolution appliquée a l'image
de Souk Ahras a laide de lalgorithme de Mallat, en utilisant comme base de

décomposition 'ondelette de Haar, et pour des échelles différentes.
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Image a la résolution 1
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Image a la résolution 2 Image a la résolution 3
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Figure 2.14 : Analyse multirésolution appliquée a I'image de Souk Ahras & 'aide de
I'algorithme de Malat.
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Irmagye originale Image a la résolution 1

Image a la résolution 2 Image a la résolution 3
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2.5. Conclusion

La transformée en ondelettes est une méthode d’analyse et de représentation
des signaux qui est complémentaire a celle de Fourier. Les bases de Fourier
n’étaient pas bien adaptées a I'analyse des phénomeénes transitoires, tandis que les
bases d’'ondelettes le sont. La plupart des signaux nécessitent une analyse temps
fréquence et les ondelettes fournissent une méthode simple et efficace pour une telle
analyse.

L’analyse en ondelettes est caractérisée par l'utilisation de fonctions bien
localisées, a la fois dans I'espace physique et dans I'espace spectral, engendrées les
unes a partir des autres par translation et dilatation 1°analyse de Fourier quant a elle
utilise des fonclions non localisées dans I'espace physique, mais bien localisées
dans I'espace spectral, engendrées par les fonctions périodiques sinus et cosinus.

Pour effectuer une transformation en ondelettes, il faut d’abord choisir une
fonction d’ondelette mére qui doit respecter la propriété principale d’admissibilité et a
partir de cette ondelette mére est construire la famille d’ondelettes par application de
dilatation et de la translation de I'ondelette mére, et ensuite calculer les coefficients
d’'ondelettes. Une bases d’ondelettes discréte est obtenue en discrétisant les
parameétres de dilatation et translation.

Avec lintroduction de la fonction d’échelle et de la base de fonctions
discrete qui en dérive, 'analyse d’'un signal donné en produit une approximation de
ce signal; les détails sont ensuite encodés par les ondelettes. Une analyse en
multirésolution en a été alors déduite. Cette derniére effectuée a laide des
ondelettes orthogonales permet de décrire le signal comme un ensemble de
coefficients d’ondelettes et d’échelles. Les premiers donnent une représentation
globale du signal et les coefficients d’échelles donnent le comportement le plus
régulier du signal. L’ensemble des coefficients associés permet de reconstruire le

signal.
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3.1. Généralités
3.1.1. Application de I'imagerie satellitaire

3.1.1.1. Les spatiocartes

Une spatiocarte numérique est un produit image obtenu a partir d'une ou
plusieurs scénes originales (assemblées par mosaiquage numérique). Elle couvre un
site précis quelles que soient les contraintes d'acquisition des données. Ces
spatiocartes sont destinées aux personnes ayant besoin d'informations
geographiques et sont donc présentées dans un découpage cartographique

normalisé atin d'étre accessibles a tous les utilisateurs.

3.1.1.2. Les modeles numériques de terrain (MNT)

Le modéle numérique de terrain est le fichier maillé des altitudes d'une
région. Il est présenté sous la forme d'une grille réguliére, une altitude tous les 20m
par exemple. Les MNT, éventuellement croisés avec d'autres informations,
permettent la réalisation de cartes de pentes, d'ensoleillement ou de ruissellement,
utilisées dans le cadre de I'aménagement de sites (parcs de loisirs, prévention des
risques naturels, ...). lls peuvent aussi étre utilisés pour prévoir les tracés des
constructions linéaires (canaux, lignes de TGV, implantation d'autoroutes, ...) et
calculer les cubages de matériaux pour les études d'impact, pour optimiser

l'implantation d'émetteurs de télécoms, etc.

3.1.1.3. Systémes d'information géographique (SIG)

Mis au point il y a une vingtaine d'années, le SIG est un systéme
d'information qui intégre des données géographiques (ou a référence spatiale). Il
permet de tirer profit des éléments géographiques présents dans les bases de
données, de maniére a visualiser, cartographier, comprendre et aider a la prise de
décision.

Un SIG comprend trois composantes : une technologie (matériel et logiciel), une
base de données et une structure (hommes, budgets, organisation et méthode).

C'est un projet qui se déploie dans le temps.
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3.1.1.4. Suivi des subsidences

La subsidence ou son corollaire l'inflation de terrain ont des causes diverses
exploitations miniéres souterraines, stockage de gaz souterrain, installations
d'équipement souterrain, pompages de nappes...
L'impact sur I'environnement et la sécurité des ouvrages souterrains nécessitent une
activitt de surveillance. L'objectif de cette surveillance est de préciser le
comportement a moyen et long terme des cavités, d'évaluer leurs répercussions en
surface, de mettre au point des méthodes de surveillance des zones a risques et
enfin de concevoir des procédés de réduction des risques.
Parmi les techniques utilisées, certaines sont fondées sur des méthodes de mesures
girefres (niveliament oU positichnement par satelite PS, extensomeétres.. ),

d'autres sur des donnees obtenues a partir d'images satellitairee par interférométrio
optique ou radar. Les performances de ces méthodes sont liées 2 la précision des
mesures de déformations, a la densité des réseaux de capteurs et a la pertinence

géostatistique de ces réseaux.

3.2. Acquisition des images satellites

Un satellite est constitué de deux grandes parties :

= |a charge utile
= |a plateforme

ents de prise de vues

instruments
aptiques

case

Figure 3.1 : Machinerie d'un satellite
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3.2.1. La charge utile

La charge utile varie en fonction de la mission du satellite. On y trouve soit
des instruments de télécommunication ou des instruments d’observations. Pour
Pacquisition des images satellites se sont évidemment des instruments d’optiques. il

est constituée de :

= Une case

Il s’agit d’'une structure en fibres de carbone assurant la stabilité nécessaire
aux instruments. Elle accueille les équipements électroniques optiques de traitement
d'images, de mémorigation et de transmission des données vers Ic sol. On peul y
stocker les images aprés compression et formatage dans une mémoire de masse
pouvant étre des enregistreurs a bande magnétique pour les satellites anciens et une
memoire électronique pour les plus récents (capacité allant de 20 a 100 Go).

= Les instruments de prises de vues et optiques

Parmi les différents instruments de prise de vues et optiques, le systéme
altimétrique constitue I'un des principaux et I'un des systémes les plus perfectionnés
de visualisation par satellite. En effet, pour obtenir certaines cartes (du relief, du
niveau des océans,...), il est nécessaire de faire appel a des technologies différentes
de l'acquisition numérique directe (comme la photo), qui n’est pas assez précise ou
trop longue a traiter pour obtenir des images au jour le jour. Ainsi, le systéme
d'altimétrie spatiale a été choisi par les concepteurs de satellites et fonctionne sur de

nombreux satellites.

Un radar altimétre embarqué & bord d'un satellite émet un signal a trés
haute fréquence (plus de 1700 impulsions par seconde) a la verticale de celui-ci en
direction du sol et recgoit en retour I'écho réfléchi par la surface du sol. L'analyse de
I'écho permet d'extraire une mesure trés précise du temps de trajet aller-retour entre
le satellite et la surface terrestre. Toutefois les ondes électromagnétiques peuvent
étre ralenties pendant leur traversée dans I'atmosphére a cause du taux d'humidité
ou du taux d'ionisation. Il faut donc appliquer certaines corrections prenant en
compte ces phénoménes physiques (négligeables sur de petites distances mais pas
sur des grandes). Ce temps est ensuite transformé en distance par simple
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multiplication par la vitesse de la lumiére, vitesse a laquelle se propagent les ondes

électromagnétiques émises.
3.2.2. La plateforme

La plateforme est I'endroit ou I'on trouve les équipements qui permettent
d’assurer le bon fonctionnement du satellite. Parmi ces équipements il y a un
ordinateur de bord, des réservoirs, des petits moteurs permettant de replacer le
satellite sur son orbite en cas de dérive ainsi que des radios de liaison avec la terre.

3.3. Acquisition des images
3.3.1. Le systéme d'acquisition

Le satellite destiné a l'acquisition d'images est équipé d'un radiomatre,
appareil mesurant la quantité de lumiére provenant de la partie de la planéte visée.
Ce radiométre est constitué d'une grille de détecteurs CCD (Charge-Coupled Device,
capteur a transfert de charge en francais), grace auxquels le rayonnement du terrain

va étre percu (selon un fonctionnement identique a celui d'un appareil photo

numérique).

Figure 3.2 : Capteur a transfert de charge

Les capteurs CCD sont des composants microélectroniques sensibles qui
convertissent l'intensité lumineuse (signal analogique) en un signal électrique. Pour
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ce faire, le capteur CCD emmagasine les particules de lumiére, les photons, dans un
corps de silicium. Ce dernier a pour propriété de libérer des électrons lors de
I'absorption de photons. Le détecteur relié a un contact électrique transmet donc une
charge électrique plus au moins élevée selon la lumiére percue. Cette charge est
convertie par un convertisseur Analogique/Numérique en un signal numérique codé

en binaire

Dans le cas d'une image satellite acquise en couleur, chaque détecteur est

is capteurs CCD qui percoivent chacun l'intensité lumineuse des trois

~ Rt i

composé de fr

Q
i ]
.}
o
o
(D
e
o
- }
(1]
2)
o]
D
N
B8
D\
2,
n
o
-
(1]
0N
(]
o |
D
)
3
(1]
)
a
)
<
[}V
[1)]
3
»
=
o
o
Q
2
o)
::" ».
(14
=
D

g m b=t St LR g R~

interprété pour obtenir une image.

Pour acquerir une image satellite d’'une ligne compléte au sol de la largeur
du champ que I'on souhaite observer, on utilise une prise d'image dite en ‘rateau’
(push broom en anglais). Ce principe permet, grace a des lignes de détecteurs de
couvrir la largeur désirée d’'un seul coup. Le balayage de la longueur est quant a
lui obtenu par le défilement du satellite sur son orbite.

Ainsi en recoupant les informations on obtient une image satellite de la zone 3
observer. (Le principe est similaire au fonctionnement d’un scanner c’est-a-dire un

balayage avec une largeur fixée).

Figure 3.3 : Le principe du balayage
en rateau ou puch-broom
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3.4. L'obtention de I'image sateilite numérique

Suite a linterprétation des signaux précédemment ac*uis, on obtient une
image satellite numérique. Le radiométre constitué d'une grille de détecteurs CCD va

donc émettre une suite de nombres binaires de 8 chiffres chacun qui correspondent

(51 52 519 e

a l'intensité lumineuse pergue par chaque capteur CCD de la grille. Chaque nombre,

u octet, correspond :

ey

= Dans le cas d'une photographie noir et blanc a un niveau de gris. Ainsi, I'octet
11111111 correspondra au blanc de valeur décimale 255, et I'octet 00000000

au noir de valeur décimale 0.

(I)
723

~ea saes " s

= Dans le cas d'une photo couleur, trois octet nt émis par un détecteur CCD

PR i~

pour chaque couleur de base : vert, rouge, et bleu.

La formation de limage est aiors possibie. Limage numérique est
également une grille, une matrice composée de lignes et de colonnes. Chaque
carreau est nommeé pixel (Piciure éiément). Chaque pixei contient son " compte
numeérique " déterminant sa couleur qui n'est autre que le nombre binaire issu de
chaque détecteur CCD, et ses coordonnées en x et y. Les pixels réunis, on obtient

une image identique a celle prise par le satellite.

La résolution d'une image étant la quantification du nombre de pixel pour

ne dimension donnée, exprimé en dpi ou en Do,

Figure 3.4. Exemple d'image satellitaire
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3.5. Différents modes d’acquisition

Les données envoyées par les satellites ne sont donc pas des images
toutes faites. Elles doivent étre composées a partir des informations fournies par ses
instruments. Comme nous l'avons vu, les capteurs CCD collectent la lumiére que
renvoient la surface observée et traduit cette information en signal numérique. Avec
un satellite récent différents modes d'acquisition existent : le mode multibande ou le

mode panchromatique. Leur rendu et leur utilisation sont différents.
3.5.1. Le mode multibande ou multispectral

Elle est acquise par un capteur numéiiyue qui mesire 14 réflactance dans
de nombreuses bandes spectrales (lypiquement, une dizaine). Ces multiples valeurs
de reflectance se combinent pour créer des images couleur. Elle sert principalement
a obtenir des informations a caractére " qualitatif " (ex. classification des types de

vegetation sur des parcelles).
3.5.2. Le mode panchromatique

Elle est acquise par un capteur numérique qui mesure la réflectance dans
une large bande électromagnétique. Les données panchromatiques sont
représentées sous forme d'images en noir et blanc. Elle sert principalement & obtenir

des informations de type " géométrique " (formes, dimensions, surface).

3.5.3. Les différents instruments

Selon le mode d’acquisition choisi, les instruments différent. Par exemple,
linstrument HRVIR (Haute résolution visible et infrarouge) de Spot servira pour
acqueérir des images en mode multi spectral. En effet, il peut observer dans

différentes bandes spectrales

En revanche, si I'on veut observer en mode panchromatique, alors on utilisera un

appareil adapté comme Finstrument HRS situé également sur Spot.

Il'existe aussi des instruments spécifiques comme « Végétation » sur le satellite Spot
et qui permet, comme son nom lindique, une observation adaptée de zone de

végétation.
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Figure 3.5. Instrument d’acquisition

3.6. Transfert des images du satellite vers la Terre

Les images satellites acquises sont transmises sur Terre soit en direct si une station
de réception est en visibilité du satellite et est programmée, soit en différé (aprés
stockage) lors du passage sur une station. Le débit de transmission varie selon le

satellite entre 25 et 100 Mo par seconde.
Deux cas majeurs peuvent se présenter :

Le satellite est en visibilité¢ d'une station de réception. Les images peuvent
étre envoyées en temps réel a cette station si celle-ci a été programmée
Le satellite n'est pas en visibilité d'une station. Les acquisitions programmées sont
réalisées et les images sont stockées par des enregistreurs embarqués. Elles sont
transmises plus tard, lorsque le satellite se trouve en visibilité d’'uns station de

réception.

Pour transmettre entre des points éloignés ces signaux dont la portée est limitée, on
utilise, le plus souvent, comme véhicule de liaison, une onde électromagnétique.
Aujourd’hui, des dizaines de stations de réceptions de données satellites, et
notamment d'images satellites, sont réparties a la surface de la planéte A chacune
des stations de réception, on retrouve une ou plusieurs antennes paraboliques d'une
dizaine de métres de diamétre. Ce diameétre important permet une meilleure

et aeti g

réception des signaux méme les plus faibles. Pour permettre I'enregistrement des

données transmises par le satellite, I'antenne de réception doit suivre et pointer

directement vers le satellite.
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3.7. Traitement et interprétation des images

L'image que nous transmet le satellite est brute. Il faut donc effectuer un

certain nombre de retouches pour la rendre utilisable.

Tout d’abord il faut effectuer une correction géométrique car lors de la prise de
limage, les reliefs, la rotation de la Terre sur elle-méme ou encore le positionnement

du satellite, affectent 'image et la déforme légérement.

Une fois ces corrections effectuées, Alors par la suite nous intéressons a la partie de
traitement c’est a dire la restauration d'image satellitaire bruité par 'application des
de deux methodes ICM et recuit simulé avec lanalyse multirésolution avant

linterpréatation finale.
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3.8. Application de la méthode ICM

Dans le cadre de I''CM, la recherche du maximum a posteriori se fait de facon
déterministe.
Cet algorithme, contrairement au recuit simulé, est trés rapide (une dizaine de
balayages permettent d'arriver a convergence) et peu codteux en temps de calcul
puisqu'il ne nécessite que le calcul des énergies conditionnelles locales. En
contrepartie, ses performances dépendent trés fortement de linitialisation (par
rapport a la forme du paysage énergétique) puisqu'il converge vers un minimum
local. L''CM s'apparente & une descente de gradient (on fait baisser I'énergie a
chaque itération) ou & un recuit simulé gelé a température nulle, et peut donc rester
bloqué dans le minimum énergétique local Ie plus proche de l'initialisation. Nous

illustrons les résultats suivants.
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20 40 60 80 100 120

Image Test Original 121x121

20 40 60 80 100 120 T 0 4 80 80 100 120

Image Test a l'itération 14 Image Test a l'itération 42
Metropolis : beta1 = 1.000000, Iteration = 49 Metropolis : betal = 1.000000, Iteration = 126

120 S - S o o o
60 80 100

20 20 40 60 80 T
Image Test a I'itération 49 Image Test a l'itération 126
SNR=29.3567

Figure 3.6 : Exemple de La méthode ICM
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Piteration (42), 'CM a convergé. En effet il n'y a plus d'évolution du résultat. On paut
effectivement remarquer en itération (126) que, au bout de 80 itérations, le résultat
n'a pas changé avec SNR=29.3587. Cependant, il reste des points mal! classés, ce

comme on peut le voir a la suite, L'algorithme de recuit simulé met plus longtemps &

converger que I''CM mais converge vers les minima globaux.

96



Application a la restauration d'images

3.9. Application de la méthode recuit simulé

L'algorithme de recuit-simulé est dédié a la recherche d'une configuration
d'énergie minimale d'un champ de Gibbs ,les images obtenues par recuit simulé sont
uniques et doivent en théorie correspondre aux minima globaux de I'énergie. L'idée
d'intégrer un paramétre de température et de simuler un recuit a été initialement
proposée par Kirkpatrick et reprise par Geman et Geman. Intuitivement le recuit
permet d'atteindre un optimum global car il accepte, grice a ce paramétre de
temperature, des remontées en énergie. Avec la décroissance de la température, ces
sauts énergétiques sont progressivement supprimés au fur et & mesure qgu'on se
rapproche de l'optimum global. La descente en température doit donc se faire
suffisamment lenlemenl pour que l'algorithme ne reste pas plégé dans un minimum

local de I'énergie, Nous illustrons les résultats suivants.
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20 40 60 80 100 120

Image Test Original 121x121

20 40 60 80 100 120

20 0 60 80 00 120
Image Test a l'itération 19

Metropolis : betal = 1.000000, lteration = 65

20 40 60 80 100 120

Image Test a l'itération 89 Image Test a I'itération 247
Avec 39.7980

Figure 3.8 : Exemple de La méthode recuit simulé
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Figure 3.9 : Profil a la ligne 65

On prend comme pondération du terme de régularisation 5 =1 ,avec T=70, Ty =10 et

nombre d'itération nb_it = 250 en trouve SNR=38.78380
L'algorithme de recuit simulé met plus longtemps (280 secondes pour notre exemple)

et pour remédier ce probléme en utilise Vanalyse multirésolution pour accélére

l'algorithme et donc vers un meilleur résultat
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3.10 Analyse du rapport signal a bruit (SNR) en fonction de la résolution

L'image bruitée a été étudiée aprés décomposition & différentes résolutions.
Les images sont considérées & un niveau de résolution donné. La figure 10
représente I'évolution de SNR énergie ( étudié est défini par le rapport de I'énergie de
limage originale (non bruitée) sur I'énergie de I'image de bruit (erreur entre I'image
originale et l'image bruitée) ) en fonction de la résolution , On constate sur ce
graphique que le SNR de l'image a une résolution donnée est inférieur a celui de
limage a la résolution plus grossiere : le SNR augmente lorsque la résolution
diminue . Cette évolution se justifie par I'étude de la répartition de I'énergie dans les
sous-images décomposées, d'uno part sur unc image type (exemple de Léna. . ), st

d'autre part siur nne image de bruit blanc.

SNR (en dB)
83 8

na
@

o
o

™ (256x256)

0 1 2 3 4 5 B

Figure 3.10. Evolution du SNR énergie (rapport des énergies) en fonction de
l'indice

Dans le cas dyadique, l'image de résolution 2™ (résolution indice m) est décomposée
en quatre sous-images : la sous-image de résolution inférieure 2™* > qui correspond
au filtrage passe-bas de la premiére image, et trois sous-images de hautes
fréquences, qui correspondent aux détails perdus entre la résolution 2™ et la
résolution 2™ dans le sens horizontal, vertical, diagonal. Pour une image visible du
type Léna ou d’autre image, I'énergie est principalement concentrée dans les sous-
images de basses fréquences : a chaque décomposition, I'énergie reste concentrée
dans la sous-image de basses fréquences, chaque sous-image de coefficients en

ondelettes ne comportant comparativement que trés peu d'énergie .
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Application a la restauration d'images

Pour une image de bruit blanc, on constate au contraire une diminution constante de
I'énergie dans les sous-images de basses fréquences. Les ondelettes biorthogonales
utilisées étant proches d'une base orthogonale, la décomposition sépare le spectre
de l'image en 4 zones d'égale énergie. Donc I'énergie dans la sous-image de basses
frequences diminue d'un facteur 4. Ceci est reproduit & chaque niveau de résolution
d’aprés [53] la vérification expérimentale des propriétés du bruit blanc sont conservé
a chaque niveau de résolution, aprés filtrage et sous échantillonnage. Ainsi la
restauration est plus simple aux faibles résolutions puisque l'image est moins bruitée
Elle est aussi plus rapide car il y a moins de points que sur l'image d’origine. La
connaissance de ['évolution du SNR a travers les résolutions donne des indicatione

pour adapter les paramétres du modeéle Markovien aux différentee dchollos,
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Application a la restauration d’images

3.11. Restauration multirésolution
3.11.1. L’algorithme multirésolution

L'algorithme de restauration multirésolution est le suivant :

L’image Y observée est décomposée jusqu'a une résolution 2 par une transformée
en ondelettes biorthogonales. On note 7, les suites de sous-images de basses
fréquences et C, les suites de sous-images de hautes fréquences ou sous-images
de coefficients en ondelettes a chaque résolution m en utilisent ici une ondelette de
Haar,. Dans un second temps, on effectue les itérations de restauration et
reconstruction pour tous les niveaux m de résolutions, de m =M am = 0.

Une itération m est schématisée en figure 11.

A la premiére itération, I'image bruitée Y), est restaurée par l'algorithme recuit simulé.

Notons X, limage restaurée au niveau m. La nouvelle image observée Z,., au

niveau M-/ est la synthése de X, avec les coefficients en ondelettes bruités C) du

niveau M, L'algorithme est ensuite itéré sur m=M a 0.

On remarque qu'a la premiére itération (niveau M), on a Zy = Yu. Ensuite Z, # Y,
pour 0<sm<M-1I . Les résultats que nous présentons concernent une image bruitée .
Etant donné le niveau de bruit trés important, il apparait que lors de la derniére

synthése X, avec C/, limage construite Z, est trés bruitée bien que les résolutions

d'indices m avec M<m<1I aient déja été restaurées. Cette image est presque aussi
difficile a traiter que l'image brute d'origine, et les résultats de restauration mono et
multirésolution sont semblables. Le probléme est que le SNR de la sous-image de

coefficients en ondelettes C/ est trés faible, Ainsi & la synthése de X, avecC!, la

partie signal introduite est trés faible et le bruit domine largement.
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Application a la restauration d'images

 Imagebriitée Zn

Résolution m

LA

Restauration

s i i o Y
Image restaurée X, Coefficients bruitée Cm

Synthése

,/-\\
/ Résolution m-1

'Restauraton

A

% - s Y
Image restaurée Xm_1 Coefficients bruitéee C m—l

IA Synthése

1/

l

Figure 3.11. Schéma d'une itération de l'algorithme de restauration multirésolution.
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Application a la restauration d’images

Image originale Image a la résolution 1

Image & la résvlulion 2 linaye & la tésulutivi 3

Figure 3.12. La décomposition d'image par I'analyse multirésolution.

104



Application a la restauration d'images

image original recons Résolution 1 recons

Résolution 2 recons

Figure 3.13. La restauration d’image par la méthode de recuit simulé et 'analyse
multirésolution.

3.11.2. Interprétation des Résultats

Le choix des paramétres est fixé de maniére empirique actuellement. Quelques
considérations permettent d'orienter ce choix : les paramétres doivent étre adaptés
en fonction de I'image cherchée et du bruit. Le temps CPU est diminué par rapport a
l'algorithme en monorésolution. Cependant, la qualité de la restauration reste
médiocre. Le seul réglage des paramétres A permet pas de diminuer le bruit sans

dégrader certains éléments importants de I'image,
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Application a la restauration d'images

3.12. Restauration des coefficients d’ondelettes

Revenons au probleme évoqué en partie précédente, di au niveau de bruit important
de la sous-image de coefficients C , Dans la restauration multirésolution par recuit
simulé, on perd a la derniére synthése (Zo= X ,synthétisé avec C,"), les bénéfices de
la restauration de X, , car l'image Z, est presque aussi difficile a traiter que l'image

bruitée Y, elle-méme.

C'est pourquoi nous avons tenté de traiter I'image C, pour la synthétiser ensuite avec
X, et donner directement I'image finale restaurée X,. Nous utilisons dans cette partie

une décomposition de I'image de coefficients C/
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Application a la restauration d’'images

Image bruitée Coefficients bruitée

™~ -

\ /

Restauration

Image restaurée Coefficients restaurée

y
)

L2

Image restaurée

Image restaurée

Figure 3.14 . Schéma de la derniére itération de I'algorithme multirésolution

avec traitement de la sous-image de coefficients en ondelettes C,
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Application a la restauration d’images

3.13 Résultats
e Application a I'image de Souk Ahras

Image Bruitée avec variance=12

:"t.)'l-h.o’.gi. i X 4\t 43
50 100 150 200 250 300 350 40

Image reconstituée

Figure 3.15. Exemple d’application sur I'image de Souk Ahras
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Application a la restauration d’'images

240 R T Py 7 [ |
image restaure; : : ;

image originalel
220 = :

200
180
160
140

120

100

0

Figure 3.16. Profil 'image de Souk Ahras a la ligne 100
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Application a la restauration d'images

e Application a I'image de Hotel Emarate

Image originale Image bruitée avec variance=12

50

100

150

200

250}

3001

Image reconstituée

Figure 3.17. Exemple d’application sur 'image d’hétel Emarate
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Application a la restauration d'images

300 i e ,[ SREER RURETE TN
image restauré : ‘ : - §
image originale | ;
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Figure 3.18. Profil 'image d’hétel Emarate a la ligne 175
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Application a la restauration d'images

e Application a I'image de Cote méditerranée

Image Originale Image bruitée avec variance =12

100 200 300 400 500 60C

Image reconstituée

Figure 3.19. Exemple d’application sur I'image de cote méditerranée
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Application a la restauration d'images

250 ™ T I, T T T T T T
__i image restaurg : :
| image originale :
200 - e e
180 e
s T T T ———
2[NS N S RN N S A O S
o
0 i | | | | | | | |
0 10 20 40 50 60 70 80 90 100

Figure 3.20. Profil 'image méditerranée a la ligne 475

3.14. Interprétation des résultats

La restauration s'obtient donc en minimisant I'énergie sur la sous image de
coefficients, par l'algorithme recuit simulé. la décomposition faite par ondelette de
Haar a 3 niveau (M=3), L'image restaurée ou l'image finale est obtenue par synthése
avec limage des coefficients restaurés (les suites de sous-images de basses

fréquences et les suites de sous-images de hautes fréquences)
On prend comme pondération du terme de régularisation g=1 et T=50,To=1 et

voisinage d’ordre 8.

Le temps CPU pour traiter ces images est réduite.
les résultats obtenus dans le tableau suivent :

Le nom d'image Le temps CPU (sec) SNR
1- Souk Ahras (250x400) 200 38.830
3- Hotel Emarate (320x470) 210 39.920
3- méditerranée {800x600) 361 38.845
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Conclusions & Perspectives

Conclusions & Perspectives

La restauration est une tache importante dans le traitement d'images
consiste a construire ou récupérer une image, qui a été dégradée en ayant a priori
connaissance du phénoméne de dégradation. Ce probléme est comme la plupart des
applications au traitement d’images qualifié de probléme inverse mal posé. Il est
alors nécessaire de régulariser le probléme en imposant des contraintes sur la
solution, en essayant de formaliser les connaissances a priori que I'on a de l'image a
reconstruire. Cela permet non seulement d'obtenir une solution plus stable, mais
auesi de construire une image acceptable
Nous avons présenté différents schémas de restauration utilisant des champs de

Markov en analyse multirésolution.

La multirésolution permet d'améliorer la qualité des résultats et de diminuer les
temps de calculs. L'analyse multirésolution est obtenue par décomposition en
ondelettes biorthogonales successives, qui fournissent & chaque niveau de
résolution des composantes basses et hautes fréquences de limage . Dans un
premier temps, seule la restauration des sous-images de basses fréquences est
considéree . Il est ensuite montré qu'un traitement complémentaire de la composante

haute fréquence augmente la qualité des résultats .

En perspectives, de nouvelles voies d'études champs de Markov et 'analyse
multirésolution ont ét¢ ouvertes par ce mémoire, et pourraient &tre envisagées

comme futurs axes de recherche :

* Combiner l'analyse multirésolution avec le champs de Markov pour la
déconvolution (fou+bruit) d’images 2D et aussi dans le cas des images 3D.

* Restauration des images couleurs

= Developper des algorithmes de restauration des séquences d’'images.

* Traiter I'effet de Bord
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Résumé

La modélisation de 'image et de ses discontinuités par champ markovien a
pour objectif dans la restauration d'image de préserver les contours.
Dans cette mémoire Iimage est d'abord décomposée a différents niveaux de
resolutions par transformée en ondelettes. Un champ markovien est défini pour
chaque résolution et I'image est restaurée itérativement en fonction des résolutions
croissantes. Cet algorithme est analysé comparativement a un algorithme
monoresolution et montre son efficacité en terme de réduction de temps de calcul et

qualité de l'image restaurée.




