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Abstract

Abstract:

The growing interest for the interfacial fracture of bimaterials is related to its direct
applications to composite materials. Indeed, the composite materials became significant
structural component in the industrial field. This interest for these components in the
structural design led to a need for powerful tools of analysis, able to take into account their
ppecificities correctly.

In this work we proposed a formulation of an interface mixed element starting from a
parent element in a natmal plan. The Reissner variational principle constituted the base of
construction of the parent element from which we worked out the final configuration of the
interface element. This element was associates to the virtual crack extension method to
evaluate the energy release rate. We treated several examples of applications to validate and
to study the convergence of the proposed element. These examples relate to primarily the
interfacial fracture of isotropic and anisotropic bimaterials. The comparisons carried out

show a very good agreement with the results of the analytical and numerical solutions.

Keywords: Mixed finite element - Interface - Energy release rate - Virtual crack extension -

Anisotropic bimaterials.



Résumé

Résumé :

L’intérét grandissant pour la mécanique de la rupture interfaciale des bimatériaux est lié a
ses applications directes aux matériaux composites. En effet, les matériaux composites sont
devenus un composant structural important dans le domaine industriel. Cet intérét croissant
pour ces composantes dans la conception des structures a conduit & un besoin d’outils
d’analyse puissants, capables de prendre en compte correctement leurs spécificités.

Dans ce travail nous avons proposé une formulation d’un élément d’interface mixte a partir
d’un élément de référence dans un plan naturel. Le principe variationnel de Reissner a
constitué la base de construction de 1’élément de référence 4 partir duquel nous avons élaboré
la configuration finale de ’élément d’interface. Cet €lément a été associe 4 la méthode
d’extension virtuelle de fissure pour déterminer le taux de restitution d’énergie. Nous avons
traité plusieurs exemples d’applications pour valider et étudier la convergence de notre
¢lément. Ces exemples concernent essentiellement les structures fissurées constituées de

bimatériaux isotropes et anisotropes.

Les comparaisons effectuées montrent une trés bonne concordance avec les résultats des

solutions analytiques et numériques.

Mots clés : Elément fini mixte - Interface - taux de restitution d’énergie - Extension virtuelle

de fissure - Bimatériaux anisotropes.
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Introduction

Les désordres observés sur un ouvrage de génie civil existant, trouvent souvent leur
origine dans des phénoménes locaux qui mettent en évidence les points faibles de cet ouvrage.
Ces zones critiques sont situées, d’une part au niveau des liaisons entre matériaux, ou
interfaces, d’autre part au voisinage immédiat des singularilés de forme telles quc lcs cavitcs,

les angles, les fissures, si¢ges de fortes concentrations de contraintes.

L’objet de ce travail est d’utiliser la méthode des €léments finis (formulation mixte)
pour 1’approche des problemes de fissuration au niveau de I’interface entre deux matériaux
anisotropes. L’étude spécifique des interfaces est d’un intérét capital pour les matériaux
composites en général, car elle représente une zone vulnérable qui peut mener, si elle n’est
pas bien connue et maitrisée a des drames catastrophiques pour 1’étre humain et notamment

dans 1’aéronautique ou les matériaux composites sont de plus en plus utilisés pour leur bon

rapport résistance/poids.

Un élément spécial basé sur le principe variationnel mixte de Reissner est présenté
pour modéliser au mieux I’interface entre deux matériaux. C’est un élément fini mixte
bidimensionnel 4 7 nceuds avec 5 nceuds déplacement et 2 nceuds contrainte. Cet élément
d’interface assure la continuité des vecteurs déplacement et contrainte sur la partie cohérente

(cohérence géométrique et équilibre mécanique) et la discontinuité de celle-ci sur la partie

fissurée (I’effet de bord).

Cet élément a été développé par Bouzerd [1] en utilisant une formulation directe,
cest-a-dire : les fonctions de forme des champs cinématique et statique sont construites

directement a partir de la configuration réelle de I’élément en se plagant dans un repére global
x, )

Dans cette étude, cet élément a été reformul€ a partir d’un élément de référence dans
un repére naturel (§, n). Cette formulation présente I’avantage de simplifier les calculs et de

pouvoir générer des ¢léments quadrilatéres quelconques. Le passage a la formulation

0
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isoparamétrique est nécessaire pour prendre en considération l'orientation et la forme des

interfaces.

Dans ce travail, un élément fini mixte d’interface est construit a partir d’un élément de
référence. Cet élément d’interface a été associé a la méthode d’extension virtuelle de fissure

pour évaluer le taux de restitution d’énergie dans les structures fissurées constituées de

matériaux anisotropes.

L étude cownprend cing chapitres

Lc premier chapitre commence par une présentation des problemes d'interface et les
relations de continuités des champs de déplacements et de contraintes a travers une interface
cohérente ainsi que les relations géométrique et mécanique en présence d’une fissure a travers
une interface. Nous passons ensuite 4 la présentation des matériaux anisotropes avec les

relations contrainte-déformation décrivant le comportement élastique d’un matériau

anisotrope.

Le deuxiéme chapitre est consacré au développement des différentes étapes de
formulation isoparamétrique de 1’élément d’interface mixte. Nous rappelons les différentes
méthodes de formulation des éléments finis. Nous donnerons ensuite, une présentation du
principe d’Hellinger-Reissner qui constitue la base de formulation de I’élément proposé.
Enfin, nous développerons en détails les différentes phases de construction de 1’élément
d’interface a partir d’un élément de référence dans un plan naturel. Au départ, on part de
I’élément de Reissner complet, en passant par 1’élément de référence RMQ-5 et I’élément
RMQ-11 obtenu par la technique de relocalisation et on termine par la version finale de

I’élément RMQ-7 développé en utilisant la procédure de condensation statique.

Le troisiéme chapitre est réservé a I’étude de convergence et de validation de
1’élément d’interface proposé. Les différents critéres de convergence des éléments mixtes ont
été vérifiés. Une étude des valeurs et vecteurs propres avec un test de représentation d’états
homogenes a été faite. D’un point de vue pratique, on a analysé la convergence de la fléche

pour une poutre console homogene. Une étude de convergence de la fléche et de la contrainte
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transverse d’une poutre sandwich, présentant une interface cohérente entre ses couches, est

présentée 4 la fin de ce chapitre.

Dans le quatriéme chapitre les concepts de la mécanique linéaire de la rupture sont
présentés pour les matériaux homogenes et les bimatériaux. Ces concepts sont ensuite adaptés
4 la rupture interfaciale entre deux matériaux isotropes et aux bimatériaux anisotropes. Il a été
aussi procédé & une revue des différentes méthodes numériques utilisées pour la détermination

du taux de restitution d’énergie et essentiellement la méthode d’extension virtuelle de fissure.

Le cinquiéme chapitre consacré a I’étude des exemples d’application pour valider la
formulation isoparamétrique de 1’élément d’interface présenté. Ces exemples traitent

essentiellement des structures fissurées constituées soit de bimatériaux isotropes soit de

bimatériaux anisotropes.

Dans la conclusion on met en relief I’intérét et I’avantage que peut présenter 1’élément

d’interface mixte développé & partir d’une formulation isoparamétrique pour les applications

pratiques de la rupture interfaciale et les perspectives pour I’avenir.



Chapitre 1

Interfaces et matériaux
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Chapitre 1: Interfaces et matériaux anisotropes

Chapitre 1

Interfaces et matériaux anisotropes

1.1) Introduction :
La simulation des conditions de contact est un probléme trés intéressant du génie civil, de

la construction mécanique et de I’aéronautique, qu’il s’agit d’un probléme de contact entre
deux matériaux différents, de fissures dans les structures ou au niveau des interfaces entre

solides. Nous ne pouvons pas se permettre de négliger les mouvements relatifs aux interfaces

de contacts.
Dans ce premier chapitre, il a été jugé nécessaire de présenter la base de I’étude des

problémes d’interface qu’elle soit cohérente ou fissurée. Cette étude est complétée par une

présentation des matériaux anisotropes avec les relations décrivant leur comportement.

1.2) Problémes d’interface:

1.2.1) Définition :
Une interface est la zone de contact entre deux solides S1 et S2 constitués de deux

matériaux M1 et M2 de propriétés thermomécaniques différentes (figure 1.1).

S1(M1)

Interface

S2(M2)

Figure 1.1 : Interface entre deux solides différents

Sur le plan géométrique, I’interface est définie par une surface de contact de normal 1 en
un point, et correspondant a la surface moyenne du volume des zones perturbées.
Sur le plan mécanique, 1’existence du contact se caractérise par certaines relations entre les

composantes normale et tangentielle de la contrainte s’exergant sur une facette portée par la
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surface moyenne. Associé a cet état de contrainte, apparait ce qui nous désignons par un
déplacement relatif des points P1 et P2 appartenant respectivement aux solides S1 et S2

(figure 1.2) dans les deux directions. Les points P1 et P2 ont initialement les mémes

coordonnées.
Dans ce travail, ’intérét est plus particuliérement porté a I’étude des interfaces fissurées.

Avant de voir les relations mécaniques et géométriques en présence d’une fissure a travers

une interface, un rappel des relations de continuité & travers une interface cohérente est

présente.

s1 (M1)

Figure 1.2 : Vecteurs contraintes a l'interface

1.2.2) Interface cohérente :
Une interface est considérée comme parfaitement cohérente si tous les points de part et

d’autre de celle-ci sont intimement liés, et le restent aprés sollicitations.
Les interfaces cohérentes transmettent les déplacements et les efforts, les déplacements de

deux points de part et d’autre de I’interface sont identiques, c’est ce qui traduit la cohésion

géométrique.
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1.2.2.1) Relations de cohérence géométrique :
La continuité du vecteur déplacement a travers I’interface s’écrit :
u, (P) =u;(Py) (1.1)
(1.2)

uy(P) =u,(P;)

1.2.2.2) Relations d’équilibre mécanique:
La transmission des efforts se traduit par la continuité du vecteur contrainte & travers

Pinterface :
Ty(P) =T,(P;) (1.3)

Dans le cas plan, cette relation de continuité du vecteur contrainte se traduit par :
[o(P1) - c;i(P2)In; = 0

Dans le cas d’une interface rectiligne, une forme plus réduite de I’expression (1.4) est

(1.4)

considérée :
o, (P)=0,,(P;) (L.5)

G5 (P)=05(P;) (1.6)

1.2.3) Interface fissurée :
Une fissure est une séparation locale irréversible d’un milieu initialement continu en deux

parties situées de part et d’autre d’une surface matérielle (S). Lorsque la séparation est

effective, la surface (S) se décompose en deux levres S* et S” qui délimitent un espace vide

(figure 1.3).

Figure 1.3 : Milieu fissurée
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Le cas d’une interface fissurée d’un bimatériau élastique linéaire est montré sur la figure 1.4.

4 )

M1 (E;, vi, 11)

Interface  ———
el
Fissure

M2 (EZ » V2, “2)

\ J

Figure 1.4 : Fissure interfaciale dans un bimatériau élastique

Une sollicitation de traction fait apparaitre un champ de déplacement continu dans la partie

cohérente et un champ discontinu sur la partie fissurce.
La discontinuité du champ déplacement pour un point quelconque P de S est estimée par

I’expression :
u(P)=u*(P)-u " (P) (1.7)

ol u*(respectivementu”) correspond au déplacement du point P considéré comme faisant

partie de la Iévre supérieure S* (respectivement la lévre inférieure S7).

1.2.3.1) Relations mécaniques et géométriques a travers une interface fissurée :

Considérons une interface fissurée dans un bimatériau (M, et Mz).

S1 (M1)

S2 (M2)

Figure 1.5 : Vecteurs contraintes sur les lévres d’une interface fissurée
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Le long des 1évres de la fissure I’effet bord libre s*écrit :

T, (P) =T,(P,) =0 (1.8)

ou
Dans le cas plan, si les lévres de fissure sont le long de x, une forme plus réduite de
’expression (1.8) est obtenue :

e pour le point P; de S*

G, (P)=05,(F)=0 (1.10)

e pour le point P, de S~

o1 (Py) =05, (P;)=0 (1.11)

1.2.3.2) Modes élémentaires de fissuration :
D’un point de vue macroscopique, on peut considérer deux modes principaux de rupture :

la rupture plate et la rupture inclinée. La rupture plate correspond & une surface de rupture
globalement perpendiculaire 4 la direction de la contrainte principale maximale. La rupture

inclinée dans le sens transversal par rapport a la direction de propagation s’accompagne

souvent de grandes déformations [2].
On montre que toute fissuration peut étre ramenée a I'un des trois modes simples ou & leur

superposition. Il existe donc trois modes de fissuration élémentaires :

a) Mode I : Mode d’ouverture de la fissure, ot les déplacements aux lévres de la fissure

sont perpendiculaires a la direction de propagation.

b) Mode II : Mode de cisaillement dans le plan ot les déplacements aux levres de la

fissure sont paralléles 4 la direction de propagation.

¢) Mode III : Mode de cisaillement hors du plan, ot les déplacements aux lévres de Ja

fissure sont paralléles au fond de la fissure.
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T/
¢%’ i

Mode I : Ouverture (Opening mode)

—

Mode II : Glissement plan (Shearing mode)

Mode III ; Glissement antiplan (Tearing mode)

Figure 1.6 : Modes de fissuration
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1.3) Matériaux anisotropes:

1.3.1) Définition :
Un matériau dont les propriétés mécaniques dépendent de 1’orientation considérée est dit

anisotrope.

1.3.2) Relations contrainte-déformation dans un milieu anisotrope :
La loi de Hooke généralisée reliant les contraintes aux déformations peut s’écrire sous la

forme suivante :

Gij =Cijk|8ij (]..].2)

ou inversement :

&j = SijuCj; (1.13)

ou
o;; sont les composantes des contraintes ;
Cjj les termes de la matrice de rigidité;
g;; sont les composantes des déformations ;
Sijis les termes de la matrice de souplesse.
La matrice de rigidité [C;,, ] contient 36 constantes indépendantes. Cependant en considérant

I’énergie de déformation, on peut démontrer que 21 paramétres indépendants sont nécessaires

pour décrire le comportement €lastique d’un matériau anisotrope dans I’état tridimensionnel.

a) Cas d’une anisotropie naturelle :
Dans un état plan, 5 paramétres sont nécessaires pour décrire le comportement élastique

d’un matériau anisotrope & savoir :E;,E,, vy, et Gj,. Cependant quatre paramétres
uniquement sont effectivement indépendants du fait que :

G, = B __B (1.14)
20+ vyy)  2(1+vy)

En plus, il existe une autre relation entre vy, ¢t vy :

Vip _ Vo
—s == 1.15
B, E, (1.15)
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Donc la relation déformation-contrainte pour un matériau anisotrope est donnée par :
i Yu
€11 E, By On
Vis 1
E, E;
€12 0 0 Gy O12

b) Cas d’une anisotropie générale (orthotropie hors axes) :

La relation entre contraintes pour un pli orthotrope ol ses axes principaux (1, 2) faisant
un angle 8 avec les axes arbitraires (¥, y) (fignre 1.7) est donnée par [3]:
O

¢ s 2sc |[og
oyt=|s* ¢ -2sc o, 1.17)
oy —sc s¢ c?-s’ Sy
avec : c=cos 0 et s=sin 6.
Oyy 022
2 - O12
4

o i

\ 011
‘\
“. ,,‘1, Oxx

‘ e

\' > _- - '9 : x _

v
Figure 1.7 : Représentation des contraintes — Rotation des axes
La relation (1.17) peut s’écrire :
{oh, =[THoly, (1.18)
Ou
_rr1-!
{G}x,y - [T] {6}1,2
avec : [T] est la matrice de transformation relative & la rotation des axes.

(1.19)
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Pour les déformations, on déduit de la méme maniére que :

{eha =[Tliely

Deplus,ona:
€n e
€y ¢ =[R]{€x
Y12 Yz
2
et
€ e €.
g, r =[RI &y, (
ny ny
2}

avec : [R] est la matrice de Reuter

1 00
[R]=(0 1 0O
0 0 2
Ona:
]
3 €
1€y r=[R]“' By
Ty Vay
L 2
En substituant I’équation (1.21) dans 1’équation (1.20), on obtient :
C
€y Exx
€5 1 =[RITK &y ¢
Y12 Yo
(2 )

En remplagant I’équation (1.24) dans I’équation (1 .25), on aura :

€n €xx
€5, ¢ =[R][T] [R]_I €,
712 'ny

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)
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La relation contrainte-déformations est donnée par :

Oy €n
Cypr= [C] €y
Oz Y12

ou [C] est la matrice de rigidité.
Substituant I’équation (1.27) dans I’équation (1.26) on obtient :

On €
o, ¢ =[CIRI[TI[R] ' {&,,
Gy ny

Enfin, en remplagant I’équation (1.28) dans I’équation (1.19), on aura :

Gxx cxx
o,, ¢ =[TT'[CIRI[TIR] {e,,
Oy Yy

On note :
[K]" =[TI"'[CIRI[TIR]™

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

avec : [K]" est la matrice de rigidité dans le cas général relative & la rotation des axes. Elle

représente la matrice de rigidité dans le cas de I’orthotropie hors axes ou anisotropie générale.
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Chapitre 2

Formulation de I'élément d'interface

2.1) Introduction:
Dans ce chapitre, nous développerons en détails les différentes étapes conduisant au calcul

des matrices élémentaires de 1'élément d'interfuce RMQ-7 & partir d’un ¢lément de référonce
(formulation isoparamétrique). Cet élément d'interface a été développé par Bouzerd [1] en
ullllsant e founulation directe, ¢test-d=dire : los foustions de forme des champs cinématique
et statique sont construites directement a partir de la configuration réellc de I’élément en se
plagant dans un repére global (x,y).

Dans cette partie, I’élément RMQ-7 a été reformulé a partir d’un élément de référence dans
un repére naturel (£, ). Cette formulation présente I’avantage de simplifier les calculs et de
pouvoir générer des éléments quadrangulaires quelconques. L’¢élément de référence est un
élément de forme géométrique simple repéré dans un espace de référence (€, n) qui peut étre
transformé en un élément réel par Dintermédiaire d’une transformation géométrique. Le

passage 4 la formulation & partir d’un élément de référence est nécessaire pour prendre en

considération 'orientation et la forme des interfaces.

2.2) Etat de P’art sur les modéles éléments finis mixtes :
Dans la littérature, on fait état de nombreux travaux portant sur les éléments finis utilisant

des formulations a plusieurs champs. Le point essentiel de ces travaux est souvent ’utilisation
des éléments finis en variables mixtes afin d’améliorer le calcul des contraintes sur des
structures quelconques.

Les premiéres applications du principe variationnel de Hellinger-Reissner datent de 1966
ol plusieurs modéles mixtes de calcul de flexion des plaques minces ont €té proposés
indépendamment par Herrmann [4], Hellan [5].

Dunhan et Pister [6] ont développé des modéles mixtes pour I’étude de problémes en
élasticité plane. Ces modeles sont I’application directe du principe variationnel de Reissner
qui adopte comme variables indépendantes tous les déplacements et toutes les contraintes. Ils

assurent naturellement la continuité des déplacements, mais leur inconvénient est di au fait
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que toutes les contraintes figurent comme variables nodales a I’interface entre deux
matériaux, ce qui impose une continuité excessive sur les contraintes [71-

D’autres éléments finis mixtes furent formulés par différents auteurs : Chatterjee et Setlur
en 1972 [8], Tseng et Olson en 1981 [9], Olson en 1981 [10], pour I’étude des problémes
d’élasticité plane, de plaque en flexion et de contact dans le cas bidimensionnel.

Pour les milieux hétérogénes (structures composite, stratifies,...), il est intéressant d’avoir
des modeles n’adoptant comme variables nodales de contrainte sur les interfaces que les
composantes transverses.

Une telle famille d’éléments d’interface a été construite par Aivazzadeh [11-12] pour le cas
plan, Habib [13] dans le cas axisymétrie. Dans ces éléments, les degrés de liberté de
contrainte, autre que les contraintes d’interface sont placés en des nceuds intérieurs qui ne
participent pas au processus d’assemblage avec d’autres ¢léments. Ce processus appelé
méthode de relocalisation permet d’éviter les continuités excessives aux interfaces.

Dans le méme contexte et se basant sur le principe variationnel de Reissner, Bichara [7], et
Sarhan Bajbouj [14] ont développé des éléments mixtes a une ou plusieurs interfaces. Ces
éléments d’interface peuvent étre utilisés seuls ou connectés & des ¢léments en déplacement.
Ces éléments sont congus pour I’étude des interfaces entre deux matériaux, et sont en général
bien adaptés a I’étude des contraintes sur I’interface.

Bouzerd [1] a développé un élément fini mixte capable de modéliser aussi bien les
interfaces cohérentes que les interfaces fissurées. Cet €lément a été associé 4 la méthode
d’extension virtuelle de fissure pour 1’évaluation du taux de restitution d’énergie. L’utilisation
de cet élément pour I’étude des matériaux isotropes homogenes ou des bimatériaux a donnée
de trés bons résultats comparant aux solutions analytiques.

Une étude approfondie sur les modéles éléments finis mixtes a été faite par Noor [15]. Wu
et Lin [16] ont présenté un élément fini mixte bidimensionnel basé sur un modele
déplacement d'ordre élevé pour l'analyse d'une structure sandwiche, o des conditions de
continuité de déplacement a l'interface entre les couches ont été considérées tandis que les
contraintes interlaminaires ont été introduites comme des multiplicateurs de Lagrange.

Shi et Chen [17] ont développé un élément fini mixte tridimensionnel basé sur un modéle
variationnel stratifié global. Le modéle a proposé une utilisation mixte d'un élément contrainte
hybride dans une région de solution contrainte, de précision élevée dans la direction de
I'épaisseur du stratifié, et d'un élément fini d3placement dans le reste.

Plusieurs modéles mixtes ont été présentés de Carrera [18-20]. Ils sont basés sur le principe

variationnel mixte de Reissner. En raison du fait que les champs de contrainte sont SUpposes
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indépendants des champs de déplacement dans n'importe quel modéle d'élément fini mixte,
développé en utilisant le principe variationnel de Reissner, la relation fondamentale
d'élasticité ne peut pas étre satisfaite exactement.

Ramtekkar et al. [21] ont développé un modele élément fini mixte tridimensionnel basé sur
le principe du minimum de I'énergie potentielle. Ce modéle a été utilisé pour l'analyse de la
flexion des plaques sandwiches [22]. Desai et Ramtekkar [23] ont présenté un €élément fini
mixte basé sur la théorie de déplacement satisfaisant les relations fondamentales d'élasticité.
Ce modéle a donné d’excellents résultats de contraintes et de déplacements lors de ’analyse
des stratifiés. Il assure la continuité des déplacements et des contraintes transverses.

Bambole et Desai [24-25] ont développé un élément fini hybride d’interface
tridimensionnel (3 27 nceuds) et un élément bidimensionnel (a 9 nceuds) pour I’analyse des
stratifiés, plaques et poutres sandwiches. Ces mod¢les sont basés sur le principe du minimum

de 1’énergie potentielle et satisfaisants les relations fondamentales de I’élasticité entre les

champs de contrainte, déformation et déplacement.

2.3) Méthodes de formulation des éléments finis:
Les équations élémentaires de la théorie d'élasticité peuvent étre formulées de plusieurs

maniéres différentes:

a) une forme locale au moyen d'équations différentielles

b) une forme globale au moyen d'équations intégrales

¢) une forme variationnelle (fonctionnelle et conditions de stationnarit¢).
Un probléme de mécanique des milieux continus peut toujours étre formulé sous une forme
locale ou globale; en plus, on peut le formuler sous une forme variationnelle.
Mathématiquement il y a équivalence entre ces trois méthodes. Les différences interviennent
dans les procédés de calculs des solutions approchées.
L'importance des méthodes variationnelles est considérable car elles constituent la base de
formulation des différents modéles de calculs par éléments finis. En mécanique des solides, il
existe différents principes variationnels de nature énergétique permettant de traduire les
conditions d'équilibre. Les plus importants sont:

- le principe du minimum de I'énergie potentielle totale
le principe du maximum de l'énergie potentielle complémentaire

les principes de stationnarité de fonctionnelles a deux ou plusieurs champs

(formulations mixtes).
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Dans le paragraphe suivant, nous allons exposer les méthodes de formulation des éléments

finis qui sont fondées sur les principes variationnels.

2.3.1) Formulation & un seul champ:
a) Formulation en déplacements ou méthode de déplacements (modéle compatible):

Dans cette formulation, les variables figurant comme inconnues sont les déplacements. La
dérivation de cette méthode est issue du principe du minimum de I'énergie potenticlle totale.
Ce modele assure généralement la continuité des déplacements partout mais les contraintes
sont discontinues aux frontiéres inter-éléments. En conséquence les conditions de continuité

du vecteur contrainte a l'interface ne sont pas vérifiées, et les conditions aux limites de bord

libre ne peuvent étre satisfaites exactement.

b) Formulation en contrainte ou méthode des forces (modéle d'équilibre): Elle est
basée sur le principe variationnel du maximum de I'énergie complémentaire. Dans cette
approche, étant donné que les inconnues qui interviennent dans la formulation sont les
contraintes, la continuité des déplacements n'est pas assurée au passage inter-éléments. De
plus ce modéle impose une continuité forte sur toutes les contraintes aux frontiéres des

éléments alors que seuls, certaines d'entre elles doivent y étre continues.

2.3.2) Formulation a plusieurs champs:
a) Formulations hybrides: Le principe des modeéles hybrides est di a Pian [26-27]. Ces

méthodes sont basées sur des formes modifiées du principe du minimum de 1'énergie
potentielle ou du principe du maximum de l'énergie complémentaire. Le modéle hybride
repose sur une premiére approximation de champ de contraintes ou de déplacements a
lntérieur de I'élément et sur une seconde forme indépendante de champ de contraintes et/ou
de déplacements définie & la frontiére de 1'élément. Tous les champs sont exprimés en
fonction de paramétres généralisés sauf un seul champ, qui est donné en fonction de variables
nodales. Les équations finales de I'élément sont exprimées en fonction de ce seul champ.

Ainsi cette formulation se raméne soit & une méthode déplacement soit 4 une méthode force,

c'est-a-dire a la continuité d'un seul champ & l'interface.

b) Formulations mixtes: Les méthodes variationnelles mixtes permettent d'employer
simultanément les variables statiques et cinématiques. Elles pourraient en principe assurer

toutes les continuités nécessaires & l'interface a condition de faire un choix judicieux des types
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de variables nodales en contraintes avec lesquelles les champs de contraintes sont interpolés
aux frontiéres inter-éléments.

Parmi les méthodes variationnelles, le principe variationnel de Reissner [28], a sans doute
suscité le plus d'intérét dans la formulation d'éléments finis mixtes. Hu [29] et Washizu [30]
ont développé indépendamment un principe variationnel a trois champs en ajoutant comme
variable indépendante le champ de déformations, ce principe se raméne au principe
variationnel de Reissner lorsque la compatibilité cinématique des déformations est vérifice.
Plusieurs fonctionnelles mixtes intermédiaires ont été développées par Verchery [31-32],
dans lesquelles certaines grandeurs statiques et cinématiques interviennent simultanément.
Ces fonctionnelles ont été utilisées essentiellement pour les modélisations théoriques de
plaques sandwichs.

Nous allons présenter au paragraphe suivant le principe variationnel d'Hellinger-Reissner qui

va servir de base pour la formulation de nétre élément d'interface.

2.4) Fonctionnelle de Reissner (R):
Cette fonctionnelle est 4 deux champs: les déplacements et les contraintes. Nous pouvons

I'obtenir en partant soit de I'énergie potentielle totale soit de I'énergie complémentaire.

Dans l'application du principe variationnel du maximum de l'énergie complémentaire, la
fonctionnelle représentant cette énergie dépend uniquement du champ de contrainte qui doit
vérifier les équations d'équilibre et les conditions aux limites comme conditions essentielles.
Si I'on veut établir un principe variationnel a partir de cette fonctionnelle sans que les champs
de contraintes soient statiquement admissibles, il faut alors introduire ces conditions par
l'intermédiaire de multiplicateurs de Lagrange. Nous obtenons dans ce cas, une fonctionnelle
multi-champs qui permettre la construction du principe variationnel mixte d'Hellinger-
Reissner.

La fonctionnelle représentant I'énergic complémentaire pour des champs non statiquement
admissibles s'écrit [7]:

I, (0 Mi5P) = —%‘j;SijkpijckIdV + s'[ o;n;dS, — \J;?\.i (0;; +£)dV + S{Bi (o - T)d8,. (2.1)

avec:
A;,B; : multiplicateurs de Lagrange permettant de tenir compte des conditions aux limites et

de I'équilibre.
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En traduisant la condition de stationnarité de I1:

8IT, =0 2.2)

La variation du premier ordre de IT, s'écrit:
51-10 = {({(SU(?\') -— Sijklo-kl ) ﬁﬁu = (GU:J + fi )dll }dV + I(ﬁl = }'i )Sunj dSu +
8,

[{B; —A;)80n,dS, +(oyn; — T,)3B; }ds, 2.3)

SC

f. : forces de volume données

1, : déplacement imposé sur S,

T, : traction imposée sur S,

Sijia : les composantes de la matrice de souplesse.

Figure 2.1: Conditions aux limites mixtes dans une structure

Les variables o;,A;,B;sont considérées comme variables indépendantes, nous obtenons

comme équation de stationnarité:

A’i =ﬁi sur SU (2.4)

A =B; sur S, 2.5)

=3
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Gij,j + fi =0 (2‘7)
€;;(A) =SjjaCun (2.8)
En prenant:
A= dans V 2.9)
B; =u; sur S, (2.10)

Et en remplagant A, P, par leurs valeurs physiques dansII;, nous obtenons la fonctionnelle

mixte de Reissner définie par:

1 _ s
R(Gij,ui) = —E{’{(Sijk|cﬂck1)+ui(6ij’j +f,)}lV +SJ- Uijnjuidsu +SIui(0ijnj —Ti)dSo. (211)

U a
Ou encore en faisant une intégration par partie:

1 = -
R(oy,u;) = ‘{(Uijui,j _Esijkio-ijo'kl )dV—SfuiTidSc "'S.[Ti (u; —1;)dS, (2.12)

Les variables oj,u;sont considérées comme variables indépendantes, la condition de
stationnarité de R nous donne alors les équations d'équilibre, les lois de comportement et les

conditions aux limites mixtes:

u; =T dans S, (2.13)
T: =T, dans S, (2.14)
oy +fi =0 dans V (2.15)

g;(A) = SijuOu dans V (2.16)

La valeur stationnaire de la fonctionnelle R est un point scelle, c'est-a-dire elle n'est ni un

maximum ni un minimum, ceci apparait en calculant la deuxiéme variation de R:

1
BZR(O'ij, ui) = —2{][{((5611)’_] )Sui + ESijmﬁo‘ij&Ikl )dV + 28_{ S(GUIIJ )Sui dSG} (2.17)
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Nous constatons que &°R ne garde pas un signe constant: la valeur stationnaire de R n'est ni

un minimum ni un maximum.

A présent, nous introduisons une notation matricielle pour écrire la discrétisation de la

fonctionnelle d'une maniére pratique.
Dans le cas bidimensionnel les équations locales d'élasticité s'écrivent:

Pl Ma®
wa o Jluf e

t
c
{}={‘3|1 Gp Op W u2}

u

et

avec [L,] est un opérateur linéaire défini par:

3

X

=" 5 5
B = =
dy ox

S Suz  28un
[S1=| Sz Sz 25mm
281122 28122 4Sian

[L,]=[L,1"
{f}t = {fl fz}

Les conditions aux limites mixtes s'écrivent:
{u} = {ﬁl} sur Lu

)
O O (2 T ’

En introduisant ces notations dans la fonctionnelle R(c;,u;) (2.12), nous obtenons:

b= {0} [ Tallhas-c e} ot

u o

—ef{f} {ujas— {7} (fu} - lhiL,

A

(2.18)

(2.19)

(2.20)

2.21)

2.22)

(323

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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2.5) Formulation de I'élément d'interface:
Les étapes de construction de 1’élément d’interface  RMQ-7, en formulation

isoparamétrique, sont schématisées sur la figure 2.2.

AN AT
(-1,4+1) 7 3 (+1,+1) (-1,+1) m 3 (+1,+1)
Ajouter un nceud
»5 > »&
déplacement
(-1-1) L 2«r(+l,-1) (-1,-1) ..1_.3—2.. (+1,-1)
® 011,022 ,012,U1 5 Uz (0-1)
® O); ,022 ,012,U1, Uz
Elément de Reissner 0o u,u;
Elément RMQ-5
Relocalisation
\ 4
An An
(-1,#1) '4 3 (+1,+1) (-1,+1)q 3 (+1,+1)
Condensation Statique £
(-1,-1) oL § 20 (+1,-1) (-1,-1) p (+1,-1)
ou,u ey, , A 05,022,012
O 622,012 O 02,01z , 40y
Elément RMQ-7 Elément RMQ-11

Figure 2.2: Etapes de construction de I’élément RMQ-7

1’élément RMQ-7 (Reissner Modified Quadrilateral) [1] est un élément mixte quadrilatére a 7
nceuds et 14 degrés de liberté. Trois de ses cdtés sont compatibles avec des éléments
classiques linéaires et présentent un nceud déplacement 4 chaque extrémité. Le quatriéme
cbté, outre ses deux nceuds cinématiques d’extrémités (nceud 1 et nceud 2), offre trois nceuds
supplémentaires : un nceud médian (nceud 5) et deux nceuds intermédiaires au milieu de
chaque demi-coté (nceuds 6 et 7), introduisant les composantes du vecteur contrainte le long
de D’interface. Les continuités des vecteurs déplacement et contrainte peuvent étre prises en
compte au niveau de ce coté particulier, qui doit &tre placé le long de I’interface. Dans le cas

des structures fissurées, le noeud médian est associ€ a la pointe de fissure, les deux nceuds
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statiques de part et d’autre permettent de satisfaire les deux exigences essentielles d’une telle
situation, qui sont la condition de bord libre sur les lévres de la fissure et les conditions de
continuité le long de la partie cohérente.

Au départ, on part de la formulation mixte de Reissner avec comme variables nodales tous les
déplacements et toutes les contraintes pour construire 1’élément mixte d’interface. Il y a donc
au début des variables nodales excédentaires :

_ au niveau de D’interface, cette formulation impose une continuité trop forte, en effet la
contrainte oy; figure parmi les variables considérées dans la fonctionnelle de Reissner, mais
ne figure pas parmi les contraintes d’interface (contrainte de décollement o2, et contrainte de
cisaillement o72), donc nous allons ¢liminer cette contrainte (o) dans la formulation de
1’élément d’interface.

- Putilisation de la fonctionnelle de Reissner conduit & des éléments ayant un nombre de
degrés de liberté trés élevé ; or en pratique, il est, bien sir, intéressant de disposer d’éléments

avec un nombre aussi réduit que possible de degrés de liberté.

2.5.1) Elément mixte de Reissner :
C’est un élément & quatre nceuds et cing degrés de libert¢ par nceud (tous les déplacements

et toutes les contraintes) (figure 2.3). La formulation de cet élément est basée sur le principe

variationnel de Reissner [28].

En posant pour un élément:
fe=L,1u"} sur A° .27
foe}=m°} sur L, (2.28)

La fonctionnelle de Reissner (2.26) s’écrit

o)) T-[s1 [][ts} ,
dA® —c j{f} foodar, —e [Ef fcfans @29
“let) L T Pl = g

ou : [1] est la matrice unité
[S] est la matrice des souplesses

ASest I’aire élémentaire
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e est I’épaisseur de I’élément (supposée constante)

L, est la partie du contour de I’élément ot les efforts ﬁ:e } sont imposés.
{o} est le vecteur de contraintes pour un €lément.

{e} est le vecteur de déformations pour un élément.

{u} est le champ de déplacements

{f e} est le vecteur forces de volume.

= 1,+1
(-1,+1) 3 (+1,+1)

»5

D

1,-1) ok +1,-1)
® 01,022 ,012,U;, U2

Figure 2.3: Elément de Reissner

Le champ de contrainte en tout point s’écrit :

{o}=M] {z} (2.30)

ol [M] est la matrice des fonctions de forme (linéaire en &, linéaire en 7).

avec {c}t ={o11 ;02 =512}

¢ f1 9 1 3 2 2 3 3 o A
{T} "'{011’UZZ’GIZ’GII»0-22561230-11’022’612’611’622’0-12}

—

M, 00 M, 00 M, 00 M, 00 ]

M]=|0 M;0 0 M,0 0 M; 0 0 M0 (2.31)

0 OM, 0 0 M0 0 My0 0 M,]
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Les fonctions de forme sont données par [33]:

M =20-90-n) . My=+9)i-n)
(2.32)

M =laeg)len) L Me=g0-8)0n)

Le champ de déplacement s’écrit :
{u}=[N]{q} (2.33)

ou [N] est la matrice des fonctions de forme des déplacements (bilinéaire).

avec {u}' ={u, U, }

t 1.1 .2 .2 3 3 _4 4
{q} = {ul ,uz,u] ,uz ,ul ,U2,u1 ,112}

N, 0N, 0N, 0 N 0
[N]= (2.34)

0 N, 0 N, 0 N; 0 Ny
Les fonctions de forme sont données par:

N=10-90-n . Ny=3+9)0-n)
(2.35)

N, =%(1+§)(1+n) , N4=i-(1-§)(1+n)

En introduisant les déformations & I’aide de la matrice [B] :
{e}=[B]{a} (2.36)

avec : [B] matrice liant les déformations aux déplacements.

{s}t ={311s822’512}

N, My, M M
x ox ox -
[B]=| 0 2, 0o — Ny (2.37)
oy %4 Oy oy

oy ox &y ox oy &x oy Ox]
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Comme la matrice [N] est fonction des variables (§, n), on utilise le jacobien (7" de 1a

transformation géométrique inverse pour pouvoir exprimer les dérivées par rapport & (X, y) en

fonction de (&, n).
La matrice jacobienne [J] est définie par:
= ox
71=| % om 2.38
M=o & (238)
85 on
On a:
4
X= ZNixi
a (2.39)
Y= Z; Niy;
Donc les termes de la matrice jacobienne peuvent étre calculés par:
ox ox 40N
a&‘Ei ® N an‘zan ‘
4 ON;
9 _ 2_._3,1 , By, (2.40)
o i1 0 on = on
Lorsque la matrice jacobienne [J] n'est pas singuli¢re, on peut écrire:
Ny [
0
_ppd % (2.41)
oy E)
L’approximation nodales des champs cinématique et statique est exprimée par :
o) [IM] [o]]({=}
(2.42)

& o Bl

La substitution de la derniére expression dans la fonctionnelle de Reissner (2.29) conduit a la

forme discrétisée de R [7] :

{r}l‘ ) ([
K.

-;— -{ (2.43)
@ ) @) |F

R=
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ot [K, ] est la matrice élémentaire de rigidité-souplesse définie par :

Kool [Koul
K.]= (2.44)
Kol [0]
Ko ]=—¢ [[M]‘ [S][M]dAc (2.45)
(2.46)

[Kou] - [l Ban*

Le vecteur des forces élémentaires équivalentes est composé de deux vecteurs: I'un

correspond aux déplacements {Fj} : le deuxiéme vecteur correspond aux contraintes, {Fj} est

nul en I’absence de déformations initiales.

Les vecteurs {F:} et {F;} sont donnés par:

fre}=e [N T L, 2.47)

L

a

(2.48)

avec:
L, : partie du contour ou les contraintes sont imposées

[N]: matrice des fonctions de forme des déplacements

{T d }: traction imposée surL.

2.5.2) Elément de référence RMQ-5 :
L’élément RMQ-5 est obtenu en ajoutant un noecud déplacement a I’é1ément mixte de

Reissner. C’est un élément mixte & 5 nceuds et 22 degrés de liberté (figure 3.4). Il possede un

coté (associé 4 I’interface) présentant trois neeuds, le nceud du milieu (nceud déplacement)

caractérise le fond de la fissure dans la version finale de I’élément.
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(-1,+1) (+1,+1)

»&

(-1,-1) 01—-%-—% (+1,-1)
(0"1)
® 011 ,022 ,012,U;, U2
o u, uz

Figure 2.4: Elément de référence RMQ-5

Les nceuds contrainte n’ayant changé ni en nombre, ni en position, les éléments RMQ-5 et

celui de Reissner présentent le méme comportement statique. Le champ de contraintes est
exprimé par les mémes fonctions de forme M; ,i=14.

Le champ de déplacement s’écrit :
fu=[N]{a} (249)
avee {a)' = ful,ub.u,u3.uf,ud,uf ud,uf ui

N, 0N, 0 N; 0 Nj 0 Ng 0

[N]= (2.50)
0 N;,O N, O N;0 N, 0 N
Les fonctions de formes s’écrivent :
1 1
N =-20-90-k . N = (+8)0-nk
(2.51)
1 1 1 5
Ny =2 (+8)em) N, =7 0-90+n) . No=3{-£)0-n
La matrice [B] liant les déformations aux déplacements est définie par:
Ny 0 N, 0 N3 0 Ny 0 Ny 0
ox ox ox ox . ox e
[B]=| © Ny N, XNy Ny o A (2.52)
oy dy N Oy By
&N, ON, oN, oN, N ON; ON, ON, ON; ON
oy o&x oy ox oy ox oy &x 9y 0Ox |
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Dans le cas de 1'dlément RMQ-5, les termes de la matrice jacobienne sont donnés par:

&x _ 3 ON; ox _SON;
EEEY A
Oy _SON; Oy _3ON;
==l s T 2.53)

T.es champs cinématique et statique sont exprimés par:

o) ] [ol][il
fe}) L] [B]jlia}

La matrice élémentairc de rigidité-souplesse est calculée en utilisant les formules (2.44),

(2.54)

(2.45) et (2.46).

2.5.3) Construction de I’élément RMQ-11:
L’élément RMQ-11 est obtenu a partir de I’élément de référence RMQ-5 par relocalisation

de certaines variables a I’intérieur de 1’élément et par déplacement d’inconnues nodales
statiques des extrémités vers le coté lui-méme. La technique de relocalisation [34] permet

d'éviter la continuité excessive a l'interface. L'élément RMQ-11 est un élément & 11 noceuds et

22 degrés de liberté (figure 2.5).

(-1,+1)q 3 (+1,+1)
»E
(-1,-1) » (+1,-1)
e U, ,» 4 011,022,012

O 022,02 s & Oqp

Figure 2.5: Elément RMQ-11

Les nceuds déplacements n’ayant changé ni en nombre, ni en en position, les éléments RMQ-5

et RMQ-11 présentent le méme comportement cinématique. Le champ de déplacement est

exprimé par les mémes fonctions de formeN;,i=1,5.
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L'approximation généralisée du champ de contrainte dans I’élément RMQ-11 s’écrit

o(&,n)= {PEn)Ha} (2.55)
avec : {P(&,n)}= {1 & n §11} est la base polynomiale de 1’élément.
{a} sont les variables généralisées.

Ona:

{r}=[P, fia} (2.56)

avec : [P, ] est la matrice nodale.

Donc I'approximation du champ de contraintes en fonction des variables nodales {c} est:

o(&,n)={PEn)P, " {r}= Mz} 2.57)

La contrainte o,;dans I'élément est exprimée par:

O'fl Gfl
9 9
oy (E.1)= PE P T 0-113 =M, ] 611; (2.58)
O O11
o1 o1

+0,5 +0,5 +0,25
-05 +0,5 -0,25
-0,5 -0,5 +0,25
+05 -0,5 -0,25

avec: [Pn“]=

Pt e ek

et M, ]=l & n entPo I (2.59)

Dans la configuration de la figure 2.2, les fonctions de formes sont données par :

My=10s29)0em) L Mi=g0-22)0420)
(2.60)

Mg=li-2)G-2m) . Mi=2(+20)0-20)
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Les contraintes G, et 6, sont évaluées par l'expression:

(5?2 Y ?z
-1 0'172 0'32 .
. Oj2 (E-" n) = {P(&, 'rl)}[sz] 1 8 = [Mi2] 8 1= 132
Ci2 Oi2
\5?2 0'?2

1 =05 -1 +0,5]

avec: [P ]_1 +05 -1 =05
P U7 405 405 4025

1

~0,5 +0,5 -0,25]

et Mp]={ & n Pl Si=12

Dans la configuration de la figure 2.2, les fonctions de formes sont données par :

My =li-29)0-2m) . Mh=gl+20)0-20)

My =029 ME=30-29)(+n)

Le champ de contraintes est donné par :

o1

0'(5,11)= Oxn =[M]{T}

O3

M} fo} D
avec: [M] = {0} M, } {o
o} Db} My}

Nyt Nt

~

t fg8 o 10 11 6 7 8 9 6 1 8 9
et {T}= 11=GII’G]I!GII!022362230-2230-22’0-12’0125012’612}

(2.61)

(2.63)

(2.64)

(2.65)
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La matrice élémentaire de rigidité-souplesse est donnée par :

Kool [Koul
K.]= (2.66)
K] [0]
[Koo]=-e IMI[s]M]dA° 2.67)
(2.68)

[Koul=e [ BaA°

Le calcul de la matrice élémentaire est effectué par intégration numérique selon la méthode
de Gauss, le passage de l'intégration de I'élément réel a celui de référence fait intervenir le
déterminant du jacobien de la transformation géométrique.

Dans la configuration de référence l'intégration s'écrit:

+1 4+l
[K°] = —e Jd& J[k° (&, )] detT(E, mdn (2.69)

B
Nous avons utilisé la formule d'intégration 4 4 points (2 points dans chaque direction (P=2)).
Nous avons:

[K®]= 3 3w,w, [k &o1,)] detI(E;, ;) (2.70)

i=1j=1

ol
&;,m;sont les coordonnées des points d'intégration (tableau 2.1).

W;, W ;Teprésentent les coefficients de pondération.

P & Wi
1,0

2 10,57735026918

Tableau 2.1: Points d'intégration et coefficients de pondération de Gauss



Chapitre 2 : Formulation de I€lément d'interface Page 36

2.5.4) Construction de I’élément RMQ-7:
L'élément RMQ-7 est obtenu & partir de I'lément RMQ-11 en éliminant les variables

internes de ce dernier par condensation statique (figure 2.6).

Jl‘n
i : +1,+1
(-1,+1) M 3 ( )
» &
“1-nel8 20 (+1.-1)
e U, Uz
O 622,012

Figure 2.6: Elément RMQ-T

Les quatre nceuds internes de ’élément RMQ-11 qui ne participent pas & l’assemblage
compliquent I’opération de mise en donnée, et augmentent la taille de la demi-largeur de
bande au cours de ’assemblage, ce qui a pour effet une augmentation du temps de calcul.

Nous présentons dans cette partie une méthode de la condensation des variables internes au
contour qui est liée & la notion globale de réduction de la taille d’un systéme d’équations par

&limination d’un certain nombre de degrés de liberté. En calcul de structures ce type de

procédure s'appelle analyse par sous-structures [35].

Au départ, nous utilisons la forme discrétisée de la fonctionnelle de Reissner:
t t
1 N|r® T N |t {0}
R=— K - 2.1
27‘{“ [ ]{H} Z{H} e 7

Pour faciliter les calculs de I'opération de condensation, on décompose les degrés de liberté de

contraintes au niveau élémentaire en deux groupes:

{t.}: contraintes sur les contours de I'élément.

{t;}: contraintes a l'intérieur de I'¥lément.
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La décomposition de la matrice élémentaire [K,]relativement aux groupes de degrés de
liberté {q}, {r.} et {r,} s'écrit:

[Kocr]i [Kcro']ci [K'O'll ]i
[Kc] = [Kca]::i [ch]c [Kou ]c
Kol Kl [0]

2.72)

Les variables de contraintes {t;} ne sont pas assemblées, par conséquent les équations
relatives  celles-ci, ne font intervenir que les degrés de liberté {q} etfr.}.

Nous pouvons alors trouver une relation entre ces différents types de ddl en traduisant la
condition de stationnarité de R par rapport a {Ti |

R0 2.73)

o,

Ce qui donne comme relation:

[Kcm']i {Ti }+ [ch]ci {tc}+ [Kau ]i {q} =0 (274)

ou encore:

{Ti } = _[Ko’o’ i_l [Kao']ci {Tc } i [Kcrc i—] [Kau ]i {q} (275)

La matrice[K ., ]; est un sous bloc diagonal d'une matrice symétrique définie négative, donc

elle est toujours inversible.

A partir de la relation (2.75), on peut définir une matrice [['] de transformation des ddl

permettant de définir la matrice de rigidité réduite relatives aux variables {q} etfr.}.

Ona:

fr )= [F]{{{TJ}}} 2.76)
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|

avec:

—[Kco-];i[Kca]ci [chr i cru ]i
[]= (1] [0]
[0] (1]

et [I]: la matrice unité.

En substituant la relation (2.77) dans la fonctionnelle R (2.71), nous

fonctionnelle réduite R” ne dépendant que des variables de contour {q} et{r,}:

-3 (- E)

ou [K, ]’ est la matrice élémentaire réduite définie par:
[K.]" =[TT'[K]T]

La matrice [K,]’ s'écrit:

Kol [Kal
K] =

Kl [Kul

avec: [Koo] =[Kool: = Koo LKoo | Koo L

Ko =Kol ~ Koo Ko [ [Kou
Koo =Ko [

K] =~ Kou Koo [ [Keu

2.77)

obtenons la

(2.18)

(2.79)

(2.80)

(2.81)
(2.82)
(2.83)

(2.84)

La matrice de rigidité réduite posséde un bloc [Ku]~ semi-défini positif, contrairement a la

forme non réduite ol ce bloc est toujours nul.

L'intérét majeur-de la procédure de condensation des variables internes est de réduire le

temps de calcul lors d'une application, sa réalisation pratique est trés simple d'autant plus

qu'on n'a pas & modifier le vecteur du sscond membre puisque par hypothése les nceuds
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statique ne sont pas chargés. La technique de condensation statique nous permet d’obtenir
1’élément RMQ-7 ne possédant que 7 nceuds avec deux degrés de liberté par neeud (les nceuds

6 et 7 sont des nceuds contraintes avec les variables o2, et 012 et le reste des noeuds sont en

déplacement pur).

2.5.5) Construction de I'élément d'interface RMQ-7 inversé:
L'assemblage d'éléments RMQ-7, nous oblige & considérer des éléments d'interface

inversés (figure 2.7). Ceci nous conduit & construire de nouveau I'¢lément RMQ-7 inversé.

Elément RMQ-7| Elément d'interface supérieur
non inversé

—{F—— 9

Elément RMQ-7| Elément d'interface inférieur

inversé

Figure 2.7: Deux éléments RMQ-7 assemblés

En suivant les mémes étapes précédentes:
construction d'un élément de référence mixte
relocalisation de certains ddl a l'intérieur de l'élément et d'autres sur le contour

condensation statique des ddl placés a I'intérieur de I'élément

on peut obtenir I'élément RMQ-7 inversé (€lément d'interface inférieur) (figure 2.8).

1 Ul
(1,41, @1 J(+1,+1) (-1,+1) S (+1,+1)
4 5 3 46 |573
& —» £
1 2 1 2
(-1-1) (+1,-1) (-1,-1) (+1,-1)
® Oy ,022,012,U1 , U2 @ Uit
O ug, U O 022,012
Elément de référence Elément proposé
RMQ-5 inversé RMQ-7 inversé

Figure 2.8: Elément RMQ-7 inversé et élément de référence
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Le champ de déplacement s’écrit :
{u}=[N] {a} (2.85)

t 1 1 .2 2 3.3 .4 .45 .5
avec {q} = {ul ,112,1.11 ,u2 ’uf ,u2,u1 ,uZ,ul ,U2}

Les nouvelles fonctions de formes N; sont données par:

N=10-90-n) . N=gl+D)i-n)
(2.86)

N=Laedlem L Ne=-30-0emk o No=3(-8)ie)

L'approximation du champ de contraintes en fonction des variables nodales {r} est:

o(e,m) = PE P I {z} = Mz} 2.87)

La contrainte o,,dans 1'élément est exprimée par:

0'?1 Gfl
9 9
oy (Em)= PE P I 6115 =My ] 0115 (2.88)
Ol o1
o1 o1
1 +0,5 -0,5 -025
1 =05 -0,5 +0,25
avee: [Punl=|; _ 0% Lo5 —o2s)
1 +0,5 +0,5 +0,25
et Myl=8 & n &n}fPan]” (2.89)

Dans la configuration de la figure 2.8, les fonctions de formes sont données par :

My=10s29)0-2) . Mi=g0-290-20)
(2.90)

Mp=20-29)0em) . Mi=g0+20)(0+20)
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Les contraintes G,, et G;, sont évaludes par l'expression:

(°i62 )
7 7
o2 &m) = PE N} [P I :;;2 [Muz] e i=12
i2 12
L°'i92 o

1 —0’5 +1 _035‘

1 +05 +1 +05
avec: [Py, ]= 1 +05 -0,5 —025
1

~0,5 0,5 +0,25

Mp]={t & n en}P. ] =12

Dans la configuration de la figure 2.8, les fonctions de formes sont donnces par :

M, -—(1 2£)(1+2n) ; M/, =—(1+2§)(1+211)

Mh=i@aapion) . MR =50-220-n)

Le champ de contraintes est donné par :

olt,m)= o; = [M]{z}

O12

M} P} o
avec:  [M]=| 0} M.} {0}

o} {0} My}

t 8§ 9 1 6 8 6 8 9
et {T} llasll!cll’cll3622’522°G°2=0223612’G]2»0.12’0-12}

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

La matrice élémentaire de rigidité-souplesse s'écrit sous la forme donnée par les relations

(2.66), (2.67) et (2.68). Ses termes sont calculés par intégration numérique selon la méthode

de Gauss avec 4 points d'intégration.
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Chapitre 3

Tests de convergence et de validation de I'élément d'interface

3.1) Introduction :
La discrétisation d'un probléme aux limites par la méthode des éléments finis, permet

d'approcher la solution exacte par le biais de fonctions d'approximations. La convergence de
la solution vers la valeur exacte au niveau de la structure assemblée n'est garantie que si ces
fonctions d'approximation vérifient certains critéres de convergence.

Ces critéres nécessaires au niveau de I'élément, sont fondés sur des considérations

mathématiques et physiques, et leur respect permet une meilleure approximation au fur et a

mesure que la taille des éléments décroit.
Dans ce chapitre, nous allons étudier la convergence et la validation de 1’élément

d’interface proposé. D*un point de vue théorique, on va traiter les valeurs et vecteurs propres
des matrices élémentaires et d’un point de vue pratique, nous allons étudier la convergence de

la fléche et de la contrainte transverse d’une poutre console et d’une poutre sandwich.

3.2) Critéres de convergence:
Les critéres de convergences peuvent s'énoncer comme suit:

a) Représentation des modes rigides: Les fonctions de forme des déplacements et des
contraintes doivent étre telles qu'on obtient un état de déformation et de contrainte nul dans

I'élément lorsque les déplacements nodaux sont compatibles avec un mouvement de corps

solide (mouvement d'ensemble).

b) Représentation des états de difcrmation et de contrainte constants [36] : Les
fonctions de forme choisies, doivent étre telles que si les déplacements nodaux et les
contraintes nodales sont compatibles avec des états de déformation et de contraintes
constants, on puisse obtenir réellement ces états dans tous les ¢léments.

Intuitivement, la nécessité de vérifier ce critére vient du fait que lorsqu'on affine indéfiniment
le maillage, I'état de déformation et de contrainte est pratiquement constant par élément. Il est

alors souhaitable que les fonctions d'approximation puissent représenter cet état.
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¢) Compatibilité des déplacements [37]: Les déplacements sont compatibles, s'ils
présentent une continuité 4 la fois a l'intérieur et aux frontiéres inter-éléments. En général,
l'ordre de continuité du champ de déplacement dépend de l'ordre des dérivées de ce champ

intervenant dans la fonctionnelle utilisée (dans notre cas on a utilisé une approximation semi-

quadratique).

d) Compatibilité des interpolations (Completeness criterion): Mirza et Olson [38] ont
montré dans leurs travaux que le choix de la base d'approximation polynomiale pour les
contraintes et les déplacements pour former I'énergie de déformation de la fonctionnelle de
Reissner doivent respecter une régle, sinon d'éventuelles mécanismes peuvent apparaitre
(modes supplémentaires parasites a énergie de déformation nulle).

La régle s'énonce comme ouit:" Les déformations obtenues A partir de l'approximation des
contraintes, doivent posséder au moins tous les modes de déformation qui sont obtenues par
dérivation du champ de déplacement".

Ce qui veut dire que l'on ne peut pas prendre n'importe quel choix de base polynomiale pour
les contraintes et les déplacements. Par exemple si I'on choisit un polynome complet de degré
p pour approximer le champ de déplacement, il faudra alors choisir un polynéme complet de

degré au moins égale a (p-1) pour les contraintes.
Nous allons voir si I'élément d'interface proposé, vérifie les critéres de convergence cités ci-

dessus.

3.3) Etude des valeurs et vecteurs propres:
L'énergie de déformations élémentaire dans la fonctionnelle de Reissner s'écrit:

- {c}}‘[— [s] [Iﬂ {{c}} ‘

R =— dA 3.1)
il ol

Pour un probléme plan, les trois modes déplacement d'ensemble qui annulent I'énergie de

déformation se mettent sous la forme:

1) u;= constante ; u=0 ; 611= 622= 012=0
2)u=0 : W=constante  ; 611= 622= 612=0
3) u;=-cy ; W= -CX ; 611= 022= 012=0

L'étude des valeurs et vecteurs propres des matrices élémentaires est trés utiles pour examiner
si le premier critére est vérifié (représentation des modes rigides). En effet, tous vecteurs

propres correspondant a des valeurs propres nulles doivent représenter les trois déplacements
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W
d'ensemble de corps rigide. Le nombre de valeurs propres nulles doit étre égal & ce nombre de

déplacement d'ensemble.
Cette étude a été faite numériquement 4 l'aide d'un programme utilisant la transformation de

Housholder [39] qui résout le systéme suivant:

el

A représente les valeurs propres de la matrice élémentaire [K°]. Puisque [K°] est symétrique,
toutes les valeurs propres sont donc des réelles, les valeurs négatives correspondent au

nombre de ddl de contrainte, les valeurs positives sont alors représentatives des modes de

Jéformations (mouvement de corps rigide excius).
Le tableau (3.1) donne les valeurs et vecteurs propres de I'élément proposé (RMQ-7) et

d'autres éléments (déplacement et Reissner).

Type d'élément Degrés de liberté Valeurs propres Composition des vecteurs
Déplacement | Contraintes | Total Signe Nombre propres
Elément déplacement ) - -
(4 nceuds) 8 0 8 0) g=0
(+) 5 Uy, Uy bilinéaires
Elément mixte de ) 12 u, o bilinéaires
Reissner (4 nceuds) 8 12 20 0) 3 &0, ¢;=0
+) 5 u, o bilinéaires
Elément d'interface (-) 4 o bilinéaire, u quadratique
proposé (RMQ-7) 10 4 14 (0) 3 =0, 6;=0
+) 7 o bilinéaire, u quadratique

Tableau 3.1: Les valeurs propres pour différents types d'éléments

Le tableau (3.1) montre que l'élément d'interface présenté vérifie bien le critere de

représentation des modes rigides.
Le deuxiéme critére relatif a la représentation des états de contrainte et de déformation

homogenes est satisfait vu la nature des approximations retenues. Nous verrons dans la partie

suivante des tests numériques concernant ce critére.
Le troisieme critére de convergence (compatibilité des déplacements) est vérifié vu la nature

semi-quadratique de I'approximation choisie.
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Le critére de compatibilité des interpolations est satisfait du fait que l'approximation des

déplacements est semi-quadratique (ordre 2) et celle des contraintes est bilinéaire (ordre 1).

3.4) Tests de représentation d'états homogénes:
Nous allons étudier I'élément d'interface présenté dans deux cas de chargement (traction

uniforme et cisaillement pur) générant des états de contraintes et de déformations homogenes.

Ces tests &lémentaires constituent une étude préliminaire de validité de notre Elément

d'interface.

Traction uniforme suivant x:

Dans le cas d'une traction uniforme de densité p, le champ de contraintes est défini comme

suit:
61=p 3 0p=0; o,=0 (3.3)
et le champ de déplacement s'écrit dans le cas isotrope:
(o] 1 -V
Uy=—X ; Uy =—=0C 3.4
1= 2= 1y G4

avec: E: module d'Young de matériau et v: coefficient de Poisson.

Cisaillement pur:

Dans ce chargement sous une densité d'sffort de cisaillement homogéne p, le tenseur des

contraintes s'écrit:
(3.5)

o;=0 ; 03=0 3 op=p
Le champ de déplacement est défini par:

20+v)  x (3.6)

=0 ; u-=



Chapitre 3: Tests de convergence et de validation de I€lément d'interface

3.4.1) Test sur un élément RMQ-7:

a) Chargement de traction uniforme:

Cas 1:
05N
Y 3 3 - p=IN/mm?
Imm E=1N/mm?
X
16 5 73/05N v=0.25
) —>
Ilmm
Figure 3.1: Un élément RMQ-7 soumis & chargemant
de traction uniforme (interface//x)
Déplacements Contraintes
u;(mm) up(mm) 0(N/mm?) | o1(N/mm?)
Neeuds Neeuds Nceuds Nceuds
2 3 4 5 2 3 4 5 6 7 6 7
RMQ-7 | 1.00 | 1.00 | 0.00 | 0.50 | 0.00 | -0.25 | -0.25 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Théorie | 1.00 | 1.00 | 0.00 | 0.50 [ 0.00 | -0.25 | -0.25 [ 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00

Tableau 3.2: Comparaison des résultats obtenus par le présent élément et la théorie

pour un élément (traction uniforme) — Cas 1

Le tableau 3.2 montre que les valeurs numériques sont en conformité avec les valeurs

théoriques.

Cas 2:

1/6 N
’ B> —
3
3 23N
Imm 5 —p
6
1

1,: 4 1/6N

~—

Figure 3.2: Un élément RMQ-7 soumis a chargement

de traction uniforme (interface//y)
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Déplacements Contraintes
u;(mm) uz(mm) op(N/mm?) | o (N/mm?)
Neeuds Noeuds Noeuds Neeuds
1 2 3 5 1 2 3 5 6 7 6 7

RMQ-7 1.00 | 1.00 | 0.00 | 1.00 | 0.00 | -0.25 | -0.25 [ -0.125 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Théorie 1.00 | 1.00 | 0.00 | 1.00 | 0.00 [ -0.25 | -0.25 | -0.125 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00

Tableau 3.3: Comparaison des résultats obtenus par le présent élément et la théorie .

pour un élément (traction uniforme) — Cas 2

Les résultats numériques vérifient les valeurs théoriques.

Cas 3:
y
Imm
X
Figure 3.3: Un élément RMQ-7 inversé soumis & chargement
de traction uniforme (interface//x)
Déplacements Contraintes
u;(mm) uy(mm) 6,(N/mm?) | o(N/mm?)
Neeuds Neeuds Nceuds Neeuds
1 2 4 5 1 2 4 5 6 7 6 7
RMQ-7 | 1.00 | 0.00 | 1.00 | 0.50 | -0.25 [ -0.25 | 0.00 -0.25 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Théorie | 1.00 | 0.00 | 1.00 | 0.50 | -0.25 [ -0.25 | 0.00 [ -0.25 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00

Tableau 3.4: Comparaison des résultats obtenus par le présent élément et la théorie

pour un élément (traction uniforme) — Cas 3

Les résultats numériques sont en conformité avec les résultats théoriques.
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b) Test de cisaillement pur:

Cas 1:

1mm

Figure 3.4: Un élément RMQ-7 soumis & chargement
de cisaillement pur (interface//x)

Déplacements Contraintes
u;(mm) u(mm) G5 (N/mm?) 612(N/mm?)
Neeuds Neeuds Neeuds Nceuds

2 3 4 5 2 3 4 5 6 7 6 7
RMQ-7 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 250 | 2.50 | 0.00 | 1.25 [ 0.00 | 0.00 | 1.00 | 1.00
Théorie | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 2.50 | 2.50 | 0.00 125 | 0.00 | 0.00 | 1.00 | 1.00

Tableau 3.5: Comparaison des résultats obtenus par le présent élément et la théorie

pour un élément (cisaillement pur) — Cas I

Les résultats numériques sont en conformité avec les résultats théoriques.

Cas 2:

-O.SN‘L 05N
o—
y 3 T 1/6 N
7
1mm 5 TZBN
X 6
ﬁ>4 1 TI/6N
«
- 05N
. Imm .
af—————

Figure 3.5: Un élément RMQ-7 soumis a chargement
de cisaillement pur (interface//y)
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Déplacements Contraintes
u;(mm) uy(mm) G22(N/mm?) o12(N/mm?)
Nceuds Neceuds Neeuds Neceuds
1 2 3 5 1 2 3 4 6 7 6 7
RMQ-7 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 2.50 | 2.50 | 0.00 [ 2.50 | 0.00 [ 0.00 | 1.00 | 1.00
Théorie | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 2.50 | 2.50 | 0.00 [ 2.50 | 0.00 | 0.00 [ 1.00 | 1.00
Tableau 3.6: Comparaison des résultats obtenus par le présent élément et la théorie
pour un élément (cisaillement pur) — Cas 2
Les résultats numériques sont en conformité avec les résultats théoriques.
3.4.2) Test sur deux éléments RMQ-7 assemblés:
a) Chargement de traction uniforme:
Casl:
05N
+ 0T 6 71—
y
1mm
X
"ﬁ>23 457 8 91012"(2_b
P 1mm o
Figure 3.6: Dewx éléments RMQ-7 assemblés soumis a chargement
traction uniforme (interface//x)
Déplacements Contraintes
uy(mm) uy(mm) o(N/mm?) G12(N/mm?)
Nceuds Neeuds Neeuds Noeuds
4 6 12 4 6 12 3 5 10 3 5 10
RMQ-7 | 025 | 0.50 | 1.00 | 0.00 | -0.25 | 0.C0 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Théorie | 0.25 | 0.50 | 1.00 | 0.00 | -0.25 [ 0.00 [ 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00

Tableau 3.7: Comparaison des résultats obtenus par le présent élément et la théorie

pour deux éléments asseinblés (traction uniforme) — Cas 1

Les résultats numériques sont en conformité avec les résultats théoriques.
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Cas 2:
025N
& 1 3] 2
y
2 4 5 6 g|OSN
Ilmm 4>—-n—o——n——--—>
X
PN 9|025N
Figure 3.7: Dewx éléments RMQ-7 assemblés (un inversé) soumis a chargement
de traction uniforme (interface//x)
Déplacements Contraintes
u;(mm) uy(mm) 072(N/mm?) o2(N/mm?)
Nceuds Neeuds Neeuds Nceuds
1 5 7 9 1 5 7 9 4 6 4 6
RMQ-7 | 0.00 | 0.50 [ 1.00 | 1.00 | -0.125 | 0.00 | -0.125 | 0.125 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00
Théorie | 0.00 | 0.50 | 1.00 | 1.00 [ -0.125 [ 0.00 | -0.125 | 0.125 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00

Tableau 3.8: Comparaison des résultats obtenus par le présent élément et la théorie

pour deux éléments assemblés (traction uniforme) — Cas 2

Le calcul numérique donne les mémes valeurs que le calcul théorique.

Cas 3:

1mm

-

05N

p
F@l T
2 05N

6 11

o Imm L

Figure 3.8: Deux éléments RMQ-7 assemblés (inversés) soumis a chargement
de traction uniforme (interface//x)
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Déplacements Contraintes
u;(mm) u;(mm) G3(N/mm?) o12(N/mm?)
Neeuds Neeuds Neeuds Neeuds
4 6 12 4 6 12 3 5 10 3 5 10
RMQ-7 | 025 | 0.50 | 1.00 | -0.25 | 0.00 | -0.25 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00
Théorie | 0.25 | 0.50 | 1.00 | -0.25 | 0.00 | -0.25 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 [ 0.00 | 0.00 [ 0.00

Tableau 3.9: Comparaison des résultats obtenus par le présent élément et la théorie

pour deux éléments assemblés (traction uniforme) — Cas 3
Les résultats numériques sont en conforiuilé uvec les résultats théoriques.

b) Test de cisailloment pur:

Cas1:
l‘O'SN 05N 025N
& — —»
y 1 6 I TO.SN
1mm
X
v 2.::—5 7] 8 91012'T0.5N
AANEN ABN W2 N
Figure 3.9: Deux éléments RMQ-7 assemblés soumis a chargement
de cisaillement pur (interface//x)
Déplacements Contraintes
u;(mm) uz(mm) G2 (N/mm?) o2(N/mm?)
Neeuds Neeuds Neeuds Neeuds
4 6 12 4 6 12 3 5 10 3 5 10
RMQ-7 | 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.625 | 1.25 | 2.50 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 1.00 1.00 | 1.00
Théorie | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.625 | 1.25 [ 2.50 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 1.00 | 1.00 | 1.00

Tableau 3.10: Comparaison des résultats obtenus par le présent élément et la théorie

pour deux éléments assemblés (cisaillement pur) — Cas 1

Les résultats numériques vérifient les valeurs théoriques.
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Cas 2 025N
025N| g5N
y s 1 2
5 6
X 1mm a>_2__é_—o—-—u—§-‘pT0.5 N
025N
v 3 9[]05N
-0.25N l
r Imm ~

Figure 3.10: Deux éléments RMQ-7 assemblés (un inversé) soumis a chargement
de cisaillement pur (interface//x)

Déplacements Contraintes
u;(mm) uy(mm) G22(N/mm?) o12(N/mm?)
Neeuds Neeuds Neeuds Neeuds
1 S 7 9 1 5 7 9 4 6 4 6
RMQ-7 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 1.25 | 2.50 2.50 | 0.00 [ 0.00 | 1.00 [ 1.00
Théorie | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 1.25 | 2.50 | 2.50 | 0.00 | 0.00 [ 1.00 1.00

Tableau 3.11: Comparaison des résultats obtenus par le présent élément et la théorie

pour deux éléments assemblés (cisaillement pur) — Cas 2

En conclusion, tous les résultats des tests numériques de représentation d'états homogenes

vérifient bien les valeurs théoriques.

3.5) Test de convergence d'une poutrs plane:
Afin d'évaluer la validité de I'élément d'interface (RMQ-7), nous allons faire une étude de

convergence sur un exemple de poutre console homogéne en flexion.

3.5.1) Définition de la poutre:
Une poutre console, en contrainte plane, est soumise & deux types de chargements (Figure

3.11). Le premier type de chargement correspondant & une distribution uniforme d'effort

transversale répartie sur l'extrémité de la poutre. Le deuxiéme chargement correspond & un

test de flexion pur.
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Figure 3.11 : Définition de la poutre

3.5.2) Maillage de la poutre:

54

Pour le maillage de la poutre, on prend deux (2) divisions suivant la hauteur de la poutre

comme le montre la figure suivante:

?l—l—.—'—ﬂ—.ﬁb—.—’—l—ﬂ—-ﬂ".—.ﬁ

Figure 3.12: Maillage de la poutre

Le raffinement du maillage s'effectue uniquement dans le sens de la longueur de la poutre en

gardant deux divisions suivant I'épaisseur de la poutre.

3.5.3) Résultats numériques et commentaires:

Dans cet exemple, nous avons comparé les résultats obtenus par 'élément RMQ-7 avec des
valeurs de référence soit théoriques (Timoshenko et Euler-Bernoulli) soit provenant de calculs

réalisés avec d'autres éléments. Les valeurs de référence et des divers types d'éléments sont

issues des références [1] et [7]. Le résume des résultats est présenté au tableau 2.

Type d'élément Nombre de degrés de Fléche au point A (mm)
 liberté Chargement 1 | Chargement 2

Elément déplacement (4 nodes) 728 0.961 0.922
Elément de Reissner (4 nodes) 1431 1.023 0.998
Quad-1 Bichara [7] 498 1.029 1.000
Présent élément d'interface (RMQ-7) 150 1.000 0.976
Théorie classique - 1.000 1.000

Théorie deTimoshenko - 1.030 1.000

Tableau 3.12: Comparaison des divers types d'éléments pour une poutre console en flexion
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Le tableau 3.12 montre une bonne concordance entre les valeurs obtenues par I'élément

d'interface proposé et les résultats théoriques.

3.5.4) Test de convergence:
En utilisant les résultats du raffinement du maillage, on peut observer lallure de la

convergence de la fleche au point A. Le tableau 3.13 donne les valeurs de la fléche en

fonction du nombre de degrés de liberté.

MNombre d'#léments Nomhre de degrés de Fléche au point A
lbere Chargewenl 1 Chargement 2
4 30 0,501 0,577
10 66 0,913 0,901
20 126 0,999 0,974
22 138 0,999 0,975
24 150 1,000 0,976

Tableau 3.13: Fléche au point A en fonction de degrés de liberté

La figure 3.13 montre la convergence de la fléche. Nous constatons que 1'élément d'interface

présenté converge rapidement pour un nombre peu élevé de degrés de liberté.

u2/u2théorie

1

0,8
—s— Chargement 1
06 1 —a— Chargement 2
Théorie

0,4
0,2 1

0 T r T r r

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Nombre de degrés de liberté

Figure 3.13: Convergence de la fléche de la poutre console
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3.5.5) Poutre console avec des éléments déformés:

Pour mettre en évidence l'efficacité de 1'élément proposé a modeliser des interfaces
d'orientation quelconque, nous avons repris le méme exemple (poutre console) en utilisant des

maillages grossiers avec des éléments déformes (é1éments quadrangulaires quelconques).

Maillage 1 (figure 3.14): Il contient 20 éléments (126 ddl) avec des éléments d'interface

orientés de Ay (Ay=5% el 10% de la dimension horizontalo de 1'élément).

2 mm

Ay

/o

10 mm

A 4

A

Maillage 2 (figure 3.15): Il contient 20 ¢€léments (126 ddl) avec des éléments d'interface

Figure 3.14: Maillage 1

curvilignes (Ay=5% et 10% de la dimension horizontale de I'élément).

2 mm

Ay

10 mm

A

Les tableaux 3.14 et 3.15 montrent les résultats de la fléche au point A pour les différents

Figure 3.15: Maillage 2

types de maillages.
Ay(%) Fléche au point A (mm)
Chargement 1 Chargement 2
Présent élément 5 0,982 0,959
RMQ7) 10 0,935 0,918
Théorie classique - 1,000 1,000
Théorie deTimoshenko - 1,030 1,000

Tableau 3.14: Fléche d'une poutre console — Maillage 1
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Ay(%) Fléche au point A (mm)
Chargement 1 Chargement 2
Présent élément 5 0,962 0,943
(RMQ7) 10 0,872 0,867
Théorie classique - 1,000 1,000
Théorie deTimoshenko - 1,030 1,000

Tableau 3.15:Fléche d'une poutre console — Maillage 2

Les tableaux 3.14 et 3.15 montrent une bonne précision des résultats obtenus par rapport  la

solution analytique. Ce qui confirme la capacité et I'efficacité de 1'élément & modéliser des

interfaces d'orientation quelconque.

3.6) Poutre sandwich:
Dans cet exemple, on a utilisé I'élément d'interface proposé (RMQ-7) pour l'analyse d'une

structure présentant des interfaces cohérentes. Il s'agit d'une poutre sandwich en flexion ol

l'intérét est essentiellement axé sur I'étude de la fleche et des contraintes de cisaillement

transverses.

3.6.1) Définition de la poutre sandwich:
La poutre sandwich présente trois couches isotropes avec deux peaux identiques et

relativement minces. Elle est simplement appuyée et soumise a une charge uniforme qo

(figure 3.16). On a utilisé les donnces géométriques et mécaniques citées dans la référence

[11].

fy

: q Peaux en aluminium:

i g = 70000 MPa, v,=0,34
by i T T+ i L1 1 ¥ ¢ ¢ 3} E % Ve

H=2 mm
hc=1,6mm ..................................................................... X
b, =0,2mm Coeur en résine époxy:
E. = 3400 MPa, v.=0,34

L=24 mm

v

Figure 3.16 : La poutre sandwich analysée
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3.6.2) Maillage de la poutre sandwich:

Nous avons utilisé trois types de maillages:
a) Maillage -1- avec 4 éléments RMQ-7 et 32 degrés de liberté (figure 3.17);

b) Maillage -2- avec 16 éléments RMQ-7 et 98 degrés de liberté (figure 3.18);
¢) Maillage -3- avec 64 éléments RMQ-7 et 402 degrés de liberte.

Le coté particulier de I'élément d'interface, qui comporte des nceuds statiques, est toujours

placé le long de l'interface entre peaux et cceur.

Figure 3.17: Maillage -1- de la poutre sandwich

Figure 3.18: Maillage -2- de la poutre sandwich

3.6.3) Résultats et discussion:
Pour mettre en évidence la capacité et l'efficacité de I'élément d'interface proposé (RMQ-7

en formulation isoparamétrique) & modéliser des structures a interface cohérente, nous avons

fait référence a la solution analytique de Pagano [40,41].
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3.6.3.1) Etude de la convergence de la fléche:
Nous avons étudié la convergence de la fléche au centre de la poutre (x=L/2) en fonction

du nombre des degrés de liberté. Le tableau 3.16 donne les valeurs de la fléche obtenues par

les trois maillages.

Type d'élément Nombre des degrés de Fléche u, Ecart avec la solution
liberté (mm) exacte (%)
32 - -0.105 50
Présent élément d'interface 98 -0.200 4
(RMQ-7) 402 -0.209 0,5
Solution exacte (Pagano) - -0.208 -

Tableau 3.16: Valeurs de la fleche au centre de la poutre(x=L/2) en fonction
du nombre des degrés de liberté

Le tableau 3.16 montre que I'écart avec la solution exacte passe de 4% avec 98 degrés de
liberté a 0,5% avec 402 degrés de liberté, ce qui met en évidence la trés bonne précision des
résultats obtenus par rapport 4 la solution analytique de Pagano.

La figure 3.19 représente la convergence de la fleche. Nous constatons que I'élément

d'interface présenté converge trés rapidement pour un nombre peu ¢levé de degrés de liberté.

12 u2/u2théorie

l R
0,8 1 )

—=— Présent élémentd'interface

0,6 - —— Solution exacte (Pagano)
0,4 -
0,2

0 T T

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Nombre des degrés de liberté

Figure 3.19: Convergence de la fléche & mi-portée de la poutre sandwiche
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3.6.3.2) Convergence de la contrainte de cisaillement transversal:
Nous avons déterminé les contraintes de cisaillement transverses suivant I'épaisseur dans

la section de la poutre d'abscisse (x=L/4) pour les différents types de maillages.

Le tableau 3.17 donne les valeurs de la contrainte de cisaillement o;, obtenues en utilisant

I'élément RMQ-7 et celles données par la solution analytiques [40,41].

Type d'élément Nombre des degrés de Contrainte de cisaillement transversal
liberté o}, (MPa)
y=-hy2 y=0 | y=hp2
32 1 -3.026 - -3.001
Présent élément d'interface - 98 -3.135 - -3.258
(RMQ-7) 402 -3.197 -3.314 -3.184
Solution exacte (Pagano) - - -3.159 -3.431 -3.158

Tableau 3.17: Valeurs de G, suivant l'épaisseur l'abscisse x=L/4 en fonction

du nombre des degrés de liberté

Le tableau 3.17 montre que l'élément mixte d'interface fournit des trés bons résultats
comparant & ceux de la solution exacte.

Une étude de convergence de la contrainte de cisaillement transversal au point de l'interface
inférieure (y=-hs/2) de la poutre d'abscisse (x=L/4). La figure 3.20 représente cette

convergence. Nous constatons une trés bonne convergence de l'élément mixte d'interface

proposé.
o612/ 612 théorie
—&—Présent élément d'interface
1,3 1 Solution exacte (Pagano)
1,1
.—7.— -

0,9 1

0,7 1

0,5

0 50 100~ 150 200 250 300 350 400 450
Nombre des degiés de liberté

Figure 3.20: Convergence de la contrainte de cisaillement transversal (x=L/4 et y=-h/2)
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3.6.3.3) Etude du déplacement horizontal u; :

Nous avons étudie la variation des déplacements u; suivant 1'épaisseur dans la section de

la poutre d'abscisse x=L/4.
Le tableau 3.18 résume les résultats obtenus en utilisant 1'élément RMQ-7 et ceux de la

solution exacte.
Déplacement horizontal u;
Type d'élément Nombre des degrés de liberté (mm)
y=-hJ/2 y=0 y= h/2
Trévont Slémunt J'interfoce o 0123001 | -0,1600-03 | 0.1220-01
(RMQ-7) 402 -0,1280-01 | -0,623D-04 | 0,127D-01
" Solution exacte (Pagano) - -0,130D-01 [ -0,610D-04 | 0,129D-01

Tableau 3.18: Valeurs de u; suivant I'épaisseur & l'abscisse x=L/4 en fonction

du nombre des degrés de liberté

Le tableau 3.18 montre une trés bonne concordance entre les valeurs numériques obtenues en

utilisant I'élément RMQ-7 et les résultats théoriques de Pagano.
En conclusion, tous les résultats numériques de I'élément d'interface présenté confirment la

capacité et l'efficacité de I'élément RMQ-7 (en formulation isoparamétrique) & traiter des

structures présentant des interfaces cohérentes.
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Chapitre 4

Rupture interfaciale des bimatériaux anisotropes

4.1) Introduction :
La mécanique de la rupture est une discipline récente ; aprés les premiers travaux

fondateurs de Griffith [42], elle est quelque peu tombée dans 1’oubli et ce n’est qu’a partir de
1950, avec les travaux de Williams [43], Irwin [44], Rice et Tracey [45], Gurson [46] qu’elle
4 véiilablement pris son casor. Eon objot oot I'élude due [ixsures dang s matériany anlides.
Son but est de prévoir et de prévenir, dans la mesure du possible, I’apparition (on dit aussi
’amorgage ou I’initiation) et la propagation de ces défauts. Elle est trés utilisée dans les
industries de pointe (aéronautique, nucléaire) [47]. |

La mé(_;anique de la rupture se subdivise en deux sous-disciplines dont les préoccupations
et les méthodes n’ont que peu de rapports : la mécanique de la rupture fragile et la mécanique
de la rupture ductile. L’origine de la différence provient fondamentalement des mécanismes
différents qui président & la rupture. Ces différences se manifestent a I’échelle macroscopique
par le fait que la plasticité est peu importante en rupture fragile (le matériau demeure

essentiellement élastique, sauf au voisinage immédiat du front de fissure, si bien qu’il se
déforme peu avant la rupture : c’est pourquoi on parle de matériau fragile), mais trés
importante en rupture ductile, au point que I’on peut le plus souvent ignorer I’élasticité (la
plasticité est envahissante, si bien que le matériau se déforme beaucoup avant de se rompre :
c’est pourquoi on parle de matériau ductile). Dans cefte étude, seule la rupture fragile est
abordée [47].

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions et concepts de la mécanique linéaire de
la rupture. L’accent est met sur la rupture interfaciale et sur ’adaptation de ces concepts a
Pétude des interfaces fissurées entre matériaux anisotropes. Nous avons aussi exposé les
différentes méthodes utilisées pour I’évaluation du taux de restitution d’énergie et notre choix

a été orienté vers I’association de la méthode d’extension virtuelle de fissure avec 1’élément

d’interface mixte présenté pour le calcul du taux de restitution d’énergie.
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4.2) Rupture d’un matériau homogene :
Pour se préparer & ’étude de la rupture interfaciale, il convient de rappeler quelques

notions et concepts de la mécanique de la rupture en milieux homogenes.

4.2.1) Notions et concepts de base :

4.2.1.1) Rupture fragile et rupture ductile :

a) Rupture fragile

Du point de vue microscopique, la rupture fragile se caractérise le plus souvent, au moins
dans les matériaux 4 struclure cristallive, par unc rupturo transgranulaire. Cependant, 1a
mécanique de la rupturc fragile ignore complétement ce mécanisme et ne retient qu’une
chose, le caractére essentiellement €lastique du comportement, méme en présence de la
fissure. ; le phénoméne de rupture est introduit de maniére purement phénoménologique. Un

premier résultat fondamental est dii a4 Williams [43] ; il concerne le comportement

asymptotique des contraintes au voisinage du front de fissure, en élasticité pure et dans le cas

statique. Williams a montré que, quels que soient la géométrie et le chargement, les
contraintes sont toujours asymptotiquement inversement proportionnelles 2 la racine carrée de
la distance au front. La géométrie et le chargement n’interviennent que par I’intermédiaire de
trois constantes multiplicatives, notées traditionnellement Ky, Kn, Km, et appelées facteurs

d’intensité de contraintes des modes I, II et III respectivement [47].

A partir de ce résultat, Irwin [44] a proposé une description heuristique du processus de
rupture, dans le cas d’une situation bidimensionnelle. Sa proposition consiste & admettre
’existence d’une nouvelle grandeur caractéristique du matériau, appelée ténacité’ et notée Ky
(comme valeur critique de Kj), telle que si K;.demeure inferieur a Ky, la fissure ne puisse pas
se propager, tandis que si K atteint cette valeur, elle puisse le faire. Cette proposition ouvre
immédiatement la porte aux applications pratiques. Le travail de ’expérimentateur consiste &
mesurer la valeur de la ténacité. Il est & noter que cette procédure présuppose toujours
I’existence d’une fissure initiale. C’est la une faiblesse et une limitation de la mécanique de la
rupture fragile : elle est capable de prédire la propagation des fissures, mais non leur
amorgage [47].

Griffith [42] a procéde a une analyse énergétique de la propagation, supposée quasi statique,
de la fissure (toujours en situation bidimensionnelle et en mode I pur). Il a mis en évidence

I’importance d’une grandeur appelée taux de restitution d’énergie et traditionnellement notée

G, égale au signe prés a la variation d’énergie totale (élastique + potentielle des forces
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imposées) lorsque la fissure se propage sous chargement constant. Il a montre que le critére de
propagation s’écrit naturellement sous la forme G = G¢ ou Ge (valeur critique de G) est une
nouvelle grandeur caractéristique du matériau. Un autre apport fondamental d’Trwin [44] est

d’avoir démontré I’équivalence de son approche et de celle de Griffith, c’est-a-dire

I’équivalence des critéres de propagation K; = K, et G=G..

b) Rupture ductile :
Les succés de la mécanique de la rupture fragile ont naturellement poussé les

mécaniciens a essayer de se contenter, dans le cas de la rupture ductile, d’une simple
transposition des méthodes et raisonnements de cette théorie. L’approche qui résulte de cette
transposition est traditionnellement qualifiée de globale. Elle posséde encore de nombreux
partisans et est couramment utilisée. Cependant, il est apparu progressivement au fil des
années qu’'elle présente de graves insuffisances. Ces insuffisances sont fondamentalement
liées & la démarche purement macroscopique de la théorie de la rupture fragile : lorsque le
comportement n’est plus strictement élastique. Il devient nécessaire de descendre a une
échelle suffisamment fine pour que la zone fine ou se produit la rupture apparaisse comme un
volume et non une simple ligne (le front de fissure), et d’analyser précisément les mécanismes
de rupture. La version la plus moderne, dite approche locale, de la mécanique de la rupture
ductile, repose donc sur une démarche micromécanique et sur un passage micro-macro,
contrairement & la mécanique de la rupture fragile purement macroscopique [47].

Parmi les contributions les plus importantes, en mécanique de rupture ductile, celle qui a été
apportée par Rice et Tracey [45], qui ont étudié de maniére approchée, par analyse limite, la
croissance d’une cavité initialement sphérique située dans un milieu rigide parfaitement
plastique obéissant au critére de Von Mises et soumis a un chargement uniforme a I’infini.
Une autre contribution importante est due & Gurson [46]. Elle a consisté en une analyse limite

approchée d’une sphére creuse plastique, obéissant au critére de Von Mises et soumise a un

chargement quelconque [47].
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4.2.1.2) Facteur de concentration des contraintes :

On considére un défaut de forme elliptique (figure 4.1) de longueur 2a et de rayon au

fond d’entaille p, la contrainte locale & I’extrémité A s’écrit [48] :

GL(A)=ca(l+gi)=ca(l+2\/EJ @.1)
b p

Dans le cas d’une entaille trés aigue, p<<a etonaalors:

o.(A)~ 20, \E (4.2)

Le facteur amplifiant la contrainte est le rapport K =2 \/E appelé facteur de concentration
P

de contrainte. Le facteur de concentration de contrainte K peut devenir trés grand pour des

entailles aigues telles que des fissures.

Ca

— | A
2 o

2a N

o
Y

Ca

Figure 4.1 : Défaut elliptique dans une plaque infinie
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4.2.1.3) Facteur d’intensité des contraintes :
Considérons un corps constitué d'un matériau homogene €lastique linéaire présentant une

fissure de longueur 2a, plane, et rectiligne (figure 4.2).

Figure 4.2 : Systéme d'axes dans le corps fissuré.

L’expression du champ de contrainte au voisinage de la pointe de fissure s’écrit [49] :

Km

i= 72=m'fij () (4.3)

avec :
m correspond 4 chacun des modes de rupture (m =1, II, III) ;

ietjvarient entre 1 et 3 ;

£ (6) est une fonction de la seule variable 6 pour chaque mode ;
K sont des coefficients appelés facteurs d’intensité de contraintes qui sont indépendants

m
de ret, et ne sont fonction que de la géométrie de la fissure et des conditions aux limites. Le

facteur d’intensité des contraintes décrit la distribution des contraintes et des déformations

prés d’une fissure. La relation (4.3) montre que la singularité est en =
r

Pour chaque mode m donné, l'intensité de 1'état de contrainte est enticrement déterminé dés

lors que la valeur de K, est connue.
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4.2.2) Méthodes de résolution d’un probl¢me de rupture :
1l existe deux approches pour analyser un probléme de rupture permettant d’étudier les

champs de déplacements, déformations et contraintes au voisinage d’une fissure :
1. Approches directes ot méthodes locales qui sont basées sur I’utilisation des fonctions
d’Airy. Ces approches résolvent des problémes plans et font appel a la recherche de
fonctions analytiques. Dans le cadre de ces approches on énumére : la résolution de

Westergaard, I’expansion de Williams et I’analyse de Mushkelishvili.

2. Approches énergétiques ot méthodes globales qui sont fondées sur I’analyse
énergétique du milieu continu contenant une fissure. Tl s’agit d’un bilan énergétique
global intégrant le taux de restitution d’énergie a un accroissement virtuel de la
fissure. Dans le cadre de ces approches, on peut traiter des problémes ou le milieu
n’est pas exclusivement élastique linéaire et homogéne. Dans le cadre de ces

approches on énumére : taux de restitution d’énergie, intégrales de contour (Intégrales

J), densité de ’énergie de déformations.

4.2.2.1) Approches directes :

a) Solution de Mushkelishvili :
Cette approche donne une solution analytique au probléme représenté sur la figure 4.3.

La solution analytique exacte de ce probléme, sur I'axe y = 0, en supposant un état de

contraintes planes :

Si x>a 022:__,__(_’9__] : 0} =0y — 04 (4.6)
a)??
Q6
X
4 3
A -
322=(9-°1 v+——1-"—l— 4.7)
E ) 2\3
\ aE L d
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1
4ac a)? 2
Si0<x<a [u2]=2u2 =( E‘“J(l-—(;) J (4.8)

IR
Figure 4.3 : Plaque infinie en traction simple selony

b) Solution asymptotique de Westergaard :
La résolution de Westergaard raméne la recherche d’une solution au probléme

d’élasticité plane & trouver, pour chaque mode de fissuration une fonction complexe
harmonique dont I’expression dépend de la forme de la fissure, et du type de chargement [2].
Le probléme précédent peut également aborder en introduisant la fonction d’Airy \p(x,y)

telle que:o,; =Wa; On=Vyu: On="Vpn- Les équations d’équilibre sont alors

automatiquement vérifiées. En élasticité linéaire, le report de ces égalités dans les conditions

de compatibilité 2€,,,, =8y, + &3, conduit & chercher y comme solution de 1’équation

biharmonique AAy = 0 . Ce probléme se résout par la méthode des fonctions complexes.

Irwin a montré que le premier terme du développement limité est le méme, & un facteur
multiplicatif prés, pour tous les problémes correspondant 4 un mode d’ouverture donné. La
sollicitation d’une fissure linéaire dans un milieu plan perpendiculairement 4 son axe

correspond au mode I; on introduit le facteur d’intensité de contrainte en mode I, tel que :

K, =lim, o (0,,v27r) (4.9)
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4.2.2.2) Approches énergétiques :

a) Taux de restitution d’énergie G:

Le premier principe de la thermodynamique appliqué a une structure fissurée en milieu

élastique linéaire sans échange thermique stipule la conservation de 1’énergie totale de la

structure qui s’écrit [2]:

dW(e)-dW,, —dW, —-dE, =0 (4.10)

ou
W(e) : est I’énergie de déformation de la structure, dW (&)= la variation dc W(e)

W, : est le travail des efforts extérieurs, dW,,, = la variation de Wy
W = W(e)-W,, — dw(g)-dw,, =dW,, =La variation de I’énergie potentielle
W, : est I’énergie de surface, et dW;est I’énergie dissipée dans la séparation des lévres de

la fissure.

dE, : est la variation de 1’énergie cinétique de la fissure.

Lors d’un accroissement de (ds)de la surface de la fissure, il y aura dE, > 0, et donc:

9 oW,
Z (W )J-——20 4.11
(W)= @11)
ou autrement

3 oW

Z[W(e)- Wee ]-—=20 4.12

- [WE)- Weu |- (4.12)
Avec

g;[W(s)— W, ]= % (Wlmt )= G = Taux de restitution d’énergie

oW, T -
~—s =y, v étant un parametre intrinscque au matériau.

Pour qu’il y ait fissuration, il faut que :

G=>2y (4.13)

oW
Pt (4.14)
0s

G est un valeur négative puisque W, diminue lors de ’accroissement de s.

avec G=
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Pour une fissure en milieu bidimensionnel, d’épaisseur b, on écrit ds = b.da,

G s’écritalors: G = % 3 Pt i da est I’accroissement de la fissure.
: a
. o oW,
Pour une épaisseur unite : G= = (4.15)
a

b) Intégrale de Rice J (Intégrale de contour):
Considérant une fissure semi plane & ’équilibre dans un matériau homogene isotrope.

Donnons dans une section transverse a cette fissure un contour 7 entourant la pointe (figure
4.4). Soit n le vecteur normal unitaire extérieur défini le long de 7, et w la densité d’énergie
Slastique. Cette densité d’énergie est défini par :

w=2o50, (4.16)

En se plagant dans le cadre de I’élasticité Hookéenne, la densité d’énergie élastique donnée ci-

dessus est bien quadratique en les déformations. Considérons I’intégrale curviligne introduite

par Jim Rice [50] :

7= [(wn, —oyu,.n; s 4.17)

ot la direction x est celle de la fissure. L’élément différentiel ds est le produit de 1’élément de

longueur sur T par unité¢ de longueur transverse. Rice a montré que cette intégrale J est

indépendante du contour choisi.

Figure 4.4 : Intégrale de contour (J)
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4.3) Rupture interfaciale :
i suffirait

La rupture interfaciale est un phénoméne complexe et encore mal compris, ce qui s
déja a justifier son étude. En effet, I’interface située entre deux matériaux différents est, du
point de vue mécanique, un point faible : lorsque ces matériaux sont sollicités par des

contraintes, d’origine thermique par exemple, la rupture de I’interface est un mode de rupture
couramment observé. De plus, on connait mal les conditions mécaniques qui conduisent a
cette rupture. Une compréhension de la fracture interfaciale représente donc un enjeu
important dans le domaine des matériaux composites.

Considérons le schéma de Dinterface fissurée du bimatériau montré dans la figure 4.5. La

fissure est localisée le long de I’interface qui est entre deux plans semi-infinis.

NN

Matériau 1

AN

Fissure &
Matériau 2 E;, v2
-
o«
T l
o0
Oy

Figure 4.5 : Interface fissurée entre dewx matériaux soumis aux contraintes

Normale et transverse.

11 y a une différence fondamentale entre I'analyse et I'interprétation des facteurs d'intensité de

contrainte pour des interfaces fissurées entre bimatériaux par rapport aux fissures en
matériaux homogénes. A la différence des matériaux homogeénes, les bimatériaux montrent
un couplage des effets de traction et du cisaillement. En outre, les contraintes singuliéres sont
oscillantes & proximité de la pointe de fissure 3 D’interface. Le champ de contrainte est
caractérisé par un facteur complexe d'intensité de contrainte, K, ainsi que la constante du

bimatériau, ¢, reliant les propriétés élastiques des deux matériaux.
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Les contraintes, oz et 612, 4 une distance r devant la pointe de la fissure sont données par

Ial}s
Kn (4.18)

Gy +i0y3 Joy =—T—
(62 12)9_0 J2nt
o K =K, +iK, est le facteur complexe d’intensité de contrainte.
Le paramétre € s’appelle constant bi élastique ou indice oscillant, est donné par :
g= —l——ln 1= (4.19)
2 \1+PB
ou B est I’un des paramétres de Dundurs [52] :
_l-".z(kl "1)_111(1(_2 -1) (4.20)
pa(ky +1)+py (ks +1)

avec :
3-4v, (Déformatims planes)
=y S (Contraints planes) (4.21)
I1+v,
oll p,;,v; sont le module de cisaillement et le coefficient de Poisson du matériaui (i = 1, 2)
respectivement.

Malyshev et Salganik [53] ont montré que, pour une fissure interfaciale, le taux de restitution

d’énergie peut étre 1ié & I’amplitude de facteur d’intensité de contrainte par la relation :

1 IKIZ R e
=————, [K|"=KK=K;+K 422
E* cosh?(re) I I : 2 22

Ou
2 1 1
—_— = -+ = 4.23
SR (4.23)
E; (déformations planes)

E; = 1 i (contraintes planes) (4.24)

L’angle de phase y est une mesure de proportion relative de cisaillement avec des tractions

normales & une distance caractéristique 1devant la pointe de fissure. Il est exprimé par la

relation suivante [51] :
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KI® =|[K|e" (4.25)

ol
_ o[ I[KI] 4.26
Y = tan [RC[KIE]] (4.26)

L’angle de phase y est un parametre important dans la caractérisation de la dureté interfaciale

de rupture.

4.4) Rupture des bimatériaux anisotropes :

4.4.1) Introduction :

La mécanique de lu upture des bimatériaux a oftiré une attention croissante en raison de
ses applications directes aux matériaux composites qui sont trés utilisés dans plusieurs
domaines tel que I’aéronautique, la construction mécanique et le génie civil. Il est bien connu
que les structures stratifiées soient enclines aux défauts tels que la fissuration dans la matrice
du matériau et le délaminage aux interfaces.

Théoriquement, les problémes de rupture interfaciale dans les bimatériaux isotropes ont été
¢tudiés [54-56] ot les auteurs ont prouvé que les contraintes possédent une singularité de la
forme r™V/*".

Les fissures finies le long de I’interface entre deux plaques anisotropes ont été d’abord
étudiées par Gotoh [57]. Le probléme généralisé de déformation plane d’une fissure & travers
une interface entre deux solides anisotropes a été traité par Clements [58], Willis [59], Qu et
Bassani [60], Suo [61], Li et Qu [62], et Ni et Nemat-Nasser [63]. Un cas spécial du probléme
de Griffith a été résolu explicitement par Bassani et Qu [60] tandis que Suo [61] et Li et Qu
[62] ont obtenu la solution au probléme générale.

Qu et Bassani [62] ont pu résoudre le probléme d’une fissure finie (au sens de Griffith) a
travers une interface entre deux solides semi infinis. Ils ont montré que deux matrices

bimatérielles réelles W et D (3x3), jouent un rdle fondamental dans Ja solution et fassent

introduire d’une maniére compléte I’influence des propri€tés matérielles sur les contraintes de

I’interface.
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4.4.2) Facteurs d’intensité des contraintes :
Considérons la déformation bidimensionnelle entre deux solides anisotropes pour lesquels

les trois composants des déplacements dépendent seulement des coordonnées cartésiennes en

planx ety :U; =U,(x,y),i=123 ete; =0.

Les facteurs d’intensité de contrainte sont définis par Qu et Bassani [62] pour les matériaux

anisotropes :

K = (K,,K,,K,)" =2 lim{/xY(x~* Yo(x)}=ma ({1 + 2is)2a) ™ b, 4.27)

ot Ky, Ky, Ky sout ley fuvteurs d’intensité de contraintes correspondant aux contrainfes

d’interfaces de la pointe de fissure 622 , 02; €t 023, respectivement.

Y[n] est une fonction matricielle fondamentale pour la représentation des champs le long de

I’interface introduite par la traction (t) sur les surfaces fissurées.

Y[n]= I—E%{—n—}D“‘W + Q’—;@(D"W)2 (4.28)

avec I est la matrice unitaire.
Pourn = ¢(l +2ig)e, ona

Y[c(liZis)&‘E=I—%[sin@lnﬁ)i%coselni)]l)"w+-l;—z[1—cos@;mﬁ)iZssin@lnﬁ)](D"W)z (4.29)

11 apparait clairement que le produit de la matrice D'W est crucial dans la représentation Y.

Pour un bimatériau composé de matériaux orthotropes, W et D sont données par [62] :

0 -10
W=(s;-s,)|1 0 0 (4.30)
000
D, 0 O
D= D, O (4.31)
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ou.:
D, =+l (4.32)
Dy = 5P S (4.33)
™ N,
1 1
D, =[O + c.2c,2F (4.34)

Les constantes positivesS,, N, €t P, (a =1,2) sont reliées avec les constantes élastiques du

bimatériau par [22] :

S, =[C% +(C{’CH) I (41.35)
@ @ (@512 (@ 12
. =[ Cos "LC1 "Cp )™ —Cap J (4.36)
Cpp 24" +Cyp™ +(C;y¥Cx™)'"]
(4.37)

3 ) 172
Pa "[CE])/C( )

ol ng!’)sont les composantes de la matrice des constantes ¢lastiques (6x6) pour le

matériaua =1,2.

Le produit D~'W est donné par:

0 -p" 0
S L (4.38)
0 0 O
Avec:
( 52) ,
= [Slplfm+szpz/m] (4.39)
= -2 (4.40)

[51/11|+52/112]
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En utilisant les relations (4.28) et (4.29), la formule (4.27) peut étre exprimée par:

K =+/ra {1 - %[sin(e In&)+2&cos(gIn&)D™'W

+ Biz[l —cos(eln Ej,)i 2esin(gln ;‘;)KD 4 W)2 I(l + 2ig)(2a)‘i5 ha (4.41)

4.4.3) Taux de restitution d’énergie :
Considérant que, sous une charge quelconque, la pointe de fissure a x=a avance le long de

I’interface jusqu’a x=a+3a. Le taux de restitution d’énergie par unité d’épaisseur pendant ce

processus est défini par [62] :

a+da

1..
G= Egau_% J 7 (x)Au(x - a)dx (4.42)

En fonction du chargement généralisée, le taux de restitution d’énergie prend la forme

suivante :

2
G="44,"DY| 1% (4.43)
4 cosh” ne

En prenant B = tanh (ne) et du fait que la matrice W soit antisymétrique :

- 143" l0.7Dq, - g'(Wq,) D" (We, ) (4.44)

avec
g’=1-4¢? / sinh®(ne) (4.45)

Le taux de restitution d’énergie G est exprimé en fonction du facteur d’intensité des

contraintes par :

1

G= ZI<:TU"K (4.46)

avec

U'=D+WD'W (4.47)
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Donc:

G= i—KT (D+ WD W)K (4.48)

4.5) Calcul numérique du taux de restitution d’énergie :

4.5.1) Méthodes de calcul de G :
Le taux de restitution d’énergie (G) représente 1’énergie nécessaire pour faire progresser la

fissure d’une longueur unité. Elle correspond 4 la décroissance de 1’énergie potentielle totale
pour passer d’une configuration initiale avec une longueur de fissure a, & une autre ou la
fissure s’est propagée d’une longueur a+da.

Les méthodes d’évaluation du taux de restitution d’énergie sont bien adaptées aux calculs
&léments finis car on se place relativement loin de la pointe de fissure, de fagon a ne pas faire
intervenir les singularités. Par contre, elles présentent souvent le désavantage de ne pas

permettre le découplage des différents modes. Ces méthodes étant trés nombreuses, nous nous

restreindrons  celles qui sont les plus utilisées [64].

4.5.1.1) Calcul par avancée réelle de fissure :
Si on travaille & force imposée, on peut calculer G en calculant I’évolution de ’énergie

élastique lors d’un petit incrément de longueur de la fissure. G s’obtient alors a I’aide de

I’expression suivante :

G=2Wa
Aa

Dans la pratique, la méthode consiste donc a effectuer deux ou trois calculs élastiques

(4.49)

successifs a partir d’un maillage identique, mais sur lequel on relache un ou plusieurs nceuds
en fond de fissure entre les différents calculs. Cette méthode, basée sur un raisonnement
physique, a I’avantage de bien s’adapter aux codes, tout en n’utilisant pas d’éléments
spéciaux. Elle nécessite cependant un maillage fin en pointe de fissure et est trés coliteuse en

temps de calcul, puisqu’elle requiert au moins deux calculs pour une longueur de fissure

donnée [64].

4.5.1.2) Méthode de P’intégrale J :
Cette méthode consiste a évaluer 1’énergie a la pointe de fissure sur un contour contenant

la fissure. Reprenons la définition de I’intégrale de Rice J :
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J= j[wdy oyn; 2 Jdr (4.50)
L ox,
Cette intégrale représente 1’énergie disponible en fond de fissure. Elle peut cependant étre
calculée assez loin de cette zone. D’ailleurs, son indépendance par rapport au contour
d’intégration permet de prendre ce dernier assez grand, afin d’éviter la zone de singularité.

En pratique, le contour d’intégration C est défini par un ensemble de noeuds du maillage.
Contrairement 4 la théorie, la précision des résultats numériques obtenus par cette méthode est

trés dépendante du choix du contour. Elle est d’autant meilleure que le contour est €loigné de

la pointe de fissure.

4.5.1.3) Calcul par avancée virtuelle de fissure :
Cette technique, introduite par Hellen [65] et Parks [66] au milieu des années 1970,

permet de calculer la variation d’énergie potentielle totale en introduisant une extension
virtuelle de fissure 8a. Le processus d’extension de la fissure est obtenu en déplagant les

points nodaux du réseau, plutdt qu’en dtant les composantes de traction nodale a la pointe de

la fissure et en procédant a une seconde analyse comme cela est fait dans la méthode

d’extension réelle.
Si I’on note [K] la matrice de rigidité du systéme, {u} le vecteur déplacement, et {f} le

vecteur chargement aux noeuds du maillage, le systéme a résoudre s”écrit : [K]{u}={f}.
On réalise une petite perturbation da de la pointe de fissure (de I’ordre de 102 a 107 fois la
dimension de la premiére maille en pointe). Cette extension implique une variation {3u} du

champ des déplacements, induisant ainsi une variation d’énergie potentielle dWp. Le taux de

restitution d’énergie s’obtient alors par :

W, Ly [SK] L R AN af} @51)

da 2 152

La zone affectée par la transformation joue un rdle important, aussi bien au point de vue de la

précision que du temps de calcul, pour la détermination de G.

4.5.1.4) Méthode GO :
Cette méthode introduite par Destuynder et Djaoua au début des années 1980 [67-68],

consiste a calculer le taux de restitution d’énergie G par dérivation (par la méthode
lagrangienne) de 1’énergie potentielle d’une structure fissurée par rapport a un domaine. Elle

revient 2 effectuer une intégration non pas sur un contour, mais sur une couronne entourant la
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pointe de fissure. Cette couronne dont les frontiéres coincident avec les cotés des éléments

doit étre prise assez loin du fond de fissure pour bénéficier d’une bonne approximation de la

solution. De plus, I’intégration numérique est effectuée aux points de Gauss des €léments

appartenant  la couronne, ce qui lui donne plus de précision [64].

4.5.1.5) Méthode de découplage des modes :
Lorsque la fissuration se présente en mode mixte, les méthodes énergétiques sont, pour la

plupart, incapables de séparer les deux modes de rupture, car ’expression de G ou J est une

forme quadratique des facteurs d’intensité de contraintes.
T wéhode de découplage aonrifte alors A séparer les paramétres énergétiques en deux

termes, chaque terme étant relié au facteur d’intensité de contraintes correspondant [64].

4.5.2) Comparaison des différentes méthodes :
Plusieurs études comparatives de ces différentes méthodes ont été effectuées [69-71]. Les

deux méthodes les plus précises, a finesse de maillage donnée, semblent étre la méthode de
I’extension virtuelle de la fissure associée a la méthode d’intégration directe, et la méthode
Go. La finesse du maillage intervient trés peu sur la précision des résultats obtenus par ces

deux méthodes, mais elle conditionne significativement le temps de calcul.

Compte tenu des résultats de ces études comparatives, nous avons opté dans ce travail pour

’association de la méthode d’extension virtuelle de fissure & 1’élément mixte d’interface

présenté (RMQ-7).

4.5.3) Association de Ia méthode d’extension virtuelle de fissure 3 I’élément RMQ-7 :

Le calcul de G par la méthode d'extension virtuelle de fissure nécessite alors deux analyses
par éléments finis. Dans un premier calcul, on détermine I'énergie de déformation dans la
configuration initiale de la fissure. La fissure est par la suite déplacée d'une distance
infinitésimale 5a dans la direction de son axe. L'énergie de déformation est évaluée de
nouveau dans cette seconde configuration.
L'utilisation de I'élément d’interface RMQ-7 permet d'introduire un seul maillage pour le
calcul du taux de restitution d'énergie, ce qui représente un gain considérable en temps de
calcul et en mise en donnée par rapport aux techniques classiques qui utilisent deux

maillages. Le noeud déplacement intermédiaire de I'élément RMQ-7 est associée a la pointe
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de fissure (figure 4.6), et par conséquent la longueur de fissure a peut étre augmentée dune
quantité 5a en agissant & l'intérieur strict de I'élément de fissure par translation du noeud

pointe de fissure sans perturber le reste du maillage [1].
Et comme seul I’élément d’interface est perturbé, alors I’expression (4.51) de G devient :

G= “zé fua + &)}t [K(a+82)]; — [K(@)]; fu(a +82)}; (4.52)

ou I’indice f indique que les grandeurs utilisées sont celles de I’élément de fissure.

Dans le seul maillage utilisé, est placé un autre élément équivalent a celui placé sur la fissure,
st 4 dire un élément de méme géométrie est constituée du méme matériau comme le montre
la figure 4.6. Le taux de restitution d’énergie se calcule en une seule discrétisation & partir de

la différence des matrices élémentaires de 1°élément contenant la fissure représentant I’ctat

a+5a et son élément équivalent représentant 1’état a [1].

———E——i————E——E—g———E—§—E—e——% Matériau 1
L)
Elément de fissure
¥ AREITC | Elémont
supérieur "‘" équivaleat 1
Fissure —— 5 %rn—o—nwwnd—%— Interface
[ +5a a L
Elément de fissure E“ Elément
inférieur —l équivalent 2

+—B— N l—p— i —p— i E—g—N— O —E——E——E—9 ?Matériauz

Figure 4.6 : Maillage d’une structure bimatériau fissurée.

L’expression (4.52) peut s’écrire comme cuit :

Loy Bk gy 4.53)




Chapitre 4 : Rupture interfaciale des bimatériaux anisotropes Page 82

Dans la pratique, la discrétisation de la structure fissurce se fait dans la configuration a+Aa,
donc I’expression donnant la valeur de G devient :

= {u) L‘%{u}f (4.54)
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Chapitre 5

Exemples d’applications

5.1) Introduction :
L’intérét grandissant pour la mécanique de la rupture interfaciale des bimatériaux est lié a

ses applications directes aux matériaux composites. En effet, les matériaux composites sont
devenus un composant structural important dans le domaine industriel, notamment en
construction civile, en aéronautique ou encore en automobile.

Cet intérét important pour ces composantes dans la conception des structures a conduit & un
besoin d’outils d’analyse puissants, capables de prendre en compte correctement leurs
spécificités.

Dans cette étude, nous avons présenté une formulation isoparamétrique d’un €lément fini
mixte d’interface & partir du principe variationel mixte de Reissner. Cet élément d’interface
mixte a été associé a la méthode d’extension virtuelle de fissure pour calculer le taux de
restitution d’énergie.

Dans ce chapitre, le programme élaboré dans le cadre de cette étude a été utilisé pour la
validation de ’élément a travers le traitement de trois exemples d’applications. Dans la
premiére application, une poutre sandwich avec des peaux orthotropes. Le deuxiéme exemple
traite une plaque constituée de deux matériaux isotropes comportant une fissure centrale dans
le plan de I’interface. Le troisiéme probléme concerne I’étude de la rupture interfaciale d’un
bimatériau anisotrope infini. Les résultats obtenus, & partir de ces exemples d’applications,
sont comparés aux solutions exactes et aux valeurs numériques disponibles dans la littérature.

Le but de I’étude de ces applications est de confirmer la validité de la formulation
isoparamétrique proposée pour 1’élément d’interface et de tester la méthode d’évaluation du

taux de restitution d’énergie pour les bimatériaux isotropes et anisotropes.
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5.2) Poutre sandwich avec des peaux orthotropes:

5.2.1) Définition du probléme :

Dans cette application, ’élément d’interface proposé est utilisé pour analyser une poutre
sandwich avec des peaux orthotropes. Cette poutre est simplement appuyée et soumise & une
charge uniformément repartie. Cette poutre présente trois couches dont deux peaux

orthotropes identiques et une 4me isotrope (figure 5.1).

z
%
: o
h,=0,33 cm TT??T?T?T‘Y“I“P?
he=12,04cm | }.oicimicicimimimicicimimimimmim s et s st o e P pX
H=12,7cm
hy=0,33 cm

L=381 cm

A
v

Figure 5.1 : La poutre sandwich analysée

Nous avons repris les données géométriques et mécaniques utilisées dans la référence [72].
Les peaux sont constituées d’un matériau bidirectionnel dont les caractéristiques €lastiques
sont les suivantes :

E,=52800 MPa, E,=39713 MPa, G,=13200 MPa, v,=0,41.
L’ame est constituée d’un matériau isotrope :
E=50 MPa, G=21 MPa, v=0,2.

5.2.2) Maillage de la poutre sandwich:
Dans le but de tester la convergence de I’élément d’interface proposé, trois maillages de la
poutre sandwich sont utilisés.
Les caractéristiques de ces maillages sont les suivantes :
e Maillage 1 : 4 éléments RMQ-7, 16 neeuds et 32 degrés de liberté.
e Maillage 2 : 16 éléments RMQ-7, 49 nceuds et 98 degrés de liberte.
e Maillage 3 : 64 éléments RMQ-7, 201 nceuds et 402 degrés de liberté (figure 5.2).
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Vu les symétries géométrique et mécanique par rapport 4 I’axe central vertical de la poutre

sandwich, seul la moitié gauche de la poutre est discrétisée. Les nceuds contrainte sont

toujours placés le long de I’interface pour évaluer les contraintes & ce niveau.

p—m—o—u—p—E—o—& r
—E—o—E—0—E-o—H- p
- b

L]

4 p—E——u—9
o—i—o—i- —E—e—E—0—E—0—-4

Figure 5.2 : Maillage 3 de la poutre sandwich

5.2.3) Résultats et discussion:
Dans cette application, nous avons fait référence a la solution analytique de Pagano

[40,41]. Nous avons comparé les résultats obtenus en utilisant 1’élément d’interface proposé

avec les valeurs théoriques.

5,2.3.1) Convergence de la fleche:
Nous avons testé la convergence de la fléche au centre de la poutre (x=L/2) en fonction

du nombre des degrés de liberté. Le tableau 5.1 donne les valeurs de la fléche obtenues par les

trois maillages.
Type d’élément Nombre des Nombre des degrés Fleche u,(cm)
éléments de liberté
4 32 1.72
Elément d’interface présenté 16 98 2.65
(RMQ-7) 64 402 2.70
Solution exacte (Pagano) | - 2.73

Tableau 5.1: Valeurs de la fléche au centre de la poutre(x=L/2) en fonction

du nombre des degrés de liberté
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Le tableau 5.1 montre qu’avec 32 degrés de liberté, on atteint 63% de la théorique et on arrive
3 97% de la fleche avec 98 ddl alors qu’avec 402 ddl on obtient 99% de la valeur exacte

donnée par Pagano [40-41]. Ces résultats montrent que I’élément d’interface présenté

converge rapidement vers la solution analytique.
La figure 5.3 représente la convergence de la fléche en fonction du nombre de degrés de

liberté. 11 est clair que I’élément d’interface donne une trés bonne évaluation de la fléche pour

un nombre de degrés de liberté peu éleve.

,?0— Elément dinterface présenté —— Pagano

. -
]
|

o

u2/u2théorie
o o
(SIS -0) 0 -

o

o

32 98 402 450

o

Nombre de degrés de liberté

Figure 5.3: Convergence de la fléche a mi-portée de la poutre sandwich

5.2.3.2) Convergence de la contrainte de cisaillement transverse:
Nous avons évalué les contraintes de cisaillement transverses suivant I'épaisseur dans la
section de la poutre d'abscisse (x=L/8) pour les différents types de maillages. )

Les résultats de la contrainte de cisaillement transversal o;, obtenus en utilisant I'¢lément

RMQ-7 et ceux donnés par la solution théorique de Pagano [40,41] sont résumés dans le

tableau 5.2.
D’aprés le tableau 5.2, la solution exacte de la contrainte de cisaillement est obtenue aux

alentours de 98 degrés de liberté pour 1’élément mixte d’interface proposé. Ce qui confirme la

rapidité de la convergence de I’élément d’interface RMQ-7, d’ailleurs avec 32 ddl seulement

on atteint les 97% de la solution analytique.
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Type d’élément Nombre de degrés de Contrainte de cisaillement o, (MPa)
liberté Vz=-hJ2 z= h/2
32 0.1123 0.1123
Elément d’interface présenté 98 0.1137 0.1146
(RMQ-7) 402 0.1131 0.1159
Solution exacte (Pagano) - 0.115 0.115

Tableau 5.2: Valeurs de o,; suivant l'épaisseur l'abscisse x=L/8 en fonction

du nombre des degrés de liberté

Ta fgure 5.4 1epidscule la convcrgcncé de la contrainte de cicaillement transversal an paint de
l'interface supérieure (z=hc/2) de la poutre d'abscisse (x=L/8). L'élément mixte d'interface

proposé donne une trés bonne évaluation de la contrainte G;, pour un nombre de degrés de

liberté peu éleve.
—e— Elément dinterface présenté —— Pagano
1,1 1
o
2 .
£
§
b
S 0,9 -
b
0,8 : . T )
0 32 98 402 450
Nombre de degrés de liberté
.}

Figure 5.4: Convergence de la contrainte de cisaillement transversal (x=L/8 et z=h/2)

5.2.3.3) Convergence du déplacement horizontal:
Nous avons étudié la convergence des déplacements horizontaux u; suivant l'épaisseur

dans la section de la poutre d'abscisse x=L/4. Le résumé des ‘différents résultats de u; est

présenté au tableau 5.3.
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Type d’élément Nombre de degrés de Déplacement horizontal u; (cm)
liberté z=-hJ/2 z= h/2

32 0.0326 -0.0325

Elément d’interface présenté 98 0.0682 -0.0682
(RMQ-7) 402 0.0690 -0.0690

Solution exacte (Pagano) - 0.0705 -0.0705

Tableau 5.3: Valeurs de u; suivant l'épaisseur a l'abscisse x=L/4 en fonction

du nombre des degrés de liberté

Le tableau 5.3 montre clairement que 1'élément mixte d'interface fournit d’excellents résultats

en comparaison a ceux de la solution exacte.

La figure 5.5 représente la variation de uj/jeorique €01 fonction du nombre de degrés de liberté
3 la section de la poutre (x=L/4 et z=hy/2). Ce qui confirme les résultats déja obtenus

concernant la rapidité de la convergence de 1’élément d’interface avec un nombre de degrés

de liberté assez réduit.

Enfin, on remarque que dans les trois cas de convergence (uz, Gy, et u) on a une tendance par

valeurs inférieures a la valeur exacte, ce qui est conforme au critére de stationnarité de la

fonctionnelle qui ne représente ni un minimum ni un maximum.

—e— Elément d'interface présenté —— Pagano
1,2 §
1
2 0,8 -
3
£ 0,6 -
3
5 0.4 1
0,2 -
0 T T T 1
0 32 98 402
Nombre de degrés de liberté

450

Figure 5.5: Convergence du déplacement horizontal (x=L/4 et z=h./2)
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5.3) Bimatériau isotrope fissuré le long de interface:

5.3.1) Définition du probléme :
L’analyse proposée dans cette application concerne I’étude d’une plaque carrée constituée

de deux matériaux isotropes, munie d’une fissure centrale dans le plan de I’interface

et chargée aux bords dans les deux directions (figure 5.6).

P

R
qQi N . —>({1

] Fus¥i — p=1 MPa

- 2a —> g N

S - — —

<+ E;, v, — qo= (E\/E3) q1+ [v-(EVEx)vi]
@ < _>Q2

i-*—‘ L —

< I l l l l l l pl v o

Figure 5.6: Plaque bimatériau fissurée

Les propriétés géométriques et mécaniques de la plaque [1, 73] sont :
- cbté de la plaque : L=20 mm
- Epaisseur de la plaque : e=1 mm
- Longueur de la fissure : 2a=2 mm
- Matériau 1 : - Module d’Young : E; =1 MPa
- Coefficient de Poisson : vi = 0.3
- Matériau 2 : - Module d’Young : E; =0.333 MPa

- Coefficient de Poisson : v, = 0.3

Les charges appliquées sur la plaque sont montrées sur la figure (5 .6).
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5.,3.2) Maillage de la plaque :
Vu les symétries géométrique et mécanique par rapport a I’axe vertical, seul la moitie

droite de la plaque est discrétisée (figure 5.7).

Les caractéristiques du maillage utilisé sont les suivants :
e 50 éléments
e 143 nceuds
e 286 degrés de liberté.

Figure 5.7: Maillage de la plaque

5.3.3) Résultats et discussion:
Les résultats obtenus en utilisant I’élément d’interface présenté sont comparés avec les

valeurs de la solution analytique de Rice et Sih [74], et les résultats numériques de Lin et Mar
[73] qui ont proposé un €lément fini hybride & dix sept nceuds en pointe de fissure. Ces
auteurs ont donné comme résultats de leurs études les coefficients de concentration de
contraintes K et Ky & partir desquels le taux de restitution d’énergie est calculé.

Un premier calcul a été fait en utilisant les fonctions de forme, déterminées précédemment, et

en modifiant uniquement les coordonnées des nceuds.
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Les résultats obtenus sont donnés par le tableau 5.4.

Valeurs numériques Solution analytique
Lin et Mar | Elément d’interface proposé Rice et Sih
Taux de restitution d’énergie 6,28 2,24 6,17
G (N/mm)

Tableau 5.4: Comparaison des valeurs du taux de restitution d’énergie G

Dans la modélisation du bimatériau fissuré, seul 1'¢élément de la pointe de fissure cst concerné

par D'extension de la fissure Aa. Les autres ¢léments gardent la méme géométrie aprés

I’extension.
Dans le but d’améliorer la précision des résultats obtenus, nous avons déterminé les nouvelles

fonctions de forme de I’élément d’interface en tenant compte du déplacement du nceud
médian (nceud 5) d’une valeur égale a I’extension Aa.

Le champ de déplacement dans la configuration de référence (, 1) de I’élément a pour base

d’approximation {1 E n &n &211}.
L'approximation généralisée du champ de déplacement dans I’¢lément RMQ-7 s’écrit :

uEm)=f & n & &) .1)

ou f{a} sont les variables généralisées.
Ona:
{a} =[P, [{a) (5.2)
avec: [P,] est la matrice nodale,
{q} sont les variables nodales.

Donc l'approximation du champ de déplacement en fonction des variables nodales {q} est

donnée par:

uEn)={ & n & enfp, =[N} (5.3)

avec:
[N]= {1 E n &n gzn}[Pn ]"I est la matrice des fonctions de forme.
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En prenant par exemple, dans le plan naturel, une extension A = %6 , alors la matrice nodale

est donnée par :

1 -1 -1 +1 -1
1 +1 -1 -1 -1

[P.]=]1 +1 +1 +1 +1 (5.4)
1 -1 +1 -1 +1
1 +0.01 -1 -0.01 -0.001]

Duus la coufiguration de la figurc 5.8, les nouvelles tonctions de forme sont exptitmées par *

N,E.n) = %(l —&)+(0,245+0,250¢ - 0.4958%)n

N,En) = i—(l +&)+(0,255 - 0,250 —0,505£2)n

Ny(&m =7 0+9+) (5.5)

N, & =3 (-EL+n)

N;Em =nE-DE+D)

w 1,+1
(-L+1) .4 59 (+1,+1)

' ('19'1) (+l!'1)

+ &

Figure 5.8: Elément RMQ-7
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Nous avons recalculé le taux de restitution d’énergie en utilisant ces nouvelles fonctions de

forme de 1’élément d’interface proposé. Le tableau 5.5 résume les résultats obtenus.

Valeurs numériques Solution analytique
Lin et Mar | Elément d’interface proposé Rice et Sih
Taux de restitution d’énergie 6,28 | 6,28 6,17
G (N/mm)

Tableau 5.5: Différentes valeurs du taux de restitution d'énergle G

T.e tahlean 5.5 montre les trés bonnes valeurs de G obtenues, en utilisant I’élément d’interface

proposé avec les nouvelles fonctions de forme, comparant a la solution exacte de Rice et Sih

[74] et aux résultats numériques de Lin et Mar [73].

Le choix de la variation de la longueur de fissure Aa joue un réle trés important sur la
précision des résultats. En effet, il faut que cette variation soit suffisamment petite pour que
les solutions obtenues u(a) et u(a+Aa) soient autant plus proches que I’extension Aa est petite

par rapport aux dimensions de I’élément de fissure.
Pour mettre en évidence I’importance du choix de I’extension Aa, nous avons fait des tests

. - : Aa
numériques en utilisant plusieurs valeurs de—.
a

Le tableau 5.6 rassemble les valeurs du taux de restitution d’énergie pour différents valeurs de

Aa/a pour un maillage donné.

50

100

250

300
6.28

"Taux de restitution d’énergie
G (N/mm)

3,68

4,15

5,71

: s ; o Aa
Tableau 5.6: Taux de restitution d’énergie pour différentes valeurs de —
a
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Les résultats obtenus confirment ’importance capitale que présente le bon choix de la

variation de la longueur de la fissure. Nous avons constaté une trés bonne stabilité entre les

valeurs -l—et b du rapport&.
5 300 a

5.4) Rupture interfaciale d’un bimatériau anisotrope:

5.4.1) Définition du probléme :
L’exemple traité concerne I’étude de la rupture interfaciale d’un bimatériau anisotrope

infini (figure 5.9). Ce probléme a été traité par Pan et Amadei [75] en utilisant la méthode des

éléments de frontiére (BEM).

E,
E,
2a - o

Matériau 1 ‘f‘ff"fff“p )
PV&‘*"*‘\

Matériau 2 E,
E,
[*5)

Figure 5.9: Fissure interfaciale d'un bimatériau anisotrope infini

Ce bimatériau anisotrope contient une fissure interfaciale le long de Iaxe x, de longueur 2a.
La surface de rupture est soumise & une charge uniforme p.

Les propriétés élastiques anisotropes des matériaux sont celles de verre/époxy pour le

matériau 1 et celles de graphite/époxy pour le matériau 2.
Nous reprendrons dans cette étude les mémes caractéristiques mécaniques des références

[75,76] et qui sont les suivantes :
* Matériau 1 (a;=0) : E;=48,26 GPa, v12=0,29, v21=0,103, E;=17,24 GPa, G{,=6,89 GPa.

* Matériau 2 (02=0) : E;=144,8 GPa, v12=0,21, v2;=0,017, E,=11,7 GPa, G12=9,66 GPa.
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5.4.2) Maillage utilisé:
Vu la symétrie de la géométrie et du chargement par rapport a I’axe vertical, nous n’avons

modélisé que la moitie de la structure fissurée (figure 5.10).

Les caractéristiques du maillage utilisé pour ce probléme sont les suivantes :
e 110 éléments mixtes RMQ-7
e 305 nceuds
e 610 degrés de libertés.

Interface
‘—.—_

Figure 5.10: Maillage utilisé

5.4.3) Résultats et discussion:
Les résultats obtenus, en utilisant I’élément d’interface présenté, sont comparés avec les

valeurs de la solution exacte proposée par Wu [77] et les valeurs numériques de Pan et

Amadei [75] qui ont présenté une formulation des éléments de frontiére pour 1’analyse de la
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rupture des

les facteurs d’intensité de contrainte

taux de restitution d’énergie G [76].

Les tableaux 5.7 et 5.8 résument les résultats obtenus en fonction des angles o et oa.

a) Cas d’anisotropie 1 (as=0) :
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bimatériaux anisotropes. Ces auteurs ont donné comme résultats de leurs études

s Ky et Ky & partir desquels on peut calculer les valeurs du

G i
ap (degrés) KJE (xlO 2 )
Elément d’interface présenté Pan et Amadei Solution exacte (Wu)
0 4,70 4,34 4,82
30 4,33 4,85 4,83
60 4,30 4,85 4,83
90 4,63 4,32 4,82

Tableau 5.7: Comparaison des résultas obtenus pour les cas d’anisotropie 1 (a;=0)

b) Cas d’anisotropie 2 (02=0) :

G 5
a; (degrés) KJf_c; (x Ih )
Elément d’interface présenté Pan et Amadei Solution exacte (Wu)
0 4,70 4,84 4,82
30 4,70 5,06 5,04
60 5,00 5,06 5,04
90 5,23 4,71 4,69

Tableau 5.8: Comparaison des résultas obtenus pour les cas d’anisotropie 2 (a;=0)

D’aprés le tableau 5.7, nous constatons qu’avec 1’élément d’interface proposé, les écarts sur

par rapport a la solution analytique varient entre 2,5% et 11%, ce qui

G
les valeurs de
K+na

représente une bonne précision des résultats obtenus. Pour le cas d’anisotropie 2 (tableau 5.8),

ces écarts passent de 2,5% a 10% pour les différentes valeurs de o1.

Nous pouvons aussi remarquer que les valeurs obtenues, en utilisant I’élément d’interface

RMQ-7, sont proches des valeurs numeériques données par Pan et Amadei [75].
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Ces résultats confirment la validité de la formulation isoparamétrique de I’élément d’interface

déja observé pour les bimatériaux.

en fonction

Sur les figures (5.11) et (5.12), nous présentons la variation des valeurs s
K+/ma

des angles o; et a;.

——o— Elément diinterface présenté

7 1 A Pan et Amadei
Solution exacte (Wu)

G

Kyma

0 30
Angle o,

Figure 5.11: Variation de = en fonction 0.2.
K+na

- Cas d’anisotropie 1 (2;=0)-

Tous les résultats que nous avons obtenus, quel que soit les valeurs des angles o et o, ont

montré que I’influence du degré d’anisotropie sur les valeurs du taux de restitution d’énergie

G et du facteur d’intensité de contraintes K sont peu considérables. En effet, cette influence

reste dans limites de 8,5 a 10%.
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e ——

—+—Elément dinterface présenté

7 a Pan et Amadei
------- Solution exacte (Wu)

0 .
60 90
Angle o,

Figure 5.12: Variation de g en fonction Gj.
K«na

- Cas d’anisotropie 2 (a;=0)-
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Conclusion

Nous avons proposé une formulation de ’élément d’interface mixte RMQ-7 & partir

d’un élément de référence dans un plan naturel. Le principe variationnel mixte de Reissner a
constitué la base de construction de 1’élément de référence a partir duquel nous avons €laboré
la configuration finale de I'élément d'lnterface. Pour cc faire nous avons exploité
successivement la technique de relocalisation, et qui consiste & déplacer certains degres de

liberté statiques vers I'intérieur ou sur un ¢ite de 1’élément, puis la procédure de condensation

statique des variables inconnues des nceuds internes de I’élément présente.

Cet élément spécial d’interface a été congu afin de répondre au mieux possible aux
conditions de continuité des champs de déplacement et de contrainte & I’interface sur la partie
cohérente (équilibre mécanique et cohérence géométrique) et de la discontinuité de ces
champs sur la partie fissurée (effet de bord). La formulation isoparamétrique présente en plus

de la simplification des calculs, I’énorme avantage de modéliser des formes et des orientations

quelconques des interfaces.

L’élément d’interface proposé satisfait aux critéres de convergence classiquement

utilisés pour des modeles déplacements, et aux critéres propres aux formulations mixtes.

Cet élément a été associe a la méthode d’extension virtuelle de fissure pour déterminer
le taux de restitution d’énergie. Le calcul du taux de restitution d’énergie se fait & partir d’un
seul maillage en plagant dans ce dernier un autre élément RMQ-7 équivalant & celui placer sur

la fissure. Cet élément équivalant a la méme géométrie que I’élément de la pointe de fissure et

présente les mémes caractéristiques mécaniques.

Nous avons traité plusieurs exemples d’application pour valider et étudier la

conver
concordance avec les résultats des solutions analytiques et numériques. La rapidité de

convergence de cet élément, avec des maillages constitués d’un nombre assez réduit

gence de notre élément. Les comparaisons effectuées montrent une trés bonne

d’éléments, a été démontrée.
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Ce travail est surtout axé sur I’aspect formulation, modélisation et validation de
’élément d’interface proposé a travers I’étude d’exemples simples. Il serait trés intéressant
d’utiliser cet élément pour prédire le chemin de branchement (kinking) de fissure dans des

structures constituées de bimatériaux anisotropes ou (et) des chargements quelconques.

Il serait aussi intéressant d’élargir I’utilisation de cet élément d’interface et la méthode

qui lui est associée & la rupture non-linéaire des matériaux et d’aborder les problémes de la

rupture ductile.
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