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NOMENCLATURE

P : Vecteur position ou Articulation prismatique

M : Matrice de rotation

R : Articulation rotoide

Tij : Matrice de passage homogéne du repére i au j

s, n, a : Constituant 9 éléments appelés cosinus directeurs
d.d.l: Degré de liberté

Ci: Corps1

m : Nombres de d.d.1 (mobilité articulaire)

R™: Espace opérationnel

Ri: Repére orthonormé i

O-T: Organe terminal

o, B, 7,0, €, 0, w: Angles de rotation [deg]
R’ ,R’’ : Repére orthonormé

(p,q.1,s) : Quadruple utilisé dans les paramétres d’euler

€ : Vecteur unitaire

& : Espace affine euclidien de dimension 3

VAN

Q : Matrice spéciale unitaire 2x2

N

L; : Déplacement de viration [m]
: Glisseur

VAN
n
A
q : Quaternion dual

v : Vecteur représentant un point

U : Vecteur représentant une direction
Q : Vecteur représentant un plan

TansX : Translation le long de I’axe X [m]
TansY : Translation le long de I’axe Y  [m]
TansZ : Translation le long de I’axe Z . . [m]
RotX : Rotation autour de I’axe X [deg]
RotY : Rotation autour de I’axe Y [deg]
RotZ : Rotation autour de I’axe Z [deg]
o z—-; O ,(R,_,) : Vecteur position exprimé dans le repére Ry, [m]

S(A- ; ; .
Qﬁf B (R; ) : Vecteur vitesse de rotation du repére (R 1/ 1ié au corps Cy par rapport
au repére (R;_ p ) 1ié au corps Cip [rad/s]



(R ésumé

Un robot est un systéme mécanique articulé, avant tout fonctionnel. La conception
d’une architecture mécanique pour un robot peut apparaitre un probléme assez simple.
En réalité, il s’agit d’une difficulté de base trés complexe car elle devrait prendre en
compte non seulement des possibilités mécaniques de réalisation, mais en méme temps les
possibilités d’élaboration d’une commande qui passe par celle d’un modele mathématique.
Ces derniéres réagissent fortement sur la conception mécanique si on recherche de bonnes
performances. C’est pourquoi, nous nous sommes intéressés dans cette étude a
’application de deux modéles différents de commande de bras-manipulateur sur des
mécanismes fermés et ouverts, puis comparer entre les résultats pour obtenir le modele le

plus performant.

D’abord, nous avons essayé de présenter une étude critique sur les différentes
méthodes de commande des chaines cinématique existantes, parmi lesquelles on a choisi

deux méthodes.

La premiére méthode qui est trés répandue dans le domaine de la robotique est
basée sur la matrice de passage homogéne. Elle est relativement simple surtout pour les
mécanismes ouverts, quant & son application sur les mécanismes fermés elle présente

certaines difficultés.

La deuxiéme méthode qui est intrinséque, basée sur 1’algebre de LIE. Malgré de
nombreux avantages qu’elle présente, notamment le passage aux déplacements petits, elle
demeure non exploitable par les roboticiens. Par ailleurs, on a pu constater que son
application sur les mécanismes fermés est facile et donne de bons résultats.

Enfin, on a pu remarquer comment des formalismes mathématiques différents

(matrices de passage et ’algebre de LIE) se complétent entre eux.

CAtots clés

Robot, Mécanisme, Bras-manipulateur, Chaine cinématique, Cinématique, Position,
Orientation, Vitesse, Matrice de passage, Algebre de LIE.
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V(()(;L)Jrl (R4) : Vitesse du point Oy+; lié au repére (R, ;) par rapport au repére de

référence (R, ), exprimé dans le repére (Ry) [m/s]

A : Produit vectoriel
@A : Tenseur pré-produit vectoriel associe a @
O: Symbole du produit tensoriel
@ : Opérateur de rotation

RN —
eXp(ei. R A) : Exprime la rotation d’un angle 8; autour de ’axe R
1; : Variable articulaire de translation
NN : Nombre de segments articulés d
NDF : Nombre d.d.1 qui agit sur chaque segment _
MRR : Matrice
D(1,1+1) : La position du repére i+1 dans le repére i
o1), B(1), y(1) : Detimissant 1’orientation du repére R; par rapport au repere R;;

N

(a, a°) : nombre pair définit le nombre dual a
€ : Unité dual
A A
U,V : Vecteur unité

N
O : Angle de rotation dual [deg]

ca : Cosinus directeurs
VAS

CcQ : Cosinus directeurs dual
FAY A

d : Longueur des perpendiculaires commune entre les deux vecteurs U €t v
(partie duale) [m]
M’ : Partie duale ( M’=PM )

—

M : Matrice rotation duale



INTRODUCTION

Le développement trés important que connaissent actuellement les moyens et
méthodes de production automatisée résulte d’un processus d’évolution continu.
Compte tenu de I’évolution constatée dans les deux derniéres décennies ou les petites
séries deviennent plus nombreuses et plus diversifiées, le coiit de la main d’ceuvre
devient en méme temps le facteur principal du cofit de production. L’automatisation
doit donc se poursuivre et faire appel & des machines qui gardent ’adaptabilité des
machines & commande numérique. Parallélement, les- fonctions de manipulation, de-
montage, de contréle et d’aide a la décision deviennent plus importantes pour satisfaire

les objectifs de la production.

La naissance des « rohots », il y a 1me vingtaine d’années environ, permet de
satisfaire en partie ces nouvelles fonctions. Aujourd’hui, la robotique traite des
machines bien tangibles qui sont:

- Les robots mobiles qui se déplacent sur roues, chenilles, pattes...etc.;
- Les robots manipulateurs qui saisissent, déplacent ou fagonnent des objets;
- Les robots controleurs qui vérifient et trient des objets.

Cet ouvrage se propose de traiter la modélisation des seuls robots
manipulateurs.
Pour concevoir, simuler ou commander un robot, il est nécessaire entre autre, de
disposer de modéles de mécanisme. L’obtention de ces différents modéles n’est pas
aisée, la difficulté variant selon la complexité de la cinématique de la chaine articulée.
Entrent en ligne de compte le nombre de degrés de liberté (d.d.I), le type des
articulations mais aussi le fait que la chaine peut étre ouverte simple, arborescente ou

fermée.

Les outils mathématiques que nous présentons dans ce mémoire utilisent une
description des mécanismes fondée sur des notations originales qui permettent d’avoir
la méme approche quelque soit la structure.

Nous proposons de développer quelques descriptions, on rencontre
notamment:
- La description de RENAUD-ZABALA (REN 75), (ZAB 78);
- La description de KHALIL (KHAL 76);
- La description de BORREL (BOR 79);
- La description de ROTH-PIEPPER (COIF 81).



Une fois la description faite, on aboutit soit :
- Modele géométrique: s’il s’agit d’effectuer une commande en position;
- Modéle cinématique: s’il s’agit d’une commande en vitesse; _
- Modele dynamique: s’il s’agit d’un mouvement rapide; c’est a dire lorsque les
couples et les forces de réaction induites par le mouvement ne sont pas négligeables.

Ce mémoire se divise en deux parties:
La premiere partie traitera 1’étude bibliographique ainsi qu’une étude comparative
entre différents modéles de commande.

Elle comportera trois chapitres. Nous donnerons dans le premier chapitre -
quelques définitions générales sur les robots manipulateurs, leurs structures et leurs
caractéristiques. Des notions sont également données sur les actionneurs et les
capteurs. Dans le second chapitre, nous introduirons les méthodes usuelles de
description de la situation et des variations de situation d’un solide dans I’espace. Le
troisicme chapitre comportera une étude critique entre différents modéles de
commande existant qui découlent des résultats de recherche récents.

La deuxieme partie traitera 1’étude cinématique d’un bras manipulateur basée sur deux
principaux modéles de commande, qui sont:

- Les matrices de passage;

- I’algébre de LIE.

Elle comportera aussi trois chapitres. Nous aborderons dans le quatriéme
chapitre le probléme de la modélisation cinématique basée sur les matrices de passage
homogeénes, tandis que dans le cinquiéme chapitre nous traiterons le probléme de la
modélisation cinématique basée sur I’algébre de LIE. Le dernier chapitre sera consacré
a I'interprétation des résultats.



Chapitre I Introduction & la Robotique

CHAPITRE |
INTRODUCTION A LA ROBOTIQUE

L. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous allons essayer de cemer la définition du robot et de la
robotique, non pas sous une forme mathématique mais au contraire, en restant dans la
realité contemporaine. donc nous donnerons quelques définitions des termes concernant
plus particuli¢rement les domaines de la modélisation et dela commande des robots.

Il. PERSPECTIVE HISTORIQUE

L’Aulomate, selon le dictionnaire, est wurne machine qui, par le moyen de
dispositifs mécaniques, preumatiques, hydrauliques ou électrigues, est capable d’actes

imitant ceux du corps animé.

Des la plus haute Antiquité, I"homme a voulu concevoir une machine 4 son 1mage.
Les premiers automates connus datent des Egyptiens [25] dont on peut admirer une
réalisation au Musée du Louvre: une figurine égyptienne a bras articulé représentant un
boulanger pétrissant sa pate. Le véritable essor des automates a lieu avec I’avenement de
I’horlogerie au 18" siécle. Les automates n’avaient pour seul but que d’imiter les
mouvements de la vie. Mais ce n’est qu’au milieu du 18°™ siecle, que le Frangais Jacques
de Vaucanson (1709-1782) fut associé au développement des automates par ses belles
réalisations (le joueur de flite, le joueur de tambourin, le canard) mais également par
I"application des principes aux premiéres machines-outils (métier a tisser 1745).

Le terme Robot est bien plus récent. En 1920, Karel capek a employé le mot Robota
dans I'une de ses piéces de théatre pour désigner un androide capable d’accomplir les
taches qui lui ont ét¢ imposées [26]. Le terme Robota (Tcheque) signifiant travail (corvée).
Avec la traduction de la piéce, le mot Robof entra dans la langue anglaise en 1923 et devint
rapidement I’objet de nombreux livres de science fiction Vingt ans plus tard, le célébre
auteur de science fiction Asimov fit des robots fabriqués par des roboticiens, il cria donc le

terme de roboficiens et le nom de la science la robotique.

Neéanmoins, le terme Automate Industriel est employé pour désigner une machine
automatique capable de réaliser des mouvements cycliques. La robotique est probablement
la premiére technique d’automatisation & présenter un caractére de souplesse par opposition
machines, simples ou sophistiquées, qui constituent aujourd’hui la majeure partie du parc
industriel, et qui sont complétement spécialisées et figées dans la tiche pour laquelle elles

3



Chapitre I Introduction a la Robotique

ont €té congues. Par opposition la nouveauté des Machines Robots est de méme nature que
celles des machines informatiques qui grace au concept de logiciel, ont été les premiéres
machines souples, c’est a dire utilisables pour un ensemble de taches non prédéterminées.
D’apres I’association Frangaise de Normalisation AFN OR, un robot est un Manipulateur
commandé en position, reprogrammable, polyvalent a plusieurs degrés de liberté, capable
de manipuler des matériaux, des piéces, des outils des dispositifs spécialisés, au cours de
mouvements variables et programmés pour I’exécution d’une variété de taches.

ITII. ARCHITECTURE ET DESCRIPTION DES ROBOTS ARTICULES

Bien que toute comparaison ait ses limites et qu’il-n y ait pas lieu d’accentuer le
caractére anthropomorphique qu’on attribue trop souvent au robot, on doit reconnaitre
qu’au niveau fonctionnel, ce dernier peut se comparer utilement au systéme Bras +
Cerveau [25] de ’homme (tableau I-01). Il a souvent I’apparence d’un ou plusieurs bras se
terminant par un poignet. Son unité de commande utilise, notamment un dispositif de
mémoire et éventuellement de perception et d’adaptation a I’environnement et aux
circonstances. Ses machines polyvalentes sont généralement étudiées pour effectuer la
méme fonction de fagon cyclique et peuvent étre adaptées a d’autres fonctions sans
modification permanente du matériel. Cette définition est le reflet des différentes
composantes d une cellule robotisée.

Brasetcerveau |  Fonction Equipement sur un robot
Vaisseaux sanguins Arnivée du sang chargé des Arrivée de la source
€léments énergétiques d’énergie
Os Squelette bras + main Systéme mécanique articulé
(bras +préhenseur ou outil)
Muscles Fonction motrice Actionnaires (moteurs)
Tendons Liaison muscle-os Transmissions
Capteurs proprioceptifs Contréle du niveau de Capteurs internes
contraction des muscles
Capteurs extéroceptifs Information sur Capteurs externes
I’environnement :
Moelle épiniére et cerveau Commande Calculateur ou systéme de
commande

Tableau I-01 : Comparaison d’un robot au systeme « bras + cerveau » de I’homme

1. Le mécanisme : Ayant une structure plus ou moins proche de celle du bras humain, il
permet de remplacer ou de prolonger son action. Sa motorisation est réalisée par des
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actionneurs électriques, pneumatiques ou hydrauliques qui transmettent leurs mouvements
aux articulations par des systémes appropriés.

2. La perception : Qui peri:net de gérer les relations entre le robot et son environnement,
les organes de perception sont des capteurs proprioceptifs lorsqu’ils mesurent 1’état interne
du robot ( positions, vitesses des articulations) et extérocepififs lorsqu’ils recueillent des

informations sur I’environnement.

3. La commande : Qui synthétise les consignes des asservissements pilotant les
actionneurs. A partir de la fonction de perception et des ordres de I'utilisateur, elle permet

d’engendrer les mouvements du robot.

r

5. L’interface homme-machine : A travers laquelle I’utilisateur programme les tiches que

le robot doit exécuter.
6. Le poste de travail : ou environnement dans lequel évolue le robot.

III. 1. Constituants mécaniques des robots

Un robot n’est pas fait pour décrire des trajectoires, ¢’est un outil destiné a exécuter
ce qu’on appelle des taches [25]. Or, de par sa versatilité on ne peut pas connaitre &
I"avance avec précision qu’elle tache il aura & mener a bien. Comment alors concevoir une
structure mécanique (cinématique) s’adaptant bien a ces tiches inconnus? c’est un
probléme important qu’on résout par certaines approximations.

II1.1.1 Eléments de la structure quasi indépendants des tiches

On peut tout d’abord remarquer que la structure mécanique va comporter certains
éléments quasi indépendants de la tiche alors que d’autres lui seront trés liés, [25]. Prenons
comme exemple genérique la classe de tache tres genérale concemnant un déplacement
d’objet c’est a dire une manutention, comme I’indique la figure I-01.

On vient prendre un objet C posé sur le plateau 1 et le déposer sur le plateau 2 Le

robot va comporter 3 grandes parties mécaniques car:

1. 11 doit se rendre prés de I’endroit ou se trouve I’objet C. 1l faut donc un véhicule.

2. I1 doit ensuite mettre son outil de préhension dans un endroit correct, Cet outil sera done
porté par un systéme articulé qu’on nomme bras ou porteur.

3. Enfin 1l doit correctement utiliser sa pince. La 3™ partie du robot sera son organe

terminal.

En principe on doit trouver ces trois ensembles sur un robot. La pratique industrielle
est souvent autre: On aura les objets a saisir dans la zone atteignante par le bras du robot

A¥ ]
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aussi les robots industriels sont pratiquement toujours sans véhicule on dit qu’ils sont a

« poste fixe ». Ils ne comportent que le bras + organe terminal,

i \\ " b
: \\.\ //’fﬁui_’ e
| M i | 2 15
/ Ll v A
‘/, ; / / Organe | 1 | &
— terminal | __ U
oo b
Véhicule

Figure 1-01 : Saisie d'un objet par un manipulateur

1I1.1.2. Eléments de la structure dépendants des tiches

La partie terminale du robot regoit un outil, ¢’est lui qui va vraiment agir sur
I’environnement et exécuter des tiches. Méme en 1gnorant la nature de ’outil et celle des
taches, on peut affirmer qu'un champ trés large d’applications sera ouvert si on peut:

1. Emmener ’outil 4 un endroit quelconque de I’espace;
2. L’orienter suivant toutes les directions possibles.

Ceci nous ameéne donc a rechercher comment on définit ces propriétés de
positionnement et d’orientation d’un outil ¢’est i dire d’un objet quelconque. Cette
définition est basée sur la notion de degrés de liberté (d.d.1).

1. Degrés de liberté (d.d.I) d’un solide

Considérons un solide S isolé, indéformable, quelconque (figure 1-02). Ses facultés
de positionnement et d’orientation sont définies par ses d.d.l, [3],[25]. Pour les voir
associons au solide un repére cartésien OXYZ. Les trois translations Ty, Tz et T le long des
trois axes OX, OY, OZ forment trois d.d 1 indépendants autorisant le positionnement de S a
un endroit quelconque de I’espace. Les trois rotations mdépendantes R1, R2 et R3 autour
des axes OX, OY, OZ, constituent trois autres d.d.1 autorisant 1’orientation quelconque du
triedre 1ié & S vis 4 vis d’une orientation prise comme référence.

z

R

Ai
1 71 -
|
T
> T\
{ ! ETz R,
G

-
N

— 3

Y

Figure I-02 : Les six degrés de liberté possibles d’'un solide indéformable -
trois translations : T1, T2, T3, trois rotations : RI, R2, R3
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2. Degrés de liberté d’un robot

S1 nous considérons les trois grandes parties du robot [6], [24], [25]:
véhicule, bras, organe terminal. Chacune d’elle assure une fonction basée en particulier sur
ses propres caractéristiques de mobilité. Ainsi le véhicule doit pouvoir se déplacer sur une
surface (voiture, train, etc.) ou dans un volume (océan, espace). Il pourra donc avoir au
maximum les six (06) d.d.I d’un solide. Le bras ayant comme fonction d’amener 1’organe
terminal dans une zone de I’espace, trois (03) d.d.1 lui suffisent. L ’organe terminal devant
s’orienter convenablement. Trois(03) d.d.I en rotation lui suffisent également.

Un robot universel devrait donc comporter douze (12) d.d1l. Dans la pratique
industrielle le véhicule étant absent, le robot dit universel possédera les six (06) d.d.l
necessaires a un positionnement et une orientation quelconque de son organe terminal dans

le volume atteignable.

. g
Véhicule | Porteur terminal
! : R, .« /R ,
\\H R, | g__'!_f.-”j\/ 3 R
1 H | 3 l2 \\ o T D
1 | -
Ti| T, | /\/
~—> i :
Tz S KR!
| R ; .“ 5
| e i %
¥ VR, | : ::-?RZ
| AN

Figure 1-03 : Robot sur satellite avec 12 d.d.l

IIL 2. Propriétés caractéristiques du robot

On peut dégager deux propriétés trés caractéristiques du robot que 1’on cherche de

nos jours a mettre en ceuvre, [6].

II1.2.1. La versatilité

Elle concerne la potentialité géométrique et mécanique du robot, c’est a dire son
aptitude physique a I’exécution de tiches diverses, a I’exécution diversifiée d’une méme
tiche, d’autre part la versatilité¢ implique une premiére caractéristique: tout robot posséde

une structure a géomeétrie variable.
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I11.2.2. L’auto - adaptativité a environnement

Il s’agit de la capacité d’initiative du robot [2] pour mener a bien des tiches
incompleétement  spécifiées, et ceci malgré des modifications imprévues de

I’environnement. Cette propriété conduit le robot a mettre en jeu.

a) Ses capacités d’appréhension de I’environnement ( capteur ),

b) Ses capacités de réflexion pour analyser 1’espace de la tiche et élaborer une stratégie
d’exécution;

c) Ses modes de commande automatique.

r

ITL.3. Représentation d*un robot .

Lorsqu’on fait la description ou la représentation d’un objet ou d’une machine c¢’est
que ’on a un objectif en vue. 11 s’agit soit de mieux comprendre soi-méme certains aspects
de la machme en s’aidant d’un support matériel, soit dc transmettre une information
pertinente a « d’autres ». Les autres peuvent étre des personnes, ou bien, dans le cas des
robots leurs systémes de commande qui sont souvent des ordinateurs. On a de nombreuses

formes de représentation d’un robot.

1. La photographie ou la représentation en perspective d'un robot n’apporte qu’une
information trés générale sur son allure extérieure.

2. Un dessin mettant en évidence la nature des articulations sera déja plus significatif de
"usage du robot. Pour cela, le dessin doit rester simple et pour étre compris de tout le
monde, utiliser des normes. Le tableau ( I-02) donne ainsi les normes AFNOR pour des
liaisons mécaniques effectivement réalisées industriellement.

3. Mais I’on se doute bien que 1’on aura & faire des calculs sur cette architecture. On est
donc amené a élaborer une description plus mathématique. Elle peut avoir deux objectifs:

- La classification des robots

- L’¢laboration d’un modéle qui servira 4 la commande du robot
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Nombre de d.d.l

Nom de la liaison | Mouvements relatifs Symboles
Liaison encastrement 0 rotation 0 Cy ¢ gorps ;
) . cz: Corps
0 translation C ——l—
Liaison pivot 1 rotation 1 éh (#Cl
0 translation C2 2
Liaison glissiére 0 rotation 1 2 - |e
_ l_:f—vc X
1 translation 1 lg
Liaison glissiére 1 rotation ¢ C2
hélicoidale 1 translation 1 (;1_:1—
conjuguées
. s . . - c C
Liaison pivot 1 rotation 2 & | 2 2
glissant 1 translation 1
Liaison appui 1 rotation 3 G
PP - C -—1—
plan 2 translations —
Liaison rotule 3 rotations 3 CI\\O
0 translation 2
Liaison linéaire 2 rotations 4 C*, Y ﬁ
rectiligne 2 translations C2 2
Liaison linéaire . 3 rotations 4 i I (C:)SZ
annulaire 1 translation ! G
Liaison ponctuelle 3 rotations 5 D " ’4%
2 translations
3 rotations Pas de symbole
Liaison libre 3 translations 6 Pas de contact entre

les 2 corps

Tableau 1-02 : :Normes AFNOR de représentation des liaisons mécaniques

1I1.3.1. Le nombre de degré de liberté

Les commentaires précédents montrent que 6 degrés de liberté sont nécessaires et

suffisants a une structure mecanique articulée [25] pour accomplir les- déplacements les

plus généraux, donc en principe les taches les plus générales. Cependant de nombreux

systemes mécaniques articulés, utilisés surtout pour la manutention, ont moins de 6 degrés
de liberté. D’autre part, on a parfois besoin de systeme a plus de 6 degrés de liberté. Ceci

est di essentiellement aux problémes de précision positionnelle ou de fonctions

spécialisées.




Chapitre I Introduction a la Robotique

II1.3.2. Les faux degrés de liberté

On appelle arbitrairement faux degré [25], [26] de liberté une mobilité apparente
d’un segment ou d’une partie d’un systéme mécanique articulé qui, en réalité, ne conduit
pas a augmenter le nombre de degré de liberté déja présent en I’absence de cette mobilité

apparente. On a par exemple:

1. Les degrés de liberté propres & un outil: L organe terminal et ou porte outil. Celui-ci
pour travailler doit avoir une mobilité qui est lui est propre.

2. L’augmentation du nombre d’articulations pour contourner les obstacles.

3. La compensation du déficit en nombre de degrés de liberté de 1’organe terminal par la
création de degré de liberté amont sur le porteur ou le véhicule |

1I1.3.3. Les deux grandes boucles de controles

La figure 1-04 fait clairement apparaitre les deux boucles de contréles notécs A ct B

qu’on doit trouver sur un robot.

La boucle A est une sorte de boucle interne ; elle permet de traiter le probleme en
connaissant a I’avance la trajectoire que je désire faire suivre au robot. Le résultat de cette
poursuite dépend de nombreux paramétres mais tous internes au robot et 4 son systéme de

commande [24].

La boucle B est une boucle externe; elle va permettre non pas de suivre une
trajectoire mais de déterminer quelle est la trajectoire 4 suivre pour correctement exécuter

une tache désirée.

Par exemple si je veux saisir I’objet M de la figure 1-05 et que je suis géné par
I"obstacle P que je n’avais pas prévu, ¢’est la boucle B qui va permettre de générer les bons
déplacements du robot afin qu’il soit saisi en dépit de la présence de P.

Source ——> Tuyaux Moteurs (3) ———> Transnllissions (4)

d'énergie cables (1) |
i " v
/ P
Systéme de ’,\ <—— Capteurs internes (5) ¥ A :
commande (7)%‘ ‘ B
| v
Capteurs externes (6)

Figure 1-04 : La grande boucle de contréle dans un robot
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M
Obstacle By
PRV W
: % 2" 4//4.{—-//"4r\ =
— A P™  Objet a saisir
Figure I-05
IV. DEFINITIONS
IV.1. Articulation

Une articulation lie deux corps successifs en limitant le nombre de degré de liberté

de I’'une par rapport a I’autre.

Soit m le nombre de degré de liberté résultant, encore appelé mobilité [6] de
I’articulation. La mobilité est telle que:

0<m< 6
Lorsque m =1, ce qui est le cas le plus fréquent en robotique, 1”articulation est dite

simple, soit rotoide, soit prismatique.
1V.1.1. Articulation rotoide ( notée R )

Il s’agit d’une articulation de type pivot [5], réduisant le mouvement entre deux
corps a une rotation autour d’un axe qui leur est commun. La situation relative entre les
deux corps est donnée par I’angle autour de cet axe. L articulation rotoide est représentée

par le symbole de la figure I-06 suivante:

Figure 1-06: Articulation rotoide

IV.1.2. Articulation prismatique (notée P)

Il s’agit d’une articulation de type glissiére réduisant le mouvement entre deux
corps a une translation le long d’un axe commun. La figure I-07 suivante donne sa

representation symbolique:

11
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)
o

G Y
Bt
’

Figure 1-07 : Articulation prismatique

V. DIFFERENTES STRUCTURES DE BASE

Elles sont dérivées des différents systémes de repérage d’un point dans I’espace.

V.1. Structure PPP

Ce type de structure, concernant 14% des robots manipulateurs industriels [5], [7]
est bien adapté a un repérage de O en coordonnées cartésiennes . Ce tobot a trois
articulations prismatiques, est donc codés par PPP. Le robot cartésien est caractéris€ par un
petit champ de travail mais il est doté d’une grande rigidité et est capables d’une grande
précision dans la localisation de effecteur. Son contrdle est simple, dii au mouvement

linéaire des liaisons.

Figure 1-08 : Structure PPP

V.2. Structure RPP ou PRP

Ce type de structure, concemnant 47% des robots manipulateurs industriels est bien
adapté a un repérage de O en coordonnées cylindriques. Ce robot est constitu¢ d’une
articulation de rotation et de deux articulations prismatiques [5], [15]; codés par RPP ou
PRP. Leur champ de travail est plus large que celui du robot cartésien, mais leur rigidité

mécanique est moins puissante.

Figure I-09 : Structure RPP

12
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V.3. Structure RRP

Ce type de structure, concemant 13% des robots manipulateurs industriels, est bien
adapt€ a un repérage de O en coordonnées sphériques, [7]. Ce robot est constitué de deux
articulations de rotations et d’une seul prismatique; codé RRP, [5]. Le champ de travail de
ce type de robot est plus large que celui des robots cartésien et cylindrique.

Figure I-10 : Structure RRP

V.4. Structure RPR ou PRR ou RRP

Ce type de structure, concerne 1% des robots manipulateurs industriels, est bien
adapté a un repérage de O en coordonnées toriques [5], [17].

Y
e o
LI
i | e -
:H - (A
Lol
L L
e

Figure I-11 : Structure RPR

V.5. Structure RRR

Ce type de structure, concerne 25% des robots manipulateurs industriels, est bien
adapté a un repérage de O dans un systéme en coordonnées qualifiées d’anthropomorphes
par analogie avec les bras humains [5]. Son champs de travail est plus grand que celui de
n’importe quel autre type de robot et sa rigidité mécanique est la plus faible.

K //_.o

Y- '*&

Figure I-12 : Structure RRR
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VL. DIFFERENTES COMPOSANTES D’UNE CELLULE ROBOTISEE

VL1. Les capteurs

Dans ce paragraphe on va étudier seulement quelques types de capteurs [5], on va

parler:

- Des capteurs de position;

- Des capteurs de vitesse;
- Des systémes associés qui permettent de connaitre & tout instant 1’ensemble des

parametres et leurs dérivées premiéres, appelées par la suite coordonnées et vitesses
généralisées. Ces paramétres permettent de définir 1’état du robot manipulateur & savoir la -

position et la vitesse relative des différents corps qui le constituent.

VI1.1. Capteurs de position
La figure I-13 suivante indique les différents types des systemes de mesure de
position, [5]. .

—mcrémentale

— Numérique

Systeémes de mesure de position — ——absolue

— analogique
Figure I-13

1. Mesure de position numérique

a- Mesure de position incrémentale

Le capteur de mesure, trés simple, émet une impulsion & chaque fois que le
parametre de configuration mesuré varie d’une quantité constante appelée pas du capteur.

b- Mesure de position numérique absolue

Le capteur de mesure, délicat a réaliser, délivre une information parall¢le qui code
en binaire pur ou en binaire réfléchi la valeur du paramétre de configuration mesuré.

2. Mesure de position analogique

Un tel systéme de mesure intégre un capteur qui délivre un signal analogique dont
une caractéristique est proportionnelle a la position mesurée et réalise une conversion

analogique - numérique de cette grandeur.

14
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VI.1.2. Capteurs de vitesse

La figure I-14 ci-aprés indique les différents types de systémes de mesure de

vitesses [5].
— par comptage d’impulsions

— numeérique —
> par mesure de temps
Systémes de mesure de vitesse
— par moyenne age
—analogique o
par generatrice
—+ lachymeétrique
courant continu
Figure 1-14

Dans les systemes de mesure de vitesse analogique par moyenne 4ge ou numeérique,
le capteur est incrémentale du type de ceux utilisés pour la mesure de position.

VIL.2. LES ACTIONNEURS

Le terme d’actionneur [5] désigne tout dispositif générateur d’effort & vitesse
variable qui permet de modifier la configuration d’un robot manipulateur par
transformation d’une énergie source en énergie mecanique. Il est possible de les classer

selon I’énergie utilisée.
V1.2.1. L’énergie pneumatique

L'énergie pneumatique est fréquemment employée sur les manipulateurs a cycles
preréglés pour lesquels la précision n’est pas obtenue par une boucle d’asservissement mais

par des butées mécaniques.

La difficulté de controle des mouvements et le rendement peu Important sont les
inconvénients majeurs des systémes pneumatiques. Cependant certains avantages sont a

considérer:

- La simplicité de mise en ceuvre
- Economiques
- Robustesse
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Les types d’actionneurs sont:
- Les vénns linéaires;

- Les vérins angulaires;

- Les moteurs.

V1.2.2. L’énergie hydraulique

L’¢nergie hydraulique est 1'une des plus intéressantes dans le domaine de la

robotique pour de multiples raisons:

- Puissance massique élevée;
- Temps de réponse court; }

- Précision.

Certains problémes sont cependant a considérer:
- L’étanchéité des conduites de fluide sous pression ainsi que les points de raccordement.

- Coiit éleve de cerlains ¢léments.
VI.2.3. L énergie électrique

L’¢nergie électrique est certainement celle qui est le mieux maitrisée & I’heure
actuelle. Les commandes sont aisées, précises et fiables, des développements importants
ont ¢t effectués et les applications 4 la robotique sont de plus en plus nombreuses. Cette
energie n’a pas que des avantages. Le principal inconvénient réside dans le rapport

puissance - masse qui est faible.

La robotique emploie deux types d’actionneurs electriques :
- Les moteurs a courant continu ;
- Les incrémentaux ou pas a pas.

VL3. EFFECTEURS

Les effecteurs sont les composants du robot qu forment I’interface avec
"environnement, ils sont classés selon deux types [5], [25]:
- Les préhenseurs;
- Les outils.

VL.3.1. Les préhenseurs

Le préhenseur est un systéme permettant de manipuler des objets. On considére les
relations de saisie, de maintien et de dépét :

le
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- La saisie consiste a réaliser une relation de contact mécanique maintenue durant un temps
déterminé. Le préhenseur universel n’existe pas en robotique. Les techniques employées en
robotique sont orientées vers la saisie de familles d’objets.

- Le maintien du contact est obtenu selon plusieurs méthodes en considérant diverses
caracteristiques des objets:

¢ Masse;

¢ Dimensions géométriques - formes;

¢ Nature du matériau;

¢ Aspect général (lisse, rugueux, etc.).

- Le dépot constitue 1’opération inverse de la saisie. Selon la tache elle est réalisée soit sans
contrainte sur I’environnement, c’est a dire sans se soucier des consequences soit en
considérant des contraintes de mise en contact avec le lieu de dépdt. En assemblage, par

exemple, le dépdt est réalisé en un lieu géométrique précis

Il existe diverses techniques de préhension.
¢ La préhension par serrage mécanique;
¢ La prehension par dépression;
¢ La préhension magnétique;
¢ Les crochets;
¢ La préhenseur électrostatique;
¢ Les cuilléres;
¢ Les bandes adhésives;
¢ Les plates-formes ou spatules;
¢ Les terminaux d’assemblage.

VI.3.2. Les outils

La tache du robot n’est pas toujours liée a la manipulation de pieces. Des outils
viennent de substituer au préhenseur dans de nombreuses applications. Un systéme de
jonction automatique est utilisé pour permettre le changement de 1’outil en cours de tache.
Citons quelques exemples d’outils employés couramment :
¢ Téte de soudage par points;
¢ Pistolet de peintre;
¢ Meules;
¢ Visseuses;
¢ Perceuses;
¢ Téte de soudage a I’arc.

17
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VII. CONCLUSION

Un robot est un -systtme mécanique articulé avant tout fonctionnel. La
conception d’une architecture mécanique pour un robot pour apparaitre un probléme
assez simple. En réalité, il s’agit d’une difficulté de base trés complexe car elle devrait
prendre en compte non seulement les possibilités mécaniques de réalisation mais dans
le méme temps les possibilités d’élaboration d’une commande qui passe par celles
d’'un modéle mathématique. Ces derniéres réagissent fortement sur la conception
mécanique si on recherche de bonnes performances. Nous nous sommes contentés
dans ce chapitre de cerner la définition des robots et de la robotique, non pas sous une
forme mathématique mais au contraire en restant proche de la réalité contemporaine
nécessairement appelée a évoluer avec le progrés des techniques. Aussi, on a donné
quelques définitions de termes concernant plus particuliérement les domaines de la
modélisation et de la commande des robots.
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Chapitre [1
CHAPITRE 1I
DESCRIPTION DE LA SITUATION D’UN SOLIDE
DANS L’ESPACE '
L INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous allons essayer de pr¢senter différentes descriptions
concernant la situation d’un solide dans 1’espace. Pour ce faire, nous allons essayer de
cerner la majorité des méthodes de descriptions en position et en orientation.

Un solide indéformable et libre dans I’espace possede six dégrée de liberté, il est en
effet nécessaire pour le positionner et I’orienter & un instant donné de fixer 06 paramétres
indépendants, 03 pour la position de ’origine d’un repére fixe, qui lui est associe est 03
pour orientation de ce repére par rapport a un repere de référence, [7]. En robotique ces
parametres constituent ce que 1’on appelle les coordonnées opérationnelles et sont définis
dans le repére de référence du poste de travail ou espace opérationnel. Plusieurs méthodes
existant pour définir la situation d’un solide dans ’espace. Quelle que soit la méthode
utilisée, la matrice de transformation correspondante peut se mettre sous la forme.

_S n a i
r M PR_I X X X Px
| | [s, 10y, a, py |
T= =]’ | ’ ° (11-01)
I_O O 0 1 J SZ nZ a'Z p Z
10 0 0 1 ]
La matrice M représente 1’orientation alors que la matrice colonne P représente la
position.

1.1. Hypothese de base pour le calcul du modéle direct

Afin de simplifier le calcul, nous allons supposer les conditions suivantes remplies.
1- La base du robot est fixe. '
2- Le repere de référence Ro et 1ié a la base robot.
3- Il n’existe pas d’obstacles dans le volume atteignable du robot.
4- Toute tache peut étre exécutée en contrdlant la position et I'orientation de ’organe

terminal.
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Chapitre 11 Description dc la situation d’un solidc dans 1°cspace

II. DEFINITION DE LA POSITION DE L’ORGANE TERMINAL (O-T)

Pour définir la position de L’O-T, le choix le plus spontané consiste a définir la
position du point O, centre de gravité de L’O-T [4], qui peut étre éventuellement virtuel,
par rapport a O centre de repére fixe R, { O, Xo, Yo, Zo) li€ au batit du robot.

Selon la structure du robot la position peut étre définie par :

IL.1. Cordonnées cartésiennes

Elles donnent directement les composantes P,, Py et P, de [origine, cette

représentation est la plus utilisée, [7], [8].

AL,
Z,A
RZ‘.
-
/’ O,
//
R, =
' an Pz
/ Oo p YU
/K ________________________________ "
- P
// v
L/
X,

Figure 11-01
I1.2. Coordonnées cylindriques

Cette description est préférable lorsque le robot présente une structure cylindrique.
La matrice position & pour expression [8]:

r T COS(I-]
Pcyl — [l‘ Sé[lﬂ.J : . {102
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AL,
Zo A
R,
_ .
A0,
R, -
e
X
Oy .
,K::B\\ P Yo
e "R .
/ Y
//
=

Figure 11-02

Inversement, pour passer des cordonnées cartésiennes aux cordonnées cylindriques,

on peut utiliser les formules sutvantes:

r= 1/ Pf + Py2

a = Atan2(P,, P, (11-03)
Z=F.

Remarque:

ATAN 2 est une fonction FORTRAN qui calcule 1’arc tangent a partir de la donnée
de deux arguments.

IL3. Coordonnées sphériques

[ #cose sin ,8-'
Psph =| rsina cos (I1-04)
[, rcos ff J

On peut obtenir les coordonnées sphériques (o, B, r) a partir des coordonnées grace
aux relations suivantes:

a=Atn2(P,,P,) si B #0
a=0 si B=0
Py
Jij =Atan2(—j§,—,PZ) si a#l (I1-05)

a

B =Atan2(P_,P;) 8i gl

r=\P]+P}+P;
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Ao
z_A
o
X
i o
R L
° S A
P 4/ 'L/\( P
.// j 5
& 0 3 %
// \v/ P::
- ¥ .

Figure II-03
1. DEFINITION DE L'ORIENTATION DE L’ORCANE TERMINAL ( O-T)

Si la définition de la position est assez naturelle et par conséquent simple, celle de
Porientation est moins évidente, car il est difficile d’avoir une notion de ’orientation d’un
corps dans I’espace, sauf situations particuliéres. Afin de préciser cette notion d’orientation,
on va doter L’O-T d’un repére orthonormé R, ( Op Xn Yo Zn ) qui va représenter des
directions qui lu seront relativement fixes [3].

Figure 11-04

Ainsi orientation du repére R, par rapport a Ry peut étre définie d’un grand
nombre de maniéres.
- Les cosinus directeurs.
- Les angles d’Euler.
- Les angles de Bryant.
- Les parametres d Euler ( ou d’Olinde-Rodrigues).
- Les angles de Roulis-Tangage-Lacet.
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Chapitrc 11 Description dc la situation d’un solidc dans I'cspacc

IIi.1. Cosinus directeurs

1 orientation est définie par la donnée de trois vecteurs S, n et a, constituant 9

éléments appelés cosinus directeurs [3], [7]. Ces vecteurs ¢tant unitaires et orthogonaux.

- La donnée de deux vecteurs arbitrairement choisis parmi les trois est suffisante, puisque le
troisiéme se déduit directement.
- Trois composantes, seulement sont indépendantes mais, dans le cas général, il est difficile

de les fixer.

’

Cette méf_hodf= est donc redondante puisqu’elle donne plus de paramétres qu’il n’en

dcfuu.t lorientation de I’O-T uniquement & 1’aide de la matrice de passage. Ln matrice

d’orientation associée s’écrit :

rS n, ax—{
l

dep = | Sy m, a, I (11-06)
s, n a, |

L2, Angles classiques d’Euler

On considére que le passage du repére Ry au repeére R, peut étre obtenu en
effectuant trois rotations dans ’ordre suivant [3]:
- D’un angle B ( précession) autour de Z, amenant au repére R* (Oo, X',Y ', Z')
- D'un angle o (nutation) autour de X' amenant au repere R™ (O, X', Y, Z7)
- D'un angle y ( rotation propre) autour de Z ** amenant au repere R; ( Oo, X, Y;, Zi)

Dans ce cas si I’on calcule la matrice de passage du repere Rg au repere R; qu’on
note R} qui est le produit de trois matrices de passage correspondant chacune a une rotation

autour d’un axe.
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A Zg
Z T 5 Z = Y
2, N\ A
. r/
"\\ /.»’ \'dl
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AW /(—\w(: &
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A
7 T A
* B
// :
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r'd ,
X v ~ .4 )
X'y A

Figure II-05

B AR S (A
T e el o

Précession /Z, Nautation o/X’ Rotation propre y/Z™

(CBCy-CaSBSy —-CBSy-CaSBCyr SaSp |
Az, =|SPCy +Ca CB Sy CaCB Cy—-SB Sy —-SaCp

I (I1-07)
| Sa Sy Sa Cy Ca |

Les variations autorisées pour les angles d’EULER sont les suivantes:

g [0, %]
p €[, ]
Y = [-ﬂ:a TC]

Si on connait les cosinus directeurs et qu’on veut calculer a, (B et v, on le peut a

1’aide des équations suivantes:

cosa = CIZ

I
; 2 &
sing =i(f—cos a)2

cos fp = "(nz/sfnaj
. h
sinff = Z/sr'na
a,
cosy = fiina
, a
sty =5

(11-08)
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Chapitre I Description de la situation d’un solide dans I"espace

L’inconvénient de 1’utilisation des angles d’Euler est que la symétrie du probléme
est déduite, caril y a toujoﬁs une direction privilégiée par rapport aux autres, [3], [8]. En
plus du fait que le choix conduit & des singularités pour certaines orientations bien précises,
en particulier az vaut £1 (on peut seulement connaitre B+y) cet inconvénient peut étre
supprimé en utilisant I’une des six configurations non classiques des angles d’Euler.

HI1.3. Angles non classiques d’Euler ( Angles de Bryant )

Les angles de Bryant [3], [7] permettent aussi de définir ’orientation de 1I’O-T dans

le repére fixe Ry par trois rotations successives:

- D’un angle ¢; autour de X, amenant aurepére R° (O, X', Y', Z")
- D’un angle ¢; autour de Y' amenant aurepére R (0, X, Y ', Z")
- D'nin angle dy; antonr de 777 amenant an repere Ri (O, X;, Yi, 7;)

A2
v AR |
z, &, ‘ f
TNl N | 7
\\\ N\ ¢ ] //
\ ¢2 \Y/“l\l /{/ >
| &y o
Q | e
0; :.'/—" & >Y,
//: ‘.\\
//‘-’!"\ \ﬂ
// q)'.‘ .. ¢ “.\"\
// " : \
// .‘
g
X, v ~N X,
X L

Figure I1-06

Dans ce cas, si on calcule la matrice de passage du repére Ry a R; qu’on note R, est

qui est le produit de trois matrices de passage correspondant chacune a une rotation autour

d’un axe.
| hGh ~C#, I
Ae(6.6.) [c¢,s¢3+s¢,s¢ .Co, C,Cs —S ¢, 54:5¢; ~S¢Ch, |
S8:5¢; — CpSp,Co, S¢,Cp; +Ce, 58,50; Cp, Co,
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Chapitre II Description de la situation d un solide dans 1"espace

Les variations autorisées pour les angles de Bryant sont les suivantes:

P 6{—71',71’]
[-7 =]
b TR

$s € [—JZ,E]
Le calcul des angles de Byant en fonction des éléments de la matrice Acp:

o |

cos¢, = i(]—s-z’n2 ¢2)
sing, =-n, / cos @,
cos¢, =a, /cos , (=10

sing, =-S5,/ cosg,
cosp, =S8y /cosg,

L’avantage de l'utilisation des angles de Bryant [19] est que la symétrie du
probléme est mieux préservée que lors de [l'utilisation des angles d’Euler, mais
I’inconvénient demeure 1’apparition de certaines singularités, en particulier lorsque ax = +1
(dans ce cas on ne peut connaitre que (¢}, + ¢,). Il serait alors intéressant de tester a; et ax

avant d’opter pour I’une des méthodes.
HL4. Paramétres d’Euler

Le repére R; est obtenu en faisant pivoter le repére Ry d’un angle € autour d’une
direction d’un vecteur unitaire € . (Si 1’on fait abstraction de la translation qui améne Op en
Oi), [9].

Z Z
A AT
| Z"h
: // /1
| s Pl
| e s
| / e ra
| >
I 0 MWL -
00 > YU /l 7 Yo
// i \
# s
7 e i
¥ # B
X, K K
X, X,

Figure (11-07)
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Chapitre I Description de la situation d'un solide dans 1"espace

L’orientation du repére R; par rapport au repere Ry est définie par le couple
(€ , &) oule quadruple (p, q, 1, s) tel que:

p=ey sin(£/2)

p=ey sz'n(g/ 2)

p=e,sin(e)2) (T1-11)

2

2 2 2
notons que : p~ +q +r  +5 =1

Si la plage de vanation de & peut étre limitée a [0, n] ( ce qui est le cas généralement

sauf pour les opérations de vissage) alors S = 0 ce qui permet d’&crire que :
7

£ 2Arccos[]~(p2 +q2 +r2)] 2

On tire par conséquent:

ex =pl4
ey =q/4
e; =rfA
2 2 27 5
avec:A=(P +q +r )2 1I-12)
Si pqr+0

On conclut que le triplet (p, g, r) permet de calculer le quadruplé ( ex, ey, ez, €) donc
de connaitre 1’orientation de R; par rapport & Ro.
La matrice de passage s’exprime de la fagon suivante :

lrz(pz +5°) =1 Apg-rs) - 2(pr+gs) —i
R =4 =| 2(pg+rs) 2(q2 +52) ~d 2(qr—ps) { (I1-13)
| 2(pr—gs) 2(gr+ps) 7'2"‘52)_1J

Ou S peut étre remplacé par: S =(1-p
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Chapitrc 11 Description dc la situation d’un solidc dans 1’cspacc

11 est alors possible d’exprimer trés simplement les parameétres d’Euler en fonction

des cosinus directeurs.

1 '
S:E\/SX + Ay +a2+1

p= %Sgn(nz —a},)JsX —ny, —a, +1
5 (II-14)

q :%Sgn(aX —sz)\f—sx +it, —&, +1

r:%Sgn(sY —nX)‘/—sX —ny +a, +1 :

Ces expressions ne font intervenir aucune position singuliére. L’intérét des
paramétres d’Euler, c’est qu’ils conservent la symétrie intrinséque du probléme, ne

privilégient aucune direction.
ITLS. Angles de Roulis-Tangage-T.acet
La convention adoptée est celle de la figure II-08, les angles ¢, 0 et y désignant

respectivement le Roulis, le Tangage et le Lacet [3].

La matrice d’orientation correspondante est donc :

Ay (0,6,9) = A(Z,9). A(Y,6). A( X, )

CpCo COSOSy - S$Cy CHSOCY +S8Sw | qp15)
A (8,6,0) =| SpCo S$SOSy +CéCy S$SOCy —CoSy
-S8 CoSy CéCy

Pour obtenir I’expression des angles de Roulis - Tangage - Lacet en fonction des
cosinus directeurs ; on utilise la méme méthode que les paragraphes précédents, en
multipliant a gauche par A™(Z, ¢), on obtient : A(Z, -9), Aco=A(Y, )A(X, v).
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Figure I1-08

On déduit dono loo oolutiona suivantes :

¢ = Atan2(Sy,Sy)

¢'= Atan2(-S;,~Sy) = ¢+ 180°
Il y a singularité si Sx et Sy sont nuls.

De méme, on tire

6=Atan2(-S,, C4S, +565,)

w=Atan2(Spay —Coay,, —Spn, +Cony )

IV. CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons présenté différentes descriptions concernant la situation
d’un solide dans ’espace. Donc nous avons definit la position de I’organe terminal en
coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques ainsi en orientation en adoptant cing
(05) représentations différentes.

Pour notre part, on a choisit la méthode des coordonnées cartésiennes pour
positionner I’organe terminal & cause de sa simplicité et par souci de généralisation. On a
utilisé la méthode des cosinus directeurs pour ’orienter, car elle présente Pavantage de

symétrie. En plus, il ny a pas présence de singularité.
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Chapitre III Etude critique des différentes méthodes de commande-

CHAPITRE il

ETUDE CRITIQUE DES DIFFERENTES
METHODES DE COMMANDE

L INTRODUCTION

L.1. Position du probléme

Différents outils mathématiques sont utilisés pour représenter les déplacements
de solides, chacun posséde ses avantages et ses inconvénients.

Des recherches ont abouti a des résultats intéressants quant & [ utilisation de 1n
théorie des graphes issue de la recherche opérationnelle comme outil général [13],
simple et efficace d’aide & I’étude de la cinématique elle permet de déterminer 1’identité
structurale d’une chaine cinématique, c’est un bon moyen de classification et de
clarification. Par sa définition trés générale, le graphe ne permet pas de caractériser la
fonction d’un mécanisme, en plus, I’intérét de la théorie des graphes diminue pour les
mécanismes simples. Cependant cette théorie reste un outil qui facilite 1’étude des
mécanismes & chaine cinématique complexe [29]. C’est la raison pour laquelle des
methodes algébriques sont développées en s’appuyant sur un systéme de paramétrage
qui permet une description compléte des propriétés cinématique du mécanisme.

L2. Objet de I’étude

Notre sujet porte sur I’étude d’un type de mécanisme particulier qui est le robot
manipulateur. De fagon générale, I’étude porte sur des mécanismes constitués de corps
rigides localisés de fagon parfaite grice a des liaisons de type prismatique P ou rotoide R

sans jeu.

La diversité des méthodes d’étude des mécanismes fait ressortir plusieurs critéres
de comparaison difficiles a évaluer, rend délicate toute étude critique ¢’est pourquoi on a
fait le classement suivant :

- La notation de description (le systéme de paramétrage);

- La géométrie et le formalisme mathématique;

- La représentation des déplacements.
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II. SYSTEMES DE PARAMETRAGE DES CHAINES CINEMATIQUE

L’ambiguite qui entoure la définition du terme notation pour la description et le
fait qu’une notation est 1’outil de base pour la mise en équation, nous conduisent a

éclaircir ce point.

L’unification de la notation élimine les différences superficielles et facilite par
conséquent la comparaison entre les différentes fagcons de formuler et de résoudre les

problémes de cinématique des mécanismes.

Une notation compléte pour décrire entiérement une chaine cinématique d’un

robot manipulateur comprend:

- La numérotation des corps et des liaisons;

- La description topologique de la chaine cinématique;

- La spécification de la nature de la liaison;

- La disposition des repéres locaux;

- La spécification de la position initiale;

- Le choix de ’opérateur de passage entre deux repéres consécutifs.

I1.1. La notation de DENAVIT et HARTENBERG

La notation D&H est la plus répandue [3], [7], elle introduit des hypothéses
simplificatrices qui sont:

- Robot manipulateur ayant une structure de chaine cinématique simple;

- Entre deux corps consécutifs C; et Ci;y, il ne peut y avoir qu’une seule rotation
ou translation autour ou le long de Z;.; du repére Riiy;

- Entre deux corps consécutifs il ne peut y avoir qu’un seul degré de liberté (si ce
n’est pas le cas, on mntercale un corps fictif de longueur nulle lors de la modélisation);

- La notation définit les relations géométriques entre les axes de liaisons en
introduisant une mesure de distance bien définie qui est la normale commune, d’ou

’avantage de cette notation.

IL1.1. Application de la méthode

La notation D&H a été introduite pour la 17° fois au paramétrage des robots
manipulateurs par PIEPER (1968), [29]. Elle décrit le passage entre deux repéres
consécutifs par quatre (04) paramétres; La géométrie des corps est caractérisée par deux
quantités, la normale commune a, I’angle de torsion a., les deux autres quantités 0 et r

étant respectivement les variables articulaires de rotation et de translation.
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Figure ITI-01

- ai: distance entre les axes de liaison (1) et (1+1).

- ai: angle entre Z1 et Zi+1 mesuré autour de Xi+1.
- 0i: angle entre Xi et Xi+1 mesuré autour de Z1.

- ri: distance algébrique sur Zi de Xi et Xi+1.

Alors pour passer du repére I, au reperc I,: on procede de la fagon survante:
- Rotation d'un angle 0; du repére R; autour de |’axe Z; amene X; a Xi.1;
- Translation de r; sur Z; amene ’origine O; en O7;;
- Translation de a; sur X;:; améne O’; en O;q;
- Rotation de o; autour de X;;; améne Z; en Z;;;.

Comme le mouvement se fait exclusivement autour ou le long de 1’axe Z, alors
c’est le paramétre r; qui est variable lorsqu’il s’agit d’une translation et c’est le

parameétre 6; qui est variable si ¢’est une rotation.

Lorsque I’angle ai est tel 0 < o; < w , la définition de 1’orientation et de la
position est unique, un coefficient permet de distinguer les liaisons rotoides des liaisons

prismatiques.
0 : Si la liaison est rotoi de

1 : Si la liaison est prismatique
Ceci permet d’écrire la j™ coordonnée généralisée 9 j
qIZG_'JgJ'FO'JI‘J - ' (I11-01)

I1.1.2. Matrice de passage homogene

Les parameétres de D&H permettent de définir le repere R;:; a partir du repére R;
par une matrice T;*' de dimension 4x4 dite matrice de passage élémentaire entre deux
reperes R; et R4 , Elle est obtenue de la fagon suivante:
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T;H-J =Rot(Z;,0,)* Trans(Z;,1; ) * Trans( X, ;.a;) * Rot( X, ;.a; )

175

49 r =

co, -S6; 0 o1 0 0 0][1 0 0 a1 o0 0 0
w1 |6 CO 0 0[]0 I 0 0[[0 I 0 0]||0 Ca; -Sa; 0
"o o 1 0lloo 1 gTe 01 olo Sa; Ca,. 0
Lo 0 o0 1Jlo o o0 I1J]lo 0o 0 o]lo o o 1]
'Co, -S6,Ca; S6.Sa, aCé,]
wy |S6 C6.Ca; -COSa; S0,
Y S cm ox ‘ (I11-02)
L0 0 0 1]
];Hj _ A/[;H’ Erﬂ’
0 1

i+l ) e - " .. .
M - Matrice 3x3 définissant la projection des vecteurs unitaires du repére R;.; sur le

repere R; , elle est dite matrice d’orientation.

P!_i” = [ f;’ o ny H }:;H] Coordonnés du point O;;; dans le repére R;

I1.1.3. Etude critique de la notation D&H

La notation de D&H est la mieux adaptée pour les structures ouvertes simples,
mais présente des lacunes surtout pour les structures fermées ou arborescentes [26],
[29]. Les critiques portent essentiellement sur les points suivants:

1- L’ambiguité dans la disposition des repéres locaux:
- Ce qui induit 4 la non-unicité dans I"orientation des repéres locaux.
- La notation impose Z aligné avec ’axe de la liaison sans donner de direction 4
prior. ) .
- Dans le cas ot deux axes sont concourants, on retrouve deux autres choix
possibles quant a la direction de la normale commune aux deux axes.
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On est devant les 4 cas de figures suivantes:

X, X1 X / Xin \ Xin - Xin |
| (02-a) | (02-b) | (02-¢) (02-d)

Figure II1-02

2- L’impossibilite de décrire les chaines cinématique complexes.
3- La dépendance entre les parameétres et les formes des corps constituant la chaine
cinématique.
4- L’imnstabilité des paramétres qui cause des problémes lors des processus de calibration
quand deux axes consécutifs sont paralléles. L origine du repére O; se situe suivant les
deux cas :

- Axes paralleles : le choix de la normale commune telle que 1) =0,

- Axes concourants : O; est a I’intersection des deux axes de liaisons.

I1.2. Notation proposée par YIH

11 tire deux défauts essentiels de la notation D&H

- Les parametres D&H décrivent la position relative entre deux axes, cette
position dépend d’un troisiéme axe;

- Instabilité des paramétres.

Il résout le probléme en constituant une matrice de passage homogéne composée
des parameétres de BRYANT et des cordonnées cylindriques [8], [29]. L’auteur élimine
de fagon radicale ces défauts en ignorant les propriétés géométriques, mais il introduit
un probléme plus grave, celui de Iunicité de la notation, la localisation de reperes
locaux se fait de fagon arbitraire, I’auteur pense qu’il existe toujours des points
remarquables qui seront choisis comme références.

‘ \"-.‘ oL
02i+1

i

|

|

| \
‘? .‘\

| » 03j+1
iy

Figure IT1-03
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La source d’erreur de la définition de cette notation vient d’une mauvaise
1dentification de la difficulté, ’auteur s’est borné a définir uniquement 1’opérateur de
passage entre repéres locaux. La normale commune n’a pas pour role uniquement de

minimiser le nombre de paramétres mais aussi d’assurer I’unicité de la notation.

I1.3. Notation proposée par HORN

Il mnsiste sur ’ambiguité et ’arbitraire de la notation, avec le raisonnement
suivant : Une notation sans choix arbitraires conduit a des paramétres stables [29].

HORN construit une notation basée sur des propriétés géométriques, on passe
d’un repére local a un autre, de la base & ’organe terminal, par une succession de

vecteurs perpendiculaires aux axes d’arrivée.

Figure ITI-04

Le point faible de cette notation, outre le nombre de paramétres, est le
positionnement du repére Ro dont dépend I’unicité de la description.

11.4. Le paramétre supplémentaire utilisé par HAYATI

Pour réussir un probléme de calibration HAYATTI propose d’utiliser la notation
de D&H et d’introduire un paramétre supplémentaire dans le cas ou deux axes

consecutifs sont paralléles [29].

¥ A ..
ya 1] Z'ml-l le.;

| N g

ZH Yi«l

v
X

Figure III-05: Liaison rotoide Figure III-06: Liaison prismatique



Chapitre 111 Etudc critiquc dcs différentes mcéthodes de commande-

Cependant, cette notation ne peut pas se généraliser a toutes les chaines cinématique,

car elle pose des problémes dans le cas ou deux axes consécutifs sont perpendiculaires.

Remargue

Ces travaux avaient pour but de résoudre le probleme spécifique de la calibration,
ce qui explique en partie les résultats incomplets; ils montrent aussi la difficulté¢ de
construire une notation de description valable. Ces descriptions ne dépendent pas de la

forme du corps, ceci a pour conséquences:

- L’incapacité d’utiliser ces notations pour la modélisation dynamique;

- L’impossibilité de décrire les chaines cinématique complexes.
1. FORMULATION SYMBOLIQUE D’UNE NOTATION

Une notation doit étre exploitable par un passage d’une desciiplion geomeélrigue
de la notation a une autre syntaxique et structurée, basée sur une symbolique simple pour

deux raisons:

- Pouvoir comparer et classer les géomeétres des robots;
- Rendre la notation compréhensible et manipulable sur ordinateur, et ouvrir des
perspectives nouvelles dans le domaine de la conception et la simulation assistée.

De nombreuses recherches énumérées par COIFFET ont aborde le sujet, parmi

elles nous citons:
II1.1. La notation de KHALIIL

C’est une exploitation automatique par programme [3], {7], [25]. Elle comporte

les éléments suivants:

1- Le nombre de segments articulés composant le systéme. Ce nombre est appelé NN;

2- Un vecteur NDF (de dimension NN) qui donne le nombre de degrés de liberté
agissant sur chaque segment;

3- Une matrice MRR de dimension (NN,4) qui specifie la matrice et la direction du
déplacement de chaque corps par rapport au précedent, chaque ligne correspond & un
d.d.l. Le demier de la ligne vaut « 0 » pour rotation, «1» pour translation. Parmi les trois
autres éléments, un seul n’est pas nul. La position de cet €lément correspond a I’axe
autour ou le long duquel s’effectue la rotation ou la translation. La valeur de cet élément

correspond au numero du d.d .1;
4-L* (1< L < NN);
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Chapitre 111 Etude critique des différentes méthodes de commande-

5- Pour chaque corps, on donne la masse, la position du centre de masse et les moments

d’inertie par rapport au repére lié au corps.

Exemple
e h L - N
[ ! > (Rot3)
(Roﬂ)A_z; ZJ\ N Il,‘q
0, R "
/T/ Yl ‘—/‘ _s\
=y %, EAGEE
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Y-- P 57, '
L X 42
J UE m\’
z7o
X
Figure III-07
1-NN=4
2' NDF:1:273=4
1 0 1 0] Cl
2 0 0 0 2
2 =
0 3 0 1 3
4 1 1 1] C4
4-L'=(0,0LZ1)" L’~(0Ly;0) L’=(0,TY3,0)"  L'=(0.LY40)"

Cette méthode est plus pratique, elle est ensuite réexportée au calculateur dans un
langage adéquat qui a souvent été le FORTRAN. Par contre, elle n’est pas faite pour
comparer, au premier coup d’ceil, deux structures articulées.

II1.2. La notation de RENAUD-ZABALA

Cette méthode aussi est exploitable par_ le calculateur [25], elle comporte les

¢léments suivants :

1- On commence par générer la matrice [E] tel que:
E;=1 sile corps i est directement articulé sur le corps j
E;;= 0 dans le cas contraire
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2- On définit la matrice des mouvements relatifs [o] telle que:
6i=0 sile corps n; tourne autour d’un axe lié au corps précédent.
ci=1 sile corps n; se translate d’un axe lié au corps précédent.

3- L’axe Z de chaque corps doit coincider avec ’axe du mouvement de ce corps par

rapport
a son précedent.

4- Les positions relatives des repéres font partie de la description et sont définies par les
vecteurs D(1,i+1) qui donnent la position du repere i +1 dans le repere 1. On adjoint
cgalement les vecteurs D(3,i) qui donne la position du centre de masse du corps i dans

son propre repere. Chaque composante de ces vecteurs est codée O si elle est nulle, 1 si

elle est constante, 2 si elle est variable.

S- Les orientations relatives des divers repéres sont définies a I’aide des angles
d’EULER i), B(1), y(1) définiooent I’oricntation du repére lié au corps i pa Lapputl du

repere li€ au corps i -1.

Exemple
K
T
L "
;
.
iy
| %,
I"J G b3
Y. 0 ’
Figure I11-08
\ c1 |2 |3 |ca
1
I- BE= g 0 0 0 0
C2 1 0 0 0
C3 0 1 0 0
c4a o 0 1 0

2-[0]=[0 0 10

—
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3-  D(0,1)=(1,0,0) D(2,3) = (1,0,0)
D(1,2) = (0,0,1) ' D(3,4) =(0,0,2)
D(1,1)=(0,0,1) D(3,3)=(0,0,2)

D(2,2) =(1,0,0) D(4,4) = (1,0,0)

4-B(1)=-n/2 a(2)=-n/2 a(3)=y(3)= -n/2

Toutes les autres grandeurs sont nulles ou variables. La description est complétée
par les masses et par les moments d’inertie de chaque corps. Cette description se préte
bien & chaque exploitation informatique. Elle vise des ijectifs voisins de ceux de
KHALIL, cependant elle reste symbolique, c’est & dire que ’on n’a pas la possibilité
d’affecter des valeurs numériques aux grandeurs concemees [25], [26].

II1.3. Description de BORREL

Contrairement aux descriptions précédentes, composees de données telles que
vecteurs et matrices, BORREL s’est attaché a une description de style linguistique et il

a écrit le compilateur qui permet de comprendre le langage [25].

La description est applicable a tout mécanisme articulé arborescent (c’est a dire
boucles mécaniques), dont chaque corps est animé, par rapport a ses voisins immeédiats,
de mouvement de rotation et de translation. L’un des corps £y est appelé base du
mécanisme et on lui affecte un repére orthonormé Ry. On appelle Ry un repére

orthonormé associ€ a I’un des corps qui n’a pas de successeur.
IIL. 3.1. Association d’un graphe au mécanisme

BORREL associe au mécanisme un graphe oriente.
- dont les nceuds sont les repéres intermédiaires entre Ry et Ry
- dont les axes sont les changements de repéres (P;);

La figure swivante donne un exemple de I’association d’un graphe au mécanisme

Deux types de changement de repéres seulement sont utilisés:

a) Rotation d’un corps autour d’un des axes du repere lié au corps précedent.
b) Translation d’un corps le long d’un des axes du repére lié¢ au corps précedent.

Cette hypothése implique le passage par plusieurs reperes intermédiaires pour

passer du repére d’un corps au repére de son precesseur.
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B
A Rt P
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BT 7 ol Ry
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T ey R R
> x 2
By R, Rt

Figure I11-09: Exemple
II1.3.2. Ecriture d’un changement de repére

Dans l'optique d’une utilisation

d’association graphe - mécanisme

informatique de la description, une

transformation géométrique est caractérisée par:

1- Son type: toute suite de caractére commengant par R (rotation) ou T(translation);

2-Sonaxe: X, YouZ,
3- Son amplitude: s’1l s’agit d’une vanable,

on indique entre parentheses les valeurs

externes qu’elle peut atteindre séparées par une virgule; S’il s’agit d’une constante, on

indique la valeur de cette constante précédeée p

ar la lettre K.

Ces valeurs peuvent étre données sous forme numérique ou alphanumeérique.
Pour la rotation, la convention de signe a donner d’abord la limite de départ lorsqu’on

parcourt le domaine de variation dans le sens trigonométrique positif.

111.3.3. Exemple de description d’un robot manipulateur

Reprenons le systeme de la figure I1I-07 qui ne comporte qu’une seule chaine.

Supposons que les limites de variation des vart

ables articulaires soient:

lein = —90 R2mir1 = _30 | Rimin = 0
Rot, Rot, TR
leax = 90 ) Rzmax =30 R]max =150
ijin = _20
Rot,
B =8l
et que les longueurs aient les valeurs suivantes:
Nom L, (001) L2(0102)  [L3(0203) |L4(0405)
valeur 100 50 50 20
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Chapitre III Etude critique des différentes méthodes de commande-

Le systéme peut alors se décrire par I’expression:

TZK(L1), RZ(R1 min, Rimax), TZK(L2), RX(R2 min, R2 max),
TYK(L3), TY(Tuin, Trmax), RX(R3 min, R3 max), TYK(L4).

On peut préter attention a la simplicité de cette description proche du langage
naturel. On peut aussi remarquer qu’elle n’est pas unique car une rotation, par exemple,
peut toujours s’écrire comme le produit de deux autres rotations. D’autres part la

description est liée au choix du nom des axes de mouvements.

r

Remarque

La recherche d’une notation unique passe par la définition de propriéiés
géométriques. La normale commune est la seule propriété géométrique assez puissante
pour imposer une notation unique pour une chaine cinématique simple, c’est le cas de la
notation D&H et ses dérivées.

Les difficultés qu’on trouve dans cette notation sont d’ordre pratique. L étude de
certains travaux qui avaient pour but d’améliorer cette notation montre des difficultés a

saisir tous les aspects d’une notation.

Les applications actuelles de la CAQO montrent l’intérét pratique d’une
description basée sur la notation D&H pour la classification dans les bases de données,

mais aussi la nécessité d’éliminer les ambiguités de cette notation.
IV. REPRESENTATION DES DEPLACEMENTS

Certaines méthodes de représentation des déplacements sont fortement favorisées
du fait de leur place dans les programmes d’enseignement, elles nous paraissent simples,
c¢’est le cas notamment des méthodes vectorielles et matricielles a I’opposé des méthodes

hypercomplexes.

11 est difficile d’évaluer de fagon claire I’effet du formalisme algébrique sur la
puissance d’une méthode, c’est pourquoi notre jugement porte essentiellement sur des

aspects pratiques liés au contexte de 1’application.

Généralement on considére 1’espace tridimensionnel comme un ensemble de «’
points, on décrit les propriétés de I’espace en termes de points, cependant il est aussi
possible de décrire I’espace comme un ensemble de «* droites.
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IV.1. La géométrie du point

5 S 5 3 q .
L’espace est considéré comme un ensemble de oo points, on décompose les

méthodes de représentation en deux classes [29]:

¢ Les méthodes extrinseques: la matrice homogene 4x4
la matrice complexe 4x4

# Les méthodes intrinséques: 1’algébre des rotations
’algebre de LIE

IV.1.1. Les méthodes extrinséques

1- La matrice homogéne

Un déplacement général est la combinaison d’une rotation et d’une translation. A
partir de 1’écriture tensorielle de la formule de la rotation éléementaire, tout en
considérant la rotation comme celle d’un repére par rapport a une autre, nous obtenons

la matrice des cosinus directeurs [2], [3], [5].

M=[ a; ] =[ cos a; ]
a,;: angle entre i apres rotation et 1’axe j avant la rotation.

Soient B, b deux points € R?, P est I’image de p par la rotation représentée par la
matrice orthogonale 3x3 de rotation et la translation correspondant a P-.

P=Ab+p

Nous rappelons qu’on peut représenter le mouvement spatial par la matrice 3x4,
mais pour des raisons pratiques entre autres rendre possible la composition de

mouvements successifs, on augmente la dimension de 1’espace.

B, b seront représentés par des vecteurs de dimension 4 : ( X, Y,Z, W )"

) )

4 d
Ph= Ah * ph

Il

L0 0 0 W

(2) est la transformation homogéne, W est une constante généralement choisie

égale a 1. Cette méthode est trés répandue et relativement simple, apparait comme plus
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séduisante que celle des matrices 3x3 lorsqu’on fait les calculs a la main. Sur ordinateur,
elle n’est pas toujours plus performante en temps de calcul a cause du grand nombre de

multiplication par 1 ou 0 "inutile” du point de vue du résultat.
1.1) Remarques et discussions sur Uapplication de la matrice homogéne
1.1.4) Le modéle géométrigque direct

X(Rg)=1(0) X: Coordonnées opérationnelles
6 : Coordonnées articulaires.

La séparation dans la matrice entre les éléments de la rotation et ceux de la
translation, permet un grand choix dans le type des coordonnées opérationnelles [29]. Le
produit des matrices de transformation entre la suite des repéres locaux, donne par
identification a la matrice des coordonnées opérationnelles le modéle géométrique
direct, le nombre d’opération est liée a la redondance de 1’opérateur.

Dans le but de minimiser le nombre d’opération, 1’étude critique faite par
Megahed sur les différentes facons de calculer le produit des matrices homogeénes,
conclut a la supériorit¢ des méthodes analytiques sur les méthodes numériques, la
méthode analytique optimale est celle qui consiste & développer les calculs en sens
inverse tout en utilisant les propriétés d’orthonormalité de la sous-matrice de rotation:

0 _ 0l n—3 n—2 rn-1
L=0%...L05T T (Im-03)
C’est a dire suivant la récurrence:
i i i+1
L,=T,1T (TI1-04)

. i+]
On peut exclure 'une des deux premiéres colonnes de 7:, , la colonne

i 5 o L . 70
correspondante dans ]:1 ne sera pas calculée, ainsi de suite jusqu'a ]; , la colonne

manquante est calculée a partir des deux autres.
1.1.B) Les méthodes analytiques d’inversion du modeéle géométrique direct

Une méthode analytique donne le modéle géométrique inverse sous forme
littérale, malheureusement elle s”applique seulement a des robots manipulateurs simples,
ce demnier point n’enléve en rien de leur importance, car les méthodes numériques
itératives qui sont générales nécessitent un grand nombre d’opération mathématique et

posent des problémes de convergence
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1.1.C) Le modéle différentiel direct
0X=17J(q) oq J (q) est appelée la matrice Jacobienne.
Il existe deux méthodes de calcul:

a) La méthode indirecte

On utilise le modéle géométrique du robot: J(q) = &f(q)/dq, Cette méthode
demande un nombre important de calculs. '

b) La méthode directe: ’

Elle ne nécessite pas le calcul du modéle géométrique direct, on définit les
accroissements élémentaires pour une liaison prismatique, et une liaison rotoide, on
utilise donc les relations de base.

Liaison prismatique = 7. 8s
Liaison rotoide d’axe Z = dp1=( Z1 A P1) 861
Pi : position d’origine.

On construit ainsi la Jacobienne vectorielle, cette entité intrinséque donne des
résultats intéressants quant a ’expression la plus simple de la Jacobienne aprés
projection dans un repére [7]. La méthode directe sort du cadre limité de la matrice
homogeéne, elle est valable pour toutes les autres représentations.

2- La matrice complexe

De méme fagon qu’avec la matrice homogéne usuelle, nous pouvons dériver la
matrice complexe 4x4 de la matrice spéciale unitaire 3x3 de rotation présentée par
ROONEY par le passage aux coordonnées homogénes [26].

On ne peut pas la considérer comme une forme de la matrice homogéne car ces
éléments sont des nombres complexes et les coordonnées d’un point sont formulés de

facon différente.
; . . T ‘
Un point (X1,X2,X3) est représenté par : (Xl = % ,x3, X1+ ny i 1) (III-05)

Cette représentation est compliquée et n’offre pas d’avantages par rapport a la
matrice homogene suivant les critéres qui nous intéressent. Ceci montre 1’importance de
préciser les critéres selon lesquels on évalue un opérateur de transformation. Néanmoins
nous présentons sa formulation de la matrice D&H.

T = vissage (X, o, &) vissage (Z, 6, s)
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] - |
(]+C0:,-)/2 ! %5 (Cai—f)/Q %5 I'exp(_gl) 0 0 01|
iSa; iSa;
l _ / Ca, - / o 0 L0 S e
e = ’5/ iSer V2 a | 0 0 exp(if.) 0 | ( )
(Ca,-1)/2 i (1+Ca))/2 /EL 8 u 0 7]
L0 0 0 1]
((1+Cay)2)*ep(-i8,) "%/ 5 (Ca,~[2)*exp(i6,) Si & JE}%?
g (ISai JE)* exp(-ib,) Ca; (JSO[" ‘EJ*@QD( i6,) 5Ca; (111-7)
(Ca,~ 1)) exp(=i8,) %5 (1 Ca)j* oo 5,(5%/5)+ Y >
] 0 0 0 ’ 1 ]

IV.1.2. Les méthodes intrinséques

Les méthodes de calcul intrinséques conduisent a des résultats généraux, qui ne
sont pas seulement valables pour un repére particulier. Une démarche puissante consiste
a développer les calculs les plus loin possible par des méthodes intrinséques et passer a
des quantités extrinséques en projetant sur un systeéme d’axes [13].

1- L’algébre des rotations

Un déplacement général est défini par deux quantités vectorielles. La formule de

la rotation élémentaire.
R, —RoUO®) g —Co. R, +(1-CO)w. R) 0+S0 (0AR))
=0w O R,

P, Trans t P =P +1

(I11-08)

Les relations suivantes donnent ’expression R, de R; aprés n rotations

successives d’origines différentes:

Rn = (9111 a)nl)@RI +(9n a)n) @ dn—d +Z((gm' a)m') @df—]) (]]]-09)
i=2

(6, »,)0 R=(0, ,)0 {(e,,_j o )0 { {6 @..) @ (6, ®,) @R}..}} (I1-10)

La puissance de l’opérateur de rotation & Iliche certains caractéristiques
géométriques sans pour autant simplifier les expressions algébriques, ainsi nous sommes
face a des calculs encombrants dans le cas des rotations successives, et les translations
rendent difficile 1’établissement d’une récurrence dans I’équation de fermeture de la

chaine cinématique du robot manipulateur.
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2- Méthode tensorielle basée sur le tenseur de rotation

La translation d’un point de référence d’un corps de P; a P, puis sa rotation
autour d’un axe passant par ce point sont décrites par le tenseur de rotation obtenu de la

formule de la rotation élémentaire [7] :

t=C8,+(1-CO,) wow+ SO, A (ITI-11)

O: Symbole du produit tensoriel
@ A : Tenseur pré-produit vectoriel associé a @

L’opérateur intrinseque homogéne prend la forme :
[t PB]
Th=
0 1
3- Méthode tensorielle basée sur I’algébre de LIE

La formulation de I’opérateur de transformation en utilisant I’algébre de LIE
faite par HERVE [18] apporte une concision et plus d’élégance et d’autres avantages
comme le passage aux déplacements petits.

Un déplacement est décrit sous la forme intrinséque suivante:
ﬁ
VP, €£°, P, —2> P, = O +ax + by + ¢ + exp((fi + & + hZ) A) OP, (II-12)

V le point de référence O, P &°
a, b, ¢, f, g, h sont six parametres ( I’ensemble des déplacements est un groupe de LIE

de dimension 6).
On simplifie les notations en posant:

ax +by +cz =tT
et X+gy+hz=0R

donc, le déplacement D devient:
b - L _ - . T
P——P,=0+iT+ exp(GR /\) OP, , ou bien: OP, =tT +exp(@Rn)OP, (II-13)

L’opérateur intrinséque homogene:
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exp(ORA) ¢T | #-O_P)l ]

| |
Lo

(I1I-14)

Cette formulation permet un passage direct aux petits déplacements par le

developpement en série de Taylor au second ordre.
exp(ORA) =1+ %_,91% A +%_,92R'A (R'A)+---+%_,e" (RA)" 4+ (IH-15)

Nous retrouvons la formule de Combell-Hansdorf.
Pour une rotation infinitésimale: exp(@ RA) =1+ (0 RA)

Cela veut dire aussi que cette méthode permet un passage direct a la cinématique
mstantanée:

- - - =

OP, =0tT + [ +(6RA)OP, (T-16)
—1

=V(P)=V(O)+8(RAOP,) (II-17)

Cette méthode pousse plus loin la notion de formulation intrinséque. I est
intéressant de constater comment des formalismes mathématiques différents (matrice

homogene et ’algebre de LIE) se complétant entre eux.
IV.2. La géométrie des droites
IV.2.1. Coordonnées d’une droite

La droite a un degré de liberté de plus que le point, cependant étant donné que
les deplacements relatifs entre les corps du robot manipulateur sont soit des rotations,
soit des translations le long des axes d’articulation, il est évident qu’on peut tirer certains
avantages en considérant I’espace comme un ensemble de droites.

La situation d’une droite est définie complétement par quatre paramétres (une
projection sur deux plans orthogonaux), [29].
Soit la droite paramétrée:

D®)=p1 +t(pz-p1)
pl, p2 deux points quelconques € D tels que:

|pz-p1]lpz-p1|=1
L=p-p1, Lo=p1 ALy

La situation de la droite est définie par le bi-vecteur (L,L, ) respectivement 1’orientation

et la position ( le moment de droite par rapport a un point ).
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Les deux relations de dépendance entre les six paramétres sont:

L.L=1
L.L():O

On vérifie donc qu’on a quatre parameétres indépendants:

Z
L=(Lo-M;.No) A /
p o / - A f=L+eL,

v

\ 9 -

\

/X

¥

‘;‘;’r =(Xp, Yp.Lp)

Figuey 1IN

1V.2.2. Déplacement de viration et nombres hypercomplexes

La position relative entre deux droites orientées est décrite par 1’unique normale
commune et les deux quantités qu’elle définit, sa longueur a et I’angle o entre les deux

droites dans le plan normal.

Tout déplacement général d’un corps rigide dans ’espace est équivalent a la
combinaison d’une rotation autour d’un axe et d’une translation le long du méme axe, ce
type de déplacement est appelé « viration ». Il est avantageux de combiner ces deux
quantités réelles en une seule complexe (a,a); Ceci nous améne a I’introduction des

nombres duaux dont 1’utilité se présente a deux niveaux.

- La description de la situation relative entre deux droites (distance a, angle o) et la
description d’un mouvement de viration (translation d, rotation 8), on définit ce qu’on
appelle ’angle dual @ =a +&a et

0 =06+=d (le symbole A désigne une quantité duale) avec g = 0

posilion
s / final
f.\ : /E;.\ // \ Oe |
e / A
L posmon«\/ 7
‘ // mmalMxe de
L% Viration

Figure ITI-11
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- Décrire de fagon concise la situation dans 1’espace d’une droite associée a trois angles
duaux (oteax, oyteay, a,+€a,), (Figure I1-12).

YA

Figure I1I-13

Une fonction duale / & variable duale peut étre construite a partir de deux

fonctions réelles.

On démontre que : f(a) fla +g|: Zb:lag Tel que: A =a+¢€ a, (I11-18)

11 est possible de construire les fonctions trigonométriques:

Cos(a ) = Cos(c. + £a) = Cos(c) - £a Sin(c)
Sin(& ) = Sin(a + ga) = Sin(c) + £a Cos(ct)
Cos(ai), Cos(ay), Cos(ct;) sont les cosinus directeurs.

ax Sin(ow) , - a,Sin(oy) , -a, Sin(a,) sont les composants du moment de la droite par
rapport & I’origine du repére, les C& sont les cosinus directeurs duaux.

Le vecteur dual associ€ a un glisseur:

- D N
L=L+sLy|Ca, |+|-aSa, |=|Ca

(I11-19)
Ce —aSaz CaZJ

zZ

(Ca \ ( aSa \ ( x\I
v |
1 décrit la situation de n’importe quelle droite dans I’espace £’
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1V.2.3. Principe de transférence

KOTELNIKOV (1895) a étudié la relation entre la géométrie sphérique et la
geomeétrie spatiale de droites qu’il formalisa par le principe dit de transférence [26], que
ROONEY énonce comme suit:

Toutes les lois et les formules en relation avec des configurations sphéﬁques
restent valident quand appliquées a des configurations dans ’espace équivalentes, on
remplace dans la formule originale les angles réels par leurs correspondants duaux.

0 =0=0+¢d
1V.3. Les opérations de transformation

On a vu que le mouvement de viration est défini par six paramétres, quatre
parameétres pour spécifier 1’axe de viration, les deux autres sont les variables de viration
(angle, distance) [29]. 11 apparait donc a premiére vue qu’une viration peut étre
representée par un vecteur dual, malheureusement, on se heurte aux problémes de la
composition de plusieurs virations, des représentations alternatives sont requises:

- La matrice duale orthogonale 3x3.

- La matrice duale spéciale 2x2.

- Le quaternion dual.

1V.3.1. La matrice orthogonale duale 3x3

Principe
Le nombre dual introduit par CLIFFORD est définit comme 1’ordre pair des
nombres réels (a, ao) exprimé comme d =d + & d, [26].
a : partie réelle ao : partie duale de a.
& : Punité duale, telle que €= 0

Le vecteur unitaire, noté @, est un vecteur unité qui représente une ligne directe

dans un espace tridimensionnel.

L’angle 6 est donné a partir des lignes @ et v* dans 1’espace, définit comme:
0=0+¢cd

6 : partie reelle ( projection de I’angle)

d : partie duale (c’est la longueur des perpendiculaires communes entre les deux lignes
uetv)

Les matrices du nombre dual A/ s’écrivent M= M +¢ M,
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M : Partie reelle est une matrice orthogonale exprimant ’orientation pour deux

structures arbitraires.
My : Partie duale ( Mp = P M ) est une matrice symétrique orthogonale, constituée des
¢léments de la matrice colonne P =[ P,, Py, P, 14 qui dénote la position de 1’origine des

deux structures.

IV.3. 2. La matrice spéciale duale unitaire 2x2

Principe

Elle dérive de la matrice spéciale unitaire 2x2 par le principe de transférence,
cette derniére fut introduite par WEYL en 1931 pour étre utilisé en physique théorique.
La matrice spéciale unitaire 2x2 est constituée de nombres complexes, la présentation
détaillée de ses caractéristiques et ses propriétés est faite par ROONEY [10], [26].
Apres 'application du principe de transfétence, et 1"écriture des équations de contramte,

on retrouve la forme suivante:

5 J ay +iby A +iby, | (II1-20)
[_512 +ib12 éll_ibll J

A
On associe a la matrice @ la représentation des coordonnées de la droite:

IA’Q_ A A -~

Le déplacement de viration de Z, & I, s’exprime par:

T e T (II1-21)
Q0 =0 " 0=1=0 =0 Conjugué de la marice tranposé e

Le grand avantage de cette matrice est sa concision, le nombre d’opérations dans
le développement des calculs est nettement moins important qu’avec la matrice duale
3x3.

Pour améliorer les caractéristiques, nous proposons d’utiliser une écriture plus

concise et plus simple, utilisée en physique moderne.

1IV.3.3. Le quaternion dual

Comme le quaternion définit le rapport entre deux vecteurs, le quaternion dual
définit le rapport entre deux duaux [12]. 11 a été introduit par CLIFFORD (1873).
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Les quatre composants du quaternion dual sont des nombres duaux, on a donc
huit composantes réelles, quatre pour définir la normale commune aux deux vecteurs,
deux composantes représentent I’angle dual, les deux derniéres donnent le rapport de
norme entre les parties primaires et duales.

Selon le principe de transférence on montre que foutes les propriétés du
quaternion sont valables au quaternion dual par équivalence. Pour représenter la
viration, le quaternion dual doit étre unitaire.

Les deux types de quaternion duaux unitaires de yiration du vecteur dual & en
b d’angle dual @ suivant le glisseur 7 sont:

g= CO +nSH telle que: a= él; avec qlaaet b (II1-22)

q= cl/ +is? telle que: a = cj-]gcj (111-23)
2 2

V.CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons essayé de présenter différents outils
mathématiques qui permettent de déterminer I’identité structurale d’une chaine
cinématique. Nous avons essayé de présenter quelques méthodes d’étude qui ont fait
ressortir plusieurs criteres de comparaison. Pour étudier un mécanisme spatial, il est
nécessaire d’établir une méthode algébrique basée sur une notation de paramétrage
pour contourner la complexité des relations cinématique.

Il existe une seule notation qui soit unique, compléte, et minimale pour le
paramétrage d’une chaine cinématique (la notation de D&H), malgré les recherches
faites pour concevoir de nouvelles notations.

Quant aux méthodes algébriques, nous sommes partis de ’hypothése qu’il
existe deux classes distinctes selon que nous considérons I’espace Euclidien comme
un ensemble de «° points, ou bien un ensemble «* droites.

En ce qui concerne la matrice de passage homogéne, on peut dire qu’elle
permet de déterminer les compositions de mouvements par de simples produits
matriciels, mais les douze termes réels de cette matrice sont fortement dépendants.

Tandis que pour la matrice duale 3x3, on peut dire que ¢’est un opérateur qui
dérive directement de la matrice orthonormale de rotation, elle duale contient 18
€léments réels pour six paramétres indépendants, cette redondance a pouss¢ les
recherches d’un opérateur plus concis. D’ou I’adaptation par DENAVIT de la matrice
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speciale 2x2. DENAVIT utilise sa forme duale, cette matrice contient seulement 8
éléments significatifs, mais elle utilise en plus des nombres duaux, des nombres
complexes, enfin I’expression de la transformation géométrique est analogue a la
similitude et conduit a I’'introduction du demi-angle dual. La matrice duale 2x2 est vite
supplantée par quaternions duaux dans 1’étude des mécanismes pour trois raisons:

- La concision;
- L’utilisation des seuls nombres duaux;
- L’adaptation au systéme de paramétrage utilisé.

Toutes ces méthodes utilisent la formulation du mouvement comme une viration,
cela ne pose pas de probleme pour I’analyse des mécanismes particuliérement aux
chaines cinématique fermées, mais cette formulation n’est pas commode pour la

commande d’un robot manipulateur,

ou les coordonnées de ’organe terminal sont difficilement exprimées en termes de

coordonnées Pliickeriennes.

Si la géométrie des torseurs apporte de grands avantages dans 1’analyse des
meécanismes, la géométrie du point est plus intéressante pour la modélisation et la

commande des robots manipulateurs.

Nous pouvons remarquer que 1’opérateur de transformation géométrique le plus
performant selon des critéres liés aux besoins des applications robotique dans le premier
cas est la matrice homogeéne, et dans le second cas le quaternion dual.

Pour notre part, nous allons faire 1’étude comparative entre deux méthodes basées
sur la géométrie du point, la premiére est une méthode extrinséque qui est les matrices
de passage homogéne, que nous présenterons dans le chapitre 4, en I’appliquant sur un
meécanisme poly-articulé et un mécanisme fermé. La seconde est une méthode
intrinséque qui est I’algébre de LIE, que nous allons I’étudier dans le chapitre 5, et
’appliquerons sur les mémes mécanismes que le chapitre 4. Nous essayerons ainsi de
montrer 1’intérét de cette derniére qui n’a pas été trés exploitée par les roboticiens.
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CHAPITRE IV

ETUDE CINEMATIQUE D’'UN BRAS MANIPULATEUR
BASEE SUR LES MATRICES DE PASSAGE HOMOGENES

L. INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous allons utiliser la méthode la plus courante, celle qui consiste
sur les matrices de passage homogeénes a trois composantes, car la technique des matrices
4x4 apparait comme plus séduisante que celle des matrices 3x3 lorsque nous faisons les
calculs a la main. Sur ordinateur, elle n’est pas toujours plus performante en temps de
calcul a cause du grand nombre de multiplications par 1 et 0 du point de vue du résultat.

I .es eléments cinématique concernent done, eannaissant les paramétres structuraux,
I’établissement des cordonnées et vitesse de différents points du systéme articulé, ainsi que
orientation et les vitesses de déplacement de différents repéres liés au corps du systéme
articulé, dans I’espace de la tache et en fonction des variables articulées.

II. LES MATRICES DE TRANSFORMATION HOMOGENE

En robotique, on associe a tout élément du poste de travail un ou plusieurs reperes.
Ces repéres sont généralement définis de telle sorte que leurs axes et leurs origines
correspondent respectivement a des directions et & des points privilégies ayant un role
fonctionnel lors de I’exécution de la tiche. Ils permettent de situer dans I’espace des objets
fixes de I’environnement (distributeurs, etc.) ainsi que les corps mobiles constitutifs du

robot ou transportés par lui [25], [26].

La notion de changement de repére est donc fondamentale. Elle permet :
- D’exprimer les déplacements relatifs des différents éléments du mécanisme articulé les
uns par rapport aux autres.
- De specifier les situations successives que doit prendre le repére associé & ’organe
terminal du robot pour réaliser une tdche donnée, ainsi que les vitesses correspondantes.
- De décrire et de contréler les efforts mis en jeu lorsque le robot interagit avec son
environnement.
- D’intégrer a la commande les informations sensorielles issues de capteur ayant chacun

leur systéme de référence propre.



Chapitre IV Etude cinématique d’un bras manipulateur basée sur les matrices de passage

IL.1. Coordonnées homogénes
11.1.1 Représentation d’un point

En coordonnées homogenes, la représentation d’un point se fait par un vecteur
colonne a quatre composantes. Les trois premiéres sont les coordonnées cartésiennes du
point, tandis que la composante supplémentaire est considérée comme un facteur d’échelle,

égale a 1 en robotique [7], on a alors :

vx
v, (IV-01)
B
v, g
. Z
A
S
v,
2 : — Y
Vi
_________________ p—

Figure IV-01 : représentation d'un point
11.1.2. Représentation d’une direction

La représentation d’une direction se fait aussi par quatre composantes, mais la
quatrieme est nulle [7]. Si I’on note Ux, Uy, Uz les coordonnées cartésiennes d’un vecteur

U, en coordonnées homogénes on écrit :

- =

Ux

Uy
i (IV-02)

0

L =l

IL.1.3. Représentation d’un plan

Le plan ax + By +yz +8 = 0 est représenté par un vecteur ligne Q :

Q=l&. B.7.06]
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pour tout point v appartenant au plan Q, le produit matriciel Q. v est nul [6] :

vI

Qv=[o,B,7,8]|" =0 | (IV-03)

v,

1

IL.2. Transformations homogénes

11.2.1. Transformation des repéres

Faisons subir une transformation quelconque, de ‘translation et/ou de rotation, au
repere R;, transformation qui I’améne sur le repére R; (Figure IV-02). Cette transformation
qui est définie par la matrice, appelée matrice de transformation homogeéne, de dimension
(4x4), telle que [6], [7] :

(s, n, a, p.]

. T s, n, a, p

J=[st n af plf]=|? 7 T (IV-04)
SZ nZ az -pZ
00 01 |

Ou s7,n/ et a; désignent respectivement les vecteurs unitaires suivant les axes X, YietZ
du repére R; exprimés dans le repére R; et ou P’ est ’origine du repére R; exprimée dans
le repere R;.

On dit également que la matrice J;j défimit le repére R; dans le repére R;.

Par la suite, on notera la matrice de transformation (IV-04) sous forme d’une

matrice partionneée :

o | M P _[s w oo P
e 0 o0 I 0 0 0 1

Z,

X

Figure IV-02 : Transformation des repéres

Il s’agit d’un abus de notation, puisque les vecteurs n’ont alors que trois
composantes. Mais cette description, en isolant la matrice d’orientation, est plus pratique.
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En conclusion, la matrice Y;j représente la transformation permettant de passer du
repere R; au repere R;.
I1.2.2. Matrice de transformation de translation pure

Soit Irans(P,.,P,,P,) cette transformation, ou F,,P, el P, désignent les

composantes de la translation le long des axes X, Y et Z respectivement. L’orientation
étant conservée dans cette transformation, 7rans( P,, P o P.) apour expression [8], [25]:

100 P
17 = Trans(P.,p.P)=|" 1 0 5 (IV-05)
= an ) s = v
e T

0 0 0 1

A
: YJ
OI ’ -". ‘;Yl
X i

Figure IV-03 : transformation de translation pure
11.2.3. Matrice de transformation de rotation autour des axes principaux
1- Matrice de transformation correspondant a une rotation 8 autour de ['axe x

On exprime la rotation par rot(x,8). On déduit de la figure IV-04 les composantes
des vecteurs unitaires S; ,7; ,a; portés respectivement par les axes x;, y; et z; du repére R;
et exprimés dans R;[3], [25].

CO=cos@

R :
SEe {SB:sinB ,

Donc les composantes sont :
si=[1 0o o o
nl=[0 co so o]
a/=[0 -S6 co o]
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10 0 o 0
| 0co -se 0| |Mxo) o0
17 =rox6)=1 5 5o co 0| = = 0 (V=09

0 0 0 1 0 0 0 1

Z
A
ZJ YJ
0
St nJ

o aJ i 4 9 R Y

e

Xi ’ XJ

Figure IV-04 : Transformation de rotation pure autour de l'axe X
2- Matrice de transformation correspondant & une rotation 6 autour de l'axe Y.

Soit rot(y,0) cette rotation

Cco 0 86 0 0
. 0 1 0 0 M(3,6) 0
W =rot.9)=| 50 0 co o| = > 0 {0
0 0 0 1 0 0 0 I
Z
Z A
a, . - .
" 9\’ rYi:YJ
a/s;
x X

Figure IV-05 : Transformation de rotation pure autour de I'axe Y
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3- Matrice de transformation correspondant a une rotation @ autour de ’axe Z
On obtient [3], [8] :

lrcg -s8 0 011 0
; |56 ¢ 0 0| |M(z68) 0
I =rot(z,6’):{0 3 0[| = 9 A(IV-OS)
lo o o 1] loo o1 |
Z. 7,

Figure IV-06 : Transformation de rotation pure autour de I’axe Z
III. DETERMINATION DES ELEMENTS CINEMATIQUE

Nous allons considérer un systéme mécanique articulé formant une chaine de corps
au sens de la description de « BORREL ». A chacun de ces corps Iy, 1,...., L, est relié un
repére cartésien Ro(Xo, Yo, Zo)..... Ri(Xi, Y3 Z).... Ra(Xa, Yn, Zn) pour passer du repére R; au
repere Ry:1 (figure IV-07) on peut avoir jusqu’a 6 transformations géométriques.

- 3 rotations respectivement autour de X;, Y;etZ;;
- 3 translations le long des méme axes.

Figure IV-07 : Chaine articulaire et repéres associés
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Pour simplifier et faciliter la démarche de calcul, on suppose que pour passer du
repere R; au repére Ri:;, on ne peut avoir qu’une seule de ces 6 transformations. Ceci a
pour conséquence, lorsque Ton passe réellement de R; a Rivi, le rajout de corps fictifs Cj;
(Figure IV-08), en nombre égal au maximum & 5, sans masse, ni. dimension, et qui n’ont
pour r6le que d’assurer le respect de I’hypothése précédente (une seule transformation pour

passer d’un corps au suivant).

Figure IV-08 : Insertion de corps fictifs Cij entre Ci et Ci+1

IL1. Calcul de Porientation d’un corps de la chaine par rapport a un repére lié¢  un

corps amont

Puisque dans cette partie nous nous intéressons qu’aux variations d’orientation des
reperes, nous pouvons noter que toute translation sera représentée par une matrice unité de
changement de repére. Trois corps fictifs au maximum suffisent entre C; et Cjs;.

Considérons la chaine compléte formée de tous les corps réels et fictifs, numérotés
de Co a C,. Si Mi™! représente la matrice des cosinus directeurs exposés dans le chapitre II,
exprimant le passage du repere R; au repére Ri+; [7], [8], on peut écrire :

i=M"" i+ (IV-09)

Par commodité, écrivons (IV-09) sous la forme :

R) =M™ (Ris1) (IV-10)
Prenons la figure IV-09, on pourra donc aller du repére Ry au repére R; par les

transformations successives :

(Ro) = MJ(RJ)
(RI) = Mfz(Rz)

(Ri—l) =M, (R,.)

60



Chapitre IV Etude cinématique d un bras manipulateur basée sur les matrices de passage

soit:

(R,)= MM} M} MZIM!E, (R)= M(R,) av-11)

Figure IV-09

Donc pour n’importe quel vecteur V connu dans le repere R; on pourra écrire :
V(R,)= M, V(R,) (IV-12)

soit:

P(R)=[M] 7 (R,)

~ . - (IV-13)
7(R)= [M{,]TV(RO)

tel que :

My=M;M]M;--- M7, M., (IV-142)

On peut donc connaitre tous les repéres associés a chacun des corps du mécanisme
par rapport a un repére fixe de référence lié au corps de base Cy,

ITL.2. Calcul de PPorientation d’un corps de la chaine par rapport a un repére lié 2 un

corps aval

Les matrices M*' qui représentent une rotation non nulle ou nulle (translation), ont

la propniété suivante (voir Annexe IT ) :

1A qT
[MH-]] — [MI+1] (W‘l4b)
L’inverse de M*' est notée M’ , et correspond effectivement au passage du repére
R au repére.
o & T
M, =[ M] (1V-15)
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L’utilisation de la récurrence conduit :

M =[] = [y 0} b3 b e
M? =Ml ][] ] ]
M? =ML [MA] o [ ] [l

(IV-16) donne I"orientation du repeére lié au solide C, par rapport au repére 1ié au repére du
corps C; par simple transposition de la matrice.

r

IIL.3. Calcul de la position d’un point de la chaine dans un repére lié 3 un corps

amont

Supposons qu’a chaque corps C, de la chaine soit affecté un repére R, de sommet
Oq4 (Figure IV-10), [26]

Figure IV-10 : Chaine articulaire et repéres associés

Supposons que 1’on veuille calculer la position du point Q du corps C, dans le
repére lié au corps Cy.p, (p<A). On peut écrire la relation vectorielle :

— — —
0, ,0=0,_,0,+0,0 (Iv-17)

Exprimons cette relation dans le repére (Ryp)

— —> —>
Oa-pQ(Ryp)=0;_p04(Ry_p )+ 010(R;_ ) (IV-18)

_)
Le vecteur O,LQ appartenant tout entier au corps C; est connu dans le repére (R,). Pour

connaitre dans le repere (Ryy), 1l suffit de lui appliquer la transformation M} , définie
précédemment et qui fournit dans (R..p) les composantes d’un vecteur connu dans (Ry).

L’équation prend alors la forme:
- - g o3
O}L—me}L—p) = 01—p0,1 ma—p)"' Ml*p O,0R,) (IV-19)
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La relation (IV-20) est récurrente et permet de calculer les coordonnées de

n’importe quel point de la chaine dans n’importe quel repére lié 4 un corps amont.

I1.4. Calcul de la position d’un point de la chaine dans le repére lié 2 un corps aval

On se reporte a la figure IV-10, on peut poser de la méme maniére que

précédemment [25], [26].

— — >
OzM(RA)Z O;.Og_p(Ra)'*' M; pOl—pM(Rﬂ.,—p) (IV-20)
- i
Sachant que : M i f= [M ,i'_ p] le calcul s’effectue normalement.

LS. Détermination des vecteurs vitesses des divers corps par rapport i un repére de

la chaine

Le mouvement du repére R, li¢ au corps C, par rapport a un autre corps de la
chaine, par exemple le corps C;., s’exprime, dans une optique cinématique, par un vecteur
vitesse qui est la somme d’une vitesse de translation et d’une vitesse de rotation

instantanée.
I11.5.1. La loi de composition des vitesses

Considérons la figure IV-11. Un corps solide auquel on attache le repére R, en O,

et un repere de référence fixe R, [7], [25].
A

R)

rd 50: \;/\/ /(’2

Figure IV-11

On sait classiquement que la vitesse du point quelconque Q appartenant au solide,
par rapport au repére Ry, peut s’exprimer par la somme de trois vecteurs vitesses :

—

. s ) 0
- La vitesse absolue de translation du point O, par rapport a R; : Vo;

. : : o 70
- La vitesse de translation relative de Q vis-a-vis de R : VQZ
- —>
; g % . . o 0,
- La vitesse d’entrainement produite par la rotation de R, vis-a-vis de R; : Waz A 0,0

— —_ — 9
g 0 0 0 =
Cestadire: Vo' = Vol +Vy’ ‘”’Voji ~O,0 (Iv-22)
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111.5.2. Détermination des vecteurs vitesses de rotation des divers corps par rapport a un

repere de la chaine

Prenons le vecteur vitesse de rotation 27" du repére R, Lié au corps C, par

rapport au repere R;;, lié au corps Gy, [25]. Ce vecteur doit étre éxpn'mé dans un certain

repere. St I’on choisit le repére R;;, on écrira :

Les théorémes de mécanique nous permettent de trouver ce vecteur dans le repére
Ry, (supposé connu dans Ry, ) en passant par un repére intermédiaire par exemple Ry et en
utilisant les matrices de changements de repére A/ déja utilisées.

v

A-P AA-P FyA-P
Q7 (R) =2 (Ry)+ M2, (R,) IV-22)
Le terme 27 (R,_ ;) Teprésente la rotation du repére Ry, par rapport & un repére aux

axes paralléles a ceux du repére R;.; mais de sommet O;, .
4 Q0
Q)(’-—P)“ A

AT ' Q01
A TIRY DN — ,/(_Rk?(

o

Figure IV-12 : Chaine et repére associé

On prend comme référence le corps C, base fixe de la chaine et on prend comme
repére intermédiaire, celui lié au corps C, tel que g=A-1, on établit une récurrence trés utile
pour les calculs [25], [26].

Q7(R,)=2;"(R,,)+ M7 2] (R,,)
ou encore :
bf (Rﬂ ) = ‘éj_l (R}.ul) * [Mf-z ]T éﬁf (R).—I ) (IV-23)

II1.5.3. Détermination des vecteurs vitesses des divers corps par rapport & un repére

A(Rp) AR A(-R;\.+1)
A(Ro’ /F\/o/_\

A
Nl ,
/Q/ /@/ W—_}(Chl) =, *

?/7/2
Figure IV-13
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On prend comme référence le corps Cy, base fixe de la chaine. On obtient la formule

générale de translation [7], [25]:

. . . - —
VS (R)=VE(R)+Vs (R )+ (R, )00, (R;) | (IV-24)
Avee :

S0 i 0 ) \
Vom (Rui)= My, -VoM (R;) (IV-25)
IV. EXEMPLES

IV.1. Mécanisme ouvert (Bras manipulateur)

Calcul cinématique du bras manipulateur suivant.

' 1, i T H
e *® "
; : i t3
Az 7 L
®ot2)NZ, A >
0, — Ys O‘i: v""

4 > o m— g% ‘
N2 y—2> b
: /é/ -3 T

— —_ 44) V ? o
| X, | Xy D 4 O,
L |
' AZ
] ot
- {10 =
X / T
T
k—
e
I X _Z:
®)
. - }L—)?
o
=
X,

Figure IV-13 : Robot a 4 d.d.1., selon la notation pour la description de Borrel

Les transformations de repéres sont les suivantes : Le robot de la figure a 4 degrés de
liberté ; 3 en rotation 61, 0, et 64 et un en translation Ps.
Remarque

Pour simplifier I’écriture on posera :
cosB; =ci

sinb; = si

cos(8;19;) = c(it))

sin(0;16;) = s(1tj)
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1) calculons Porientation d’un corps de la chaine par rapport a un repére lié a un corps

amont

On obtient la transformation du repere R, par rapport au repére Ry, par une rotation

d’un angle 8;, autour de Z0. On aura donc:

?, AY,
~
lfar -S1 OTI -
Ml=|S1 CI 0 Ct
[0 0 1J ‘\( S <5 X
2.2, X
Figure IV-14

La transformation du repere R, par rapport au repére R, correspond a une rotation 6 autour
de X;:

2 a2

|F 1 0 oTl K
M =[0 C2 -S2 J ‘% X
a\ | ¥,
0 82 2 | iﬂ; ;
%X ’
Figure IV-15

La transformation du repére R3 par rapport au repére R, correspond a une translation Ps le

long de Y. N
AZsZ,
(7 0 0]
M§=|o /ol
o o 1) 1.
X%, I
Figure IV-16

La transformation du repére R4 par rapport au repére R3 correspond a une rotation 8, autour
de X5 :

IFJ 0 01! A
M{=10 C4 -S54 ke .
al
[o S4 C4J L B

Figure IV-17
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i
Les matrices de passage Mg

1- Transformation du repére R, p/r au repére de référence Ry

C1 -S1 o)1 0 o0 C1 -SIC2 5182
M; =M]M; =81 CI 0|0 C2 -82|=|81 CIC2 -CIS2
0 o0 1o S2 C2 0o S2 °C2

2- Transformation du repére R; au repére de référence Ry :

[cr -s1 0ll7 0 o] ’|_CJ ~SICT 557 |
M§:M§M§=[S1 i OHO G2 ~—S2J=[S1 CIC?2 —C!S2J

0 o0 1]l0 S§2 (2 0 §2 2

3- Transformation du repére R4 au repére de référence Ry :

, L s . fcr sic2 sis2 1 o o }
0 82 C2 J[o S4 C4J

(C1 -SIC(2+4) SIS(2+4))
Mg,’:LSI CIC(2+4) -CIS(2+4) J
0 S(2+4) C(2+4)

Donc I’onientation du repére Ry lié a I’élément O4Os par rapport au repére de référence Ry

lié a la base est :

leo\ (Cr =SIC12549) S}S(2+4)\|(X4\’
Y, (=181 CIC(2+4) -CIS(2+4)| ¥,
z) | \z,)

Z) B SE+d) e

2) Calculons Iorientation d’un corps de la chaine par rapport a un repére lié a un corps

aval

On a les méme matrices de passage et qui sont comme suit:

4 3

(c1 -S1 0) 1 0 0
M;={81 ClI 0| M{=i0 C2 -S2|
Lo o JJ 0 52 C2)
(1 0 0) (1 0 o)
M; =10 I ol, Mj=\0 C4 -S4
0 0 IJ 0 S4 C4)
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Chapitre IV Etude cinématique d*un bras manipulateur basée sur les matrices de passage

L’orientation du repére Ropar rapport & Ry est -
M =[Mgmi v ]| =[]
= [M ] Pa] ag ] ]
V(R,)= M!V(R,)
X4 ci S1 0 Xo

Ya |=|=SIC(2+4) CIC(2+4) S(2+4)| |7,
7, SIS(2+4) -CIS(2+4) C(2+4)) | 7,

3) Calcul de la position (les coordonnées ) du point Os par rapport au repére de

référence R lié¢ a la base
> — , =

OO05(R;) = 00,(R, )+ My O,05(R,)

— — o P
00,(R,)=00,(R,)+M: 0,0,(R;)

— — s -
O0;(R,;)=00,(Ry)+ M; O,0,4(R;)

— — S
0O0,(R,)=00,(R,)+ M, 0,0,(R,)
Or:

_>
00,(R,)=[00.2,]"

s T
0,0,(R,)=[00,¢,]

— T
0,0,(R,)=[0,£,,0]

s T
0;0,(R;)=|0,7;,0]

2 T
0,0,R,)=[0,,0]

Calcul des Vecteurs positions des divers centres des repéres exprimés par rapport au repere

de référence Ry,

00,(R,) = 00,(R, )+ M} 0,0,(R,)

R lfo\[ IfCJ -S1 (ﬂlfo\
002(R0)2L0J+[81 #5 OJILO J:

L) Lo o 1]l
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Chapitre IV Etude cinématique d’un bras manipulateur basce sur les matrices de passage

— - -
005(R,) = 00,(R, )+ M 0,04(R,)

R I( |FCJ o T"( o\l
00 R _
FAPAY) LIOHIJT;ZJ CIC2 C;:IZSZJLIJ

0 \l (—ezsjcz\l |fe 5C \l

:L 0 J+Lf2CJC2J LE‘?C}CZ J
Latdy ) s Lo+L,;+£,8,
- - -

004(R0) =00,(R,)+M; 0304(R3)

(2,50, Cl -SIC2 SIS2

| i 1
=Lezclc2 %Ml CIC2 _CISZJ

— TN

-
o)

(=150, \HLT_,,Slcz\ ( —(¢,+T,)s1C2 )

= £,40,C, HT,CIC2 |=| (£,+T,) CIC2
Leo+el+fsz Lnsz J Leo+el+(ez+T3)szj
065(110)—05 [R,)+M? 0,05(R,)

| (e +T3)SIC2 \l [ ]Ifo\l
(e, +T Jcic2  (+[M3] (¢
( Y

+0,+(0, +Ty)S2
(e 55 )SlC2 Y (2 ,(S1S284—S1C2C4)

L (¢, +T3 C1C2 J |L4(C1C2C4 CIS254) J
¢ ¢

o+, +(6,+T5)82) (£,(S2C4 +C284)

G2

......_._/

) |f (0, +T,)SIC2—£,8I1C(2+4) )

004(R,)=| (£,+T,)CIC2+£,CIC2+4) |
{E’g+f,+(f?2+1})S2+£4S(2+4)J

On a dong:

Xy, (Ry)=~(£,+T;)SIC2+€ SIC(2+4)

Y,.(Ry)=(£,+1;)CIC2+£ ,CIC(2+4)

Zy (Ry)=Lo+8,+(0,+T,)S2+£ ,5(2+4)
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Chapitre IV Etude cinématique d’un bras manipulateur basée sur les matrices de passage

4) Détermination des vecteurs vitesses de rotation des divers corps par rapport @ un

repére de la chaine

On connait les vecteurs vitesses initiaux qui sont :

0 . AF
2" (R, )=[000]" (R, )= [0,0,6,]
W T .
QZ( 2 (R;)= [82 :0»0] 93( % (R,)= [0,0,0] o (translation)
(3) ; T
257 (Rs)=6,.,0.0]

On peut donc calculer les vecteurs vitesses de rotation suivant :

‘)

éf’(R;)=é,"(Ro)+[M5]T-é§(R0)=to J

0,

s & T —

Q3(R,)=23(R,)+[M]] .Q}(R,)
} lff 0 0\(0\1 I(éz

Q%R,)= to J+ 0 C2 SZJILO J: tszéj

0 =52 C2/\g, C26,

e

: &
Q5(R;)=Q3(Ro)+[M;] .2 Y(R,)=3Y(R,)=| S26,

QY(R,)= 23R, )+[M]] .2%R,)
(5'4\ (1 0 0\(9-2 ) (92+94 \’
2%R, ):[o |+|LO Cc4 S4J 526, :te’,(szcuczs,zf)
0 J 0 -84 C4)\C24, J 9’,(czc4—5234)J

S) Détermination des vecteurs vitesses des divers corps par rapport d un repére de la

chaine

Le manipulateur qu’on étudie contient une seule translation et trois rotations. Donc
on a les vitesses de translations suivantes :

Vo(Ry)=Vy! (R )=Vy2(R, )=V, (R, )=[000]

7 (R,)=[0,7,.0]
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Chapitre IV Etude cinématique d’un bras manipulateur basée sur les matrices de passage

Et successivement on peut calculer les différents vecteurs vitesses :

o e
Vo (R) =V (R)+ Q5(R, )7 O,0,(R, )+ V! (R,)
7 T -

Ve (R,)=[M]] V) (R,)=[000]

— — - —> _ .
Vo (Ry) =V (Ry)+2 3(Ry)A 0,0, (Ry)+Vy" (R,)
= [-£,C26,,0,2,6,]"

— T - —
Va(Rs)=[M]| V) (R,)=V.(R,)

>0 >0 50 — 705
Vo,(R3)=Vy (R3)+82 3(R;)nO30,(R; )+ V" (R;)
3 . 2 T
= [_(gz +13)C26,,7,,6,(0, + 7})]
(-C26,(t,+T;) )
- T . .
Vo (R)=|M]]" .V} (R3)=LY;C4+S492 (€,+T;) J
C46,(¢,+T;)- 1,54
170 170 — 0 =
Vo (Ry) =5 (R)+Q(R,)A0,0,(R,)
(-6,C2(6, +T,)~ £,6,C2+4) \'
=LT3C4+S4652(£2+T3) J
~S4T, +C46, (¢, + T,)+£,(8; +6,)

IV.2. Mécanisme fermé (sphérique)

Figure IV-18: Mécanisme sphérique (joint cardan)
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Chapitre IV Etude cinématique d’un bras manipulateur basée sur les matrices de passage

Ce mécanisme a 3 degrés de liberté en rotation 0;, ; et 63 Les repéres sont les
suivantes:
X, Y,,Z, repére orthonormé
— - ~
OK=CaX,+ Sol,
—> - _
O4A=¢CalX,+ £Sal,

1) calculons Dorientation d’un corps de la chaine par rapport & un repére lié a un corps

amont
Les matrices de passage sont les suivantes : ,

On obtient la premiére transformation du repére R;(X;,¥ 7,Z,;) par une rotation d’un

angle 0, autour de X,

% s
A “Zl
|F1 0 07' '914‘
Mi=i0o CI -SI 3 AN a
[0 S1 C]J TTsea |
> 14
¥, i
X=X,

Figure IV-19

La deuxiéme transformation correspond & une rotation 0 autour de 1.

A
0, ¥
/‘H‘/
If c2 0 S.ﬂ| #
Mf = 0 J 0 V e
[ J > > 9 - Xl
—S2 0 C2 Y1= g s 2 5
X,
Figure IV-20

La troisiéme transformation correspond & une rotation 83 autour de Z 5.

Y, s
(e
iy
M;=83 C3 0 %, o
[0 0 1 J v e B A
X, 5 P
Z7Z,
Figure IV-21
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i
Les matrices de passage Mo

1- Transformation du repére R, par rapport au repére de référence Ry :

(1 0 o”cz 0521| lrcz ossz
M=MjMi=i0 CI =S1|| 0 I 0|=|8I% €I =82
" o st el o e | J

g S1I Cirl|-8§2 0 C2 -CI152 851 CIC2

2- Transformation du repeére R; par rapport au repére de référence Ry est :

[c2 0o s2 Mes —s3 0]
M; =M]M; =| SIS2 CI -SIC2{|S3 C3 0| .
|_a.5*2 S1 CICZJ [ 0 0 ]J

IF C2C3 -C283 $2 T|

M, —| §I1§2C3+CI83 -8515283+CIC3 -SIC2
[—C 182C3+ 8183 CIS253+81C3  CIC2 J
2) Calcul de la position (les coordonnés) du point A lie a I’axe de sortie

Les points 1, 2, 3 et 4 ne varient pas par rapport a 1’origine O car ¢’est un mécanisme

sphérique.
-~ —> - —

Donc : OO, (Ro), 00, (Ro), 00, (RG ) OA(RO) sont considérés comme connue et leur
valeurs sont:.

(2, (0) (0) (tCa)
- Al =22 1zl = D% B~ VU
QO,(R,)=| 0 QO0:(R; )=1%; OO0;(R,)=| 0 OA(R,)=| £Sa

o) o) s Lo

1- Apres les trois transformations, calculons les nouvelles coordonnées du vecteur position

du point A exprimées par rapport au repére de référence Ry.

(X, (tCa)
¥ =[M03]|£Sal
\ZA) t 0 J
(x [ cac3 -C283 52 1(uca)
Y, |= SIS2C3+CIS3 -S1S283+CIC3 -SIC2 | 1sa |
Z,) |-CIS2C3+81S3 CiS283+SIC3 CIC2 JL 0 J
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!f XA\I ( {Ca C2C3-1Se C283 \[
L Z; J = L ¢Ca(S182C3+C183)+ £Sa(CIC3 - S15253) J

Z,) \UCa(S1S3—-C1852C3)+(Sa(C1S253+SIC3)

Donc les nouvelles coordonnées du point A exprimées par rapport au repére de référence

est:

leA\ ( C2C(a +3) )
LYA J=LS(Q +3)Ci1+8251C(a +3)J

7.0 \Ste+3)81-8200002+3)

2- Maintenant, on exprime la position du point A aprés les trois transformations, dans
le repere R; :

(x,) leCa\l
v, |=[AM3] ] 1Se
\Z 4/ LU J

[ c2c3  S1S203+CiIS3 —CiS2C3+S1S3] (¢Ca)

¥ =i—C2S$’ -S818283+CIC3 CJS2S3+S]C3JL£’S(ZJ

Zyt | 59 SIC2 cic2 0

Enfin les nouvelles coordonnées du point A exprimées par rapport au repére R est :
,f XA\I ( £CaC2C3+10Sa(S1S2C3+C1S3) \I ’f A\I
Y, |=|-£CaC253+¢Sa(-S1S253+CIC3)|=| B
LZA J L £CaS2+4SaS1C2 J LC’J

3) Détermination des vecteurs vitesses de rotation des divers corps par rapport a un

repere de la chaine

On connait les vecteurs vitesses suivant °

0 0, . 0 (o
QyR,)=|0 QUR)=|0 Q4R)=|0, Q3(R,)=| 0
0 0 0 0,
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Chapitre IV Etude cinématique d’un bras manipulateur basée sur les matrices de passage

Maintenant on calcule les vecteurs vitesses de rotation
- - T ey
D UR, )= 2U(Ry)+[M}]" 3 (R,)

(6,) [1 o o'hfo\ (6,)

g‘i’(Rf)JLgJ*IB o C]_ILJI ILZJ

BI(R,)= BYR)+[M?]" BUR,)

(o\ Fcz 0 S,ﬂ“fe\|

B s ol

\l lfcze\l ifé,cz\

s 1)

B(R,)= BYR,)+|M3])" GYR,)

(o) [cs 53 UTHféi,C,?\

o +‘—S3 C3 0| 8 |
LsiJ [o 0 1_‘ Lé,szJ
(0) (6,c2c3+6,53) (6,C2¢3+6,53)

Q%R, )=L0 +[—60,C253 +6,C3 U—é,czssmgw
i) | J 1 )

6,52 6; +6,52

]l

[ ]

o
/——‘“\

4) Détermination du vecteur vitesse du point A lié a axe de sortie par rapport au repére

de référence Ry, mais exprimée dans le repére Rs.

Les vitesses de translation sont tous nulles car il n y a pas de translation

(0)

%”(Ro)=I%"(Ro)=f’;’(R;)=V32(Rz)=743(P3)='L0 J'

0
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On peut calculer le vecteur vitesse
- - —F -
V40(R3) = -Q30(R5)A OA(Rs) £ V43(R3)

I( 6,02C3+6,53 \I ( 0CaC2C3+1Sa(S1S2C3+C1S3) \l
V)(R;)= L-e',czss+ 6,C3 J A L—ECaC2S3 +1¢Sa(-S1S283+CIC3) J

6;+6,82 ¢CaS2+ (SaSiC2
Ir 0 {6,+6552)  -6C283+6,C3 | €CaC2C3+0Sa(S1S2C3+ C183) )
Vi(R)=| 0,+652 0 {6,C2C3+6,53) || ~£CaC283 + tSa(-S15283 + CIC3)
| 6C283-6C3 9,C2C3+6,53 0 L (CaS2 +4SaSIC2 J

(H6,+6,52)B+(-6,C253+6,C3)C )
VI(R)=| (6;+6,852)4-(6,C2C3+6,83)C
(6,C253-6,C3)A+(9,C2C3+6,S3)B

V. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenter 1’étude cinématique d’un bras -
manipulateur basé sur les matrices de passage homogéne. Ensuite nous 1’avons appliqué

sur des mécanismes ouvert et fermé.

L’utilisation de cette méthode sur les mécanismes ouvert a présenté des avantages
surtout en ce qui concerne la simplicité des calculs. Mais il se trouve qu’en I’appliquant sur

des mécanismes fermés, la résolution se complique.

Dans le prochain chapitre, nous allons présenter 1’étude cinématique basée sur
I’algebre de LIE.
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CHAPITRE V

ETUDE CINEMATIQUE D°’'UN BRAS-MANIPULATEUR
BASEE SUR L’ALGEBRE DE LIE

L. INTRODUCTION

En 1973, GUPTA a montré que ’on peut étudier un mécanisme quelconque en
associant a chaque couple cinématique un ensemble de transformations géomeétriques qui
ne sont pas specifiques d’un choix particulier d’axes. Il s’agit de matrices représentant dans
un repere de référence des opérateurs de déplacements agissant sur les points de I’espace
représentés par leurs trois coordonnées dans lc méme repére de référence, [18].

Le calcul vectoriel modeme permet d’effectuer des déductions d’une fagon
indépendante du choix d’un repére de référence. On peut distinguer un point Q grice a ses
trois coordonnées Xq, Yo, Zg, un vecteur i de trois composantes scalaires X, Y, Z, ainsi

qu’un opérateur de déplacement de sa représentation matricielle.
II. DEPLACEMENT ET TORSEUR DES VITESSES
IL.1. Formulation intrinséque d’un opérateur de déplacement

Gréce aux mathématiques de 1’algébre de Lie des torseurs (*) et du groupe de Lie
des déplacements, il est possible de trouver I’expression intrinséque d’un opérateur de
déplacement, [18]. Un opérateur de déplacement D est une transformation geométrique
agissant sur les points A de I’espace, telle que les longueurs des vecteurs soient conservées
ainsi que les orientations des angles. Ainsi, si un déplacement agit sur les points d’un corps
rigide quelconque en position donnée, on obtient les points d’une nouvelle position du
méme corps, [17]. Un tel déplacement D peut étre écrit sous la forme i Intrinseque su1vante
VA e &7 (£ espace affine euclidien de dimension 3)

. .
A—D)»A'=0+a5c'+by+c2+exp((ﬁ+gi}+h?z’)/\)0A (V-01)

Vv le pont de référence O, A’ e &°

a, b, c, f, g, h sont six paramétres (ensemble des déplacements est un groupe de lie de
dimension 6).

Le point O et les vecteurs ba , YetZ forment un repére quelconque de I’espace £°. Par la

suite, on choisira, par commodité, des vecteurs unités.
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On simplifie les notations en posant:

@i +by+cz =tT

. (V-02)
et X+gy+hZz=0R
donc, le déplacement D devient:
, ~ I - P
A—L54 =0+ T+exp(0RA)OA, oubien: OA' =T +exp(ORA)OA  (V-03)
L’opérateur intrinseque homogene:
— " >
04 | _|exp(0RA) T || 04
; 0 1| -

11 reste a rendre explicite le terme exponentiel par le développement en série de ‘l'aylor au

second ordre:
D ] ) ] 2 n ] ns D n
exp(HR/\)=]+F6’R/\+EQ R/\(R/\)+---+-—76’ (RA)"+--

On en déduit:
exp(0RA) = 1+sin@R A +(1—-cosO)(RA(RN))
ou bien:
= —> —> s = - . >
exp(0 RA)OA = OA+sin@(RAQOA)+(1—-cos8)(RA(RAOA)) (V-05)

L’exponentielle correspond a une rotation (*) dont 1’axe est déterminé par le couple
(O,R) caractérisant un vecteur glissant dont le support passe par le point O et dont ’angle
est 0.

(*) On vénfie par calcul vectoriel que 1’on peut écrire:

- —> . . —> e —> e
exp(0 RA)OA=(R.OA).R+sin@.R A (OA— (R.OA).R) + cosO(OA—-(R—-OA)R) (V-06)

e 2
(R.OA)R estla projection orthogonale de 04 sur I’axe (O,R)
R =3
OA-(R.OA)R estla projection orthogonale de A sur le plan orthogonal 2 cet axe
- — Py P
RA(OA=(R.OA)R) = R AOA est un vecteur orthogonal au précédent dans le méme

plan.
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I1.2. Déplacement et torseur des vitesses

Un déplacement infiniment petit est obtenue lorsque les six (06) parametres du
déplacement sont infiniment petits. Alors, la série exponentielle se réduit aux deux
premiers termes en négligeant les infiniment petits du second ordre, [18], [29].

exp(dfX +dg¥ +dhZ )n) = 1+(dfX +dg¥ +dhZ) A

un déplacement infiniment petit s’ €crit:
r - —_ —_ _> — = P %
A—> A =0+daX +dbY +dcZ + OA+ (dfX +dgY +dhZ ) n OA

(V-07)

. - - o . - —>
= A+daX +dbY +dcZ +(dfX +dgY +dhZ ) A OA

-, -
Donc :

A4 =dA= daX+de+ch+(dﬁY+de+th)AOA

(V-08)

En faisant intervenir le paramétre de temps 7 et en supposant que le passage de A;

vitesse du point A:

da - db- dc

V(A)_-——X Y+
dr dr

en A, infiniment voisin résulte du passage de la date 7 aladate 7 +d 7, on obtient la
. df 5 dgs dhs =
L+ X+—=Y+—Z)A0OA &
(d z dr dr / )
- - - —
Le torseur vitesse se présente donc: V' (4) =V (0)+ 2 A 0OA4 (V-10)

IL.3. Représentation intrinséque des couples cinématique

Elle est donnée par le tableau suivant, chaque couple cinématique sera associé a
’ensemble des déplacements caractéristiques des possibilités de mouvement d’un corps du

couple par rapport a I’autre.

ddl | Couple cinématique Données Variables Transformations
0 Couple nigide A—A
Couple prismatique x a A>A+akX
1 Couple rotoide 0, X i A——)O-i-exp( F X /\)5/)1
Couple de vis 0, X f A—>O+fK X +elp(f /?/\)(;:I
p=2Kn
2 Couple verrou 0, X af A->O+aX + exp( FX A) -O—;I
Couple plan 1:=(i?=f) a,bh A>O+aX +b17exp(h2/\)0_z)4
3 Z1(X.,Y)
Couple sphérique O f,gh A—-O +exp( v X +gY +hZ) )84
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III. EXEMPLES

IIL.1. Application aux mécanismes en chaine ouvertes

Prenant I’exemple de la figure V-03. Le mécanisme a 4 degrés de liberté qui a pour

couple les suivants:

. lz ¥ T3 e
i = (Rot3)
— = Z,
ra)AZ, LA P
¥,

>
x&\é
x4
“?“RTWO
s
5 _‘ -;‘;‘)::_..\____..___

Figure V-03: Mécanisme poly-articulé

- Un couple rotoide d’axe déterminé par(O,, Z) avec un angle 0.
- Un couple rotoide d’axe déterminé par (O,, X) avec un angle ;.

- Un couple prismatique de direction 7 et d’amplitude Ts.
- Un couple rotoide d’axe déterminé par (O,, X) avec un angle 0.

X, ¥, Z sont des vecteurs unités, O;, O, O3 et Oy sont les origines des systéemes de

coordonnées successives.

1) Détermination du vecteur position du point du point O’s transformé du point O; lié
au corps terminal mobile du mécanisme exprimé par rapport au repére de référence Ry

On commence par fonctionner le demier couple, jusqu’a ce qu’on arrive au premier:

Os M, = O, + exp (0,X)0,0,
My—— M = + T, 4

M,= O, + exp(6,%r)O0, M,
0= 0, + exp (6,Z7)O, M,

M,

M;
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Donc on déduit

00", =00, = exp (6,Zn]] 0,0+ exp(6, Xn)(0,0,+ T, ¥ + exp(8, X/\)O 0,)]  (v-11)

On a comme donne :

00, = £,Z 0,0, =1,Z 0,0, =

|

0,0, = £,7 0,0, =¢,7

Donc I’équation de la position du point O’s devient :
9
OO.(R, )= 1,7 +exp(6,ZA )[eIZ’ +exp(6,XA)((; + T, )T +exp(6, %4 )ei)]

Procédons par étape et rendons 1'cxpression précédente plus explicite. Pour simplifier

I’écriture, on prend:

cos@, = Ci
sin@, = Si
Donc :

%

OO, (R,)= 1,7 +exp(6,7A )[ﬁ,Z +exp(6,XA)((£, + T, )7 +exp(6, X4 )ej)]

=0, Z+exp(8,ZA)] £,Z +expl@,XA) (2, +T; )T +£ , exp(8,XA)Y) )]

= 0yZ+exp(0,ZA)] £,Z +exp|6,XA)((€,+ T3 )Y +
0,7 +S4XAT +(1- o) ZA(ZAT)) ) ]

= 0,7 +exp(0,ZA)] €,7Z +exp(6,XA)((0,+T; )Y +
¢,(84Z+c47) ) ]

={,Z +exp(6’ ZA)[ 4 Z+exp(9 X/I)

(e, +7,) +e,c)7 +2,542) |
=0oZ+exp(6,ZA)] £,Z+

((£,+7;)+2,C4)(7 +S4XA T +(1-C2)(XA( XAT)))

{£,84)Z+52X0Z+(1-C2)( XA(ZAZ))) |
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—+ — — —_
OO;(Ry)= 1 oZ +exp(0,ZA)| ¢,Z +

((¢,+7;)+e,c)(S2Z+C2F) + (£ ,S4)C2Z - S27) |

- . - _ _
00i(Ry)= o7 +exp(0,20)] €,Z+(£,+((¢,+T;) +¢,04)52)+

(£,54C2))Z +((¢,C4+(,+T,))C4-1,5452)7 |
—), -
OO;(R,)=1 yZ +
(£, +((L,+T,)+£,C4)82+2,S4C2)(Z+ SIZAZ +(1-CI)(ZN(ZAZ)))
+(L4C2C4+(L,+ T3 )C2— (£ ,S254))(Y + SIZAY +(1-C1)(ZA(ZAY)))

OOs(R,)=(Cy+£,+(L,+T,)S2+£ ,(C4S2+C254))Z +
((£,+T,)C2+£,(C3C4-8284))(CIY -S1X)

Donc le vecteur position du point (! transformé du point O; exprimé par rapport au

repere de référence Ry est :

OO;(R,)=(—(£,+T,)SIC2-¢,5IC(2+4))X,
+((£,+T,)CIC2+£,CIC(2+4))7, V-12)
+(ly+€,+(L,+T,)S2+£,5(2+4))Z,

1.2) Détermination du vecteur position du point O’s exprimé par rapport au repeére

(Ry)
Donc, on doit commencer par fonctionner le premier couple, jusqu'a ce qu’on arrive au
dernier. '
. -
Os >M; =0, +exp(6,Z7)0,0

IS

o —
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Donc on déduit :

=9 — _ — —> _ — _ —
O,0(R,)=0,0,+ exp(94X/\)[0403+ 0,0,+exp(6,Xn)(0,0,+exp(0,X1)(0,0))

(EEE .| |

Donc, on aura:

N _
OO (R,)=¢£,Y +exp(—0,Xn)[T,Y +£,Y + (V-13)

exp(—0,Xn)(2,Z +exp(—0,Xn)(L,Z))]
On développe par étape :

=¥ _ [ ~ ~ R
O0.(R,)= £4Y+exp(—94XA)L (L,+ )Y +exp(—60,XA)(L,Z +

[e0(Z 1 siny( Z0Z)1 (1 cos6,)(~Zr(-Z 1+ Z)))| }

= 0,7 +exp(-0,XA)|(£,+T; )Y +exp(~0, X n) (¢, +£,)Z)]

=0, Y +exp(—0,XA)[(£,+ T3 )Y +((£,+4,)exp(—-0,Xn)Z)
= £4f’.+exp(—94f/\){ (f, +]})f
(L, + L Z+82(-X A Z)+(1-C2)(-X A (-X A Z))| }

=0,V +exp(~0, XA )|(£,+T3)Y +(£,+£,)(S2Y +C2Z)]

=0, ¥ +exp(=0,XA)[((£,+T5 )+ (L, +£,)S2)Y +(£,+¢,)C2Z]

—), =
O0s(R,)=¢,Y +

[(¢,+T,)+(L, +£,)S2] [}"'+S4(—)?A?)+(1—C4)(~)?A(—)?A 7))
+[(€, +£,)C2] ['Z+S4Z-XAZ)+(1—C4(—)?A(—)?<\?))]
=0 Y +((,+T;)+(L;+£,)S2)(C4Y —S4Z)
+[(0,+0,)C2][S4Y +C4Z]
= [0 (L, +T;)Ca+ (0, +£,)(S2C4+C284)]Y,
+| (4, + T, )S4+(,+2£,)(C2C4- S284]Z,
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Enfin le vecteur position du point O’s exprimé dans le repére (Ra4).

_)
OO;(R,)=[t, + (€, + T, )C4+ (£, +£,)S(2+ 4))Y,

. (V-14)
+[(0, + T, )S4+ (£, +£,)C(2+ 4)|z,

2) Détermination du vecteur vitesse du point Os qui appartient a 'organe terminal

exprimé par rapport au repére (R,)

. d =, . * .
Vo (R,)= (005 ), =5(005)R,, +0, (R, )X OO05(R,)

Sachant que :
(S6)'=0C0
(CO)= 686

2-1) Calculons d’abord la vitesse de translation absolue :

41 =% [ . . . . . 1.
E[OOSJ =L —6,(£,+T;)84+T,C4+ (£, +£,)(6,C2C4~6,5284~6,8284+ 6,C2C4 JY4
R,

0

. _ . . : . L
H = (£ +T5)0,C4= T34+ (£ +£,)(-6,52C4 - 0,C254 - 6,C284-0,52C4 [Z,

d( =)\ o o _
E[oog]: (£, +T,)6,54+T,C4+ (2, +£,)[(6, +6,)C2+D)]]Y,

[0, +T)6,C4-Ty84— (2, + £ (6, +6,)52+4)]|Z,

2-2) Détermination du vecteur vitesse de rotation du point O4 par rapport au repére

-0
de référence Ry, exprimé dans le repére Ry, 02 0, (R4)

Q%R,)=-Q°%R,)+R2R,)+R23R,)+2}(R,)
— L
Q%R,)=6,Z,+6,X,+0+6,X,]

6,(S2Y, +C2Z,)+6,X,+6,X,]

91(5 247, - 54Z,)+ C2(-S47,+ C4Z,)) + (8, + 0,) X, ]
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o i : Ly = : . 5
QYR,)=(6,+6,)%,+6,52+4)7,+6,C(2+4)Z, (V-15)
2-3) calcule du produit vectoriel suivant

33(13 )/\oo (R,)=[(0,+0,)X,+0,5(2+4)¥,+0,C(2+4)Z,]A
] [€,+ 000+ T )CH+ (0, +2,)S(2+4)|F +[—(L, + T)S4+(,+£,)C(2+4)|Z, }

— - . . ' -
3 (R,) OO} (R,)=[(8, +8,)¢, + (2, + T, )C+ (8, +£,)S(2+ 4))|2,

(8, +0,)(~(;+ T,)S4+(£,+£,)C(2+4))]F,
+(0,8(2+ D)2, +T)S4+(¢, +2,)C(2+4)| X,
(6,0 + ) e, + (£, + 1) CH+ (¢, +£,)S(2+ 4))]/?4

—_> B . . —
o AR,)AOOs(R,)=|-0,C2+4)t,-6,(¢, + 7})C2]X4

:(92 +0,)(¢, +T3)54-(6,+8,)(¢, +£,)C(2+ 4)]}74
(92 +* 94)(34 + (32 s E)C‘l‘f*(fo + EI)S(2+ 4))]24

Enfin, on peut déterminer le vecteur vitesse du point O’s exprimé dans le repere Ry,

F{ =* d{—=>’ 7 .
V TR, )_ OO == 00s | +4£, (R4)’\OOS(R4) (V-16)
R, R,
ﬁof(R4)_ -0,(0,+T,)S4+T,C4+ (2, +¢,) 2+4)] 1

—

o-0,(6,+T)C4-T,84— (0, +¢ )(92 4) (2+4))Z,
6,02+ 9, - b,(¢,+T,)C2|X,

+ _(02 +8,)(0,+1,)54- (8, +0,)(¢, +£,)C2+ )Y,
+{(8,+8,)(e,+ (e, + T)C4+ (¢, +2,)5(2+ 4)|Z,

Le vecteur vitesse est :
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Vi(R,)=[-6,6,C2+4)-06,(¢; + 1,)C2|X,
J7,c4+(¢,+1,)8,54]7, | (V-17)
H|-T:84+10,(6,+8,)+0,(¢, + ];)C4]Z4

IIL.2. Application aux mécanismes en chaines fermées

Figure V-04: Joint cardan

On représente un exemple emprunté a DENAVIT & HARTENBERG. 11 s’agit
d’un joint cardan (Figure V-04). (0, X, ¥,Z) forment un repére direct d’axes orthonormés
qui sont les axes des trois premiers couples rotoides, le quatrieme couple rotoide qui
referme la chaine est (0, X ) situé dans le plan (o, X, ¥ ). L’angle entre ’arbre d’entré (o, X')

et I"arbre de sortie (0,K ) est a..

Pour simplifier I’écriture, on prend:

cos@, =Ci
sin@, = Si

cosét = Cal
sina = Sa
etl’ona:

K=CaX+SaY
e - ~
OA=ICa X+/{SaY
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Soit A un point quelconque du corps de l’arbre de sortie. On considére un
mécanisme auxiliaire en chaine ouverte obtenu en coupant en deux le corps de I’arbre de
sortie. On fait fonctionner le mécanisme auxiliaire avec des angles 6, 62, 05 et 84. Selon la
partie du corps coupé en deux, le point A vient en A’:

1) Détermination du vecteur position du point du point A’ transformé du point A lié a

laxe de sortie par rapport au repére de référence Ry

, 5 _ - =
A =0+exp(0,Xn)exp(6,YA)exp(0;Z1)O0A (V-18)

1- On calcule La position de A aprés les trois transformations, en fonction de 6,, 6; et 03,
_>

exprimé dans le repére de référence Ry, donc on développe I’expression OA4'

(5?4’ = exp(é[,)_f/\)exp(ezfx\)exp(93f/\)(€Ca X+4SaY)
exp(6,ZA)(LCa X +£Sa Y) = £Ca(X +S3(ZAX)+(1-C3NZ A (ZA X)) +
1Sa(Y+S3(ZAY)+(1-CINZA(ZAY)))
=0Ca(X+83Y +(1-C3)(-X )+ £8Sa(Y +83(-X)+(1-C3)(-Y))
=¢Ca(S37 +C3X)+£Sa(-S3X +C37)
=0C(a+3)X +4S(a+3)Y
exp(8, YA)(£C(a +3)X +£S(a +3)¥) = £C(a + 3)(X +S2(YAX) +(1- C2)(YA(YAX))) + £S(e +3)(Y)
= 0C(a +3N(=S2Z + C2X) + £8(a + 3)(Y)
= 0C2C(a +3)X +£S(a +3)Y — £S2C(ax +3)Z
exp(6,XA)(C2C(a +3)X +S(a +3)Y - S2C(a +3)Z) =
= IC2C(a +3)X +£S(a +3)(Y + SI(XAY) + (1- CI)Y(XA(XAY)))
— 1S2C(a +3)(Z +SIXAZ) + (1- CI)(XA(XAZ)))
= /(C2C(ax +3)X +S(a +3)(S1Z + C1Y) - S2C(a + 3)(-S1Y + C1Z))
= #(C2C(a +3)X +(S(a +3)S1- S2C(a +3)CDZ+ (S(a +3)C1+S2SIC(a +3))Y)

Enfin, on obtient :

—> s

OA'(R,) = £C2C(a +3)X,
+4(S(a +3)C1+S2SIC(a + 3))7, (V-19)
+4(S(a +3)S1-S2CIC(a + 3))Z,
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_é - -
2- Maintenant, on développe le vecteur position O4 aprés les trois transformations

exprimé dans le repere R3

OZ/ (R;)= exp(r93 (—2) /\) exp[ﬁg [— _}?] AJ exp{gl [— _)-()) AJ &)‘f (V-20)

on’ (R,)=expl0,(-Z) A) exp(@z (— ?) A) exp[@l [— })j Aj(ece ¥+ eSa 7)
= expl6:(~2) ) expl6,(-7) N[ eCar X+ 45a(P +SH-X AT)+ (1~ CD(-X A(-X 7))
- exp(;z (-2) A) expl, (-F) A)[¢ Ca X +2Sa(-S1Z+CIT))
- oo, (2| £Cal 24527 n D) +(-CO\F AT T))e5aCIF

= eSaSJ(Z +8A-Y A Z)+(1- CB)(*I7 AT A f))) }

= exp(6; (-2) A){ (¢Ca C2+ 1Sa S1S2) X + £Sa C1¥ +(¢Ca S2— £Sar S1C2)Z }

= (¢CaC2+t8aSI1SD| X + S3(-Z A X)+(1-C3-Z A(-Z A X))+
SaC1|F + S3(~Z A7)+ (1= CI(-Z A(-Z A T))| +( £CaS2-£SaSICZ
= (¢CaC2+4SaS1S2) (—S3¥ + C3X)+£SaCl(S3X +C3Y) +(¢CaS2+SaSIC2) Z
Enfin, on obtient le vecteur position de A exprimé dans le repere R;
~ _
04' (R;)=£[Ca C2C3 + S (S1S2C3 + CIS3)| X5

+¢[-Ca €283+ Sa (-S18283 + CIC3)|T, v-21)
+¢[Ca S2+Sa SIC2| Z; |

2) Détermination du vecteur vitesse du point A par rapport au repére de référence,

exprimé dans le repére R

-0 d —}r d —), ~0 __)f
VA'(R:"):E— OA :E OA +02; (R3)AOA (R;) (V-22)
R, R,
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2-1) vecteur vitesse translation
d{ —>
—( OA’) =i
dt R,
2-2) Détermination du vecteur vitesse de rotation
QR )=%5(R, )+ (R, )+ (R, )
-?2:: ( Rs) =93 23
Q(R,)=0,%,=0,(5S3%, +C37,)
(R )=0,X;,=6,(C2%, +52%,)
= (CHCIX;~53F, )+ 82)Z,
S%(R,)=0;7,+0,(S3X, + C3¥,)+6,(C2(C3 X, - $37, )+ 52)Z,
Donc :
25(R;)=(6,53+6,C2C3) X, +(6,C3-6,C253) 7, +(6,+6,52)Z,  (v-23)
Donc le vecteur vitesse est :
70 ~0 __)r
Vi(R;)=292;(R;)A0A (R;)

Vi (Rs)=[(6,83+6,C2C3) X, +(6,C3-6,C253)F, + (6, + 6,52 1Z, |4
| ¢[Ca C2C3+5a(S1S2C3+CIS3)|X; +¢[-Ca C253+Sa (~S1S2853+ CIcHE;
+t[Ca S2+Sa 51C2]Z, |

VE(R;)=[(6,S3+6,C2C3)X, +(6,C3- 6,C253)F, + (6, + 6,52 )Z;| A(AX, + BT, +CZ,)

VE(Rs)=(6,83+6,C2C3)(BZ; ~ CY, )+ (6,C3 - 6,C283)(~ AZ;+CX;)+(6; +6,52)( A, - BX;)

Enfin, on obtient :

Va(Rs)=((6,C3-6,C2S3)C~(6,+6,52)B) X,
+(—(0,83+6,C2C3)C+ (6, +6,52) 4)7,
+((6,53+6,C2C3) B~ (6,C3-6,C253)4)Z,

(V-24)
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IV. CONCLUSION

La représentation intrinséeque des opérateurs de déplacements permet d’établir des
propriétés générales, de simplifier des calculs avant les calculs numériques proprement

dits, d’établir un pont avec la théorie des torseurs.

D’une fagon plus générale, La représentation mtrinseque des opérateurs de
déplacement permet de faire la synthése entre beaucoup de travaux déja effectués et

d’ouvrir la porte vers beaucoup d’autres recherches.
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CHAPITRE VI

INTERPRETATIONS DES RESULTATS

Comme, 1’étude des deux mécanismes par les deux différentes méthodes déja citées
(algébre de LIE et matrice de passage), a confirmé a chaque fois que les résultats étaient
pareils, donc, dans ce chapitre, nous seulement allons g’:tablir les éléments cinématique
concernant les deux mécanismes étudier précédemment. Nous présenterons les résultats
obtenus sous forme de graphes, que nous essayerons par la suite d'interpréter. Au début,
nous allons présenter les graphes concernant le mécanisme poly-articulé en position et

vitesse, ensuite, nous présenterons ceux du mécanisme sphérique

Donc, commencons par exposer les résultats concernant le mécanisme poly-articulé
(figure VI-01), d’abord, en position(cm) puis en vitesse (cm/s).

4
e

®o) A7,
0, TN -
x a2
f Y,
X
ll A —tp
AZ
T ®ot)
o
I

Figure VI-01 : Mécanisme poly-articulé

Ce bras manipulateur est un mécanisme ouvert, formé par une succession de corps
solides indéformables formants une chaine mécanique articulé. Le corps Cy et le repére
(Ro) qui lui est attaché sont fixes. Le corps final C, ainsi que chaque corps intermédiaire
sont connus dans leur propre repére et sont mobiles.

Le corps C; est animé par un couple rotoide d’axe déterminé par (O, Z ), d’un
angle 6. Le corps C; est animé par animé par un couple rotoide d’axe déterminé par
(02, X), d’un angle 0,. Le corps C; est animé par un couple prismatique de direction ¥ et
d’amplitude Ts. Le corps C4 est animé par un couple rotoide d’axe déterminé par (Os, X L
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d’un angle 04. Le bras manipulateur se termine par un effecteur, dont nous voulons obtenir

ses €léments cinématique qui ont pour nous un intérét primordial.

En faisant varier les quatre d.d.1. du mécanisme, on peut obtenir une large gamme
des différentes positions (cm) et vitesses (cm/s) que peut atteindre cet effecteur. Donc nous
pouvons avoir une fiche technique compléte en ce qui concerne ce mécanisme.

et que les longueurs aient les valeurs suivantes:

Nom L; (001) Lz (0107) L3(0203) | L4(0405)
valeur 100 50 50 20

Les valeurs des angles de rotations sont -
01 =- 90 degrés
02=- 30 degrés
03— - 20 dewprés

Dans les graphes qui suivent, on peut voir les différentes positions (cm) des
différentes articulations du mécanisme en fonction de la variation des différents d.d.1. Dans
chaque page, on peut remarquer quatre graphes. Ces derniers, représentent la variation de
la position de chaque articulation du mécanisme en fonction de Ia variation du méme d.d 1.

Les deux graphes d’en haut représentent la variation de la position en fonction de
grandes variations du d.d.l. Tandis que ceux d’en bas représentent la variation de la
position en fonctions de petites variations du d.d.1. On peut voir ’évolution du mécanisme
dans les deux plans XY et YZ.

Les grandes ou petites variations sont données de la méme maniere dans tous les
graphes tels que 4 I’instant to, c’est la position initiale du mécanisme. Ensuite I’évolution
du systéme par rapport aux différents instant (t1, ta, t5 et t4) est donnée de la fagon suivante -
Pour les grandes variations, nous avons pris une marge allant jusqu’a 100 (degrés ou cm)
puis nous I’avons divisée par quatre (instant). Donc & chaque instant (t;,t; . . . .), on rajoute
au d.d.1. un pas de 25 (degrés ou cm). Tandis que pour les petites variations, nous avons
pris une marge allant jusqu’a 8 (degrés ou cm) qu’on a aussi divisé par 4 (instants), donc
on rajoute a chaque instant (t;,t; . . . ) un pas de 2 (degrés oucm) aud.dl,
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PX1 (cm)

Graphe 1-01 :
Grandes variations de la position des
différents points du mécanisme en
Jonction de 0,(degré) dans le plan XY

Position a t0
Position a t1
Position a t2
Position & t3
Position a t4

PY1 (cm)

-
-

e
-

0102030405060?08090
PX1 (cm)
Graphe 1-03 ;
Petites variations de la position des
différents points du mécanisme en
Jonction de 6, (degré) dans le plan XY

PZ1 (Cm)
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Chapitre VI
—af=—  Position a t0
—<4— Position a t1 —==— Position a 10
——— Positionat2 —><—  Position a t1
——— Positionat3 ——— Position a 2
goﬁ'— Position 2 t4 —S— Posiiona 13
w —==— Position a t4
- % ~ 150 —
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= e - 140 —
70— | / 130 —
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5 [, T
=10 - I i R EE TR ES BN : 0—¥
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PY1 (cm)

Graphe 1-02 :
Grandes variations de la position des
différents points du mécanisme en
Jonction de 0, (degré), dans le plan YZ

Position a t0
Position & t1

Position & t2
Position & t3
Position 2 t4

0 —

10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
PY1 (cm)

Graphe I-04 :
Petites variations de la position des
différents points du mécanisme en
Jonction de 6, (degré), dans le plan YZ
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Chapitre VI
—=— Position a0 —o— Position 410
—(— Position a t1 —<— Position a t1
——— Positiona 2 —  Position a2
—S— Posiionats = Position a t3
—==— Position a t4 —s=— Position 4 t4
0E+0 250 = ;
225 —
E6 — 200 —
175 —
~ 2EE o 1% St
£ 3
o S 15 =
& N 3
& 36— o 100 —
75 —
4E6 — 50 —
25—
5E6 — , o &
0 10 20 30 40 5 60 70 80 90 100 SE-6  -4E6  3E6  -2E-6 -1E6  OE+0

Graphe I-05 ;
Grandes variations de la position des
différents points du mécanisme en
Jonction de 6; (degré) dans le plan XY
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Les quatre graphes I-01, I-02, 1-03 et I-04 représentent la variation en terme de
position du mécanisme poly-articulé (figure VI-01) dans les deux plans XY et YZ en
fonction du premier d.d.1, 6;=-90 degrés, qui fait une rotation autour de 1’axe (O1,2).

Pour les graphes I-01 et I-02, nous avons injecté de grandes variations a 0,
contrairement aux graphes I-03 et I-04 auxquels, nous lui avons injecté de petites
variations. Dans le plan XY, on peut voir le mécanisme d’en haut. Les articulations O, O,
et O, sont confondus mais, on peut clairement voir 1’évolution du mécanisme pour le reste
des articulations qui tournent autour de 1’axe Z. Dans le plan YZ, on a une vue de profil
du mécanisme, d’ailleurs, on distingue toutes les articulations O, Oy, O,, O3, Oy et Os et

leurs évolutions a différent instants.

Les graphes I-05, 1-06, I-07 et I-08 représentent la variation en terme de position
dans les deux plans XY et YZ en fonction du second d.d.I 6,= -30 degrés qui fait une
rotation autour de I’axe (01, .X ). Dans le plan XY, on voit le mécanisme d’en haut, donc les
points O, O; et O, sont toujours confondus, la position des autres points varient
proportionnellement avec la variation de 6;. Dans le plan YZ, on peut voir tous les points ct
on remarque que les articulations Os, O4 et Os du bras manipulateur évoluent de bas en

haut selon la varniation du 0,

Les graphes I-09, I-10, I-11 et I-12 représentent la variation en terme de position du
mécanisme en fonction du troisiéme d.d.1., T3 qui est une translation le long de I’axe 7,.
Les points O, Oy, O; et O3 ne varient pas, mais les points Oy et Os varient selon la variation
de Ts qui se fait au niveau de 43 (03,04). Donc Darticulation Oj est fixe, mais le point Q4
est mobile, donc la longueur de ¢; augmente avec I’augmentation de la valeur de la
translation Ts. D’ailleurs, on peut remarquer que lorsque on fait de grandes variations de
Ts, la longueur de /5 varie rapidement contrairement aux petites variations.

Les graphes I-13, I-14, I-15 et I-16 représentent la variation en terme de position du
meécanisme en fonction du dernier d.d.1., 64 = -20 degrés, d’axe déterminé par (04, X).
‘Dans le plan XY, les points O, O1 et Oy, sont toujours confondus. Dans le plan YZ, on
distingue tous les points. On remarque, qu’il y a une variation qui s’effectue seulement au
niveau de Os et que I’élément 0405 évolue de bas en haut selon la variation de Pangle 0,.
On remarque que pour les grandes variations de 0., I’effecteur atteint un plus grand volume

que pour les petites variations.

les graphes I-17, I-18, I-19 et I-20 représentent la variation en terme de position du
mécanisme poly-articulé dans les deux plans XY et YZ. On remarque 1’évolution du
systeme par rapport aux différents instants ( t;, t,, ts, et t4 ) en fonction de la variation de
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tous les d.d.1. Dans le plan XY, on peut remarquer ’évolution des points Os, Oy et Os qui
balayent une certaine partie du plan YZ, on peut voir clairement toutes les articulations a
partir du corps Co jusqu’a I’effecteur. A I’instant t0, on remarque que les pomts O, O; et O,
sont disposés de bas en haut puis les points O3, Oy et Os redescendent suivant 1’axe Z, car
ils ont de trés faibles valeurs selon ’axe }_’;. Ensuite aux instant t), t,, t3, et ts, on remarque
que le bras-manipulateur balayent un plus grand volume que pour les variations présentées
précédemment et a chaque fois qu’on augmente la valeur de la variation des différents
d.dl, le bras-manipulateur atteint un plus grand volume, donc I’effecteur a plus de

possibilité d’atteindre les points qu’on désire.

aprés avoir présenté la variation en terme de position du mécanisme en fonction de
la vaniation des différents d.d.1, maintenant, nous présentons la variation en terme de vitesse
seulement pour le dernier point, ¢’est & dire pour ’effecteur, car c’est lui qui agit sur
’environnement, et donc ses éléments cinématique nous intéressent plus que ceux des
autres articulations.

La présentation des graphes concernant la variation des vitesses en fonction des
d.d.L, va etre de la méme fagons que pour celle de la variation en terme de position. c’est a
dire qu’on présente dans chaque page quatre graphes, qui représentent la variation de la
vitesse (cm/s) de 1’effecteur en fonction du méme d.d.I.
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les graphes 1-21, 1-22, I-23 et I-24 représentent ’évolution en terme de vitesse du

derniers point en fonction dés grandes et petites variation de 0, (degrés). On remarque que
se soit dans le plan XY ou YZ, les vitesses du point Os sont tous confondues donc égalent

et ne changent pas en fonction de la variation de 9.

Dans les graphes I-25, 1-26, 127 et I-28 on représente 1’évolution en terme de vitesse
du dernier point en fonction de la variation de 6, (degrés) dans les deux plans XY et YZ.
On remarque que les vitesses de 1’effecteur varient dans le plan XY, mais sont confondues

dans le plan YZ. Cela est expliqué par la faible variation de la vitesse selon ’axe des Y.

Les graphes 1-29, I-30, I31 et I-34 représentent 1’évolution en terme de vitesse de
effecteur en fonction des grandes et petites variations de translation T3 (cm). On
remarque, dans les deux plans XY et YZ, qu’a chaque fois qu’on augmente la variation de
Ty, la valew de Ta vilesse qugmente et varie rapidement Toans le plan XY los valeurs sont
négatives. Pour les valeurs selon la composante Z, elles sont positives. Tous cela revient

au sens négatif des rotations 6, 0,, 6..

Les graphes 1-33, 1-34, I-35 et I-36 représentent la variation en terme de vitesse du
demnier point en fonction de 64 (degrés). On remarque la variation de la vitesse dans les
deux plans XY et YZ. Les vitesses dans le plan XY sont négatives et dans le plan YZ elles
sont positives selon ’axe des z. Lorsqu’on donne de grandes variations aux d.d.l, on

obtient de grande variation des valeurs de la vitesse.

Dans les graphes I-37, I-38, I-39 et I-40, on représente la variation en terme de
vitesses du mécanisme en fonction de tous les d.d.l (degré ou/et cm). En donnant de
grandes variations aux différents d.d .1, la vitesse augmente de plus en plus rapidement. On
remarque, aussi que lorsqu’on varie tous les d.d.1. en méme temps, les valeurs des vitesses
sont supérieure a celles que lorsqu’on varie chaque d.d.1. seul.
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Maintenant, nous allons présenter les graphes en terme de position (cm) puis en
terme de vitesse (cm/s) pour le deuxiéme bras-manipulateur qui est un mécanisme

sphérique (figure VI-02).

Figue VI-02 : Mécanisme sphérique (joint cardan)

Il forme par trois articulations qui constituent un repére orthonormé (O, X,¥,Z).
Chacune des articulations est animée par un d.d.1. Le premier est une rotation d’un angle
8:= 75 degrés, autour de I’axe X, o- 1l entraine avec lui tous le systéme. Le deuxiéme d.d 1,
est une rotation 6, = 30 degrés, autour de I’axe I-’} qui fait subir une deuxiéme
transformation au mécanisme donc 4 ’axe de sortie. Le troisiéme et le dernier est une
rotation d’un angle 0; = 15 degrés, autour de I’axe Z , et on obtient la position finale du

point A qui est lié a I’axe de sortie, ainsi que sa vitesse.

Pour mieux comprendre ce mécanisme, on donne les explicatifs suivants : d’abord il
y a une rotation autour de 1’axe X qui entraine avec lui le corps Ci. A ce demnier est lié
I’axe ¥ qui entraine avec lui I’axe Z fait pivoter le corps C,. L’axe de sortie est lié a C,
donc il est entrainé par le mouvement. Si on fait varier les trois d.d.1. 4 différents stants,
on peut connaitre plusieurs possibilités en terme de positions et vitesses que peut avoir

I’axe de sortie.

Pour les graphes nous allons procéder de la méme maniére que pour le mécanisme
poly-articulé. Alors, dans chaque page nous trouverons quatre graphes, ils varient en
fonction du méme d.d.1. Ceux d’en haut varient en fonction de grandes variations du ddl,
tandis que les graphes d’en bat, varient en fonction de petites variations du d.d.1, présentés
dans les deux plans (XY et YZ).
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Graphe I1-09 :
Grandes variations de la position des
différents points du mécanisme en
Jonction de 0; (degré) dans le plan XY
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Graphe II-11 :
Petites variations de la position des
différents points du mécanisme en
Jonction de 0; (degré) dans le plan XY
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Interprétations des résultats
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Chapitre VI Interprétations des résultats

Les graphes 11-01, I1-02, I1-03 et I1-04 représentent la variation en terme de position
(cm) du mécanisme sphérique (figure V1-02) dans les deux plans XY et YZ. Nous pouvons
voir I’évolution du mécanisme & différents instants en fonction de la variation du premier

-
d.d1 6,=75 degrés d’axe déterminé par (O, X,). Pour les graphes II-01 et I1-02, nous
avons fait de grandes variations de 0;, contrairement aux graphes 1I-03 et T1-04. D’ailleurs,
nous pouvons remarquer, que lorsque les variations sont grandes, le mécanisme balaye un

plus grand volume que pour les petites variations.

Les graphes I1-05, IT-06, I1-07 et I1-08 représentent la variation en terme de position
(cm) du mécanisme sphérique (figure VI-02), toujours dans les deux plans XY et YZ. Nous
pouvons voir I’évolution de tous les points du mécanisme en fonction des grandes et petites

variations du deuxiéme d.d.1 6,=30 degrés.

Les graphes 11-09, II-10, II-11 et II-12 représentent la variation en terme de position
(cm) en fonction de grandes et petites variations de 6;=15 degrés. Nous remarquons que
pour les grandes variations, le mécanisme fait un grand balayage du volume, donc
effecteur peut atteindre énormément de points. Pour les petites variations, I’évolution du
mécanisme est minime, mais plus claire. Nous pouvons distinguer le centre O, les
différents points Oy, Oz, O; et en plus nous pouvons voir I’évolution du point A lié a I’axe

de sortie.

Les graphes II-13 et II-14 représentent 1’évolution du mécanisme sphérique en
terme de position (cm) en fonction successivement des différents d.d.]. On remarque au
début que c’est la position initiale du mécanisme. Apres lorsque nous lui avons injecté le
premier d.d.1. nous avons obtenus la premiére transformation du mécanisme. Ensuite, nous
avons 1njecté le deuxieme d.d.1, et donc, nous remarquons sa deuxiéme évolution. Enfin,
nous injectons le troisiéme d.d.l. et nous obtenons la position finale du mécanisme
exprimée dans les deux plans XY et YZ.

Maintenant nous présentons les graphes concernant la variation de la vitesse suivant
les différents d.d.1.

111



Interprétations des résultats

Chapitre VI
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Chapitre VI
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Chapitre VI
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Chapitre VI Interprétations des résultats

Les graphes II-15, 1I-16, [I-17 et II-18 représentent la variation en terme de vitesse
(cm/s) de I'effecteur en fonction des grandes et petites variations de ;=75 degrés. Nous
remarquons que pour le graphe II-15 (plan XY), les valeurs de la vitesse de I’effecteur

augmentent suivant 1’axe X et diminuent suivant I’axe des 7. Tandis que dans le graphe
II-16, les valeurs de la vitesse commencent a diminuer suivant les deux axes ( YetZ ) puis
au deuxiéme instant, la vitesse change de direction et commence a augmenter suivant 1’axe
Z. Dans les graphes 1I-17 et II-18, on a injecté des petites variations & 6;. On remarque,
dans le graphe II-17 I’augmentation de la vitesse qui commence a diminuer au deuxiéme
instant par rapport a 1’axe Y. Pour le graphe II-18, les valeurs de la vitesse diminuent
suivant I’axe Z mais augmentent par rapport a 1’axe des Y. Au deuxiéme instant, on
remarque, une diminution de la valeur suivant les deux axes. Si on compare entre les
graphes II-16 et II-18, on remarque que pour le graphe II-18 suivant I’axe Y les valeurs
augmentent puis diminuent au deuxiéme instant, mais pour le graphe II-16 les valeurs
suivant I’axe des ¥ dimimuent constarnment. Ceci est expliqué par: 1'intervalle des valeurs

sur 1’axe Y du graphe II-18 vaut presque une seule graduation du graphe I1-16.

Les graphes II-19, II-20, II-21 et [I-22 représentent la variation en terme de vitesse
(cr/s) de I"effecteur du mécanisme sphérique en fonction des grandes et petites variations
de 8, =30 degrés. Nous remarquons que pour les grandes variations de 8,, nous avons
’évolution de la vitesse en forme hyperbolique, cela implique que nous avons des
variations assez importantes pour le passage d’une valeur a une autre. Pour les petites

variations, les pentes sont presque en ligne.

Les graphes II-23, II-24, II-25 et 1I-26 représentent la variation de la vitesse de
Ieffecteur en fonction des grandes et petites variations de 63 =15 degrés. On remarque que
pour les grandes variations, dans le plan XY les valeurs diminuent suivant I’axe Y , mais
augmentent selon 1’axe X , tandis que, dans le plan YZ les valeurs décroissent suivant 1’axe
des 7 et elles sont constantes Suivant 1’axe Z . Pour les petites variations, dans le plan XY,
les valeurs augmentent par rapport aux deux axes. Mais dans le plan YZ elles croient

suivant I’axe des ¥ et sont constantes suivant ’axe des Z.

Les graphes 11-27, II-28, II-29 et II-30 ‘représentent la variation de la vitesse de
I'effecteur en fonction des grandes et petites variations de tous les d.d.1 (degrés). On
remarque que pour les grandes variations des d.d.1, nous avons des courbes hyperbolique
qui indiquent des changements brusque des valeurs de la vitesse. Pour les petites variations,
les courbes sont des branches hyperbolique dont les valeurs ne changent brusquement de

signe.

116



Chapitre VI Interprétations des résultats

Dans ce mémoire, notre étude s’est basée sur deux genres de bras-manipulateur. Le
premier et un mécanisme poly-articulé (ouvert) & quatre degrés de liberté ayant quatre
articulations, se terminant par un effecteur. Le deuxiéme bras-manipulateur est un
mécanisme sphérique (fermé) a trois degrés de liberté formé par trois articulations qui
constituent un repére orthonormé (0, X,7,Z ).

Nous avons traités ces mécanismes par deux modeéles de' commande, A partir de ces
derniers, on obtient leurs études cinématique compléte. C’est a dire connaitre la position et
vitesse des différents points du mécanisme. Le premier modéle est trés courant, basé sur les
matrices de passage homogéne. Ce modéle a présenté de nombreux avantages parmi eux la
simplicité des calculs. Il a été traité par plusieurs auteurs, chacun d’eux I’a exposé d’une
maniere différente mais, tous arrivent au méme résultats. Aprés maintes recherches et
réflexions, nous avons essayer de le simplifier pour que le lecteur puisse facilement le
comprendre. Ce demnier ce résume a I’utilisation des matrices de passage pour passer d’un
repére a un autre sans aucune ambiguité. Nous arrivons facilement a commaltre la
transformation de tous les points du mécanisme par rapport a n’importe quel repére,

seulement, 1l faut faire attention au sens de rotation.

La résolution de ce modele prend beaucoup de temps, surtout pour les mécanismes
redondant. Malgré sa simplicité, sa programmation en langage Fortran n’a pas été faciliter
par la représentation indicielle des matrices de transformation ainsi que celle des vecteurs

position et vitesse.

En ce qui concerne son application sur le mécanisme sphérique, la résolution a été
compliquée car tous les axes se rencontrent au méme centre ; donc c’est le méme repére
qui subit les différentes transformations, d’ailleurs nous avons utilisé les angles classique
d’EULER. Au début les trois axes forment un repére orthonormé (0, X,.7,,Z,) qui
represente le repere de référence (Ro). Aprés la premiére transformation, ce méme repere
devient R;(0, X I,f,,f ;). Ensuite, lorsqu’il subit la deuxiéme transformation le repére R,
devient Ry(0, X ».Y,,Z,). Enfin, apres la troisieme transformation on obtient le repére

Rs(0,X,,V,,Z,).

Par contre, le deuxieme modéle qui est basé sur I’algebre de LIE, n’a pas été
exploité par les roboticiens. D’ailleurs nous avons rencontré beaucoup de difficultés a
trouver des bibliographies qui le traite, malgré les nombreux recherches que nous avons
faites. Tous cela a rendu difficile notre besogne. Mais enfin de compte, lorsqu’on a pu
comprendre et établir ce dernier, on a constaté les nombreux avantages qu’il présente.
Parmi eux [I’établissement des propriétés générales, la simplification des calculs

numeriques avant son passage a la programmation sur ordinateur.
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Nous avons aussi pu constater sa maniabilité, et les bons résultats qu’il a donné pour
les deux mécanismes (ouvert et fermé). Nous obtenons le vecteur position et le vecteur
vitesse de I’effecteur par rapport au repére de référence (exprimés dans le repere de

référence ou bien dans le dernier repére ; cela dépend du sens qu’on prend, que se soit en

amont ou en aval).

L’établissement de 1’équation qui nous donne le vecteur position, est délicate. Mais
en ce qui concerne son développement et 1’obtention du résultat, nous I’avons trouvé plus

séduisant et plus pratique que celui des matrices de passage.

A la fin de ce mémoire, on a pu constater, que les deux modéles nous donnent des
résultats similaires, ce qui prouvent que le deuxiéme modele basé sur I’algebre de LIE est
fiable et que nous pouvons l'utiliser pour I’étude cinématique de n’importe quel

mécanisme.
Cn plus, nous I’avons trouvé plus intéressant pratique, surtout en ce qui concerne la

rapidité des calculs. En plus, nous ne risquons pas de se tromper pour le sens que peut
prendre la rotation, parce que le produit vectoricl cntre les axes du repere orthonormeé nous

donne directement le signe et I’axe que prend la nouvelle transformation.
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CONCLUSION GENERALE

Pour concevoir, simuler ou commander un robot, il est nécessaire, entre autres,
de disposer de modeles du mécanisme. Le but de notre travail a été justement de

proposer quelques techniques et les développer dans le souci de nous conduire au

modele le plus performant.

Dans cet ouvrage, nous avons traité la niodélisation des seuls robots
manipulateurs, et comme outils mathématiques, nous avons utilisé le modéle
cinématique qui nous a aidé a établir les coordonnées et vitesses des différents points
du systeme articulé, ainsi que 1’orientation et les vitesses de déplacement des différents

repéres liés au corps du systéme articulé.

Dans ce mémoire, nous avons d’abord essayé de donner quelques définitions
générales sur les robots et la robotique, I’historique de leur naissance et leur
développement. Ensuite, nous avons présenté différentes descriptions concernant la

situation d’un solide dans I’espace.

Dans le troisieme chapitre, nous avons développé quelques méthodes de
commandes des chaines cinématique, parmi lesquelles, nous avons choisi la méthode
cinématique extrinséque, qui est trés courante et trés utilisé par les roboticiens. Cette
méthode s’est bien présentée a la traduction en langage machine. Son application sur
des mécanismes poly-articulés et sphériques a donné de bons résultats. Elle est
relativement simple pour les mécanismes ouverts, quant & son application sur les

mécanismes sphériques, elle a présenté certaines difficultés.

Pour passer d’un repére & un autre, et d’une transformation 4 une autre, nous
utilisons ces matrices de passage, dont le nom I’indique clairement. La résolution
numeérique de cette derniére prend beaucoup de temps et se complique pour les bras-

manipulateurs redondant (qui ont plus de six d.d.1.).
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Nous avons ensuite choisi la méthode cinématique intrinséque basée sur
I’algébre de LIE. Elle de'meure non exploitable par les roboticiens, malgré qu’elle
présente de nombreux avantages, notamment le passage aux déplacements petits. C’est
pourquoi, nous ’avons développé, pour démontrer que son application sur les bras

manipulateurs présente elle aussi de bons résultats.

Effectivement 1’utilisation de cette méthode sur les mémes mécanismes utilisés
précédemment, nous a permis d’aboutir a des résultats similaires. Par ailleurs nous
avons constaté qu’en temps de calcul a la main, la méthode basée sur I’algébre de LIE
est meilleurs. Apres avoir établit I’équation qui définit la position, son développement
devient automatique et le résultats est siir, parce que , nous ne pouvons pas nous

trompé sur le sens que prennent les rotations puisque le produit vectoriel nous le donne

directement.

Pour sa programmation sur ordinateur, nous avons pu constater sa simplicité,
car les équations qui définissent la position et la vitesse aprés transformation, sont déja

établit numériquement.

Enfin, on a pu constater comment des formalismes mathématiques différents se

complétent entre eux.
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ANNEXE Al

RAPPEL MATHEMATIQUES UTILES AU CALCULS

1- Transformation d’un produit vectoriel en produit scalaire

anb=ad.b

BRI

a /\b a 0 =—a,lInld

o) b) ey a0 o) e

@ est un tenseur antisymétrique. Cette transformation facilite 1’écriturc ct les calculs des
expressions dont nous avons besoin.

2- Dérivée temporelle ou vitesse d’un vecteur
F=—=TAW=-WATF=—-W.r (A1-02)

considérons le vecteur r(t) de la Figure A1-01 tournant avec le temps autour de

IPaxe Z.

A

- w=db/dt

r(t+dt)

" do %

Z 1(t)

Figure A1-01
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A D’instant t+dt, 1(t) a tourné autour de I’axe d’une valeur d6 et se trouve
maintenant en (r-+dt).
On peut donc écrire :

r(t+dt)=r(t)=r(t)+dr

Le vecteur dr a :

- pour longueur : [r(t)|d9

- pour direction : la normale au plan défini par ’axe Z et le vecteur 1(t) soit :
dr do -

E=r(t)/\ i =SFPAW=—-WAT=—WAT (A1-03)
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ANNEXE A2

PROPRIETES DES MATRICES DE TRANSFORMATION HOMOGENE

1- Une matrice de transformation peut se mettre sous la forme: °

_Sx n, a, Px—

- s, n, a, p, N M p
s, n, a, p, 000 I (A2-01)
00 0 1 |

la matrice M représente la rotation alors que la matrice colonne P représente la
translation. Pour une transformation de translation pure, M = L.
(I représente la matrice unité d’ordre 3), tandis que pour une transformation de rotation
pure, P=0

2- La matrice M est orthogonal, c’est a dire que la matrice inverse est égale a la matrice
transposée:
M!=M! (A2-02)

Ses éléments représentent les cosinus directeurs d’orientation. Elle ne contient que
trois parametres indépendant ( 1’un des vecteurs s, n ou a se déduit du produit vectoriel des
deux autres, exemples, s = n x a; en outre, le produit scalaire n . a est nul).

3- L’mnverse de la matrice ];j définit la matrice 7;1 :
4- On peu vérifier que :
Rot" (u,8) = Rot (u,- 6) = Rot (-u, 6) (A2-03)

5- L’mverse d’une matrice de transformation, représentée par la relation (a) peut étre mise
sous la forme:

I -s'p] [ ~M"P]

T :ll ML M (A2-04)
[ —a" P
o 0o o 1 ][0 o 1



6- Si un repére Ry a subit K transformations consécutives et si la i™™ transformation (i=1:n)
est définie par rapport au repére courant R,_, (figure A2.1), alors la transformation 7," peut
étre déduite de la composition des multiplications a droite de ces transformations:

L' =T + I+ L) +-+T, | (42-05)

Figure A2.1 : Composition des transformations

7- Composition de deux matrices

La multiplication de deux matrices de transformation donne une matrice de
transformation:

| M R[] M, B|[M M MB+R]
%= 0 o100 0 0 1Jl0 o0 0o 1 | 420

8- Décomposition de la matrice de transformation

une matrice de transformation peut se décomposer en deux matrices de
transformation, I’une représente une translation pure, 1’autre une rotation pure .

[ M Pl 1 P M 0]
Tz[o 0 0 1ﬂo 00 1}[0 0 0 IJ (A2-07)
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ANNEXE A3

Exemple supplémentaii'e d’application
de la méthode de ’algébre de LIE

I. EXEMPLE

On prend un cas simple d’un systéme mécanique servant a positionner un point selon la
technique des « cordonnées sphériques » (Figure.V-1). Le mécanisme comporte:
- Un couple rotoide d’axe déterminé par (0,, X ,);
- Un couple rotoide d’axe déterminé par (0,,7,);
iy
- Un couple tiroir de direction Z

- > - _ _
X, Y, Z sont des vecteurs unités; O; et O, sont des points.

Figure.A3-01

On suppose que les axes des couples rotoides sont concourants et orthogonaux au point
O. On veut calculer les cordonnées du point A’ transformé d’un point quelconque A lié au
corps terminal mobile du mécanisme. On fait fonctionner d’abord le couple tiroir sur une

course d’amplitude a;.
A->A=A+a 32
Ensuite, on fait fonctionner le couple rotoide d’axes (O,, Y) avec un angle 0,.

A1~ Ay =0, + exp( 0, Y/\)O 4,
Enfin, on fait fonctionner le couple rotoide d’axe (O, , X ;) d’un angle 0;. Le point obtenu est

le point A" transformé du point A aprés le fonctionnement de toutes les articulations
3 —>
A A =0+ exp(60,X,n) 0,4,
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On obtient:
— —_ ~

’ — 3 —
0pA =0,0;,+exp(6, XA )(0,0,+exp(0,YN)(O,A+a;Z)) (A3-01)

Og est un point choisi arbitrairement. On met cette derniere expression sous la forme

matricielle suivante:

& . — - ~¥ 5l
0,4 |_|exp(60,X~) 0,0, | |exp(8,YA) O,0, .[1 a3z]. 0,4 (A3-02)
I 0 I 0 r |1e 41| 7 _ '

Les éléments de ces matrices sont des opérateurs linéaires ou des vecteurs. En voulant
rendre explicites les formules précédentes, on prend la configuration initiale choisie telle que
Z soit orthogonal au plan (X, 7).

On choisit:
O0p=0;=0,=0¢t X,Y,Z de fagon a former une base orthonormée directe.

On cherche la transformé O du pont mobile O atin d’obtemir les coordonnées

sphériques usuelles dun point:

00" = exp(0,Xn)(exp(0,7 A )Ja,Z)
=a,exp(0, X )(Z+sin0,¥ NZ+(1—-cos8,)((¥ A YAZ))
=a,exp(0,Xn)(in0,X +cos6,Z)
= asﬁs'int921?+cosf?zf+sin9,5(/\(c05922)+(I—cos@,))_("/\(f/\cosﬁ_,f))

=a,(sin6,X —siné, cos6,Y +cos 8, cos,Z)

Donc le vecteur position est :
i = 2y o
00'=a,(sin@,X —sin@, cos8,Y +cos @, cos0,Z)

On peut vérifier que le résultat est correcte grace a la géométrie €lémentaire.

Figure A3-02
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ANNEXE A4
Organigrémmes

Calcul cinématique d’un bras manipulateur poly-articulé
basée sur les matrices de passage

Nombre de d.d.] :n du mécanisme

Angle de rotation
Tx(K)

-
-

K=1,n
c=K+1
=1,3

Vecteur position
mitial X(3, ¢, K)

A

C=0, n-1
K=c+1
=13

Vecteur Vitesse de
rotation W(, ¢, K)

c=0,n
n=c+1
I-q

=1, 3

0
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Y

" Vecteur Vitesse
de translation
V(1, ¢, K)

Boucle de variation du d.d.1
In =0, Marge, Pas

Variation d’un d.d.1

<l
-

C=0n-1
K=C+l1

S1 la rotation se fait

autour de X
Tapez 100
Si la rotation se fait
autourde Y
Tapez 200
S1 la rotation se fait
autour de Z
Tapez 300
S’1l n’a pas de rotation
Tapez 400
=
1=13
j=13
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Calcul de la matrice de passage du repeére
(Rk) par rapport au repére (Rc), Mcx (i, J),
équation (IV-14b)

Calcul de la matrice de passage transposée
Mkc (4, j), équation (IV-14b)

C=1,n-1
K=CIl

Y

Calcul de la matrice de passage du repére
(Rxk) par rapport au repére de référence

(Ro), Mok (1, j), équation (IV-14a)

C=Iln
K=C+1

Calcul de la position d’un point de la chaine
dans un repére li€ a un corps amant

<
al

©
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7

Calcul du vecteur position du repére (Rx) par
rapport au repere de référence (Ro), Xox (j),
€quation (IV-19)

—
o

C=0,n-1
K=C+1
1=13
ji=13

Calcul des vecteurs vitesse de rotation des
divers corps par rapport au repere de
référence (Ro), exprimé dans le repére (Rg)
équation (IV-23)

C=1,n
K=C+l
1 2
j=1s

Calcul du vecteur vitesse de 1’articulation 1ié
au repere K par rapport au repére (Ro)
exprime dans le repére (Rc),
V(1,0,K), équation (IV-24)

Y

C=1,n-1
K=C+1

i=13
i=13
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©

Calcul des vecteurs vitesses de 1’articulation
lié au repere (Rx) par rapport au repere (Ro),
exprimé dans le repere (Rk),
V(1,0,K),équation (IV-24)

1i=13

Calcul du vecteur vitesse de 1’effecteur par
rapport au repere (Ry)
équation (IV-24)
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Calcul cinématique d’un bras-manipulateur
sphérique basé sur les matrices de passage

Nombre de d.d.]1 : n, du mécanisme

il
<t

K=1n

I
Angle de rotation
Tk(k)

K=1n
=1,3
[

Vecteur position
mitial X(1,0,k)

Vecteur vitesse de rotation
o(1,c,k)

B

C=0,n
K=c+1

»]

i=13

Vecteur vitesse de translation V(i,c,k)

D
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R

Boucle de variation du d.d.1
fn =0_. Marge. Pas

| Variation du .d.d.1 |
|

Si la rotation se fait autour de X

Tapez 100

Si Ia rotation se fait autour de ¥

Tapez 200

Si la rotation se fait autour de Z

Tapez 300

S’il n’y a pas de rotation

Tapez 400

Calcul de la matrice de passage de repere
(Rk) par rapport au repere (Rc), Mck (i,))
équation (IV-14-b)

I

Calcul de la matrice de passage
transposée, Mck (1,])
équation (IV-14-b)

k=2n

@
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&

|

i=13 j=13

Calcul de la matrice de passage du repere
(Rk) par rapport au repére (Ro), Mok (1))
équation (IV-14-a)

Calcul de la matrice de passage transposée
du repére (Rx), Mxo (1))
équation (IV-14-a)

K=ln

1-1,3 j-1,3
|

Calcul du vecteur position du repére
(Rk), par rapport au repére de référence
(Ro), Xok( j), équation ( IV-19)

Calcul du vecteur position de

|
|

C=0,n-1 K=C+1

.

i=13 j=1,3
I

Calcul du vecteur vitesse de rotation des divers corps
par rapport au repere de référence, équation ( [V-23)

i=13
1=L3
|

Calcul du victeur vitesse de
’effecteur par rapport au
renere de référence. éauation
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Calcul cinématique d’un bras manipulateur poly-articulé basé
sur ’algébre de LIE

Nombre de d.d.1 :n du mécanisme

| Bl

K=1,n

Angle de rotation
Tx(K)

—
.

K=1,n
c=K+1
=13

>

|

Vecteur position
initial X(, ¢, K)

C=0, n-1
K=c+1
1=1,3

|

Vecteur Vitesse de
rotation W(i, ¢, K)
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Vecteur Vitesse
de translation

V(1, ¢, K)

Boucle de vanation du d.d.1
In = 0, Marge, Pas

I

Varation du d.d.1

B
2=

i=13
l

Calcul du vecteur position de I’effecteur par rapport au repéie de
1éBrence exprimé dang le repare de réfirence (Ro), X (1,0,1),
équation (V-11)

<l
-

i=1,3

Calcul du vecteur position de I’effecteur par rapport au repére de
référence exprimé dans le repére de (Rn), X (1,0,n), équation (V-13)

oy

i=1,3

Calcul du vecteur vitesse de rotation de 1’effecteur par rapport au repére
de référence w (1,0,n), équation (V-14)

r= |

=13

Calcul du vecteur vitesse de rotation de 1’effecteur par rapport au repére
de référence exprimé dans le repére (Rn), v(i,0,n), équation (V-16)
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Calcul cinématique d’un bras manipulateur
sphérique basé sur 1’algébre de LIE

Nombre de d.d.1 : n, du mécanisme

—
-

K=1n

I
Angle de rotation

Tk(k)

Vecteur position
mitial X(1,0,k)

et}

C=0,n-1
k=c+1
i=1,3

Vecteur yitesse de rotation
o(,c.k)

C=0,n
n=c+1

1=1,3
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@,

Vecteur vitesse de translation V(i,c k)

il A i i &

Boucle de variation du d.d.1.
{n=0, Marge, Pas

Vanation du d.d.1.

i=1,3

Calcul du vecteur position de 1’effecteur par
rapport au repere de référence(Ry), exprimé dans
(Ro), X(1,0,n), Equation (V-19)

=1,3
|
Calcul du vecteur position de I’effecteur par

rapport au repere de référence, exprime dans
(R3), X(1,0,n), Equation (V-21)

=
i=1,3

Calcul du vecteur vitesse de rotation de
I’effecteur, W(i,0,n), Equation (V-23)

|
1=1,3
|
Calcul du vecteur vitesse de 1’effecteur par
rapport au repére de référence, exprimé dans
le repére (R,), V(i,0,n), Equation (V-24)
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Abstract

A robot is a functional, articulated mechanical system. The conception of
the architecture of a mechanical robot may appear to be an easy one. In fact, it is
not because we have to take into account the possibility of a mechanical
realisation and at the same time the possibility of elaborating a command, which
is based on a mathematical model.

The elaboration of the command has a big impact on the mechanical
conception and that is why we have proposed two different models of command
of a manipulator arm on a closed and opened mechanisms, Then compare the
results to decide which one is the best performing model.

First, we have tried to present a critical study on the different methods of
the existing cinematically chains of command. Among all of these methods, we
have chosen two.

The first one is highly known in the robotics field, which is based on the
transformation matrices. It is a simple one for the open mechanism and presents
some difficulties for the closed one.

The second one is based on the algebra of LIE. This method has many
advantages, especially when we are dealing with small displacement.

Finally, we could notice how different mathematical formalisms ( passing
matrices and Algebra of LIE are completing each other.

Kew words

Robot, Mechanism, arm-manipulator, Kinematics chain, Kinematics, Position,
Orientation, Velocity, Transformation matrix, Algebra of LIE.



mécanismes fermes et ouvetts, puis comparer entte I&s r&mﬂtats ur ebtemr le medele le
plus performant. i

D’abord, nous avons essayé de présenter une étude critique sur les différentes
méthodes de commande des chaines cinématique existantes, parmi lesquelles on a choisi
deux méthodes.

La premiére méthode qui est trés répandue dans le domaine de la robotique est
basée sur la matrice de passage homogeéne. Elle est relativement simple surtout pour les
mécanismes ouverts, quant a son application sur les mécanismes fermés elle présente
certaines difficultés.

La deuxiéme méthode qui est intrinséque, basée sur I’algeébre de LIE. Malgré de
nombreux avantages qu’elle présente, notamment le passage aux déplacements petits, elle

demeure non exploitable par les roboticiens. Par ailleurs, on a pu constater que son
application sur les mécanismes fermés est facile et donne de bons résultats.

Enfin, on a pu remarquer comment des formalismes mathématiques différents
(matrices de passage et 1’algébre de LIE) se complétent entre eux.

CAHMots clés

Robot, Mécanisme, Bras-manipulateur, Chaine cinématique, Cinématique, Position,
Orientation, Vitesse, Matrice de passage, Algebre de LIE.



