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RESUME

Dans ce travail , nous avons étudié la controlabilité et la stabilisation par retour
d’état du mouvement d’un satellite rigide gouverné par des rétrofusées. Le modéle

mathématique décrivant complétement un tel mouvement est définie par G. Meyer
dans [ME1.66] et [ME2.71].

Concernant le premier probléme, nous avons donné les conditions nécessaires et
suffisantes de controlabilité en considérant les cas ol le dispositif de commande est
assuré par une seule ou deux rétrofusées. Une analyse de ses conditions permet de
donner une description compléte du positionnement des rétrofusées conduisant 4 un
systtme contrélable. Ainsi, nous avons montré qu’il suffit d’un seul couple de
rétrofusées pour avoir un systéme controlable.

Nous avons, ensuite, étudié le probléme de stabilisation locale par retour d’état de la
vitesse angulaire d’un satellite rigide gouverné par une ou deux rétrofusées. Nous
avons donné les conditions nécessaires et suffisantes de stabilisation locale du systéme
en se basant sur la théorie des variétés invariantes et en particuliers centrales. Pour
valider ces résultats théoriques, nous avons procédé a des simulations numériques.
Pour I"aspect global, nous avons montré, en appliquant la théorie développée par H.
TEBBIKH dans [TE2.89], qu’il existe des retours d’état stabilisateurs pour le
probléme considéré.

Mots clés :

Systémes non linéaires, Corps rigides, Equations d’Euler, Vitesse angulaire, Retour
d’état, Variétés centrales, Controlabilité, Stabilisation.
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Matrice (nxn).
Matrice (nxm), constante, décrivant la position des rétrofusées.
Energie cinétique.
Espace propre correspondant aux valcurs propres nulles.
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Matrice identité.
Matrice Gain, caractérisant les retours d’état.
Variété différentielle.
Famille de champs de vecteurs sur la variété M.
Algebre de Lie.
Algebre de Lie engendré par tous les éléments de D.
matrice des cosinus directeurs décrivant I’orientation du satellite & I’instant t.
Groupe des matrices orthogonales d’ordre 3 et de déterminant 1.
Vecteur vitesse angulaire.
Matrice de SO(3), associée au champs d’application antisymétrique.
Forme quadratique.
Espace tangent en x 4 M.
Vecteur commande.
Voisinage de Zéro.
Voisinage de X,
Fonction de Lyapunov.
Représentation graphique de la variété centrale.
vecteur d’état.
Solution du systéme issue de xpat=0.
Solution associé¢ au controle u issue de xy en t = 0.
Deux champs de vecteurs sur la variété M.
Crochets de Lie X et Y.
Angle de rotation propre.
Espace engendré par un champs de vecteurs.
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INTRODUCTION GENERALE
Problématique

Le probleme de contrdle d’attitude de satellites est né au cours des années 60 avec
la conquéte de I’espace. Ces travaux et en particulier ceux de G. Mayer [MA.66] ont
conduit, au cours de I’année 1966, au résultat suivant :

Le mouvement d’un satellite est caractérisé par le déplacement de son centre de
gravité, qui est celui d’un point matéricl dans un champs de forces centrales, et par la
position ou Dattitude qu’il occupe par rapport a un référentiel dont I’origine est le
centre de gravité et dont les axes occupent des directions que I’on considére
approximativement fixes dans I’espace.

On choisit un tel référentiel orthonormé et on note e, €», e; ses axes.

L’attitude du satellite est caractérisée par les positions des axes E,(t), Ex(t), Es(t)
d’un repere li€ au satellite et dont I’origine coincide avec le centre de gravité. ces axes
constituent le repere principal d’inertie.

En d’autres termes, Dattitude du satellite est donnée par la matrice des cosinus
directeur et définie par R(t) = r;; (t) ou r;j(t) = (E(t)ee;) ou (e) désigne le produit scalaire
ordinaire de R’

Si on suppose que le repeére li¢ au satellite est un repére principal d’inertie et si
Pon considere le repére e, ¢, e; galiléen, les principes fondamentaux de la
dynamique permet de décrire complétement le mouvement du satellite par les
¢quations suivantes : '

dR(t .

T = sopRO, 0.
da, (t

11-_'%1{('1 = (L2 —I3).w(t).03(t) + [,.F (1),
dao(t) .

12-%}“ = (I3 = I).os(0).0 (1) + 15 . I5(t) , 0.2)
dos(t

L= = (h—L).oi().0t) + I3 F5(1) .

ol 0 o -
S(w) =] -w3 0 w; | est la matrice antisymétrique ,
w -0 0



R(t) est un €lément de SO(3) le groupe des matrices orthogonales d’ordre 3 et de
déterminant 1,

Les ¢quations (0.2) ou équations d’Euler, décrivent le mouvement du vecteur
vitesse angulaire de rotation (w,(t), wa(t), w3(t)) dans le repére lié au satellite
L (t), Ea(t), E5(t) qui est un repére principal d’inertic.

I, I, I3 désignent les moments d’inertie principaux que l’on considére
gén€ralement tous distincts et plus particuliérement : [, > L, > 15 .

Le vecteur (F,(t), Fa(t), F5(t)) représente le moment des forces extérieures
appliquées au satellite, les composantes étant prises dans le repére lié au satellite.

Dans le probléme qui nous intéresse, ces moments sont créés par des rétrofusées
fixées au satellite en émettant du gaz dans les deux sens opposés. Pour un tel couple, le

moment des forces extéricures appliquées au satellite peut s’écrire :
(F\(6), Fo(t), F5(0) = u(h(1.b1. Ioubo, Inbs) | 03)

ou by, ba, by sont des constantes ¢t u(t) désigne une application détinie sur [0,T], T>0
non fixé.

Dans le cas ou le dispositif est équipé par m couples de rétrofusées, le systéme d’équations
s’écrit :

_d_%{ﬂ) = S(w(1)).R(1), (0.1)
= e - Suo. | |
R G PRGINE by (04
i (h*f;h).m.<t).mgm by*

Le systéme (0.4) peut étre représenté sous la forme condensée suivante :

d_(g_lﬂl = Q(w(l)) + Zuk(l) b , (0.5)

ou B =(by) est une matrice 3xm, constante, décrivant la position des rétrofusées.
Q(a(t) = (las. @2(t) @3(1), Is1. w3(t) @1(t), L2. @(t) (1)),

I, -1 I -1 I -1,
avec 123“"?'1,131:"%:4,[12: L



Le systeme (0.1) et (0.4) est dit contrdlable si pour tout couple d’états (R, w), et
(R’, @) de SO(3)xR’ il existe une commande u(t) transférant (R, ©) en (R’, ®’).

On dit que le mouvement de rotation du satellite est asymptotiquement stabilisable,
s’1l existe un retour d’état u(t) tel que ¥V w (0), o(t) - 0 quand t —

Le probléme est de calculer des retours d’états qui assurent la contrélabilité du
systéme ainsi que sa stabilisation asymptotique et cela dans les deux cas ou le
dispositif est équipé d’une seule ou deux rétrofusées.

Recherche Bibliographique

La recherche bibliographique que nous avons mené sur le sujet nous a conduit a la
synthése suivante:

Jusqu’au années 80, on se contentaient des techniques de commandes traditionnelles
faisant intervenir trois pairs de rétrofusées et possédant a des contrbles par rotation
successives au tour des trois axes d'inertie. Parmi les derniers résullals sur ce sujet,
nous mentionnons I’étude de BONNARD dans [BO3.81] sur la contrélabilité des
systemes non lindaires dont les résultats obtenus ont été appliqué au probléme controle
d’attitude d’un satellite rigide gouverné par des rétrofusées [BO4.82]. Il a montré dans
son étude que pour décrire de fagon compléte une loi de commande, on doit faire
recours au probléme de contrble optimal.

Dans le prolongement de ces travaux, H. TEBBIKH, dans [TE2.89] et [TE3.95], a
é¢tudié la controlabilité des systémes polynomiaux homogenes et en particulier
quadratiques.

Pour le probléme de stabilisation, parmi les études les plus marquantes, nous citons
les travaux de WILSON [WI.67], dans lesquels il a étudié la stabilité asymptotique,
basés sur la théorie de LYAPUNOV [ZU.64]. Le probléme crucial pour étudier la
stabilité asymptotique est la construction d’une fonction de Lyapunov. Cette difficulté
est indiquée par le résultat de ARNOLD [AR1.74] qui montre implicitement que :
« Méme si un champs de vecteurs est polynomial, il n’existe pas de conditions
algébriques sur les coefficients de ce champs de vecteurs pour étudier la stabilité
asymptotique ». Notamment, une fonction de Lyapunov pour un champs de vecteurs
n’est pas forcément polynomiale. Ce résultat est lié aux problémes des cycles pour une
équation diftérenticlle plan qui n’est pas soluble algébriquement.



En 1976, LASSALLE [LA.76] a présenté¢ une étude permettant d’obtenir des
conditions nécessaire et suffisante de stabilisation des systémes non linéaires.

En se basant sur I’étude théorique précédente, QUINN et JURDJEVIC [GB.79]
généralise ses résultats pour les systémes non linéaires a m entrées.

En 1981, CARR [CA.81] introduit la théorie des variété centrales , dans un contexte
plus générale, qui permet d’analyser le comportement topologique d’une équation
différentielle au voisinage de la position d’équilibre. Les difficultés pour résoudre le
probléme sont de deux ordres : complexité des calculs et d’analyse de la stabilité
locale dans la variété centrale.

Ces résultats ont étés utilisées par H. TEBBIKH dans [TE.2.89] pour étudier le
probléme de stabilisation des systémes polynomiaux homogeénes et en particulicr
quadratiques

Plan de la thése

Aprées avoir présenté le probleme et les résultats existants, il convient maintenant de
préciser le contenu de cette these.

Dans ce travail, nous avons essayé de résoudre ce probléme de la fagon la plus
compléte possible en se¢ basant sur la théorie de la commande des systémes
dynamiques non linéaires développée lors des quinze derniéres années. Les résultats
théoriques obtenus de I’analyse de la stabilité sont simulé numériquement afin de
véritier leur validité et de voir le comportement dynamique du systéme,

Pour arriver 4 notre objectif, nous avons réparti notre travail en trois chapitre :

Dans le premier chapitre, nous avons étudié le probléme de controlabilité du
systeme d’équations (0.1) et (0.4), décrivant le mouvement d’un satellite rigide.

Nous avons donné les conditions nécessaires et suffisantes de contrélabilité lorsque
le dispositif de commande est assuré par une seule et deux rétrofusées. Une analyse de
ses conditions permet de donner une description compléte de positionnement des
rétrofusées.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté les résultats les plus récents
concernant le probléme de stabilisation locale ¢t globale des systémes non linéaires.



Pour P'aspect local, I’étude standard consiste a utiliser la théorie des variétés
invariantes et en particulier centrales introduites par J. Carr [CA.81] et qui consiste a :

(i) Chercher un retour d’état qui permet de fixer localement cette variété centrale
de telle sorte qu’elle soit exponentiellement attractive.

(i)  Chercher une variété centrale y = h(x), tel que I’origine soit localement stable
pour la dynamique sur cette variété.

Pour Paspect global, la théorie la plus récente est celle développée par H.
TEBBIKH dans [TE2.89] qui consiste a construire une fonction de lyapunov
globalement attractive par I’origine.

En fin de ce chapitre et comme application de la théorie locale, nous avons présenté
une méthode pratique de construction du retour d’état stabilisateur.

Dans le chapitre 3, nous avons utilisé la théorie développée en chapitre 2 pour
étudier le probléme de stabilisation locale et globale par retour d’état de la vitesse
angulaire d’un satellite rigide gouverné par une seule et deux rétrofusées.

La simulation numérique dont le but est de vérifier la validité des résultats
théoriques obtenus de I’étude de la stabilité et de voir le comportement dynamique du
systéme étudié est proposée en boucle fermé. Elle consiste a résoudre numériquement
un systeme d’équations différentielles dans P’espace d’état. La méthode que nous
avons jugé la plus adaptée pour notre probléme est celle de Runge-Kutta d’ordre
supérieur.



CHAPITRE 1

CONTROLABILITE DU MOUVEMENT
D’UN SATELLITE RIGIDE GOUVERNE
PAR UNE OU DEUX RETROFUSEES



CHAPITRE 1

CONTROLABILITE DU MOUVEMENT D’UN
SATELLITE RIGIDE GOUVERNE PAR
UNE OU DEUX RETROFUSEES

1 INTRODUCTION

Considérons le systéme d’équations décrivant le probléme de contrdle d’attitude
d’un satellite rigide gouverné par des rétrofusées, suivant :

RO _ sim)Re,

dt b4
1.%9 = S(w(t).Lot) + ibi ut), (1.2)

ou: I=diag(,, I, I5) estla matrice d’inertie,
o = (@), 01, ®3)" N> est le vecteur vitesse angulaire,
b= (by, by, ..., b,) est une matrice constante de 91°*™,

u;(t) est une application définie sur [0 ,T], T > 0 non fixé,

0 W3 -y
S(w) = [-03 0 ;| est la matrice antisymétrique.
Wy - 0

Le systeme décrit par les équations (1.1) et (1.2) est dit contrdlable si pour tout
couple d’états (R, ), (R’, ’) de SO(3)xN’ il existe une commande u(t) qui permet le
transfere de (R, o) en (R’, w’).

L’objet de ce chapitre est d’établir les conditions nécessaires et suffisantes de contrdlabilité

du systeme d’équations (1.1) et (1.2) dans le cas ou le dispositif de commande serait assuré

par une seule ou deux rétrofusées.



2. PRELIMINAIRES

Dans cette section, nous rappelons certaines définitions préliminaires sur les outils
mathématiques nécessaires a I’étude du probléme tels que les variétés, le crochet de
Lie.

Une variété M de dimension q de R" est une partie de R" définie par
= {x € N, F(x(1)) = 0} ot F(x(t)) est une apphcatlon analythue de R" dans R e

le rang de la matrice jacobienne de F(x) en x, ( ox )(x) est (n-q) en tout point x de M.

L’espace tangent en x 3 M, note T M, est le sous-espace vectoriel de dimension q

de R" détini par T,M ={v € R", (0 )(x).v=0}.

Soit X M » MW" unc applicatlon analylique. Associons a cette application une
; . dx(t
équation différentielle sur R": —dgll = X(x(t)). On appelle champ de vecteurs
analytique X de M" Iapplication analytique X : R" — R".

On dit que X est un champ de vecteurs sur la variété M si X(x(t)) appartient a
Pespace tangent TyM, V x € M.

Soit dx{1)

aE = X(x(1)) une dEquation différenticlle sur N" et x(t, xo) la solution de

cette €quation différentielle vérifiant la condition initiale x(0, xo) = x¢. Alors,
siXg € M, on dit que la solution x(t, X,) appartient a la variété M.

Un systéme asservi sur M est une équation différentielle de la forme
dx(t)
dt = F()‘(t) H) U(t)),

ol u(t) est une application de R" et F(x(t), u(t)) est un champ de vecteurs sur M.
p

Soit X et Y deux champs de vecteurs sur R". Le crochet de lie de X et de Y est un
nouveau champ de vecteurs, notée [X, Y], défini en coordonnées locales x M, par la
relation :

oX . X
[(X,Y](x)= £ (x).Y(x) - % (x)-X(x).



On appelle algébre de lie, notée L, I’espace vectoriel des champs de vecteurs sur la
variété M muni de la loi de crochet de lie.

Soit D une famille de champ de vecteurs sur M. On désigne par L(D) I’algebre de
lie engendrée par D. L(D) est espace vectoriel engendré par tous les crochets formés
a partir d’éléments de D.

Soit x € M, I’ensemble L(D)(x) = {V(x); V € L(D)} est un sous-espace vectoriel de
espace tangent en x @ M. Le rang au point x de la famille D est par définition la
dimension de cet espace vectoriel .

3. POISSON-STABILITE

Dans cette section, nous introduisons la notion de Poisson-stabilité que nous
appliquons sur la partie libre du systétme d’équations différentielles (1.1) et (1.2)
définie par le systéme (1.3) et évoluant sur I’espace SO(3)x*R” :

dR .
T S(w).R,

dw I, -1
dt] = ( ‘1| : )_0)2.(1)3 5 (1.3)

d(!)'} ;-1
dt = ( ll_, l)'m}(’)l ]

d(l)} lJ. - .[2
dt = 1_} ).(1)1.0)2 .

3.1. Définition

dx(1)

Soit ait - X(x(t)) une ¢quation différentielle sur une variété M. On suppose que

la solution x(t, Xo) issue de X a t= 0 est définie Vt > 0.

On dit que X est stable au sens de Poisson si V T > 0 et V V voisinage de xy, il
existe t; = T tel que x(ty, %) € V.

3.2. Proposition

L’ensemble des points Poisson-stables du systéme libre (1.3) est dense dans
SO(3)xN°.



Preuve :

Les équations d’Euler possédent deux intégrales premiéres qui expriment :

e la conservation de I’énergie cinétique :
2 2 2
M~ My M;
2E = o o ,
I[ 12 13

e la conservation de la norme du moment cinétique :
IMIP = M+ M;” + M5>.

Les trajectoires ¢voluent sur des ellipsoides et sur chaque ellipsoide toutes les
trajectoires exceptées 8 trajectoires particulieres sont périodiques de période
supérieure a zéro [AR3.76].

Soit (Rg, wg) un élément de SO(3)<N’ ¢t Ion suppose que la trajectoire w(t, wy)
issue de @ est périodique de période T > 0.

On va montrer, dans ce qui suit, que le point (Rg, o) est stable au sens de Poisson .

dR(t)

L’équation diftérentielle g = S(w(t),we(t)).R(t) s’interpréte comme une équation

différentielle matricielle dont les coefficients sont périodiques de période T.

Notons R(t ,ty) la solution de cette équation différentielle telle que R(ty, tp) = I4 ou I,
désigne la matrice identité d’ordre 3.

La solution R(t, ty) issue en t = 0 de R(O0, ty) = Ry s’écrit R(t, Ry) = R(t, 0).Ry.
D’autre part, on peut vérifier que R(t, tp) = R(t, t;).R(t}, tp) et R(t+T, tp+T) = R(t, ty),
donc en particulier R(nT, 0) = R"(T, 0); Vn € N.

R(T, 0) est une matrice de rotation de 9%, elle est donc caractérisée par un axe H (de
méme direction que le moment cinétique) et par un angle 0.

Selon 6, deux cas sont distingués :

0 ; ng-
e Si 3 ost rationnel alors il existe n € N tel que R (T, 0) =15 .

0 :
e Si o oSt irrationnel alors {R"(T, 0); n € N} est dense dans le groupe de toutes les

rotations d’angle O.



Donc, dans les deux cas il existe une suite croissante n, d’entiers tendant vers -+
tel que la limite de R(nyT, 0), quand ny — +o, est égale a 1 .

Puisque R(t, to) = R(t, 0).Ry, la suite R(n, T, to) converge vers Ry .

On a bien montrer que le point (Ro,w,) est stable au sens de Poisson, d’ou
’assertion ¢.

3.3. Remarque
Le résultat ci-dessus est une conséquence du théoréme de Poincaré-Hopf [GO.69]

sur les propri€tés de récurrence des trajectoires d’un systéme Hamiltonien sur un
espace compact.

4. ACCESSIBILITE

Considérons sur R", le systéme asservi suivant :

%9 = F(x(1), u(t)), (1.4)

ot x(t) € N, u(t) est une application définic sur [0, T], T > 0 non fixé et a valeurs
dans une partie U de " et F une application analytique définie sur R"™ et a valeurs
dans R".

Notons X(t, Xg, u) la solution de (1.4) associée au controle u issue en t =0 de x,.

4.1. Définition

On dit qu’un point x € N" est accessible a x, ou encore X, est recalable en x s’il
existe une commande u et un temps t > 0 telle que x(t, Xg, u) =X .

4.2. Définition

On dit que (1.4) est controlable sur une variété M de R si et seulement si V
Xg et X € M, x est accessible a x,,.
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5. CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES
DE CONTROLABILITE

Dans cette section, nous allons caractériser la contrélabilité du systéme asservi
décrit par les équations (1.1) et (1.2), décrivant le probléme de contrdle d’attitude d’un
satellite rigide, en considérant les deux cas ot le satellite est gouverné par une seule ou
deux rétrofusées.

5.1. Proposition

Considérons le systéme d’équations (1.1) et (1.2) sous la forme suivante :

d m
d-’: = Q) + kz.:G i, (1.5)

o O(x) = {{(m), S(m).R} , Gi=(g;, 0) avee g;=T"by, f(@) =I", S(w).Lo et u,(t) unc
application définie sur |U,1], 1 > U non fixé.

Le systéme (1.5) est controlable si et seulement si :
Lx)={XXx);XeL}=TM; Vxe M,

ou L est I'algébre de lie engendré par le champs de vecteurs R", Q, bl, v, B, et TyM

'espace tangent en x a M, alors :
Preuve :

La proposition 3.2 monte que I’ensembles des points poisson-stables est dense dans M
pour la partie libre du systéme .

Sachant que les conditions nécessaires et suffisantes d’accessibilité du systéme a tout point
x € M[KH.77] sont:

Lx)={X(x);XeL}=TM; ¥Vxe M,

I.’assertion découle, alors , de la définition 4.2 9.
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Comme premicére application, considérons le cas ol le dispositif de commande du
satellite serait assuré par deux rétrofusées (m = 2) . Le résultat est alors annoncé dans
la suivante :

5.2. Proposition

Considérons le systéme d’équations (1.1) et (1.2) avec deux commandes :

dR

&~ SR,

d
g = S(@)L @+ byu; + by, (1.6)

Avec | U; | < Bi, et by, by linéairement indépendants.
Le systeme (1.6) est contrdlable, avec [3; arbitrairement petit, si et seulement si :

%> = span{by, by, S(w). I"'.®, @ € span{by, by}}. (1.7)
Preuve :

Dans ce cas, considérons les champs de vecteurs Gy, Gz et [Q, Gi](x) tel que :

Q. G100 = L @) S@R) s i=1,2 (1.8)
et soit :
Gy, v2) = Qs (Y1.Gy +72.G2)), (11.Gy + v2.G2)] = (g3(y1, ¥2), 0) (1.9)

oo gy, v2) = 2.1.S(rg Y22l (11.81 + 12.82)

ce qui entraine :

df
[Q, Ga(y1, v2I(x) = (a;t)' (©).g3(y15 v2), S(g3a(y1, v2))-R). (1.10)

Soit P le sous-espace de 9t° engendré par b, ct b, et considérons la condition (1.7)
qu’on peut écrire sous la forme :

N> = span{by, by, S(w).I"".w, w € P =span{by, by}}, (1.11)
qui est équivalente a :

8{3 = Span{gla 22, gJ(Yia 72) >y Y2 € ER}’ (1'12)
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Ln tenant comple de cette condition, il suit que Gy, Ga, {Gs(y1, 12) 5 Yi,72€ R}, [Q,
Gil(x), [Q, G2]() et {[Q, Gs(vi, 2)I(X); 71, 2 € R} engendre ’espace tangent
T(SO3)x R?) pour tout x = (R, ) € SO(3)x R>. .

Donc, la condition (1.7) est une condition suffisante d’accessibilité.

Pour montrer que la condition (1.7) est nécessaire pour I’accessibilité, substituons :

Lo = y1.b +v2.by + v5.8(by).by (1.13)

dans le systéme d’équations suivant :

1.%? = S(0).l. © + by.u; + byuy (1.14)

oun obtient :

d .

_{},{L = (i) tm,

dy, o

_}[‘ = t?.(Yl: Y2, Y3)+u2’ (1]5)

dt Y3- f3(YI= 'Y?.) + “S(bz)blnz »

o {4y, ¥2) = biS(b2).S(yi-by 1 ynbo) 0 (y,.b, +¥2.by).

Il est clair que f4(y;, y2) est non nulle si et seulement si la condition (1.7) est
satisfaite.

Dans le cas o {y(y), y2) est nulle, ’espace 9> ne peut étre complétement
accessible pour le systéme (1.15) et les variétés intégrales maximales sont :

OOy =0h, (W nyiv <0}, (8 nysy>0,

c’est a dire que I’espace engendré par {9° Ny ;y; =0} est un espace invariant pour le
systéme (1.15), s’il I"atteint il y reste .

Dong, la condition suffisante (1.7) est aussi une condition nécessaire d’accessibilité.
D’ou, I’assertion 9.
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Comme deuxiéme application, considérons le cas ou le dispositif de commande du
satellite serait assuré par une seule rétrofusée (m = 1) . Le résultat est alors annoncé
dans la proposition suivante :

5.3. Proposition

Considérons le systéme (1.1) et (1.2) avec une seule commande :

dR

G = S@)R,
1.%‘-"{ = S(w).l. @ + b..u,, (1.16)

avec |ui | < B;, et b; #0, alors :
Le systéme (1.16) est contrélable, avec B; arbitrairement petit, si et seulement si :
91 = spantby, S(b)).l b}, S(w).I"".0, © € spanib;, S(b,).I"".b,}}. (1.17)
Preuve :

Dans ce cas, considérons les champs de vecteurs G, et [Q, G1](x) tel que :
[Q. Gil) = (4 (@)1, S@)),
et soit ,aussi, le champs de vecteurs :
[[Q, Gi], Gi] = (g4, 0) = Gs, (1.18)
ot g = 2I'.8(g).Lg.

Alors :
d
[Q, (11.G) + 12.G4)(x) = (d—mt (©).(y1-81 + v2.84), S(Y1.81 T 12.20).R) ,

et [[Q, (v1.G1 +72.Gal, (v1.Gy +712.Ga)] = (gs(y1, 72), 0) = Gs(y1, 12) (1.19)
ou 25y, v2) = 2.I7.S(y,.e + y2.24) Ly +y2.24)

Finalement, on obtient :

d
[Q, Gs(y1, v2)I(x) = (d—w[ (©)-8s(v1, v2), S(gs(Y1, ¥2))-R). (1.20)
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Considérons maintenant la condition (1.17) :
R = span{b;, S(b)).I".b;, $(0).I".0, ® € span{b,, S(b)).I"b,}1, (1.17)

cette condition est équivalente 2 :

m3 = Span{gl: 4s gS(Yls 'YZ) » Y. Y2 € sR} (121)

En tenant compte de la condition (1.17), il suit que G, Gy, {Gs(y1, v2) ; 1,726 R},

[Q, Gi](x), [Q G4](x), et {[Q, Gs(y1, 12)1(x) ; 1, 12 € R) engendre I’espace tangent
T(SO3)x R* ) pour tout x = (R, ©) € SO(3)x N>,

Donc, la condition (1.17) est une condition suffisante d’accessibilité.

Pour montrer que la condition (1.17) est nécessaire pour ’accessibilité, substituons

’expression :

Lo = y.b; +v2.8(b;).1".b; +71;. S(b)).S(by).I'\b, , (1.22)
dans le systéme d’équations :

da

I'ge = S(@).L @+byu, (1.23)
et en assumant que S(b;).I"".b; # 0, on obtient :

d

“‘h = i(y1, Y2, 3) +uy,

gxz

= f2y1, Y25 73) » (1.24)

Sl}il _ S {a(y1, 72)
dt — 1 t3(v1, 12) ”S(bl),S(b,).I'l.blllz ’

od fuly;, v2) = b,".I".S(b)).S(b,).S(y:.b; + Y2.8(b).I" b)) (y,.b, + v2.S(b)).I".b))
etfa(y1, 0,y3) #0.

Il est clair que f4(y), v2) est non nulle si et seulement si la condition (1.17) est
satisfaite.

Dans le cas out {4(yi, v2) est nulle, ’espace 9 ne peut étre complétement accessible
pour le systeéme (1.24) et les variétés intégrales maximales sont :

P Ay;1=0), (B ny;1<0), (R Ay >0},

c’est & dire que I’espace engendré par {9° Ny ; v; = 0} est un espace invariant pour le
systeme (1.24) .
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Notons que si S(b)).I"".b, = 0, le systeme (1.24) ne peut étre contrdlable, car cela
correspondrait au cas ol b; est un vecteur propre pour la matrice principale d’inertie I,
i.e., un axe principal.

Donc, la condition nécessaire (1.17) est aussi une condition suffisante
d’accessibilité. D’ou, I’assertion ¢.

6. CONCLUSION

Nous venons de montrer que le systéme décrivant ’attitude du satellite est
controlable moyennant le bon emplacement des rétrofusées.

Cette emplacement est fixé par les relations (1.7) ou (1.17) selon le cas ou le
systéme est commandé par une seule ou deux rétrofusées (respectivement) .
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CHAPITRE 2

STABILISATION PAR RETOUR D’ETAT
DES SYSTEMES NON LINEAIRES



CHAPITRE 2

STABILISATION PAR RETOUR D’ETAT
DES SYSTEMES NON LINEAIRES

1- INTRODUCTION
Considérons les systémes linéaires a coefficients constants de la forme :

%&9 = A.x(t) +B. u(t) @1

La solution nulle du systtme autonome (2.1) (c’est a dire lorsque B = 0) est
asymptotiquement stable si et seulement si les valeurs propres de A sont a parties réelles
strictement négatives.

Si une des valeurs propres est & partie réelle strictement positive, la solution nulle est
instable.

la solution nulle du systéme linéaire commandé (2.1) (B # 0) est asymptotiquement
stabilisable si et seulement si il existe un retour d’état linéaire k : R" — R™, K(0)= 0,
tel que toutes les valeurs propres de la matrice A + B.K sont a parties réelles
strictement négatives.

Dans le cas non linéaire, il faut distinguer deux aspects local et global.

Considérons le systéme non linéaire suivant :

%&Q = F(x(t)) + B. u(®), x(0)=0, (2.2)
ou x(t) € R",ue R" et F, by, by, ....., b, sont des champs de vecteurs de R".

Danslecasou B=0:

On dit que 0 est localement stable si pour tout voisinage v de 0, il existe un voisinage

v’e v de 0 tel que toute trajectoire x(t, Xo) issueen t=0 de x, € v’ reste dans v ;
Vt20. |
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Si de plus x(t, Xg) = 0, lorsque t — +oo, on dit que 0 est localement asymptotiquement
stable .

Il est dit globalement asymptotiquement stable si quelque soit x, € R,
x(t, Xg) = 0, lorsque t — +co,

Une fonction de Lyapunov, pour I’équation autonome (2.2) (B = 0), de domaine D
contenant 0 est une fonction, C*, V : D — R qui vérifie :

(1) V(0) =0 et V(x)>0 si x#0.
(2) LxV(x) <0 sur D-{0} etLxV(0)=0.
(3) 'V tend vers une limite constante, finie ol nomn, a la frontiére D.

Le systeéme est alors dit asymptotiquement stable sur D si de plus 0 est un attracteur
global sur D.

Rappclons le résultat suivant du & Massera [MA.56] :

Théoréme

Une condition nécessaire et suffisante pour que 0 soit asymptotiquement stable dans le
domaine D est qu’il existe une fonction de Lyapunov pour I’équation autonome (2.2),
définie sur D.

Danslecasod B#0:

On dit que le systéme (2.2) est localement ou globalement stabilisable (respectivement
localement ou globalement asymptotiquement stabilisable) en 0, s’il existe un bouclage
K:R"— R™, K(0) =0, tel que le systéme bouclé :

dﬁdtg = F'(x(1), (23)

ou F' =F + B.K, est localement ou globalement stable (respectivement localement ou
globalement asymptotiquement stable) en 0 .

Dans ce chapitre, nous allons présenter les conditions nécessaires et suffisantes de
stabilisation locale et globale par retour d’état des systémes non linéaires.
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Pour Paspect local, le traitement standard est 1utilisation de la théorie des variétés
invariantes et en particuliers centrales introduites respectivement par P. Hartman [HA.82]
et J. Carr [CA.81] qui permettent d’analyser le comportement topologique d’une équation
différentielle au voisinage d’une position d’équilibre. Une approche plus systématique
ctant d’ailleurs, la construction des formes semi- normales pour les champs de vecteurs
au voisinage des positions d’équilibres, relativement a D’action locale de
difféomorphismes.

Les difficultés pour résoudre le probléme sont de deux ordres : complexité des calculs
et d’analyse de la stabilité locale dans la variété centrale.

Par ailleurs, on montre dans le chapitre 3, en utilisant la théorie des variétés centrales,
qu’il existe des retours d’état stabilisateurs pour la solution nulle des €quations d’Euler
décrivant le mouvement d’un satellite rigide gouverné par une ou deux rétrofusées.

Pour I"aspect global, une approche classique est de globaliser le résultat local, par
axample en étudiant le domuine de validité d"use fonction de lyapunov ot en évaluant le
domaine d’attraction de I’origine.

Pour bien éclaircir les définitions de la stabilité locale et globale pour les systémes non
lin¢aires, rappelons les conditions nécessaires et suffisantes de stabilité locale introduites
par R. W. Brockett [BR1.78] et qui repose sur les résultats de F. W. Wilson [W1.67] et
celles de la stabilité globale basées sur le théoréme de Lassalle [LA.76], développé par
Jurdjevic-Quinn [QJ.78] et généralisé aux systémes non linéaires par H. Tebbikh
[TE2.89] .

2. CONDITIONS NECESSAIRES DE STABILISATION LOCALE DES
SYSTEMES NON LINEAIRES

Considérons le systéme non linéaire suivant :
B = R, uw), FO, 0)=0, (2.4)
et son linéarisé en (0, 0) :
d‘):j%l =A. x(t) + B. u(t) ,

ou A. x(t) est la partie linéaire de F(x(t), u(t)).
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Notons v(x) le voisinage de zéro. Alors, d’aprés les travaux de R. W. Brockett

[BR2.83], les conditions nécessaires de stabilisation du systéme (2.4) sont les suivantes :
Théoréme
le systéme (2.4) ne peut étre stabilisable que si :

(1) Il existe un retour d’état linéaire k : " — K™, K(0) = 0, tel que toutes les valeurs
propres de la matrice A + B.K sont a parties réelles strictement négatives.

(i)  Iexiste v(x) tel que V € € v(x), le point Zéro est accessible a (-

(i) L’image de F: R"xR™ — RN de tout voisinage de (0, 0) € R°xR™ est un
voisinage de Zéro de R".

Démonstration Voir [BR1.78].

3. CONDITIONS SUFFISANTES DE STABILISATION LOCALE DES
SYSTEMES NON LINEAIRES

Dans ce paragraphe, on rappelle les résultats de J. Carr [CA.81] sur les variétés
centrales (dans un contexte plus général), qu’on applique pour résoudre le probléme de
stabilisation des équations d’Euler décrivant le mouvement d’un satellite rigide.

3.1. Variétés centrales

Considérons pour cela le systéme (2.2) suivant :

dx(t
_d%)- = F(x(t)) + B. u(t), (2.2)
ol x(t) € N, u(t) e R" et F,b;,b,, ....., b, sont des champs de vecteurs de R".

Un ensemble S e R" est dit variété invariante pour I’équation (2.2) (B = 0) si :
Vxo e R, V't e R, x(t, x) € S.
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Supposons qu’il existe un systéme de coordonnées (x, y) € R" dans lequel y = h(x) est
une variété invariante pour le systéme (2.2) (B = 0) et supposons que la dynamique sur
cette variété est décrite par :

d_)éi_[) = F(x, h(x)) .

Alors, on dit que y = h(x) est une variété stable (respectivement instable) si les

oF ‘
valeurs propres de 3 (0,h(0)) sont a parties réelles négatives (respectivement positives).

Si ces valeurs propres sont nulles, on dit que y = h(x) est une variété centrale.

Pour illustrer ce concept, considérons le linéarisé en 0 suivant du systeme non linéaire
(2:2)4

%%Q = Aft) + Boult) +1x) (2.5)

; 3 . oF
ou u est une entrée de dimension m, B une matrice contante, A = ox (0) et f(x) sont les

termes > 2,
Par un changement de base approprié, (2.5) se transforme en :

a = AnxiF i),

'a‘ = Azl.xl g A22.X2 + fz(XI,X2) + Bz.u 5 _ (2.6)

ou (A2, B2) est une paire contrélable . Donc, il existe un retour d’état linéaire
u=kyx, tel que A+ B,k est stable.

En considérant le retour d’état u=ky.x,+ v, le systeme (2.6), en boucle fermé, s’écrit
sous la forme :

dx
Tftl = Anxi +i(x,x2) ,
%2 = Agl.)(; i (Azg + B;)_.kg ).Xz + fz(X; ,Xz) + Bz.V 3 (27)
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3.2. Variétés centrales et stabilisation

Le systéme (2.7) est stabilisable par le retour d’état linéaire si les modes incontrdlables
(correspondant aux valeurs propres de A|;) sont asymptotiquement stables.

D’autres part, si Aj; a des valeurs propres a parties réelles positives, le systéme (2.7)
ne peut tre totalement stabilisable.

Le cas ou les valeurs propres possédent une partie réelle nulle s’appelle cas critique.

Considérons le cas ol la matrice A;; n’a pas des valeurs propres a parties réelles
positives. Alors, en effectuant un autre changement de base permettant la diagonalisation
de Ay, on arrive (avec une notation adéquate) au systéme :

dx
-&-I-L = A% + fi(x1, X2, X3) ,

d}'n
Ft“ = Ag.Xz + (X1, X2, X3), (2.8)

dx .
-Ei—tl = Ajzsxz+ f53(X), X2, X3) + B. u,

avec Ay critique, A, a des valeurs propres a parties réelles négatives et (As; , B) est une
paire contrflable (image de la paire (Ay, , B) du systéme (2.7)). Les fonctions f, , £ , f;
sont les termes d’ordre = 2. Ces termes disparaissent a 1’origine.

Le probleme est de construire un retour d’état u = F(x;, X, X3) qui permet au
systeme de revenir a 0 selon une trajectoire bien particuliére appelée variété centrale.

Considérons D’espace propre E° correspondant aux valeurs propres de A, (oi

X2 =x3=0). Alors, d’apres J. Carr [CA.81], il existe une variété centrale W° tangente 2 E°
a I’origine représentée localement par le graphe :

W = {(x;, hi(x), ha(x1)) 5 hy(0) = hy(0) = Dh,(0) = Dhy(0) = 0}. (2.9)

La projection du champs de vecteurs de W° dans E°, donne :

dx
= Anxn A0, hix), h(a)). (2.10)
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. y : dx dx
Puisque h(x;) est tangente a x,=x3=0 et les équations en termes de th et ‘af‘

sont asymptotiquement stables, alors ;

3.2.1. Théoréme

Si P'origine de (2.10) est localement asymptotiquement stable, alors Porigine de (2.8)
est aussi localement asymptotiquement stable.

Preuve voir [CA.81].
3.2.2. Approximation de la variété centrale

Considérons la variété centrale h(x,) = (h;(x,), hy(x,)) et le retour d’état correspondant
u = F(xy, X3, X3).

Par invariance de la dérivation sur h(x,), on a :

_Ql(;—
dt

Dh(x,). %L = . 2.11)

Pour calculer la variété centrale h(x;) = (h(x,), ha(x,)), on remplace x, par h;(x,) et x3
par ho(x,) dans I’équation (2.11) et on obtient :

Dll(X|).(A| 1.Xp + i](xl, h.(xl), hg(){|))) = ey
Ay (xy) + f2(xy, hy(xy), ha(x)))
...... = (2.12)
Asz.ha(x)) + B3(xy, hy(xy), ha(x;)) + B.F(x;, hy(x1), ha(x,))

avec les conditions aux limites Dh(0) = h(0) = 0.

Alors, h(x,) est la solution de I’équation différentielle aux dérivées partielles (2.12)
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Le théoréme suivant permet I’approximation de la solution h(x,) (par développement
en série de Taylor au point x; = 0) .

3.2.3. Théoréme

S’il existe une fonction ¢(x;) = (¢:1(x1), $2(x;)) avec ¢(0) = D§(0) = 0, qui satisfait
I’équation différentielle aux dérivées partielles (2.12), alors :

hy(xp) =4y (x1) + O (Ix,]?),
ha(x1) = d2(x) + O (Ix, 7)),

ol O(|x;]? ) sont les termes d’ordre supérieur a p (p>1).
Preuve Voir [CA.81].
Le systéme (2.10) s’€crit alors :

%‘ = Anx + 10, ¢1(x0) + O (1%, 7), da(x) +O (I %, [?)). (2.13)

Il est évident que ce systéme est localement asymptotiquement stable si et seulement

si: A
dx .

ar = Anx TR0, di(x)); da(x1), (2.14)

est localement asymptotiquement stable.

Sachant que la dynamique sur la variété centrale (x; == h|(x;), X3 = hy(x,)) est décrite
par le systeme (2.14). Alors, le résultat essentiel de ce concept est le suivant :

3.2.4. Proposition

Le systeme est localement asymptotiquement stable en 0 si et seulement si :
(1) La variété centrale est localement exponentiellement attractive.
(1)  L’origine est localement stable pour la dynamique sur la variété centrale.

Preuve Voir[CA.81].
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Le probléme est alors d’adapter les résultats précédents au probléme de stabilisation
des équations d’Euler décrivant le mouvement d’un satellite rigide qui consiste a :

(1) Chercher une variété centrale y = h(x), tel que I’origine soit localement stable pour
la dynamique sur cette variété.

(i)  Chercher un retour d’état qui permet de fixer localement cette variété centrale de
telle sorte qu’elle soit exponentiellement attractive.

3.2.5. Remarques

Les fonctions ¢, et ¢, dépendent de u = F(x;, x», X3) et de ’équation différentielle aux
dérivées partielles (2.12).

d
Cette approche est généralisable pour des systémes de la forme d_)t( = F(x, u) et

permet de répondre aux différents problémes posés dans la nature.

4. CONDITIONS SUFFISANTES DE STABILISATION GLOBALE DES
SYSTEMES NON LINEAIRES.

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler les conditions suffisantes de stabilisation
globale des systémes non linéaires de la forme :

%9 = F(x(t)) + B. u(t) . (2.2)

Ces résultats sont basés sur le théoréme de Lassalle [ILA.76], développé par Jurdjevic-
Quinn [QJ.78] dans la cas ou F(x) = A.x et généralisé par la suite par H. Tebbikh
[TE2.89] aux systé¢mes non linéaires.

Soit V(x) une fonction qui satisfait les conditions suivantes :

() V(x>0 Vx e R"{0} et V(0)=0.
(ii) %(x) #0 Vx e R-{0} et %(0) =0. (2.15)

(iii) Les domaines Vi(x) = {x/ V(x) £k} sont compacts, Vk > 0.
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4.1. Définition

On dit que le champ de vecteurs F(x) est compact, s’il existe une fonction V :
R"— RN satisfaisant les conditions (2.15), telle que : LgV(x) = 0.

Cela signifie que V(x) est une intégrale premiére de F(x).

En particulier, si V(x) est une forme quadratique définie positive (ce qui est largement
suffisant pour notre étude), les solutions de F(x) évoluent sur les surfaces de niveau de
V() : Vi(x) = {x/ V(x) =k} qui sont difféomorphes a des sphéres.

Introduisons maintenant les notations suivantes :

E = {x/%}f(x)=0}. (2.16),

I={xeE/exptF(x) €E Vte R ). (2.16),

. . oV
ou E et | désignent respectivement I’ensemble des points ou Ex-(x) = 0 le long des

trajectoires de B et le plus grand sous-ensemble invariant par rapport au systéme (2.2)
(B =0), inclus dans E.

4.2. Rappel du Théoréme de Lassalle [LA.76]

Considérons le systéme autonome défini par :
dx
at = F&), 2.17)

ou F(x) est un champ de vecteurs continu et complet sur R”, et une fonction V 1" —R
localement lipchitzienne telle que :

oV
ox

Vx e N, x)<0,

Alors, en utilisant les notations (2.16), I est un attracteur de I’ensemble des trajectoires
du systéme (2.2) (B = 0), ¢’est-a-dire :

Vxg € N, x(t) = (exp t.F)(xg) = {1} U {0} quand t —» co,
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La généralisation des résultats ci-dessus est la suivante :

4.3. Théoréme [TE2.89]

Considérons le systtme non linéaire (2.2) et supposons que F(x) admet une intégrale
premicre V(x), satisfaisant les conditions (2.15).

Alors, Iorigine est glo‘dalement asymptotiquement stabilisable par le retour d’état

u(x) = - %(X).B 51 3
Vx € E-{0}, rang{ad' F.B(x),i=0,1,...,n-1} =n.

Démonstration : Voir [TE2.89]

5. CONSTRUCTION DU RETOUR D’ETAT

Dans cette section, on donne un apergu sur le probléme de construction des retours
d’états stabilisateurs pour des systémes non linéaires.

5.1. Calcul du retour d’état
A titre d’exemple, considérons le systéme suivant :

dx
o %

dx,
q o Xt e, x,y), (2.18)

dy _
qr = Ly +ii,

ol u est le retour d’¢état du systéme, y est la sortie du systéme et g(x,, X», ¥) une fonction
contenant uniquement les termes d’ordre supérieur ou égal 3 2.

Le probléme est de construire un retour d’état u = F(x,, xp, y) de telle sorte que le
systeéme (2.18) soit localement asymptotiquement stable.

En terme de compensation, le retour d’état stabilisateur, qui dépend de la fonction
g(x; ,X2, y), est de la forme :

u=-Ly-ky+wk,x,y) k>0, (2.19)
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Alors le systeme (2.18) devient :

dx

@ = e

dx )

dt = omK : 3 g(xh X2, }’) ’ (2-20)

d
_d{- = ‘k-Y""W(xl,xz,}’),

ol w(xy, X3,y) représente les termes d’ordre supérieur 3 1.
Y) rep p

Le systme (2.20) est un cas particulier de (2.8) dans lequel on retrouve la forme
diagonale avec des modes critiques non contrélables.

Soit : y = h(x}, x2) = a.x. 2+ b.x;.xz + c.x2 + O(3), (2.21)

On dit que (2.21) est une variété centrale du systéme (2.20), si elle satisfait :

— ——

dx)
dt
d

Dh(x). = 4 (2.22)

diy

dt

¢’est-a-dire :
X2

Dh(x). = -k .h(x, X2) + W(xy, X2, h(x;, X2).  (2.23)

-X| + g(X1, X2, h(xy, x2))
Prenons : w(x,, xp,y) = a.xlz + Bk X+, x22 ; (2.294)

En substituant w et h par leurs expressions respectives dans I’équation différentielle
aux dérivées partielles (2.23) et en égalant les termes du second ordre & zéro, il suit
que :

O(xy, X2) = a-X12+ b.x;xy + c.xz2 :

est une approximation du seconde ordre de la variété centrale, ol a, b et ¢ sont les
solutions du systéme d’équations linéaires suivant :
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2a-2c+k -B=0,

b+k.-aa=0, {2:25)
b+k -y=0.
avec k>0.

La résolution du systéme (2.25) permet de fixer les paramétres a, B, y du retour d’état
en fonction de ceux de la variété centrale a, b et ¢ ou inversement .

D’aprés la proposition 3.2.4, le systéme (2.20) est localement asymptotiquement stable
8173

dx, _
de ~ X2
dx- o 2
Ft“ = =Xy F g%y, %s, 4K+ bR+ 02" +03)) (2.26)

est localement asymptotiquement stable.

Notons que la fonction g peut contenir des termes de la forme x,.y et /ou X2.y. D’oli le
résultat suivant.

5.2. Proposition

Si g contient des termes de la forme x,.y et /ou X2y, alors le systéme (2.18) est
localement stabilisable par le retour d’état u(x), X, y) (i.e. il existe un retour d’état
u(xy, Xy, y) tel que le systeme (2.18) est localement asymptotiquement stable 4 I’origine).

Preuve
Pour simplifier les calculs, supposons que la fonction g est de la forme :
g(x1, X2, ¥) = a;;x1y + 0(3))
En remplagant y = a.x,* + O(3) dans g(x1, X2, y), on oblient :
g(xy, X2, aX;° + 0(3)) =a,,.a. X, + O(3)).

Alors le systeéme est asymptotiquement stable si et seulement sia,;a<0 .
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En procédant de la méme maniére, on montre facilement que ce résultat est applicable
au cas le plus général, ol :

g(xl: X2, Y) = Q(Xl, X2, Y) + 0(3))

ot Q(xy, X2, y) est une forme quadratique comprenant les termes a,Xxpyet/oua,x,.y

5.3. Remarque

Le fait d’utiliser une équation linéaire (EL = X3 ) dans le systéme (2.18) n’entraine

aucune restriction sur I'universalité de I’application de la théorie des variétés centrales
aux cas non linéaires de fagon générale.

6. CONCLUSION

Nous avons maintenant tous les outils mathématiques nécessaires pour étudier la
stabilit¢ et la stabilité asymptotique de la vitesse angulaire d’un satellite rigide,

La théorie développée dans les sections 3, 4 et 5 permet de :

1) Calculer la variété centrale, tel que lorigine soit localement stable pour la
dynamique sur cette variété.

2)  Chercher un retour d’état qui permet de fixer localement la variété centrale calculée
de telle sorte qu’elle soit exponentiellement attractive.

3)  Chercher une fonction définie positive ayant un minimum unique en Zéro, c’est 4
dire que le zéro est une position d’équilibre globalement asymptotiquement stable.
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CHAPITRE 3

STABILISATION PAR RETOUR D’ETAT DE LA VITESSE
ANGULAIRE D’UN SATELLITE RIGIDE GOUVERNE PAR
DES RETROFUSEES '

1. INTRODUCTION

Les €quations décrivant le mouvement d’un satellite rigide sont celles d’Euler

décrivant la rotation d’un corps rigide. Elles s’expriment par :
do
I‘E = S(w).lo+B.u, (3.1

ou I =diag (1,, I, I3) est la matrice d’inertie,
o = (), Wy, w;)T e st le vecteur vitesse angulaire,
B = {b), by, bs} eR>xRN>  est une matrice constante décrivant la position des
rétrofusées,
“u=(uy, uy, u3)T est le vecteur commande,
et S(w) est la matrice antisymétrique suivante :

0 3 -0

S(w) = |-w3 0 ®,;
Wy -0 0

Notons que chaque u; représente un moment extérieur, créé par une rétrofusée, dont
la position, par rapport aux axes principaux d’inertie, est fixée par le vecteur b;.

2. CAS OU LE SATELLITE EST GOUVERNE PAR DEUX RETROFUSEES

Supposons que les actions des rétrofusées sont alignées avec les deux derniers axes
principaux d’inertie, ¢’est a dire que by=0,b,= [0 1 0]Tet by=[0 0 1] .
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Alors, le systeme (3.1) s’écrit :

do
“El = Ip.0.05 ,

doy
dt = 131.(.03.(,01 + U, (32)

d0)3
dt l12.01.0; + 3,

. . ’ -1 I; -1 I;-1
ou uy, uz représentent les retours d’états et I,; = iﬂ“i , I3 = ‘af =-1=2

2.1. Proposition

Le systeme (3.2) est localement asymptotiquement stabilisable par le retour d’état ;

U = -1 31 -003.00¢ - 0)2+(1.(D|2 ”
U3 = = 112.(1)].(02 -3+ B.(D13 :

si 1-33.(1.{3 < 0.

Preuve :

Remarquons, en premier lieu, que sous I’action du retour d’état :

U = - I3,.03.0; + u,
u; =-Ilpo.m + v,

le systéme (3.2) est équivalent au suivant :
dt = 123.(.02.(1)3 R
‘&{‘ = (3.3)
dt V.

Le probleme est, alors, de construire u et v qui stabilisent localement le systéme (3.3).
Pour ce faire, considérons le retour d’état défini par la loi :

u = -w2+a.m.2,
v =-a;tBo’. (3.4)
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Le systeme (3.3) prend, ainsi, la forme :

dt = Ls.m;.03 ,
gt = o2toe’, (3.5)

3
dt = -0)3+B.(D1 %

Sous forme matricielle, ce systéme s’écrit ;

(doy | [ 1 [
],
it 0 0 0

do,
SE =10 1 o). @ +|aw , (3.6)

(OF] 123 . 7.3

d
-y 0 0 -1 | w .o’

— — — —_— = — —

Le lincarisé a Porigine du systéme (3.6) a une valeur propre & partie réelle nulle et
deux valeurs propres a parties réelles négatives. Donc, il a un sous-espace stable de
dimension deux et un sous-espace de variété de dimension un correspondant 4 I’espace

associé a la valeur propre nulle.

D’apres la théorie décrite dans la section 3, il existe une variété centrale h(w,) définie
par

w; = hg((l)l) = hz;.(ﬂlz+h22.0)13+ ..........

w3 = h3((Dl) = h31.(1)12+h32.0)13 R (37)

Done, d’aprés le théoreme 3.2.1, le systéme (3.6) est stabilisable si le systéme réduit
suivant I’est aussi :

dw
‘"CEL = Ip3. hy(@). h(w;) . (3.8)
Notons que cette variété centrale (3.7) est représentée localement par le graphe :

W = {(Dl: ]]2(('0[)’ h3(0)l) }: (39)

33



et que hy(w;) et hy(w;) sont respectivement les solutions des équations aux dérivées
partielles :

do; _ ohy do,
dt  dw, Lt de

d(,l)} _.Qb.l dw
rrgal (a)l).EJ'. (3.10)
Des équations (3.7) et (3.10), il vient :

-0 + a0 = (2.hy.0p +3.hpe.0,% +.....). (I3.02.03)
-03+ B0 = .30, +3.hp.0% +....).(3.00.03) | (3.11)

En substituant les expressions de e, et w; dans (3.11), on obtient :
hzl = a, th = 09 h32 = B,

et le systeme réduit prend ainsi la forme :

do 2 .
"EL = Iy(oo? +..).(Bo’ +....), (312

c’est a dire :

d )
% = Ls.o.B.o0,” + termes d’ordre supérieur . (3.13)

Le systeme (3.13) est localement asymptotiquement stable si [s.a.p < 0.
Donc, le retour d’état (3.4) défini par la loi :

= -(.03+(I.(0[2,
3
Y = -(1)_1‘{‘[3.(1)’ 5

avec Ip; .o.f < 0, est un retour d’état localement asymptotiquement stabilisateur et le
systéme (3.3) prend ainsi la forme réduite :

do
EL = 123-(1~B-(1)|5 5

do,
dt

dw
—CTI}- = -yt Ij.(.l)|3 .

= -yt i, (3.14)
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Finalement, en respectant la description du systeme (3.3), le retour d’état asymptotiquement

stabilisateur est le suivant :

2
U = -3 .03.0- 0t 0.0,

3
15 = -l;z.ﬂ)l.ﬂ)z-u)g‘f'ﬁ.(xh 5 (315)

Dans ce qui suit , nous allons monter que des petites incertitudes sur le retour d’état
stabilisateur du systéme sont permises et n’influent pas sur la stabilité du systéme .

2.2. Proposition

Considérons le retour d’état stabilisateur (3.15).

Alors, un petit changement dans les coefficients de ws.0; et ;.0, n’influe pas sur la
stabilité asymptotique du systéme (3.3).

Preuve :

Pour illustrer ce résultat, prenons le systéme (3.3) et soit le retour d’état défini par la
loi :
u = - (I3-8).03.0; - @ + .,
vV = -(12-8).0,.005 - 03 + .0, , (3.16)
avec £, 0 petits.

Le systéme (3.5) s’écrit :

do,
dt = 123.(1)2.(!)3,

dw- a
?uz‘ = £.03.0) - s + G, , (3.17)

dw .
*a“f‘ = 0.0;.Wy - W3 + ﬁ.m,3 ;

Sous forme matricielle, ce systéme s’écrit :

— —_ — s RIS i =

W s . 0.5

a1 =10 10 | [+ eone +oe? |, (3.18)

Tti 0 0 -1 o3 S.wp.wy + B’
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D’aprées la théorie des variétés centrales, il existe une variété centrale h(x,) tel que :
do, _ \
dt = les-ha(@i).hs(e) . (3.19)

En utilisant la méme procédure de calcul que dans le cas précédent, on obtient :
hoy = &y by = 0, hyp = S0+ [},
et le syst¢me réduit prend ainsi la forme :

d
—:iot—l— = Ly.a.(8.0. + B).oo,” + termes d’ordre supérieur. (3.20)

Donc, avec I.a.f <0 et & petit, le systéme réduit (3.20) ainsi que le systéme
original restent asymptotiquement stables.

2.3. Conclusion
Le systéme avee deux rétrofusées (3.2) est localement asymptotiquement stabilisable.

Les retours d’¢état stabilisateurs calculés ne sont pas les seuls. A titre indicatif, nous proposons

un autre exemple dans ’annexe 2.

3. CASOU LE SATELLITE EST GOUVERNE PAR UNE RETROFUSEE
3.1. Cas ou P’action de la rétrofusée est sur un axe d’inertie
En considérant le systéme (3.1) et en supposant que I’action de la rétrofusée est alignée

avec le troisicme axe principal d’inertie, ¢’est a dire que by =by; =0 et b3 =[0 0 l]T, on
obtient le systéme :

d_(DL (I')—I';

dt

days  Tg=1 |
5 = 3Iﬁ &% oy (3.21)
d(l)3 I|"].":

dt ={ I ©).01.0; U,

ou u représente I’action du moment de controle alignée avec le troisiéme axe principal
d’inertie.
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Le probleme est de trouver un retour d’état stabilisateur pour le systéme (3.21) (s’il
existe) au point d’équilibre w; = wm, = w3 = 0.

Pour cela, considérons le retour d’état (polynomial) défini par :

L -1,
u(®) = a. ‘113—' )- 0.0, T k. 0 + L o + me; + F(o, 0, @), (3:.22)

avec a = -1, k, I, m sont des constantes et F(w;, ®,, ®3) est une fonction contenant
uniquement les termes d’ordre supéricur a 1.

Le systéme (3.21) devient :

do -1
dtl = ( } II q)'m2-m3 >

dw, I, —1
o = O Do, (3.23)

do,y
e = k.o; + 1L o +m. o3+ F(o,, 0, 03),

Sous torme matricielle, (3.23) s”écrit :

e T - =~ -
facne |
at 0 0 0

daw, ,
—(;i:‘ =10 0 0 | (63} -+ 13|.UJ3.(1)] 5 (324)

d
—(‘ﬁl k 1 m||os F(w), ®a, ©3)

O] [3.m5.005

I -1, I; -1,
avec I3 = 1 et I3, = I
|

Le linéarisé a 'origine de ce systéme a deux valeurs propres nulles et une valeur
propre égale a m.

Par le changement de base suivant :

(O] 1 0 0 X1

=1 0 1 0 || x2 |, (3.25)
k L

W3 8 EL X3
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on obtient les équations différentielles :

[ dx | 41 51 I
_d_lL 0 0 0 X |23.X2.(X3 = -I_I—]- X _l; .Xg)
dx» k |
"Er = 0 0 0 Xa| + I3I.X].(X3 = I'_l']." X - ;I‘lh .Xz) 5 (326)
dx
A 0 0 m||xs G(xi, X2, X3)
L] Lo = = _

avec G(x, Xo, X3) contient, au méme titre que F(w,, w,, w;), uniquement les termes
d’ordre supérieur a 1.

Il est clair que pour que le systéme (3.26) puisse étre localement stabilisable, il faut

que la valeur de m soit négative ou nulle. Le cas ol m est positive entraine I’instabilité
du systeme (3.26).
Dans ce qui suit, nous allons discuter le cas o m  est négative. Généralement, on

assume que m = -1, cas pour lequel le systeme (3.26) s”écrit :

%L 0 0 0]|x| | Lyxadxs+kx +Lxy) |
(3.27)

d"-!

q\; =10 0 0[] x|H Lx.x+kx +1lx)]|,
d,

£ 0 0 -1||x Gy(X1, X2, X3)

Lde ] L JL3 L

Le lindarisé a Porigine poss¢de un sous-espace stable de dimension un et un sous-

espace de variété de dimension deux correspondant & ’espace propre E° associé aux
valeurs propres nulles.

D’aprés la théorie des ¢équations différentielles non linéaires, il existe une variété

centrale W° tangente @ E° a Iorigine représentée localement par le graphe :

W = {((x1, X2), X3) 5 X3 = h(x,, X2)) ; h(0) = Dh(0) = 0} , (3.28)
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Considcrons la projection du champs de vecteurs de W® dans E°. Les propriétés de
stabilité du systéme (3.27) sont déterminées par celles du systéme bidimensionnel réduit :

dx

"a—tl = Ip3.x2.0(x, x2)

dx,

ar = xif(xg, xo). (3.29)
Avec :

f(xp; x2) = h(x;, x2) + k.x; +1x;, (3.30)

D’ou le résultat :
3.1.1. Proposition

Si Porigine de (3.29) est localement stable (asymptotiquement stable), alors I’origine
de (3.27) est localement stable ( respectivement asymptotiquement stable).

Preuve

. S dx: X
Puisque I’équation en terme de El est asymptotiquement stable, la preuve découle

de la proposition 3.1.2 du chapitre 2.
Le probléme se réduit alors & I’étude de la stabilité locale du systéme réduit (3.29).
3.1.2. Proposition

Le systeme (3.1) est stabilisable par une seule rétrofusée si ’action de celle-ci
n’est pas alignée avec 'axe d’inertie moyen (I danslecasoul, > L, >l oul, <I, <I3).

Preuve
Considérons le cas général ot :

|
a. (=2

L~ 1
u(w) = L )wpw + koo + 1wy + maws + F(o, w,, o), (3.31)

avec a =-1, m = -1, k, 1, sont des constantes et F(w;, w,, @3) est une fonction contenant
uniquement les termes d’ordre supéricur a 1.
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La variélé centrale x3 = h(x,, x) est la solution de I’équation différentielle aux
dérivées partielles :

dx; oh dx 5 oh dx,
dt = 8%, dt < ox, dt 3.32)

avec h(0)=Dh(0) = 0.

Cette solution dépend de la fonction Gi(x,, X, X3) qui regroupe des termes d’ordre 3
et plus. Done, il n’est pas utile de résoudre cette derniére du fait que le résultat ne va pas
influer sur le comportement local du systéme.

Pour monter cela, considérons les courbes définies par :

H(x,, x3) = 123‘?(22 - ljl-xlz =c, (3.35)
qui sont invariantes sous la dérivation,

La différentiation de H le long de la solution de (3.29) donne :

dt — 9x, " dt = oxy dt

= 2.131.123.)(].){2. f = 2.131.133.X].X2.f = 0.
Le. L™ =Tuxi’ =¢ est Pintégrale premiére du systéme plan (3.29).

Ceci implique que le portrait de phase de (3.29) est indépendant de k, 1, et G(x;,X2,X3).
I
Si I% > 0, le systéme plan (3.29) ainsi que le systéme original (3.27) sont instables et
les courbes de niveau sont des hyperboles.
1 5. % X ..
Si ﬁ; <0, le systeme plan (3.29) ainsi que le systéme original (3.27) sont stables et les

courbes de niveau sont des ellipses.

Si on fait varier les parametres du systéme en boucle fermé sans perdre la condition ci-
dessus, le systéme reste stable,

Donc, dans ce cas le contrdle est robuste et le systéme considéré est stabilisable si le
moment d’inertie lyest tel que : I, > L, > L ou ], <1, <15.
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Discutons maintenant le comportement du systéme en fonction des
parameétres du retour d’état :

1) Danslecasou ¢=-1, m=-1, k=1=0 et F(w;, 0, ®3)=0, donc:

I -1
= "( 13 ).0)].0)2 -0z, (335)
Le systéme réduit (3.21) prend la forme :

dw

E’L = Ip3.0.03,

dw»

d_t“ = I3|.(D].Cl)3 " (3.36)
do _

de — 9

: 5w - |
qui est stable indépendamment dn signe de _lL]
23

2) Danslecasou a =0, m=-1, k=1=0 et F(w;, w;, ®3) =0, donc :

u = -, (3:37)
Le systéme (3.21) prend la forme :
do
|y
dt ~ l23.02.005
d(l)'r
"'&E‘ = I3.0,.03, (3.38)
dw
_Eﬁl = 112.0)|.(1)2 - 3.
et la fonction d’énergie :
I, 0 0 (6]
1 1 .
V(@) =50 Lo =5 o w)'| 0 L 0 ||wl, (3.39)
0 O 13 03
avec o € M. Alors :
(3.40)

STCOETCO PR
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En appliquant le théoréme de Lassalle, il est claire que chaque trajectoire du systeme

converge vers le plus grand sous-ensemble invariant du plan ©; =0 quand t — o0,

Un raisonnement simple montre que tout point de I’ensemble M suivant est un point
d’équilibre :

M= {w:0=(0,0,0) ou ® = (0, w3, 0) ; 0, w3 € R}.

Rappelons que les ensembles définis par {I3;.0,%> — Ls.,® = constante } sont des

. : . . . d I
cylindres invariants. Alors, on revient aux deux cas de (1) ou ﬁ; <0 et f"' > 0.
23

Donc, au méme titre que le cas (1), le systéme considéré est stabilisable si le moment

d’inertie L esttelque : [, > L, >1; ou I, <L, <L,
3) Danslecasou « =0 ou =1, m=-1, k20, | #0 et F=0, donc:

Dans ce cas, le systeme en boucle fermé est stable indépendamment des paramétres du
retour d’état k et | (faibles ou fortes).

La condition limite d’instabilité est :

IL-1;
((l- l).( ).(1)1.(02+k. W + L wz—ﬂ)3+F((D|, W3, 0.)3)——"0
I;

Le traitement précédent montre que dans les cas ol le systéme est stable, la solution
converge vers le plan w3 = 0. A ce niveau le comportement du systéme est celui du
systeme réduit qui évolue sur des courbes de niveau de la forme :

2 2
l;.m7" — 15,.0,” = conslante.

Une fois le systéme est sur un point de M, il se stabilise.
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3.2. Cas ou Paction de la rétrofusée est sur les trois axes d’inertie

Considérons & nouveau le systéme d’équations décrivant le mouvement de rotation
d’un satellite rigide avec un seul moment de contrdle mais appliqué, cette fois ci, selon

une direction médiane par rapport aux trois axes principaux d’inertie. Alors le systéme
(3.21) s’écrit de la forme:

at = Irs.0.05 t u,

dat = brorestu, (3.41)

dt = 112.0)1.(02 +u.

Proposition
Le systéme (3.41) est asymptotiquement stabilisable avec le retour d’état
u =-(lL.o; + L. + L.03).
Preuve

Considérons la fonction d’énergie :

V(a(t) = -él-w"'.{.m = %(1.@,2 + L.y + I.052). (3.42)
La dérivée d_\f((%(_tn de V(o(t)) est:

ﬂﬁ%ﬂ)‘ = (lj.w; + Lo + l.m3).u. (3.43)
Posons : u¥* =- ﬂg%m B=-(l,.0; + Lo + [5.03),

Alors : dV(a(t) <0 (3.44)
do

Par le théoréme de Lasalle, u* rend I’origine asymptotiquement stable si le plus grand

dV(m(t))

ensemble invariant M dans G 0 coincide avec I’origine.
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Montrons alors que M coincide avec ’origine.

Considérons I’ensemble des trajectoires défini par :

dV(w(t))
do

V(o)
do’

M = {o() = (@,(1), 02(1), @3(1)) : V(o()) =L, 0, 0%,

Ces trajectoires sont les solutions du systéme d’équations suivantes :

(‘d) 1|.(.1)12 4 12_(_022 + [3-0.)32 _
(b) [.o + Lo + 15.05 = 0. (345)

() (L-IL). oo+ I3-1). 030+ (I, - 1). ©.0, =0.

Notons que (a) est un ellipse, (b) est un plan et (c) est un cone avec un sommet a
"origine.

L’ensemble { (b) m (¢) } est un nombre fini de lignes passant par ’origine et
{(a) N (b) N (c)} est un nombre fini de points isolés différents de I’origine (L = 0). Ceci
implique que (w(t), o(t), ws(t)) est un point d’équilibre différent de I’origine.
Cependant, il est immédiate qu’avec le retour d’état proposé u* et avec b; # 0, les
¢quations d’Euler de la vitesse angulaire ne posséde pas des points d’équilibres autres
que Porigine. Par conséquent, L. doit étre nulle, ce qui implique que M coincide avec

I’origine.
3.3. Conclusion

Dans le cas o0 Paction de la rétrofusée est sur le troisiéme axe d’inertie, le systéme est
stabilisable et le retour d’état proposé est robuste. Mais le probléeme de stabilisation

asymptotique reste posé.

Dans le cas ou Paction de la rétrofusée est sur les trois axes d’inertie, le systéme est
asymptotiquement stabilisable.

L’ inconvénient de ce choix est qu’une telle action agit directement sur le centre de

gravité du satellite.
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4. SIMULATION NUMERIQUE

Afin de vérifier la validité des résultats théoriques obtenus de 1’étude de la stabilité et
de voir le comportement dynamique du systéme en boucle fermé, nous avons procédé a la
simulation numérique dans I’espace d’état de ses problemes. Ces derniers présentent une
grande complexité dans I’analyse théorique du fait qu’il s’agit de systémes non linéaires.

Le probleme se ramene a résoudre des équations différentielles dans ’espace d’état
par une méthode numérique. Pour ce genre de problémes, la méthode la plus adaptée est
celle de Runge-Kutta d’ordre supérieur.

Les grandeurs numériques utilis€ées pour la simulation sont :

¢ Les moments principaux d’inertie [ZP.94]:

I, = 70,86601 kg.m>.
L, = 67,801 kg.m".
I; = 9,05443 kg.m".

i

qui représentent des données réelles.

¢ a, B, e, & sont des constantes arbitraires avec g, 8 petits.
¢ Les conditions initiales sont :

Tunas = 1 5€¢.
Tﬁlm] = 100 sec.
Vecteur vitesse initial.

Pour le vecteur vitesse initial, nous avons considéré plusieurs cas afin d’illustrer
I’influence des conditions initiales sur le comportement du systéme. Les valeurs
numériques de ce vecteur seront mentionnées avec les graphes.

Dans la présentation et ’analyse des résultats numériques ci-dessous, nous allons

traiter le cas ou le dispositif de commande est assuré par deux rétrofusées avant de passer
au cas d’une seule rétrofusée.
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4.1. Cas ou le satellite est gouverné par deux rétrofusées

La simulation numérique va porter sur le systéme (3.2) bouclé, le retour d’état (3.15) et la
variété centrale correspondante (3.9) dont les expressions sont les suivantes :

dw

EL = loj.ai03 ,

dCDg

“at - brosoptu, (3:2)

dow

th = [h.0,.0: tu;,
avec :

u = - I3 .05.0) - 02 + .0,

u; = —llg.wl.(oz-m3+[3.a),3, {.15)
et W= {w, a.w,’, B.o’}. (3.9)

4.1.1. Analyse des résultats

Les graphes Gr.l montrent le comportement de la vitesse angulaire en fonction du temps.
Ces graphes représentent les trajectoires solutions du systéme (3.2) bouclé par le retour d’état
(3.15). L’analyse graphique montre que toutes les trajectoires convergent d’une maniére
asymptotique vers la position d’équilibre nulle en partant d’une valeur initiale quelconque,
¢’est-a-dire que lorsque t— ., ® (t) — (0, 0, 0) pour les différentes w(0). Ceci montre que le
systeme en boucle fermé est asymptotiquement stable.

Les graphes Gr.2 représentent les comportements spatiales de la vitesse angulaire et de la
variété centrale. Ces graphes montrent que la vitesse angulaire rejoigne la variété centrale sur
laquelle la dynamique est attractive par Porigine. Cette variété illustre le comportement local
de la solution du systéme au voisinage de la position d’équilibre.

Le comportement des retours d’état en fonction du temps est représenté par les graphes
Gr.3 et Gr4. Ces derniers servent & ramener le systéme sur la variété centrale apres quoi ils
reviennent A la position d’équilibre avece la vitesse angulaire,

Pour mettre en ¢évidence la non unicité des retours d’état stabilisateurs, nous avons considéré
deux cas o a =-1, f =+1 et a =+1, p =-1. Dans ces deux cas I’analyse des résultats
graphiques de la simulation montre que le systéme considéré est localement asymptotiquement
stable. '
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Gr.1: Comportement de la vitesse angulaire en fonction du temps, respectivement, pour
les différentes conditions initiales : @o=(1, 1, 1)", @y=(1, 3, 5)", 0o =(1, 0,2)".
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Gr.2 : Comportement spatial de la vitesse angulaire et de la variété centrale, respectivement,
pour les différentes conditions initiales : @ = (1, 1, 1)%, @o=(1,3,5)", 0o=(1, 0, 2)".
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4.2, Cas ou le satellite est gouverné par une seule rétrofusée

La simulation numérique va porter sur le systéme (3.21) en boucle fermé et le retour
d’¢tat (3.31) correspondant pour différents cas dont les expressions sont les suivantes :

d(l); 12—13

= (T Y

dw, -1

dt- = ( k l_) : )'wfi-(-ul E) (321)

dt“(

avece |

I, -1,
u = a.(—i‘l‘;—‘).wl.mg +Kow + 1w + mos + Flo), ws, ws), (3.31)

4.2.1. Analyse des résultats

Les graphes Gr.5, Gr.6, Gr.7 et Gr.8 montrent les comportements de la vitesse angulaire
et du retour d’état en fonction du temps, respectivement, pour les cas suivants :

Casa: a=-1, m=-1,k=1=0 et F=0.
Casb: a=0, m=-1,k=1=0 et F=0.
Casc: a=-1, m=-1,k 20,120 et F=0.
Casd: =0, m=-1, k 20,120 et F=0.

Dans presque tout les cas, nous avons le résultat tel que ;, m, convergent vers une
constante, ¢t w; — 0 lorsque ( —» 1w,

L’analyse graphique montre que, dans tout les cas, en partant d’une valeur initiale
quelconque, les trajectoires ws(t) convergent d’une maniére asymptotique vers la position

d’¢quilibre nulle et w,(t), wa(L) convergent vers une constante.

Le comportement des retours d’état montre que ces derniers convergent vers la position
d’équilibre nulle, ce qui permet de dire que les retours d’état proposés sont stabilisateurs.
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Gr.5 : Comportement de la vitesse angulaire et du retour d’état en fonction du temps,

respectivement, pour les différentes conditions initiales :
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Gr.6 : Comportement de la vitesse angulaire et du retour d’état en fonction du temps,
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Gr.7a . Comportement de la vitesse angulaire en fonction du temps, respectivement,
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5. CONCLUSION
Sur la base des résultats obtenus, nous pouvons faire les conclusions suivantes :
Dans le cas de deux rétrofusées :
1) Le systeme étudié est asymptotiquement stabilisable.
2) Les retours d’état asymptotiquement stabilisateurs proposés ne sont pas les seuls.

3) La variation non excessive des paramétres des retours d’état stabilisateurs n’influe pas
sur la stabilité¢ asymptotique du systéme bouclé. Ils sont donc robustes.

Dans le cas d’une seule rétrofusée :

Dans le cas ou ’action de la rétrofusée est sur le troisieme axe d’inertie, le systéme est
stabilisable et le retour d’état proposé est robuste.

Dans lc cas ou I'action de la rétrofusée est sur les trois axes d’inertie, le systéme est
asymptotiquement stabilisable.

L’inconvénient de ce choix est qu’une telle action agit directement sur le centre de
gravité du satellite.
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CONCLUSION GENERALE

Ce travail, nous a permis de découvrir de nouvelles techniques avancées utilisées dans
le traitement des problémes de controlabilité et de stabilisation des systemes dynamiques
non lin€aires. Notre tache a consisté a regrouper les différents travaux réalisé dans ce
domaine, de les appliquer au probléme de contrdle d’attitude d’un satellite rigide
gouverné par des rétrofusées et de valider numériquement les résultats théoriques
obtenus.

Concernant le premier probléme, nous avons donné les conditions nécessaires et
suffisantes de contrdlabilité du satellite rigide en considérant les cas ou le dispositif de
commande est assuré par une seule ou deux rétrofusées. Une analyse de ses conditions
permet de donner une description compléte du positionnement des rétrofusées conduisant
a un systéme contrOlable. Ainsi, nous avons montré qu’il suffit d’un seul couple de
rétrofusées pour avoir un systéme contrdlable.

Concernant le probléme de stabilisation des systémes non linéaires, nous avons
distingué, a 'inverse du cas linéaire, deux types de stabilisations locale et globale.

Pour P’aspect local, I’étude standard consiste a utiliser la théorie des variétés
invariantes et en particulier centrales introduites par J. Carr [CA.81] et qui consiste a :

(1) Chercher un retour d’état qui permet de fixer localement cette variété centrale de
telle sorte qu’elle soit exponentiellement attractive.

(ii)  Chercher une variété centrale y = h(x), tel que I’origine soit localement stable pour
la dynamique sur cette variété.

Pour I’aspect global, la théorie la plus récente est celle développée par H. TEBBIKH
dans [TE2.89] qui consiste a construire une fonction de lyapunov globalement attractive
par |’origine.

En application de cette théorie, nous avons étudié le probléme de stabilisation locale par
retour d’état de la vitesse angulaire d’un satellite rigide gouverné par une ou deux rétrofusées.
Nous avons donné les conditions nécessaires et suffisantes de stabilisation locale du systéme en
se basant sur la théorie des variétés invariantes et en particuliers centrales. Pour valider ces

résultats théoriques, nous avons procédc¢ a des simulations numériques.
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Pour I'aspect global, I’élude a montré que la stabilité asymptotique du systéme est
possible et peut €tre assurée par une seule rétrofusée dont I’action agit sur les trois axes
d’inertie.

Les résultats de simulation numérique montre la validité des résultats théoriques
obtenus et illustrent le comportement dynamique de la solution du systéme étudié.

Trois problémes récents constituent des perspectives ouvertes aux études :

1) La stabilité asymptotique du systéme décrivant le probléme de contrdle d’attitude
d’un satellite rigide lorsque le dispositif de comrande est assuré par une scule
rétrofusée dont I’action est alignée avec un axe d’inertie.

2) L’¢tude faite suppose que les actions des rétrofusées sont alignées avec les axes

principaux d’inerties. Les cas ot les rétrofusées sont perpendiculaires a ses axes
restent toujours ouverts.

1) Le probléme de controle oplimal est (oujours ouvert surtout lorsqu’on salt que les
rctours d’¢état stabilisateurs ne sont pas uniques.
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ANNEXES



ANNEXE 1
LQUATION DE MOUVEMENT ID’UN SATELLITE
RIGIDE GOUVERNE PAR DES RETROFUSEES

Dans cet annexe, nous allons rappeler les équations du mouvement de rotation, autour
du centre de gravité, d’un satellite rigide soumis a l'action des forces extérieures créees
par des rétrofusées.

I. NOTATIONS

M = (M, M;, M3) est le vecteur du moment cinétique du satellite par rapport au
centre de gravité et par rapport au satellite lui méme .

® = (0, m2, 03) est le vecteur vitesse angulaire par rapport au satellite .

m = R.M est le vecteur du moment cinétique du satellite par rapport au centre de
gravité dans I’espace est invariant par le moment (i.e. le vecteur M doit se déplacer de
telle sorte que le vecteur m = R. M(t) ne soit pas fonction du temps t ).

FQO = u.(hby, ba, Teby)' est e vecteur du moment des forces extéricures
appliquées au satellite, créées par les rétrofusées.

= R. F(t) est le moment des forces extérieures par rapport au référentiel mobile
(référentiel 1ié au satellite).

Iy, 12, 13 désignent les moments d’inertie principaux que 1’on considére généralement
tous distincts et plus particuliérement : 1, > I, > Iz.

Les ¢quations d’Euler sont basces sur les deux théoréines suivants.
2. THEOREME |AR3.76]

St le satellite tourne autour de son centre de gravité, la vitesse absolue est ¢gale a la
somme de la vitesse relative et de la vitesse d’entrainement de la rotation.

V = Vrcl £ Vcnir > (1)
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dM .
Ou: V= ar et la vitesse absolue ,

M ) .
Via = R. “dap est la vitesse relative |

dR . . :
Ve = PTE M = [w, M] est la vitesse d’entrainement de la rotation.

3. THEOREME [AR3.76]

En présence des forces extérieures , les équations de mouvement d’un solide sont
données par :

dM
o= M, o] + F@). 2)

En appliquant le théoreme 2 au mouvement du satellite par rapport au repere fixe,
I’équation (2) s’écrit sous la forme :

dm dM

R T L B (3)

Si on note par f la somme des moments par rapport au centre de gravité dus a ’action
des forces extérieures, appliquées au satellite par les rétrofusées, dans le systeme de
coordonnées fixes et par FF la méme somme dans le systéme de coordonnées mobiles,
alors la relation reliant f et F est la suivante :

dm
4 == R E(t) . (4)

L’équation (3) prend ainsi la forme de I’équation (2), telle que :

Q&f\lﬂ = [M, o] + F(t). (2)

S1 on note :

W = (D].E[(t) + 0}2.E2(t) + (03.E3(t) . (5)
et M = M.E(t) + My.Ex(t) + My Ex(t) | (6)

Les composantes de @ et M suivant les axes d’inertie dont I’origine est le centre de
gravite, sont alors

M = Lo (i=1,2,3), (7)
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et I'équation (2) prend ainsi la forme répartie suivante -

dM, (t
—TII(J = o . Ma(1).M;(1) 1 (1),
dM,(t
Tnt(l = a, . Ms3(t).M, (1) + F(t) , @
dM
“dJi'l = Wl M;(t)M2(t) % F}(t) ’
ol a :lg-la =2l e
. 1

lads * 7 LG %7 Ly -

Sachant que M;=lL.w; (i=1,2 3 ), les équations (8) peuvent €tre exprimées en

lonction des composantes du veeteur vitesse angulaire et prennent ainsi la forme -
dw (1) Is -1y
T ( L ).0a(t).3(t) + h, u(t) ,
dowa(t b~ |
ld.t( ) = ( sl ! ). 3(1). (1) 1 baou(t), 2
d&)](t) B ll

ol
dt ( L ~).01()-w2() + by.u(t) .

Sous forme condensée, le systeme (9) s’ éerit

du) t) m

= Qe®)+ 3 un).bk, (10)
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ANNEXE 2

EXEMPLE SUPLEMENTAIRE DE RETOUR D’ETAT
STABILISANT AVEC DEUX RETROFUSEES

Considérons le retour d’état défini par la loi -

B = o=we o,
V = -@y -0, (1)

f

Avec ce retour d’état, le systéme (3.3) prend la forme -

dow,

di == 13".(1)3.(0_; 5

dw-

dl_ ORI O TN (2)
do; 2

dt = (03 - G)] .

Sous forme matricielle, ce systéme s”éerit

[dow, | B A F [ ]
"“a‘t_l 0 0 0 W) 123 .M.
dw>
dt = | -1 0 RO i 0 s (3)
dw
:&f_ _0 0 -1 Jle ] | - g i

Avec la transformation linéaire diagonalisable

oY [ 0 O X|
Wy = 1 1 0 X2 5 (4)
3 0 0 1 X3
on obtient le systéme :
Cax ] [ T T E
_(—iTL 0 0 0 M) le; (X; i X;:_).X3
dx-
dl- = 0 -1 0 | o +1 -(x; + X2).X3 5 (5)
d\‘ 4
a 0o 0 -1 w3 - X
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Le systeme (5) a une forme diagonale dont son linearisation a une valeur propre a
partie réelle nulle et deux valeurs propres a parties réelles négatives.

Dapres la théorie des systemes non lincaires, il existe une variété centrale h(x,)
définie par :

Xy = h'_)(X;) = hg[.X;2+}]22.X13 g
X3 = 113(){]) = h_;[.X[zﬂthg.X]j s s (6)

En appliquant la méme procédure de calcul du chapitre 2, on trouve que :

h)_] = 0, ll_” = -]

et I’¢quation réduite sera :

dx,

a3 = Ly x,° + termes d’ordre supéricur | ()
qui est localement asymptotiquement stable a "origine.

En simulant les comportements du retour d’€tat, des vitesses angulaires pour
diftérentes conditions initiales ainsi que celul de la variété centrale, nous avons obtenu
les graphes suivants.

0l
0.2}
-0.3}F
-0 4|

-05F

-wilc

oo Y

-0.9 \
- —————— e R — - s —_— i

(8] 0.2 0.4 0o 0.8 1

Gr.1 : Comportement de la variété centrale dans 'espace

71



vt. ehg. en rad/sec
o o ©
5 o ®

o
N
1

o
T

02 :
20 40 60 80 100
temps ensec
5
4
o
83
270
£
)
@ 2
2
o
g 1\&
oF
£ " s " .
0 20 40 60 80 100
temps ensec

vt. ang. en rad/sec

05 ’&

05
o]

20 40 60 80 100
temps en sec

Gr.2 : Comportement de la vitesse angulaire en
fonction du temps, respectivement, pour les
conditions initiales : o= (1, 1, 1),
@0=(1,3,5)", @o=(1,0,2)".
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Gr.4 : Comportement des retours d’état en fonction Gr.5 : Comportement des retours d’état en fonction
du temps, respectivement, pour les conditions du temps (cas ou les coefficients des termes
initiales : @y = (1,1,1)", @ =(1,3,5)", @ = (1,0, 2)" d’entrainements subissent des petits changements),
respectivement, pour les conditions initiales :
- y _ T _ 2
Commande u, @=(1,1,1), @=(1,3,5), a=(1,0,2)".
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