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Resume

Les tubes et les secteurs cylindriques offrent des possibilités réelles de schématisation des
revétements de surface utilisés dans certains paliers hydrodynamiques tels que les paliers
circulaires (lisses). les paliers a arc partiel et les paliers a patins oscillants. Les solutions en
contraintes et déplacements obtenues pour ce type de structures peuvent donc étre utilisées
pour la détermination de |état élastique de ces revétements.

Le but de ce travail est de proposer des mod¢les analytiques et numériques bidimensionnels
(2D) et tridimensionnels (3D) pour le calcul des champs de contraintes et de déplacements
dans les tubes et les secteurs cylindriques dont la surface interne est soumise a un champ de
pression non uniforme. Ces modéles ont pour objectit’ principal d’étre utilisés pour la
résolution des problemes de couplage ou d’interaction fluide-structure dans les paliers fluides
compliants. Le modele analytique. qui ne nécessite pas de discrétisation spatiale du domaine.
est basé sur le traitement des €quations de I’élastostatique linéaire dans le plan complexe
défini par des couronnes circulaires. Dans la présente étude. ce modéle sert comme un outil de
validation des différentes approches numériques développées tels que la méthode des
¢léments finis (MEF) et le modele couche mince (MCM) (2D).

La résolution du probleme d’interaction fluide-structure dans les paliers compliants
fonctionnant en conditions séveres par la méthode itérative de Newton-Raphson amortic a
permis de mettre en évidence les effets non négligeables de la rhéologie du fluide lubrifiant et
de I"€lasticité du revétement de surface sur le comportement statique de ces paliers. Ces effets
sont d’autant plus importants que le module d’élasticité du matériau constituant le revétement

est faible. .

Mots clés

Elasto-statique linéaire
Tubes cylindriques
Secteurs cylindriques
Interaction fluide-structure
Revétement de surface
Modeéle analytique
Meéthode des éléments finis
Modéle couche mince

Meéthode de Newron-Raphson



Title

Stress and strain analysis of cylindrical tubes and sectors : Application to the resolution
of fluid-structure interaction problems in hydrodynamic journal bearings

Abstract

The cylindrical tubes as well as sectors offer good schematizations of the surface coatings
used in circular, partial arc and tilting journal bearings. So. the solutions in stresses and
displacements obtained for this type of structures may be used for the determination of the
coatings’ elastic state.

The goal of this work is to propose two and three-dimensional elasto-statics models for the
calculation of the displacement and stress fields in the cylindrical tubes and sectors whose the
internal surface is subjected to non-uniforme pressure fields. These models are essentially
used for the resolution of the coupling or fluid-structure interaction problems in the compliant
journal bearings. The analytical model, which does not require space discretization of the
structure, 13 based on the treatment of the lincar clastostatic cquations in the complex plau
defined by circular rings. This model is developed in order to validate the two-dimensional
finite element method and the thin liner model.

The resultls obtained from the resolution of the fluid-structure interaction problem in the
compliant (one-layered) journal bearings operating in severe conditions using the improved
terative Newlon-Raphson method show the non-negligible effects of the fuid rheology
(density and viscosity-pressure variations) and the elastic deformations of the surface coatings
on the journal bearings behaviour especially for low elasticity modulus coatings.

Keywords

Linear elasto-statics
Cylindrical tubes
Cylindrical sectors
Fluid-structure interaction
Surface coating
Analytical model

Finite element method
Thin liner model

Newton-Raphson method
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Introduction Générale

Généralement, les piéces constitutives des ensembles mécaniques sont sollicitées dans
le domaine élastique. Dans de nombreux cas. les méthodes élémentaires de la résistance des
matériaux sont incapables de donner des indications précises sur la répartition des tensions
dans les piéces constituant les systémes mécaniques. Pour cela. le recours aux méthodes plus
puissantes de la théorie de ['élasticité s’avere nécessaire. La modélisation par la méthode des
&léments finis traite des situations complexes et variées, avec une bonne précision. au prix de
moyens et de temps de calculs conséquents. Il n’existe que peu d’approches intermédiaires
proposant des solutions analytiques ou numériques simples.

Le travail réalisé dans le cadre de ce mémoire consiste & proposer des modeles- de
calcul pour les champs de contraintes et de déplacements, adaptés a des formes géomeétriques
simples. d’utilisation fréquente que sont le tube et le secteur cylindrique trés longs dans
I*approche (2D) et le tube cylindrique de longueur finie dans ["approche (3D). Ces modeles
ont pour objectif principal d’étre intégrés dans des processus de calculs ¢lasto-
hydrodynamiques de paliers circulaires. a arc partiel et a patins oscillants.

Dans le premier chapitre du mémoire. nous présentons les équations générales de la
mécanique des solides déformables. Nous avons indiqué les définitions permettant de
caractériser le modele du corps élastique ainsi que les caractéristiques de description
géométrique d’une configuration dun solide a I'instant t. Les relations de base de la théorie
de 1'élasticité linéaire. adoptées a partir des hypotheses de petits déplacements et de linéarité
entre contraintes et déformations. permettra la description de I'élat de contraintes et de
déformations et a I*écriture des équations d’équilibre. Dans le cadre de la théorie de I'¢lasto-
statique linéaire. les contraintes et les déformations sont reliées par 1’équation constitutive de
Hooke pour des milieux élastiques isotropes ou anisotropes (solides hookéens).L’application
du principe des travaux virtuels (PTV) permettra de construire la forme variationnelle du
probleme de 1'élasticité linéaire. Celle-ci constitue la base de la méthode des éléments finis.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la présentation des différentes méthodes de
résolution des équations de 1'élastostatique linéaire. Nous avons plus particulierement étudié
les solutions proposées pour la forme différentielle de ces équations. Les choix des méthodes
pour chacune des applications (2D) et (3D) sont ensuite expliqués. Pour le cas
bidimensionnel. la formulation se fait dans le plan complexe a l'aide des potentiels de
Kolosov et Muskhelishvili. Puis les solutions sont recherchées sous forme de séries de Fourier
dans le cas de domaines définis par des couronnes circulaires. Pour la résolution du probléme
tridimensionnel, nous présentons la tormulation en potentiels proposee par Grodski. La
résolution se fait ensuite grace a une transformation intégrale de Fouricr.

Au chapitre III, nous développons une approche semi-analytique pour la résolution du
premier et deuxiéme probléme mixte dans le cas de domaines élastiques formés par des tubes
cylindriques trés longs. Cette méthode utilise la formulation dans le plan complexe des
équations de I’élasticité et permet de présenter 1’état élastique, en un point du milieu €tudi€, a
l'aide de deux potentiels complexes appelés fonctions de Kolosov et Muskhelishvili. La
résolution en contraintes et en déplacements est exprimée sous forme de series de Fourier.
L utilisation du principe de superposition de I’élasticité linéaire et I'exploitation de la
symétrie géométrique du domaine traité nous permet d’améliorer cette approche a travers un
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caleul des coefficients d’influence de la structure. Nous montrons. dans ce chapitre. que
lorsque la couche élastique devient mince. le déplacement radial d'un point de la surface
interne du tube est proportionnel a la pression appliquée en ce point. Ce modele permettant de
calculer rapidement le champ de déplacement radial de la couche €lastique mince est appelé

“modeéle couche mince”.

La modélisation par la méthode des éléments tinis du probléeme bidimensionnel et
tridimensionnel est présentée dans le quatrieme chapitre. L application de la méthode des
éléments finis permet de résoudre les problémes de la couronne circulaire, du tube et du
secteur cylindriques en coordonnées cartésiennes, polaires et cylindriques.

Dans la cinquiéme chapitre, nous testons les différentes approches <élastiques
développées dans le chapitre précédent pour la résolution du probléme d’intéraction tluide-
structure dans le cas des paliers hydrodynamiques compliants (monocouches). Pour cela, nous
écrivons les équations de base de la lubrification hydrodynamique a savoir les équations de la
mécanique des films minces visqueux et I'équation géométrique du film pour des paliers
cylindriques rigide et compliant. Dans le cas du palier compliant lubrifié par un fluide
compressible (barotrope) et piézo-visqueux. l’équation de Reynolds est résolue par une
meéthode des différences finies centrées. Le systéme d’équations algébriques non linéaires
ublenu est (ésolu par la méthode 1térative de Newron-Raphson amortic.

Enfin. nous terminons ce chapitre par une étude des effets de ['élasticité des
revétements de surface constitués de matériaux compressibles et quasi-incompressibles sur les
performances statiques d’un palier lisse lubrifié avec un fluide compressible (barotrope) et
piézo-visqueux. Les lois de variation viscosité-pression et densité-pression utilisées sont
celles proposées par Barus et Dowson-Higginson. =

(]
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CHAPITRE 1

Equations générales de la mécanique des solides
déformables

1. Introduction

Dans ce chapitre. nous présentons les équations générales permettant de décrire le
comportement d’un solide déformable.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous indiquons les définitions permettant de
caractériser le modele du corps élastique ainsi que les caractéristiques de description
aéamérrlque d une conliguation d'un solide a Pinatant ¢ en otilivont les coordonnees
cartdsiennes, eylindriqnes et palaires.

La deuxiéme partie est consacrée & la description de I’état des contraintes et des
déformations et a I’écriture des équations d’équilibre et les relations de base de la théorie de
I’élasticité linéaire, basée sur les hypothéses de petits déplacements (linéarité géométrique) et

_de linéarité entre contraintes et déformations (linéarité physique). Dans le cadre de la théorie

de I’élasto-statique linéaire, les contraintes et les déformations sont reliées par 1'équation
constitutive de Hooke pour des milieux élastiques isotropes ou anisotropes.

Dans la troisiéme partie, nous appliquons le principe des travaux virtuels (PTV)en vue
de construire la forme variationnelle du probléme de I’élasticité linéaire. La discrétisation de
celle-ci par éléments finis (M.E.F) permettra de trouver une solution approchée des problémes
de valeur aux limites de I"élasticité (Dirichlet, Neumann et mixte).

2. Eléments de la théorie géométrique du milieu continu (continuum)

2. 1. Notations

Nous allons considérer des corps occupant dans Iespace euclidien des domaines V de
frontiere S. Tout domaine sera rapporté a un systéme de coordonneées cartésiennes
orthogonales (0,x; x2x3) ou (o, x y z) fixes. Les vecteurs unitaires des axes seront notes
(e}, e, ¢3) ou (i, j, k). Chaque fonction du point x sera désignée par f{x) ou bien flx;, x2, x3) ou
encore flx. v, z). Afin d’abréger les formules. les derivées partielles seront notees.

/. o .
e Sy ou Soemf et
ox ox
1
En coordonnées polaires et cylindriques, on fera usage des notations f,. fs: f - . Le
signe de sommation par rapport a des indices littéraux répétés (indices muets) sera omis. S1 un
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indice qui se répeéte n’est toutefois pas un indice de somumation. cela ne peut entrainer aucune
confusion. puisqu’il apparait aussi dans [’autre membre de 1"égalité.

Les crochets [ ] seront utilisés pour indiquer la dimension d'une grandeur physique
ainsi que les matrices. et les symboles { | et { ) pour indiquer les vecteurs colonnes et les
vecteurs lignes tel que ( ) = | }T. Enfin les quantités scalaires et vectorielles sont
respectivement indiquées en caractéres maigre €t gras.

2.2. Continuité des fonctions

Considérons une fonction / définie en certains points de V si le point x appartient a V.
si f{x) a un sens. en fin , si pour tout ensemble de points x, qui tendent vers x et pour lesquels

! ;

(x) a un sens. la fonction fest dite continue en X. Si /nest pas définie en . nmuais st o fimise
existe. et est unique pour tout ensemble de points x,. on dit que / peut etre prolongée par

continuité dans x.

2.3. Milieux continus (continuum)

Muus supposcrons que la matidra consfituant le continuum est distrihnée de facon
continue dans V. ce qui revient a diré que Lout polit gevméuiyue daus V est u putnl ialciel.

Si la masse volumique (appelée aussi densité) p en tout point x du domaine V est
constante, alors V est homogeéne du point de vue de la masse volumique.

2.4. Déplacements et déformations

Supposons que le corps V ne soit soumis a aucune action extérieure. Cet état
pratiquement irréalisable et congu seulement comme un état idéal est appelé état naturel.

Supposons maintenant que le corps soit sollicité par un systeme de forces et de liaisons
géométriques, la matiere contenue dans V vient occuper une autre position, désignée par vV,
de frontiere S*. Afin que le corps se trouve en équilibre comme corps déformable, il faut
d’abord que le systéme des forces appliquées y compris les forces de réaction exercées par les
liaisons géométriques soit statiquement équivalent avec z€ro.

Nous allons nous limiter au cas du passage du corps V d’une position d'équilibre a une
autre. La position de chaque point V. rapportée aux coordonnées fixes. subit donc une
modification : ce processus sera appelé déplacement. Les distances réciproques entre les
points et angles entre les éléments linéaires vont aussi étre modifiés : ce processus sera appelé
déformation.

3. Modéele du corps élastique

Dans son ouvrage [1]. L. Solomon décrit certaines hypotheses liges au modéle du corps
élastique et classe ces hypotheses en deux catégories :

+ hypotheses fondamentales ;
¢ hypothéses simplificatrices.

Chapitre 1 Equations générales de la mécanique des solides deformables 4



3.1. Hypothéses fondamentales

Dans ce paragraphe. nous présentons quelques hypothéses fondamentales qui doivent
caractériser le modeéle du corps €lastique.

a) hypothése de |'espace-temps newtonien
L'espace est euclidien (4 trois dimensions). le temps est indépendant des coordonnges

spatiales. les lois de Newron sont valables.

b) hypothése du milieu continu
Chaque domaine €élémentaire contient de la matiere. Ce point de vue trouve sa justification

dans la petitesse des particules ¢lémentaires par rapport aux dimensions des corps usuels.

¢) hypothése de la rigidisation des parties (ou de la solidification) .
Un corps se trouve en équilibre si et seulement si les forces agissant sur chacune de ses parties
forment un systéme de torseur nul. Cette hypothése permet de séparer une partie arbitraire du
corps. de remplacer ’action du reste par certaines forces et de déterminer ces derniéres par la
condition que I’équilibre du corps entier reste intact. Comme cette partie peut €tre
arbitrairement petite, ceci conduit & formuler les relations déquilibre  sous  [orue
différentielle. valables en chaque point du corps.

d) hypothese de la dépendance locale

Les forces intérieures (tensions) sont des fonctions du point, de la déformation, de la
température. etc. mais ne dépendent pas explicitement des gradients ; c’est a dire des dérivées
spatiales de ces grandeurs. Ceci établit une dépendance ponctuelle, locale entre les parametres
statiques et géométriques, en excluant (I’action a distance) et en interprétant les forces de-
cohésion intermoléculaires.

Pour définir le corps élastique. on leur ajoute :

e) hypothese de ["élasticité 1déale

[l existe une correspondance biunivoque entre les déformations et les tensions. Ceci
caractérise donc un certain état de la matiére, état dans lequel la connaissance des tensions et
celle des déformations fournissent des informations équivalentes. Cette hypothése implique le
caractére réversible de la déformation, et se trouve en concordance avec la maniére courante
de définir un corps élastique, un corps qui revient a son €tat initial. une fois la charge est
supprimee.

3.2. Hypotheses simplificatrices

Le modeéle considéré conduit généralement a des problémes mathématiques
complexes. Souvent, on peut aux cing hypotheses déja considérées, en ajouter cinq autres. Ces
hypothéses sont :

a) I"hypothése d hyperélasticité
Le travail mécanique nécessaire pour déformer le corps dépend seulement de son état initial et
de son état final.

b) I'hypothése de linéarité¢ géométrique
Les déformations sont des fonctions linéaires des dérivées des déplacements.

L
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¢) ’hypothése de linéarité physique
ies tensions sont des fonctions linéaires des déformations.

d) I’hypothése d’isotropie
Les propriétés mécaniques du matériau ne changent pas avec la direction autour du point.

e) ’hypothése d’homogénéité
Les propriétés mécaniques du matériau ne changent pas avec le point dans le corps.

L’ensemble de ces hypothéses conduit a la théorie de I’élasticité linéaire des corps
isotropes et homogénes. Le probléme de mécanique se réduit alors a I’étude d’un systeme
d’équations aux dérivées partielles du premier ordre, linéaire et a coefficients constants.

4. Description d’une configuration

Ce paragraphe a pour objectif de définir les caraciéristiques géométriques de
description d’une configuration d’un corps solide & I’instant 7. Les variables de cette
configuration C(f) sont souvent représentées dans un repére cartésien i j, k avec les
coordonnées x, ¥, z. Ce corps est soumis a différentes sollicitations statiques et/ou dynamiques
figure (I-1). Les quantités géométriques, cinématiques et mécaniques permettant de décrire les
caractéristiques de la configuration C(¥) sont :

- les positions géométriques dans 1’espace euclidien x(¢) des points matériels du corps
déformable de volume V(t) et de frontiére S(7) ;
- les vitesses et I’accélération des points matériels

2

X

d
dr’

X1 :% et Xx(x,0) =

- la masse volumique o (x, 1) ;
- les contraintes internes [o (x, £)] des points matériels ;

2

Volume V(t)

Configuration C(t)/_ﬁ\_ﬂ

Sie@ -
[ x (), x(x0), X(x s
2 [otx. 9]
sy \
» !

P “——Surface S(t)

=
\,
<y

Fig. L. 1: Solide dans la configuration C(1).

- Jes forces par unité de volume £,(x, 1), les forces par unité de surface £(x, f) agissant sur
la partie S«de la surface S.
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Les caractéristiques de la configuration C(f) sont généralement décrites dans un repére
matérialisant un référentiel absolu ou galiléen. lié a l'observateur et dont on postule
["existence des différentes configurations C' = C(¢') définissant le solide au cours du temps. La
description des variables définies ci-dessus en fonction des positions x" des particules dans
une configuration ¢" = C() (dite configuration de référence) est appelée description
materielle ou description lagrangienne. Les variables x (¢) sont alors définies par :

x (1) =x (', 1).x" sont les coordonnées matérielles (ou lagrangiennes) et x les coordonnées
spatiales (ou eulériennes). La description lagrangienne totale (DLT) en analyse non linéaire
des structures utilise la configuration initiale du corps. notée (° pour décrire toutes les
configurations successives C': x (1) = x (x°, 1)

5. Contraintes et équations d’équilibre

Nous décrivons dans ce paragraphe une représentation des efforts intérieurs que subit
chaque point matériel (particule) du continuum V. L’application des théorémes généraux de la
meécanique conduit a généraliser la notion élémentaire de pression dans un fluide en postulant
que les actions exercées sur une facette en un point du continuum sont caractérisées par un
vecteur de contraintes ne dépendant que de I’orientation de la facette (postulat de Cauchy).
Lexistence el la symétrie du tenseur des contraintes, dans le cas de solides non polaires, sont
cusuile Clublics & partir des théoremes géncraux. ¢'est-a-dire du théoréme de la quantité de
mouvement et du théoréme du moment cinétique.

Dans ce qui suit, on supposera que les seules actions a distance qui interviennent sont
les forces massiques. Les actions de contact, c'est-a-dire les actions exercées sur une partie de
la frontiere 0V du domaine V occupé par le continuum a I'instant 7, sont décrites a 1'aide du
postulat de Cauchy (1821).

3.1. Contraintes de Cauchy

La notion de contrainte est le concept de la mécanique des milieux continus le plus
difficile a introduire. Ayant un caractére eulérien, elle doit en tout cas étre définie dans la
configuration courante C(r) (actuelle). C'est-a-dire qu’on étudie au cours du temps ce qui se
passe dans une région du corps V du point de vue tension. Considérons la force Af qui

s’exerce sur un €lément de surface A4S de normale m au point p dans la configuration C(/)
figure (I-2). Le vecteur contraintes (forces de cohésion par unité de surface) au point p est
défini par le postulat de Cauchy :

U(p.n)za(n):ﬂl}glﬁ% (I-1)
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Fig. I. 2: Facette de normale n.

1l existe ainsi une infinité de vecteurs contraintes au point p dépendant de I’ orientation
du vecteurn . Lorsque I’élément de surface AS tourne autour de p, I’extrémité du vecteur
contrainte se déplace sur un ellipsoide (appelé ellipsoide de Lamé) dont les trois axes sont
inégaux. Ces axes représentent les trois directions principales. Soient o(i), o(j) o(k) les

vecteurs contraintes agissant sur les facettes de normales i, j, K durepérex, y, z figure (I-3).

A

val

§
G

| 5(5 ik
e

Fig. L. 3: Vecteurs contraintes en p (les trois plans soni définis au point p).

Les composantes des vecteurs contraintes sont définies en coordonnées cartésiennes
de la maniére suivante :
a(z) =0 ito J+ Guk
j)=c i+0 j+o k
O(J ) o yyj_ ke
a(k):cr i+to j+o k
Xz yz =
Le tenseur des contraintes de Cauchy au point p est représenté par la matrice (3x3)

suivante :
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[o]= o, 9, 9, :[a(i)':cr(j)fa(k)]

Les composantes Oy, Oy O SONt appelées contraintes normales ; Gy, Oy Ozv Oxz Ozys

o;- sont les contraintes de cisaillement.

Les composantes cartésiennes sont représentées positivement sur la figure (I-4). Elles

décrivent I"état de contraintes au point p.

Fig. L. 4: Composantes du tenseur des contraintes de Cauchy [o].

5.1.1. Equilibre sur un téiraédre

Le principe des actions mutuelles (action et réaction) s¢ traduil sous la lorme

générale :
o(—n)+ O'(I’l) = (I-3)
Considérons une facette ¢S de normale m de cosinus directeurs ny, #,, 71
'n; :*{n TR \/
X ¥ Z
9
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d’ou:

ou:

Z A

Fig. L. 5: Equilibre sur un tétraédre.

Nous avons ainsi figure (I-5) :

nds =n ds i+ nde Jj+ nzdS k

L’équilibre au point p conduit a :

o(n)+ nxa(— i)+ nyo‘(— j)+ nza(— bi=p

o(n)=n ofi)+n o(j)+ n olk) (1-4)

Soit, sous forme matricielle (formule de Cauchy) :

folm)=lolin} : (olm)=(o,i0, iq,)

¢ =0 n+o n+on
xn xx x Xy ¥ xz z
g =0 n+a n+on (I-5a)
yn yx x w ¥y yz z

o =0 n t+on +on
x X v ¥y = z

zn

c = o(n)n est la contrainte normale sur dS.

Si le milieu extérieur (du cdté de la normale) exerce une traction sur dS alors o est

positive ; si le milieu extérieur exerce une compression (ou une pression) alors o est négative.
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Le vecteur contrainte tangentiel est défini par: T = 6(11) <o JL..
n

En adoptant la notation indicielle. les équations (I-3a) s écrivent :

o =on ; Lj=123 (I-5b)
ni i J

5.1.2. Contruintes en coordonnées cylindrigues

La matrice représentant le tenseur des contraintes en coordonnées cylindriques
[o(r, 6 z)] figure (I-6) s’écrit :

[J]Z o, 0, O (I-6)

i \ " \
Le vecteur (o) est: (o) = | Yot /
e vecteur{oyest: (o) =\0 -0,,:0 .U,V .0, )
z 5
ﬁ\ Db 7
—_— 2 t
13
z
k
I
0 3
- = 5 " a‘
1 e P G, ¥
0 O i
By -

Fig. 1. 6: Contraintes en coordonnées cylindriques.
5.2. Equations d’équilibre

Le solide dans la configuration C(%) est soumis a I’action de forces de volume f (x, )
et de forces d’accélération p X(x,f) (par rapport au repere galiléen) et définies par unité de
volume : c’est a dire [f J = [pjc']:F L. En considérant 1’équilibre d’un élément de volume

"

() au voisinage du point p, on obtient en coordonnées cartésiennes figure (I-7) :
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o +0 +o_+f =px
X = i i

b 2 Y A=, ;
o +to +o +f =py
X "

LY LY s v

o +o 40 +f =pz

b v =y == v

ou encore. sous forme matriciel-le :
‘{div[ar }Jr {]‘:}: p{x} : f\ = { f; f‘ = I

En notation indicielle :

o +f =px, ij=123

i.J v

ou sous forme vectorielle :

o CFX = ;
avec X[ = — b ;. pétant la masse volumique

{dz'v [O‘]T } e ((div) [U]"- )T

(1-7)

(I-8a)

(1-8b)

(1-8¢)

La figure (I-7) illustre 1’équilibre local d’un élément bidimensionnel. L équilibre des
moments autour des axes passant par p. en I’absence de couples répartis a 'intérieur et a la

surface du solide (cas non polaire) conduitd: o =¢ 0 _=0_10 =0
Xy BL S = =W Ly,
-
[o] =1g]
& # a(jyyd
Gyy oy ¥
Gt 20k dy
T ;__—E—Ii’ﬁi I
. 30
| fu -pX el R
| > |
— J—
y’I\ O xx [ f:\ ' W:Gxx'T ;;(——“dx
ny\’ ! f"f _p}l;
N Q—
O xy
. ¥Gyy
X

Fig. 1. 7: Equilibre d'un élément dx dy.

Nous définissons ainsi le vecteur (o) a six composantes .

(I-9)
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En chaque point de la frontiére S du volume figure (I-8), le vecteur contrainte a(n)
représente soit les forces imposées fs (n), soit les réactions associées aux liaisons ou les

déplacements sont imposés. S; est la partie du contour ou les forces sont imposées et S, celle
ou les déplacements sont imposés tel que :

V=8=8,US et 8.5 = {9} (I-10)

ainsi sur S; :

=) - (7)={5,14,2,)
ou (n) représente la normale orientée vers " extérieur.
fS " ]2 » fs sont les sollicitations surfaciques suivant x, y et z figure (I-8).
x ¥ z

]]‘F_/./v t

Fig. L. 8: Définition des conditions aux limites sur les deux
parties de la frontiére (S).

5.2.1. Equations d’équilibre en coordonnées polaires

En coordonnées polaires (7, &), les composantes du tenseur [o] sont :

c o_ 0

r r

[c]=|c, o, 0 (I-11)

0 0 0]
L’équilibre des forces suivant la direction radiale r (d’un élément différentiel au
voisinage du point p) se traduit par :

I I 1
o-ﬂ,r+;0rr+;gr9,9-70-€9+fvr =i (I-12)
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L équilibre des forces suivant la direction circonférentielle &s écrit :

{
-

2 i
g +-0 +-0 +f =0 (I-13)
ril.r oot o ude W,

En coordonnées cylindriques (r, € z), les équations d’équilibre s’écrivent en tenant
compte des forces d’accélération :

g i . ..

gt = Pian to__+ ;(O'”_ ~ gl j"r = px
/

%ar " 7 Pong Ty Ty * fvu =P (1-14)
/ [ ..

O_r:.r ; JH:.G o O-::.: * ; O-r: * ‘fv_ o

ol X ,X etz sontlescomposantes de I’accélération suivant r, det z et f,,.(r, 6 ),
.

Frofr. 8 z). fulr. 6 z) les forces volumiques suivant r. @ z.

6. Déformations et relations de compatibilite

La présentation des relations caractérisant ce que 1'on appelle habituellement la
«théorie de I’élasticité linéaire», se base sur les hypothéses de petits déplacements ou de
petites perturbations et de linéarité entre contraintes et déformations.

6.1. Déformations

Soit C° la configuration du solide & I'instant 1 = 0. Sous I'action de forces de volume
£, et de surtace f; le solide se déplace et se déforme. La configuration a I'instant ¢ est notee

C(1) figure (I-9).

Fig. I. 9: Configurations C° et C(1).
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Un point p° de coordonnées initiales x°, ¥°, z° vient en p de coordonnées x, y, z
tel que:

Mx°,t) = x°+ u(x°, 1) (1-15)

u(x",) est Ie vecteur déplacement de composantes , v, w suivant 4, j, k.

Sur une partie du contour du solide définie par S,, les positions en ((7) peuvent étre
déterminées a priori indépendamment des sollicitations imposées :
x=x°+ u surS,

ol # est le vecteur des déplacements imposés tel que (17 } = <u VIiw).

Le vecteur dx®° en p° se transforme en dx au point p figure (1-10) :
dx=dx°+ du

(&

" ‘hcmgﬁguraﬁon(f(if}

-
x(/’ I¥7 ."l
A - . e
A A configuration C°(1)
& ;‘,f"&
g
0} N
¥
X

Fig. L 10: Vecteurs dx® et dx dans les configurations C° et C(1).

En composantes cartésiennes :

{ax}=[F]{ax} (1-16)
[Fl=[1]+]2°]

[L°]=[D°]+ [w°] @-17)
[D°]=1 Szl [eeT) (1-18)
[7e]= 1 ([L° L°]r) (1-19)
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avec

1 +u iU i U iU u
Vv ‘J,e -o v 2 =0
[F] = v 1% i ; [/_9] =y v v (1-20)
& e 5 e  lad b
W w [+w woow W
L ° p }_.o .=° 1 v 10 =2 |
i I i ) r 7
i —(u +v ) - (11 +w ) 0 -8 8
-x° .? O - _? -z° -x° = 1
1 .
[0°]- U OO0 | IR S R
sym w -0 0 0 -
=0 L ) % B

ST VT
ou: 6 = E(wj_p - v‘:n) y 9}1 =S -w 6. = 5[\)“‘3 - M‘J

O O (L représentent dea vatationa infiniléaimalos autour dvs waws x, v, aw produtsont ausune
défarmation, [F] est le tenseur gradient de déplacement. | )] est le tenseur des déformations
linéaires.

La longueur du vecteur dx est ds telle que figure (I-10).
(ds)? = (dx) {dx} = (dx)F]'[F] {dx°]

Le changement de longueur de |’élément dx® est:
(ds)? - (ds®)? = @x°) ([F]T[F] - [1]) {dx®} (I-21)

Cette quantité fournit une mesure de la déformation du corps au point p:

- si (ds)? - (ds®)? = 0 les déformations au point p sont nulles, la fibre dx® a subi un
mouvement de corps rigide (translation et rotation) caractérise par :

{dx}= [O]{dx°} (1-22)
ou [Q] est une matrice de rotation.

- 8i fuds)? - (cds®)? =0, la fibre clx a subi une rotation et une élongation qui caractérise | ¢tat de
déformation au point p.

La quantité (ds)” - (ds®)? = () définit ainsi une mesure de déformation au point p. dite
déformation de Green — Lagrange :

(dls)® - (ds®)? = 2(dx°)[E] [dx®} (I-23)

[£1= 2 ([FT1F]- 7] 124

[£] est une fonction linéaire et quadratique des gradients de déplacements :

Chapitre 1 Equations générales de la mécanique des solides detormables 6



-
E\'\ E\‘\' E\-
[£]= E_E_ (1-23)
Sym. E_-_j
£,=u vglu fob oo D
B PSR v, W
(e, o) ()
E =¥ +=||u +|v +| w
" 1o 2 ‘_!.n _).c» ,.".a
e, -w ot Fob Tl 1 | 126

E ==lm +v [+5luu +v v W W
a 2 ¥ -x° 2 x? =P x® X%
1

W )

X = X s X

¢ \ ]/
v +w +—Lu u v v +W W
e 2 .- __“.u 7 : _‘.I,u .-° _—rn .9 _}.n =

I

1
E =S +w |+ ¥ ¢ F W
E

[a théorie linéaire classique de I'élasticite st basée sur les hypothéses suivantes :

- les gradients des déplacements sont supposés petits, les produits et les carres des premieres
dérivées sont alors négligeables :

)
[£]=[p]= 4 (2] + 2T ) (27)
- les déplacements u. v, w sont petits par rapport aux dimensions du solide :

max (ful, |v] [w])<<L (I-28)
ot L est une longueur caractéristique du solide.

Ces hypothéses permettent de confondre les configurations C(1) et C'° pour écrire les
équations d"équilibre et effectuer les intégrations :

dV = det [F]dVe =(1 + e )dV° = dV°

AVEE @y = Mg T Ve T WL S irfD°]
0 c
-— = cete. (1-29)
ox  ox°

Dans la théorie linéaire de 1'élasticite. nous confondrons x, y. = avec x°. v°. =° pour
décrire les différentes quantités (déformations. équilibre des contraintes. €léments de volume
et de surtace).

Nous utiliserons désormais les notations et définition suivantes pour les déformations
linéaires :
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_8\\ g.\"!' g\:_
D]=ls]=| & e |~[D]=2(L]+[cT) (1-300)
sym. £,
ﬁu é(”_""’{.} é(z."_+w‘_) ‘u u u‘_ﬁ
[¢]= v, :;-[V_-I-W__) . [Z]= vovoov (1-30b)
sy, W J woow oW
_ £ ) 5'_1 u
e & v
N ¥ 1
g € W
Ep=q  pmy gy (I-31a)
2e 3 o+
# o o .
2e 7 vV o+w
ng =J \y)’-'J \v'a' i W‘J
— ouencore {8}: [E)]{u} -
" 5 -
. 0 0
ad
0 5‘_1’ 0
i &
avec [a]z 5 3 - ([-31b)
& & U
2 g 8
Oz ax
g &
R

Les déformations &, &, &- (parfois notées simplement &. &. &) sont les
détormations dites normales. &y. &-. &= OU Y. V- /- sont les déformations de cisaillement.

Le tenseur de déformation linéaire £ s écrit sous la forme indicielle :

)

e ==\u +u )
“y 2(f~.f Jit

(I-31c)
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Le tenseur des déformations en coordonnées cylindriques est :

& & &
r rd ¥z
[5] - & En: (=220
sym. £
u ]
i Err' i ! Z’i
o0 a0 i; 0.0 7
Il = 8:.' o 8:: - =i 1-3
T2 [Ty [T / / (1-332)
T I, N e
23 y r i g
rz re U + U
.28 f g S
L i) LG
=t + U
Pzl 6.z
ou ¢cneore {c} = [@ l”}
" B _
— 0 0
or
i 13
; r o8
0 0 °
avec [@] B B (I-33Db)
= & & / 0
—— ==+ — ]
r o ¥ or
d a
. 0 -
= or
o ! 0
0 _ -
0z ¥ 66”

6.2. Equations de compatibilité

Quand les trois composantes du champ des déplacements sont connues. les six
composantes du champ des déformations le sont aussi grice aux relations qui les lient. Mais le
probléme inverse est plus délicat, manifestement il n’a pas de solution unique puisque le
nombre des variables passe de six déformations a trois déplacements. Par conséquent, si I'on
souhaite passer des déformations aux déplacements. il est nécessaire de contraindre le
probleme par des relations supplémentaires qui sont appelées relations de compatibilité. Le
principe est que dans l'intégration du champ des déformations. obligatoire pour générer des
déplacements. le résultat ne doit pas dépendre du chemin suivi.

En utilisant la notation indicielle, les équations de compatibilité s écrivent sous la
forme suivante :

g —28 =80: j=123 (I-34)

1.y VIRL iy
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Les six équations précédentes sont les conditions nécessaires que doivent satistaire les

dérivées partielles d’ordre 2 des composantes ¢ d'un tenseur symétrique. pour gue ces
i

composantes puissent étre considérées comme celles de la partie symétrique du tenseur
gradient d un champ de vecteur u(x).

7. Relations contraintes-déformations

Dans les paragraphes précédents, les notions de contraintes et de déformations ont été
revues sans liens entre elles. En réalité, la résolution de la plupart des problémes de structures
nécessite | utilisation des lois de comportement rhéologique du matériau.

7.1. Loi de Hooke généralisée

Pour les matériaux dits €lastiques linéaires, les contraintes sont des fonctions linéaires
des déformations. Ces relations se traduisent sous la forme générale :

G = HU'HEH ({@=35]
Suil suus [utie el icielle.
lof=[H]e} (1-36)

ou les composantes p font intervenir les caractéristiques physiques du matériau.
ik

Les tenseurs [0’] et [8} étant symetriques, nous avons :

= stll =H
! il

ikt Jik itk

ou [H] est une matrice (6x 6). En admettant I'existence d'une fonction scalaire dite énergie
interne de déformation U telle que :

il I

I I -
- ~ - Vo ——_ A\ (.1 )
= > Jf?([O‘][c]}[V = 3 J{O’/{o}dV =3 ".<°/[H]t°fdy (]—J?)
24 2
Il en découle la symétrie de la matrice d’élasticité [/] qui n'a donc que vingt et une
composantes dans le cas le pius général d’anisotropie.
7.2. Matériau élastique orthotrope

Un matériau orthotrope possede deux plans orthogonaux de symétrie élastique. La
matrice [f] est alors définie en fonction de neuf caractéristiques mécaniques indépendantes.

Dans les axes d orthotropie. on a :
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[ H H 0 0 0]
' 12 13
e ., B 4 8
H, 0 0 0 (1-38)
[#]= ) |
H_u () {
H. 0
sym, Hm

7.3. Matériau élastique homogéne et isotrope

Un matériau est isotrope si [A] reste invariant dans tout changement de repére. [/]
n'est alors fonction que de deux paramétres A et u appelés coefticients de Lamé. Le
coefficient 1 noté aussi G est souvent appelé module de Coulomb ou module de cisaillement.

EL T i1 804
A+ 2u A 0 0 v
a+2u 0 0 0 (1-39)
[#]=
w00
i 0
| svm. o |

Les relations contraintes-déformations ([-35) s'écrivent :

c =lde + _7,L£8U_ =(1+ 2#)5;,-3:: + 2;{('5& — (Sgg;_) i i=13 ([-40)

u iyl

avec 0 symbole de Kronecker et €. déformation volumétrique : £, =8 BE +g
i

L équation (I-40) est la loi de Hooke écrite sous forme tensorielle.
La loi de Hooke peut s écrire aussi sous la forme :

| A3V . 1+ v v 5 13 i
= B, -3 = - - IL,j=1, o
gff 2,[[ if E y'Gir E a;,’ E o.;(;( i / 52 ( )
est la contrainte moyenne ou hydrostatique qui s’exprime par :

[
o ==gld
I 3 v oaw

+0 +o0 )ou bien G, = Kel_
wy 2= i

L o ; ; :
avec K = 3 (3/!. % Z,Lf) qui est le module de compression hydrostatique.
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Les coefficients 4 et K s’expriment ainsi en fonction de £ et v par :

3 vE - 5
S (+v)i-2v) - “3(1-2v)
ou £ et v sont respectivement le module d élasticité (ou module d”Toung) et le coefficient de
Poisson.

En thermo-élasticité linéaire. I"équation constitutive prend la forme suivante :

0, = 18,0, +2ue, - AT - LB, ij=13 (1-42)
avec
Ea
B = 2= 2p )

a étant le coefficient de dilatation thermique et (7-7;) la variation de la température.

L équation (I-42) s’appelle loi de Duhamel-Neumann valable pour un milieu élastique.
homogene et isotrope.

8. [quations de compatibilité de Beltrami-Michell

La formulation en contraintes dite de Beltrami-Michell consiste a prendre pour
inconnues les composantes de contraintes. Mais les composantes de contraintes ne peuvent
pas ctre arbitraires, elles doivent vérifier les six conditions de compatibilité aux dérivées
partielles secondes (I-43). Les conditions générales de l'équilibre de Belirami-Michell
s’écrivent donc en notation indicielle :

|7 | o ) X
f +f,- + T b’ff"w + O + i O = 0 Li=13 (I1-43)

L 1 k,

Ce sont les équations de compatibilité écrites en termes de contraintes pour des corps
homogeénes et isotropes, appelées d habitude les équations de Beltrami-Michell. Elles ont été
€tablies par E. Beltrami pour f, = (0, et ultérieurement par J. H. Michell pour f, = ().

9. Equations de Lamé pour des corps homogénes et isotropes

Les équations de I'élasticité linéaire pour un corps solide homogéne et isotrope sont
etablies dans les paragraphes précédents (I-8b) . (I-31c) et (I-40). Ces trois équations sont
appelées systeme d’équations de Lamé. Le report des relations ([-40) (loi physique) et (I-31¢)
(€quations géometriques) dans les équations (I-8b) (équations d équilibre) permet d écrire
celles-ci en termes de déplacements (équations de Navier) :

g +(A+uy +f =pii i j=123 (I-44a)
N 14y L i
Cette expression peut se mettre sous la forme vectorielle :

uViu+ ﬁ (V.u)+ [, =pu (I-44b)
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Ce sont les équations de Lamé établies par G. Lamé et B. Clapeyron et publiées en
1828. En partant de certaines considérations sur les forces intermoléculaire, I Navier les

avait déja obtenues en 1821.

Dans le cas de I"élasto-statique et en supposant que les forces volumiques sont nulles,
en dérivant chaque équation de (I-44a) respectivement par rapport & X J =13 et en faisant

I’addition des trois équations, on obtient Ve = 0 tel que e = u;; qui est la dilatation cubique.
L’application de Popérateur V° sur les équations (I-44b) condmit & écrire
VJ(VEH) = 0. Cette égalité traduit la biharmonicité des composantes de I’état &lastique.
10. Principe des travaux virtuels ou des déplacements virtuels (PTV)
Dans ce paragraphe, nous allons traduire I’équilibre du solide dans la configuration
C(1) sous une forme intégrale, lorsque le solide est soumis i I’action de sollicitations
surfaciques et volumiques. :

10.1. Mouvement et déformation virtuclles

Considérons un mouvement virtuel de la configuration réelle C(r) défini par un champ
de déplacements virtuels noté u*(x, t). La configuration virtuelle est notée C (¢) figure (I-11).

O
ZA &9(%_%:\ - - I;/’
X \\H\.‘:}-.’.‘
o x‘xa
P
0 i >
,f/ y
5
Fig. 1. 11: Mouvement virtuel.
Le vecteur position d"un point pt de C‘(fi) est:
x*F=x+u* (1-45a)
En composantes cariésiennes :
x*x)| x| |[u*(y.2)
=@ =1y +v*@y.2) (1-45b)
z* @) 2] |[w*Gkp2)
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Un champ u* est dit cinématiquement admissible si les fonctions u#¥(x) sont dérivables
et si, sur les points du contour ot les hiaisons sont imposées (frontiere S, ), les déplacements
virtuels #* sont nuls. Un vecteur dx* en p* est donné par figure (I-12):

dx*=dx+du* (1-46a)

Soit sous forme matricielle :

{dx*}=[1fdx}+ |L *[dx}

{dx*} = [F *[ax} (1-46b)

T I TP 4 a7

[2#]=u> ]

[F *] est appelé tenseur gradient de déplacements virtuels.

da’ - /,?
% ,a’ ,J‘ *
ZA p - dx{d“
7 #
& /
PO | | 7
w2
x/p/ 7
G
0 dX
X
2
0 / >
4

X
Fig. L 12: Vecteurs dx* et du®.

En fonction des composantes cartésiennes ¥, v*, w* on obtient :

_]-!—u* u* u* i pu* u* u* |
X =y 2z =X =y :Z
[F*]=] v+ 1+v* v s [LE]=lve vr v (1-48)
sX 2y -z =X 23 4 E>-4
w* w* I+w* w* w¥* w*
| x P °Z | " = = Z ]
{du*}=[L*{ax} (1-49)

Nous admettrons que "application (1-46b) est biunivoque :

{}=[F*["{ax*}; det[F*]>0 1-50)
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[/_ ] qui est non symétrique peut étre décomposée en une matrice symeétrique [D ] et une

matrice antisymeétrique [W *] ;

/ 7 . g : -
(291 22 1T+ 221 [T )= [0 b ) w5
avec i .
u* %(u “‘ +V*,.) é(u il )
[D r] = 1% *j é( v *7: +p *J )
Sym. w *_ )
[0 -6% -6+ ]
w*]={6*. 0 -6*
g% g 0
L. 4 ' =
. 9*_1 * % .9*_1( % Lk )'6’*—1 * *
ou e L , —vE O =s-ut +w SO =5V U ,
[D*] el [W*] sont les matrices représentant les tenseurs de déplacements et des rotations
virtuels. .
{che *} = [[ fax} + [D *Jeix} + [ *[edx} (-52)

[ *]ldx} est orthogonal a {cx} car <a’x>[W [}l =0

10.2. Expression du P.T.V

Le principe des travaux virtuels et celui du principe du minimum de [’énergie
potentielle totale sont des modeéles variationnels couramment utilisés en mécanique des

solides et structures.
Les conditions d’équilibre du solide dans la configuration (/) sont représentées par
les équations aux dérivées partielles (I-8a) ou (I-8b) définies dans le volume V avec
1 . o Bl o we v __ g
[o-] = [()‘] et par les relations du type [O‘]{ﬁ, =1/ fsurla [ronuere GV (sollicitation /. sur S,
et réactions sur S, ).

La forme variationnelle associée aux relations d’équilibre (I-8a) est obtenue par la
méthode des résidus pondérés.

W= [lu*\{div[o]}+ {f |- ol 7 =0 (1-53)

I

v

R}
wn
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En intégrant par parties. nous obtenons la forme faible }#:

W=W -W =0 V{u*xpz)] (1-54)

avec

int g 33 -

+ (L[ *® +‘H/; * )j + (v sk + 3k )j' ):Z,I/.
+F b = - R

e W= [lus{F |- ol + Jluis s + [l otmlds
T 8 '

w :J(u*‘ & +9* & +wWT & +(u* +v*}r +
i X XX : 3 = =5 S =y ¥

&

"

Sur la frontiére S, (ou les déplacements sont imposés), les composantes de {O’(H)}
représentent les réactions dues aux liaisons. Si nous considérons un champ de déplacements
virtuels cinématiquement admissible, c’est-a-dire:

u¥i.v.c)=0 siur S (]-57)

alors :
ext

= [J_‘(u “>{fl}dV ~ Sj(\u *>{]2 }dS - [J-<u *)p{fé}dV (1-36)

En adoptant la notation indicielle. l’équatiﬁon (I-54) prend la forme suivante :

lis

W = Iu"‘”o—jdV— fu* fdv+ Ju* iav - fu* fds=0 (1-37)
5 i o PP g Lo g 175

La symétrie du tenseur des contraintes o, (solide non polaire pour lequel les couples
1

de contraintes sont négligés) permet d’écrire :

W= J-s,‘ T gl - J‘u ¥ — g wl¥ ~ J-u "if‘ gs =1 ([-38
7 1 1 ; i : ! ‘\,! s
AVeC : = i = 2 o, =3 23
avec js, on e o e il b b I3
o l % ., -, g . -
gr = 5( u* +u™® ) étant le tenseur des déformations virtuelles.
i Z L A

Cette [orme variationnelle sert de base pour construire les modeles déplacements en
éléments finis (Cf. chapitre 4).

Dans la formulation de type Galerkine, les déplacements virtuels «* sont définis
comme les variations des déplacements réels u :

u* = ou (1-39)
ou ou représente la variation de la fonction u.
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L opérateur § véritie les propriétés suivantes :

. 5, " : > .
Kou)=0 u=0: a{ u} aj:l J'éudx =0 judx et Au’) =2uou.
- E ;

En utilisant la relation matricielle. I'expression de W de type Galerkine est alors

W= [(s\H elav - J‘((suj;{j:}ﬁ/ - [(‘&4{;2 WS + [(ou)pliildy = 0
F I’

(1-60)
v l()u} avec lc)u {0} et {u} = {1} sur S
On peut définir une fonctionnelle [T, appelée énergie potentielle totale telle que :
W=5TI =0 : (I-61)
ave Il = Hml ~ l_[m ou Hm. est I’énergie interne de déformation :
1L = % [(efH Jelar (1-62)

I

et le représente le travail des forces de volume et de surface -
[1 = J"u}{f‘}dV + f(u){f }[Sf (1-63)
% I ¢ )

La relation (I-61) montre que le PTV (I-60) correspond aux conditions de stationnarité
de la fonctionnelle IT.

La seconde variation de [T est donnée par :
oM = [(se\H ) delav 0 {ou}= {0} (1-64)
8
puisque [#] est une matrice définie positive.

La solution {u] du probleme d’élasticité vérifiant I’équation (I-60) rend ainsi I"énergie

potentielle totale [T minimale.

En coordonnée cylindriques. la forme variationnelle de type Galerkine (1-60) prend la

forme suivante :
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ou :

W = [(66 )& Yo} rdrddz — [(Sullf jrdrdéds -
I I
j-i’cfz!\;{f }rd@dz - J-\’ Su)plii} rdrd@d= = 0
& £ !

N

D f u= I % ¥ B I * e
s 7 F - ES . o - - b3
{ > \u - +ru o Ut U J+ru19 Sur,
; ) 1
u +u* u* +—u*
Jis =, = s 40/
o) =lo : ) )
e o = r{) o (=
\ ) \
{u, = <ur u u:/
) =(r i i Vs ()={r 7 11
v/ \ v, i 1.-:/ ? \Ys/ \ 3, &5 s/

Les déformation et contraintes en coordonnées polaires sont :

1

(&) =(er,0) = < & ?’,.g> = <uj__r : - (ugﬂ + uj_)f % (rugj_ +u , —u )>

o o 10
rr (e rtd f

Les relations déformations-déplacements s’€crivent :

o
o 0
¥ l 1 ¢
e} [l aves [o]-| £ 12

(1-63)
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11. Equations de I’¢lasto-statique plane en coordonnées cartésiennes

11.1. Etat de déformations planes : Cylindre élastique long

avec

En coordonnées cartésiennes, ’hypothése des déformations planes se traduit par :

u=ux,y),v=wxy),w=90

Ceci conduit a :

[5]=£ e 0

0 0 0]

(1-66)

0-67)

Cette hypothése ne peut étre admise que lorsque la géométrie, les sollicitations, les
conditions aux limites, les propriétés du matériau sont indépendants de z. Le cylindre trés
luug sous pression interne sans possibilité d’cxpansion axiale cn est un exemple figure (1<13).

v Section étudiée en
déformation plane

Fig. L. 13: Cylindre élastique trés long.

Les relations contraintes déformations s’écrivent :

{o}=[#]e}
(o) = <0'u Eo‘yy ng> s {Ey= <5H58yyfyxy>

Les autres contraintes sont :

g

xz

B = 1{0‘H + Gw)

c =0
¥z

(1-68)

(1-69)
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11.2. Etat de contraintes moyennes planes
L’hypothése des contraintes planes se traduit par :
=y =T = 0

o
= = - I-70
o_= o*ﬂ(x, ¥); O'W = O'W(x, 54 1 ny = ny(x, y) (I-70)

Cette hypothése est généralement admise dans les structures minces dont une des
dimensions (I’épaisseur mesurée suivant la direction z) est petite par rapport aux autres. Les
poutres, les plaques et coques en sont quelques exemples figure (I-14).

Ry

. N Y
£ //;//

«V

- Fig. L. 14: Plaque cylindrigue.

Pour les deux problémes plans, les expressions de la matrice constitutive [H], sont :

- Etat de déformations planes

l-v v 0
E
- _ I-71
1] w2y ¥ 7V ° (20
1-2v
- 0 0 2 .
- Etat de contraintes planes
1y 0 |
[H]= E2 vl 0 (172)
1-v |
-V
%0 =]
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ou encore sous forme plus compacte :

H H 0
el 1 o (1-73)
0 0 H
. El-av _ 5 .
avec Hi = T+w(l-v-ay Hz Tl av et HS N 2(l+ V)~ H

a = I pour un probléme de contraintes planes
a = 0 pour un probléeme de déformations planes

12. Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons présenté les équatious geéuctales de la mécanique
des solides déformables utilisées dans 1’étude des problémes de [’élasticité linéaire
bidimensionnels et tridimensionnels en coordonnées cartésiennes, polaires et cylindriques.

Dans le chapitre suivant, nous présenterons une revue bibliographique sur les
différentes méthodes utilisées pour la résolution des problémes de 1’élastostatique linéaire.
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CHAPITRE 1I

Revue bibliographique sur les méthodes de résolution
des problemes élastiques plans
et tridimensionnels

1. Introduction

Ce clupite présente une revue bibliographique su les dilferentes wethodes de
résolution des problémes de [¢lastostatique linéaire. En général. la résolution de tout
probléme d’élasticité se ramene a celle d'un systéme d’équations aux dérivées partielles ou 4
une mimmisation d’une fonctionnelle représentant une certaine quantité physique (énergie
potentielle totale) moyennant certaines conditions aux limites.

Les méthodes de résolution qu’elles soient analytiques, numériques ou semi-

analytiques sont souvent jugées par leur simplicité et leur efficacité. Parmi ces méthodes, on
cite celles qui représentent un intérét fondamental dans le domaine de 1 élasticité linéaire.

2. Systéme d’équations de Lamé
En €lasto-statique, les équations de Lamé (I-44b) se réduisent a :

Viu+(1-2v)'V(V.u)+ wf =0 (L-1)
ou: u=(unusruz), fr = Furfoofv3)

3. Méthodes de résolution

Les principales méthodes de résolution des équations de I’élasto-statique proposées
dans la littérature peuvent étre groupées en deux catégories

- les méthodes analytiques groupant la théorie des potentiels. la théorie des fonctions a
variable complexe , les développements en séries. la théorie des équations intégrales :

- les méthodes numériques se résument principalement en différences tinies. éléments finis et
éléments tinis de frontiére.
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3.1. Méthodes des potentiels

La théorie des potentiels harmoniques de déplacement permettent la résolution des
problémes tridimensionnels (3D) et en particulier les problémes de contact de solides. Parmi
les auteurs qui ont contribué d’une fagon ou d’une autre, et cela bien str d aprés la littérature
on cite Neuber [2], Papkovitch [3], Grodski [4]. Heriz [5]. Boussinesq [6]. Notons que
Neuber. Pupkovitch et enfin Grodski furent les premiers a développer ce type de solution qui
est la base de la théorie de Hersz dont se servent les mécaniciens pour approcher et décrire
certains contacts entre solides élastiques rencontrés dans les engrenages, les roulements. etc.

Cette méthode est basée sur le caractére biharmonique des composantes de I'état
€lastique. On recherche les solutions des équations de |'élasto-statique. sous forme de
fonctions harmoniques (appelées généralement potentiels de déplacement), d’aprés le
théoréeme d’A/mansi. Par contre, la résolution du systéme complet se raméne a celle de
I'équation de Poisson. Elle présente généralement des difficultés car elle conduit a des
équations intégrales ou a une minimisation d’'une fonctionnelle. L. Solomon [1]. explicite
clairement ce point de vue en faisant référence aux différents ouvrages traitant ces questions.

Néanmoins, on trouve dans la littérature plusieurs solutions proposées par différents
auteurs tels que Papkovitch [3], Grodski [1], Boussinasy [0], Kelvin [T], Clebsch [8]. Trefftc
[9]. Gatina [10]. Parmi ces solutions, on cite :

311 Solution de Kelvin

[l s’agit de chercher la solution de I’équation vectorielle de Lamé (II-1). en utilisant la
décomposition de Stokes pour les vecteurs & et [ tels que :

=N p +V%q (1I-2a)
L =Y F %] (I1-2b)

Ce qui donne :

V.u :Vjp
Viu=V(V’® p)+Vx(V’ q)

L équation de Lamé devient alors :

2(1-v) _, P S
V —(—ML)V'p+ — [+Vx(V" g +=)=0 (II-3)
(1-2v) H H
Cette €quation est visiblement satisfaite si I’on choisit:
3 =] — 21/)
Vip=—FHF
2(1-v)u
(II-4)
i 0
V' [1 W rad
y7,
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Alnsi. tout vecteur qui admet la décomposition (II-2a) et vérifie (II-4) est une solution
des équations de Lumé. représentée par quatre potentiels scalaires de déplacement. Ces
potentiels sont eux mémes solutions de certaines équations de Poisson (ou de Laplace si
£i=U).

1

3.1.2 Solution de Clebsch

Cette solution se présente comme une genéralisation de la solution de Aefvin [7]. car
elle traite méme le cas dynamique. En présence de forces volumiques. la solution globale est
obtenue par superposition de deux solutions :

- la premiére correspond a celle de Kelvin (cas statique);
- la deuxieme correspond au cas dynamique proprement dit, ¢’est-a-dire qu’on remplace dans
I"équation de Lamé. [ par-p u. p étant la masse volumique du matériau. :
3

Puis. on fera la méme résolution que précédemment. On obtient pour la deuxiéme
solution :

’ P
YV pe=| o =
P 7(_ﬂp+2,u)
(11-5)
vig=| 2§
L

En élastodynamique. on constate que |'équation scalaire de Poisson ou de Lupluce
prend la forme de I’équation de la propagation des ondes qui est une équation aux dérivées
partielles de type hyperbolique.

3.1.3. Solution de Treffiz

On cherche le vecteur déplacement u de |'équation de Lamé (II-1). sous forme d une
somme de deux vecteurs B et x, Vi telque: u = B + x, Vh.

x,Vh dépend d'une seule fonction scalaire et s'annule sur I'un des plans coordonnées x, =0

et le vecteur B est la solution de I"équation :

5 f
V!B +lr= (11-6)
Ll

suite a cette décomposition, on obtient les relations suivantes

A}

Vo u=f ! +2[Vh] +x, YV h)

v /_[
(11-7)
V.u=Y.B+h ,+xV* K
et (V)= V(VB)+Vh +x V(Vh)+i
o /
onnote que : Vx =i
S
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L équation de Lamé devient :

(6 W) (Th) +V(V.B)2 (1= v)*’jV (V2 hyri V*h=0

Cette équation a pour solution :

v? h=0

h = -

V.B
7 (3-4v)

On constate que la fonction h doit vérifier a la fois les deux équations, ce qui revient a
résoudre un probléme de Dirichlet pour I'équation de Poisson.

3.4 Solution de Grodski

On cherche la solution des équations de Lamé sous la forme :

u:B+u“ (11-8)

ot le potentiel B est solution de I’équation de Poisson veclorielle :

VB+u f =0 (11-9)

et u = V/ est un vecteur de correction.

Pour trouver 1’équation & laquelle satisfait f, portons « = B + V fen (ll-1), en tenant
compte de ce que B est la solution de (II-9). Compte tenu de :

Vu=—u"f +VV's). V(u)=V(B)+V'f

et compte tenu de ¢ < v < %, |'équation (II-1) devient :

2|

V{Vlf . (1- v)‘lv.(B)} = (I-10)

Puisqu’on ne cherche point la solution générale de (II-10), il suffit qu'on ait :

5 l .
¥ f=—gll~ v)'V(B) (I-11)

: 2 .
Commencons par évaluer V-(x.B). Onadabord :

Vi(x.B)=2V(B)+ x.V'B (I-12)
d ol en tenant compte aussi de (II-9) :

vi(x.B)+ £ (xf) (I1-13)

b~

V(B)=
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En portant maintenant (II-13) en (II-11). on obtient :

Vj[f + %(I - v)_'(x,B)J == % (1- V)_i;z—i(xf\_) (II-14)

-1 ¥ 1 - . -
d’ou. en notant f + T (] - V) l(x.B) Sy (1 ~v) IBO , on obtient en fin de compte :

VB = u'(xf) (I1-15)

ou Byest la solution générale de 1"équation (II-15), et 'on a :

= ‘Ll;(l - V)—f('x_B + Bu) (11-16)

Le terme correctif est ainsi trouvé, et la solution & admet la représentation :

/ _
= B—E(]—V) /V(x.B+B“) (II-17)
wee VO - y_l_/; o "EU - U '(x._/‘;) (H=14)

Sous une forme plus développée, les relations (II-17) s’écrivent :

u=B- -41~(1 = V)_'(xB] +¥B, +28, + Bo)_, (11-19)

on vérifie aisément que tout vecteur u de la forme donnée par (II-17) et (II-18) est une
solution des équations de Lamé.

En effet, un calcul élémentaire permet d’obtenir en tenant compte des relations (I[-9)
et (1I-12) :

V= —,u“'fv — % (1-v)'V(V.B)
(I1-20)

V(u)= %(1 -2v)1-v)'V(B)

Ce qui explique que les relations (II-17) et (II-18) forment une condition suffisante
mais non nécessaire pour que # soit une solution des équations de Lamé non homogénes

(£ =0).

La solution donnée par les relations (II-17) et (II-18) est appelée représentation de
Grrodski [4] et les potentiels B“. B| . B,. B_sont appelés aussi fonctions de Grodski [4].

Dans le cas ou f =0, (forces volumiques nulles). les quatre potentiels des
v

déplacement sont harmoniques.
e Bf=0 J=01L23 (11-21)
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3.2. Meéthode de Kolosov et Muskhelishvili

Kolosov [11] et Muskhelishvili [12] furent les premiers & établir cette technique de
résolution qui a trouvé par la suite une large application. Cette méthode se base sur la
formulation dans le plan complexe des équations de ’élasticité (2D). La méthode proposée
par L. Solomon [1] permet de transformer les équations de ["élasticité plane, décrites dans le
chapitre précédent. en un systéme permettant ’obtention. a partir d’une formulation
complexe. des solutions générales en contraintes et en déplacements des problémes plans. Ces
solutions s expriment au moyen de 2 fonctions ¢(=) et y(=) appelées potentiels de Kolosov el
Muskhelishvili.

3.2.1. Equutions du probléeme élusto-statique plun en coordonnées cariésiennes

L’hypothese de I'¢lasticité plane et celle des forces volumiques nulles permettent
d’aboutir a un systeme simplifié d’équations.

Les deux équations d’équilibre s écrivent :
g +a =0 (I1-22)
S

ALY

o +o -0 (11-23)

Les trois équations de compatibilité sont :

Vo +8 =0 (11-24)
Vig +§ =0 . (11-25)
Vo _+8 =0 (11-26)

avec SU =0 _+ 0 quiestlapression hydrostatique moyenne en un point.
2y e

Si a des déformations nulles, correspondent des tensions nulles. c’est & dire s'ils
n’existent pas de tensions initiales, la loi de Hooke s écrit :

=10 + 2uE
o A® + 2;150’ (11-27)

T = Zyé‘w = Hy_

Xy

o
xx
(3

avec ©=¢ +¢& et A, u sontlesconstantes de Lamé.
K ¥y

vE
A = o = en déformations planes
(l+v)1=-2v)" " " 2l+v l
vk E

F

Gk (Y e R (e

Les relations déformations-déplacements avec ["hypothése des petites déformations
sont :
E =W . & =V ety =26 =u +v (11-28)

X X » ¥ X ay . <X

en contraintes moyennes planes
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3.2.2. Equations en variables complexes

Nous rappellerons la methode de transcription des équations précédentes (11-22) a
(II-27) d aprés L. Solomon [1]. Les équations s'expriment uniquement a aide de deux
fonctions de la variable complexe. Les fonctions de points initialement fonction des variables
v et » deviennent des fonctions des complexes = et z considérés comme indépendants tels

que :
z=x+1y, z=Xx-Iiy=conjugué(z). (11-29)
Soit donc le déplacement complexe défini par :
U(z, Z) = ulx, y) + iv(x, ¥) (11-30)
- - 3,
Les opérateurs différentiels utilisées seront o et = tels que :
DV ivations v idlue |
0 0 ox N d oy
0z 0Ox0z Oyoz
0 0 ox 2 0 Oy
0z Ox0z Oyoz
7 o s 1 -
Drapres (11-29),ona : x = 5(2 + z) e = (z - Z) = 7_1(2 = z). 1l vient alors :
o 1({e . 0
oz 2\l &y "
; H
o _1fa .0 .
z 2l ey
De ces relations. on tire :
d o0 @
& & oz \
. i d (I1-32)
— =l =— - —
oy oz é‘zJ
> _o 9o & &_[(& & &
o o2 dzoz 72 "oy | 82 0207 gt
a2 ~2 A2 0
. 7, [ 0 d
e . = -
xdy & or’
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Les €quations de compatibilité deviennent :

0 (11-33)
S_-8 =0 (I1-34)

Le module de la fonction S est égale au diamétre du cercle de Mok des contraintes.

De la méme fagon. le systéme formé des équations déquilibre (11-22) et (II-23)
devient :

S -8 =0 (11-35)

Le systeme formé par I'ensemble des équations d’équilibre (I1-22) a (I1-23) et les
équations de compatibilité (II-24) et (II-26) est équivalent au systéme suivant exprimé au
moyen des deux fonctions de contraintes Sy et S qu’il convient de déterminer pour connaltre
I"état élastique en tout point du solide.

i =g .=l (11-36)
4, =10 (11-37)
S -8 = (11-38)

on remarque que I'équations (II-38) se déduit de I’équation (II-36) par une dérivation par
rapport a la variable z. -

Afin de déterminer les déplacements, les relations déformations-déplacements (11-28)
et 'expression des contraintes en fonction de Sy et S.

» -3
b = (i VXI )
R L E 0
1+ 1
u —v = g EV) (a__. - UH-): e (%V) Reel(S) (11-39)
o 2Al+v) (1+v) o
u tv = %, 7 Im aginaire(S)
Soit
%,
UkI,]i(l!-f-lV):;[(l{ +vl)+.f(v'—u_)]
- 0z b X WY Y s (11_40)
U —g(u-nv)—i[(u = )4—1{1} + u )}
5 a_: - 2 X -y oy )
De (I1-39), on a:
1 -
= 4u s ([1-41)

1-2v

(g:Apc;:-:[ 5 }SD (11-42)
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Les équations (II-36) et (II-37) sont les équations en tensions du probléme plan.

L équation (II-36) est I"équation d’équilibre.

L équation (II-37) est |"équation de compatibilité.

Les ¢quations (1I-41) et (II-42) sont les équations physico-géométriques du probléme.

3.2.3. Solutions générales des équations du probléme plan : Introduction des fonctions
& f »
de Kolosov et Muskhelishvili

L intégration des équations (II-36) et (II-37) permet de résoudre le probleme élastique
plan en contraintes.

a

Compte tenu de cette solution. I’intégration des €quations (I1-41) et (II-42) donnera la
solution en déplacement du probléme.

3.2.3.1. Solution en contraintes

bott le systéine hvmogene .

S() T O
Sog —g (I1-43)
i 0.z

En intégrant la premiére de ces équations d'abord par rapport & z . puis par rapport a =.

on obtient :

S, = [S(z)dz +S(z) (11-44)

ou.S; et S> sont des fonctions arbitraires. Sy étant une quantité réelle, on écrira :

2@(:) = _[S!(:)d:

et (II-44) deviendra :

s = 2o(z)+ o) (11-45)

0

En portant maintenant (1[-45) dans la seconde équation (11-43), on trouve :

5 =2al= | (11-46)

d'ou, apres intégration par rapporta z :

S = z0(z) + ¥(z)] (11-47)
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ou ¥ est une nouvelle tonction arbitraire. @(z), ¥(z) sont différentiables et a dérivées
partielles continues dans D. donc ce sont des fonctions analytiques de = dans D.

En considérant encore les fonctions analytiques ¢(=). wr=) définics dans D par les

relations :
)

on pourra écrire (II-45), (II-47) sous la forme définitive :

#(z) + 4(2)
[[ z)+ (J)]

La solution des équations (II-43) prend donc la forme (I1-49). Réciproquement, pour
toutes fonctions analytiques ¢ (z). y1(z), les fonctions définies par (11-49) vérifient (I[-43).

(11-49)

3.2.3.2. Solution en déplacements

Ln passant aux équations physico-géomélriques, on porte (11-49) en (11-41) et (11-42).

ce qui conduit au systéme :

U, =5 )+ o)

_— (1I-50)
- ;
a-uf-“tj”b&h¢cﬂ
En intégrant la premiére équation par rapport 4 z, on obtient :
1 ; e .
_T#[m(z)w(z)}wl(z) (1-51)

ou U(z) est une fonction pour I’instant inconnue.

En portant (I11-51) dans la seconde équation (II-50), on trouve aisément

/)= 25 o)

Par conséquent, (II-51) devient :

2fu,U(z-,§): ,ggb(z)—z_;ér_‘(z)—m (I1-52)

318
x =3—4v dans |'étatde déformation plane, / < y <3
3 -V P = S o)
A 1 dans |'état de contraintemoyenneplane, = < y <3
+v 3
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Les formules (II-49) et (II-52) fournissent, en ’absence de forces volumiques la
solution par I’intermédiaire des deux potentiels ¢(z), w(—é). Ceux-ci ont été introduits par
G. Kolosov [11] et largement utilisés par N. Muskhelishvili [12] dans 1’étude du probléme

plan. Les fonctions ¢ et y seront appelées les fonctions de Kolosov et Muskhelishvili.

Pour un domaine multiplement connexes et en 1’absence des forces de volume
figure (II-1), les solutions générales du probléme élastique plan se regroupent ainsi:

- représentation cartésienne :
o_+o =24()+d()
o -o_+2ic = 2[E¢"(z)+ w’(z)] (I-53)
Zp(ux + iuy): 1#2) — 20/(2) — U2)

- représentation polaire :
o +o, = 2[¢'(z) 4 Mj

0, -0 +2ic = 2[E¢”(z) + y/’(z)] &’ - (@-54)

a9

2 U + iug): [;(gé(z)— zg(;j - M]e_w

=V

Fig. IL. 1: Domaine borné multiplement connexes.
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Les deux potentiels complexes s’expriment par :

i

#2) =D y log (z - z)+ ()

- (11-55)

n—

Yz) = _ZZ 7, logﬁ(: - .zj) + t,z/n(z)
J=1
Les constantes complexes p représentent la résultante des forces extéricures R,
/. :
appliquées sur les composantes €, de chacun des domaines 0, tel que:
R
'}) =

J
i dull+ 7)
¢” et y sont deux fonctions holomorphes arbitraires.

(11-56)

Cette méthode de résolution est fort intéressante pour les domaines circulaires et en
particulier pour les couronnes concentriques; a titre d’exemple. on cite le probléme de la
Vo i, qui w éed taitd par L, Swlomon || poverepes e L Fillechuse |13,

Mo Lahmer [14] et A Uertaweh [15] en caprimant Loy deuy potentiels de Kolusov ct
Muskhelishvili par des séries de Laurent. Cette méthode est largement appliquée pour la
résolution de nombreux problémes relatifs aux singularités, contacts et fissures.

Les solutions (II-54) seront utilisées ultérieurement pour I'étude des problémes plans
pour des domaines doublement connexes, formés par des couronnes circulaires. La deuxicme
€quation sera remplacée par deux relations obtenues par la somme et Ta différence entre les
deux  premiéres  équations qui  portent respectivement  sur  les  quantités

o +ic et o —ic .
[e7] re i rd

3.3. Méthode des éléments finis (M.E.F)

Les méthodes numériques dont la plus employée est celle des élément finis permettent
de résoudre d'une facon numérique les différents problémes et quelle que soit la géométrie du
solide étudié en se basant sur une minimisation d’une fonctionnelle représentant |'énergie
potentielle totale de la structure (Cf. chapitre 1).

La méthode des éléments finis est une méthode approchée permettant de déterminer
I"équilibre €lastique des structures, solides élastique, plaques, membranes et coques. Cette
méthode est largement utilisée aujourd’hui. Les ouvrages qui la présentent sont trés
nombreux. on cite par exemple Zienkiewicz [16], Batoz [17], et

Le principe de cette méthode consiste & minimiser une fonctionnelle représentant une
energie de déformation pour un domaine donné. Cette minimisation conduit a discrétiser |e
domaine étudié en un nombre fini n de domaines élémentaires appelés “éléments finis” reliés
entre eux par des points appelés nceuds situés sur leurs frontiéres et enfin 4 la résolution d’un
systeme lin€aire de » équations 4 » inconnues. Cette méthode est particulierement intéressante
pour deux points, géométrie et conditions aux limites quelconques.
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Lorsque la géométrie du domaine d'étude n'est pas réguliére. la discrétisation se fait
de facon a permettre d'épouser les frontiéres en modifiant la forme et la dimension de
I"élément si nécessaire. Lorsque les conditions aux limites ne sont pas réguliéres et sont
données par morceaux. leur prise en compte se fait d une facon classique.

Néanmoins. elle peut présenter certains inconvénients et en particulier la mise en
ceuvre qui n'est pas toujours facile par rapport aux autres méthodes. Le calcul est lié a la
discrétisation et la résolution se fait d’une fagon globale. Enfin, la transformation des
conditions aux limites données sous forme de contraintes. en forces nodales n’est pas toujours
facile & effectuer. Notons que ces forces nodales sont en réalité des coefficients de
pondeération ayant la dimension d’une force.

3.4. Méthode des équations intégrales de frontiére

La methode des équations intégrales est un développement des travaux de Eredholm
sur "utilisation des théories du potentiel et des équations intégrales linéaires. Fredhholm fut le
premier a ['appliquer a I"élasticité [18]. En 1963. Kupradze [19] reconsidére les problémes
aux limites, dans le cas général des milienx élastiques soumis a des ascillations périndiques.
LU Clablit des thiéuieies d'exisience et d'unlelté pour des corps homogenes. La weme annee
Jawson et Ponter [20] publient leurs premiers travaux sur 1'utilisation dune équation
intégrale de surface pour traiter le probléme de la torsion élastique d’une barre de section

quelconque.

En 1967. Rizzo [21] analyse numériquement quelques problémes simples d’élasticité.
Rizzo et-Cruse [22] étendent la formulation élastique au domaine dynamique en utilisant une
transformation de Laplace pour la variable temporelle. Cruse et Vanburen [23] analysent par
equations intégrales, en situation tridimensionnelle, une éprouvette de meécanique de la
rupture. En 1971, Swedlow et Cruse [24] proposent une formulation €quation intégrale pour
traiter le cas d'un comportement élasto-plastique d’un matériau présentant un écrouissage.
Cette formulation est reprise par Mendelson [25] qui publie un article présentant des résultats
numériques.

La méthode des éléments de frontiéres repose sur la discrétisation d équations
intégrales de frontiere. Le développement de cette méthode en tant quoutil de résolution
numeérique est toutefois postérieur a celui des méthodes d'éléments finis et de différences
finis. La méthode des éléments de frontiére repose fortement sur I'adaptation de notations
initialement créées et développées dans le contexte de la méthode des éléments finis -
maillage, interpolation par fonctions & support borné. L avantage conceptuel de la méthode
des €éléments de frontiere sur d’autres techniques comme les éléments finis est le gain d’une
dimension d’espace pour la discrétisation : le support des inconnues est la frontiere. et non le
domaine qu’elle limite figure (11-2). De plus. les méthodes intégrales présentent une
supériorité pour le traitement de certaines situations (propagation des ondes, présence de
milieux infinis. etc.). Pour établir 1'équation intégrale, nous utilisons le théoréeme de
réciprocité de Betti [26]. qui est I’analogue de la deuxiéme formule de Green pour I'opérateur
de Lapluce.
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a) MEF (Discrétisation du domaine) b) MEIF (Discrétisation des contours)

Fig. I1. 2: Comparaison des méthodes d’éléments finis (MEF) et d’équations
intégrales de frontiére (MELF).

3.5 Méthodes basées sur les transformées intégrales

En analyse mathématique, il existe plusieurs transformations intégrales :
transformations de Fourier, transformation de Laplace, Hankel, Mellin [27]. Le choix d’une
— transformation dépend du domaine d’étude et des conditions limites. L’application de ces
méthodes permet de transformer une équation aux dérivées partielles ou un systéme
d’équations aux dérivées partielles en une équation différentielle ou en un systéme
d’équations différentielles ne dépendant que d’une seule variable. Les conditions limites sont
elles mémes transformées. Elles ne portent désormais que sur la variable d’intégration et
permettent de déterminer les constantes d’intégration. Ces transformées et en particulier celle
de Fourier sont largement utilisées dont la géométrie et les conditions aux limites sont
réguliéres. Le calcul numérique de cette transformation peut étre amélioré du point de vue
rapidité en faisant usage d’un algorithme de calcul numérique F.F.T. (Fast Fourier
Transform) développé en 1965 par Cooley et Tukey. Il convient de souligner que B.
Villechaise [28] fut le premier a se servir de ces transformations, habituellement réservées au
traitement de signaux temporels pour la résolution des problémes de contact.

Chapitre I Revue bibliographique sur les méthodes de résolution des problémes 45
¢élastiques plans et tridimensionnels



4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présente une revue bibliographique succincte sur les
différentes méthodes de résolution des équations de I’élasticité linéaire qui peuvent €tre
classées en deux catégories :

|- les méthodes analytiques groupant la théorie des potentiels (solutions de Kelvin.
Clebsch, Trefftz. Grodski), la théorie des fonctions a variables complexes et les méthodes
basées sur les développements en séries et les transformées intégrales (Fourier, etc.) ;

7- les méthodes numériques utilisant les méthodes des éléments finis et des éléments
finis de fronticre.

1l ressort a travers cette étude que 1’application de la M.E.F convient pour ’analyse de
contraintes et des déformations élastiques des tubes et des secteurs cylindriques longs ou de
longueur finie soumis & un champ de pression non axisymétrique. Ces derniers offrent une
schématisation réelle des revétements de surface utilisés dans les paliers hydrodynamiques
tels que les paliers lisses et les paliers a arcs partiels. La méthode analytique de Kolosov et
Muskhelishvili, développé dans le chapitre suivant, a été retenue pour la validation du modele
sléments finis (2D) appliqné pour 'analyse des contraintes et des déformations des tubes
eylindriques lougs (probléme de défonmations plancs). Il eonvient de nater que dans le cas des
secteurs circulaires, les solutions obtenues par la méthode de Kolosov et Muskhelishvili ne
présentent pas la méme simplicité du point de vue expression analytique que celles trouvées
dans le cas des couronnes circulaires.
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CHAPITRE 111

Solutions analytiques des problémes mixtes pour les
tubes cylindriques longs

1. Introduction

Les revétements de surface utilisés dans les paliers lisses peuvent étre convenablement
schématisés par des tubes cylindrique dont les sections droites transversales sont des
couronncs circulaires.

Les couronnes circulaires sont des domaines bidimensionnels doublement connexes
auxquels on peut appliquer les solutions générales des problémes plans données par les
relations (II-54). Dans ce chapitre, nous allons donner, a partir des relations (II-34). les
solutions générales des problémes mixtes pour la couronne circulaire. Nous représenterons les
fonctions holomorphes ¢gy(z) et wo(z) par des séries de Laurent et établirons les solutions en
contraintes et déplacements sur les frontiéres de la couronne permettant ainsi I’utilisation
directe des conditions aux limites exprimées sous forme de séries de Fourier.

Les solutions analytiques obtenues serviront d une part comme outils de validation de
I"approche numeérique développée dans le chapitre 5 et d’autre part pour la dérivation d un
modele plus simple pour le calcul du champ de déplacement radial en se basant sur -
I"hypotheése d’une couche élastique mince ; ¢’est & dire lorsque 1'épaisseur de la couronne est
trés faible devant son rayon intérieur. La validation de ce modéle sera effectuée dans le
chapitre 5.
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2. Géometrie et notations

=V

® © (0)] @ mm m]
Er Op > U, U w20 s U LU

o 2@ 27

Fig. I11. 1: Géométrie et notation.

Le domaine D constituant la couronne circulaire est le domaine du plan complexe,
représenté figure (I1I-1), tel que :
JZ, < [Rf RoJ ou R, et Ro sont respectivement les rayons des cercles intérieur et

extérieur de la couronne.

R ..
Nous noterons H le rapport EO- des rayons des cercles limites de la couronne.
1

Un point M du domaine D est défini par son affixe z = r¢ . Nous noterons la

; : : N ¥
coordonnées radiale adimensionnée par: /= 7
1

Nous aurons : M € (D) & le [],H].

Les normales & la couronne sont orientées vers ’extérieur de D. Ainsi, la tension
o (M) pour M appartenant a un des cercles limites représentera ’action du milieu extérieur
n

sur la couronne. Les tangentes définies sur les cercles limites, se déduisent des normales par

rotation de +§. Nous utiliserons, comme la forme du domaine D le suggére, la représentation

polaire pour les contraintes et les déplacements.
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Les quantités se référant aux points de la surface seront notées :

(0 (0 (0 (0
-pour r=R(¢t=H) : o . o 4 u
[} I e i 2
. (n (h (@l (h
- Fr=R(( = P s g M
pour r = R (¢ =1) o - 3 -

Entin. les constantes élastiques du matériau. supposé homogéne et isotrope. seront
notées u et y . u étant le module de Coulomb.

3. Expressions des contraintes et des déplacements : méthode des séries

Le domaine D étant doublement connexe : c’est a dire m=/, les potentiels donnés par
les relation (II-55) se réduisent 4 :

¢(3) = [oge(z —Z, )+ ¢0(z)

_ {(H1-1)
Wz)= 7 log (2 -2 )+ (2)
selD
ou ZE D[
ReL
Le choix de z,=0 , comme origine des axes, n’affecte nullement la solution du
probleme. Si on pose y = Y, on peut alors écrire :
#z)=ylog(z)+ ¢ (z)
(I11-2)

w(z)= —g}jlogé(:) +y (2)

; 0
o z=re etyeC

Les deux fonctions holomorphes gﬁﬁ(z) et ¥ (z) sont exprimées sous forme de deux

séries de Laurens au voisinage de = = () [14]. Les solutions du probléme elastique s expriment
alors :

o (r.8)+ G@g(;», 9)=Y Vk({j)?ik&'

" kez
o—”_(h 8) - io‘m(r. 6’) iy Z o',_(f{‘)eikg (IT1-3)
kez "

241

< (“,-(r' )+ izza(r, 6?)) = ; Uk((f’)?’w

I

avec
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V() =2at +a t™) VkeZ

c(O)=(1-Ral+a " -d ¢ . VkelZ-{l}}
o(f)=(1-pra, (111-4)
U =12z ar -a i+ Lot ke Z-{-1}
+k Ok k 1+ £
ay — B —

U (") =2a z" log r+

Les relations (III-3) présentent les contraintes et les déplacements. sous forme de

séries qui, pour une valeur donnée du r , sont des séries de Fourier complexes.

avec

Sur les cercles limites, ces relations s’écrivent :

- pour 7 = Ro [ =1 ) , cercle extérieur (Cy)

CT“”(Q) + O_{()(;)(é)) _ ;7 Vk(tn((,}?:kb‘

s

Gl_[_”(g) - !.O_f(.;l})(g) - ZU;”((? )efk(i (HI-S)

" keZ

2 ; ik
f—l (uf‘m((?) + m;m(é?)) =3 U:_O)(ﬁ”}z s

0 keZ
v =oa H +a H*) Vkez
k —k
_[_—— _
o (l+ ,()H a_ ,pour k=1

oV =(-kpH +a H' -d_H" ,vke{Z-l}] (111-6)

k

U(_T) = 3 ¥ IH_l logv(R” )—i— (&@”’_ﬂ)_ ;EH , pour k=-]/

U = A4, Lk %  H
k

k+1

-pour r=R, (#=1), cercle intérieur (C')

1(6) ol (6)= 31 e

i)

o!/(6)-151)(6)= Yo "(1}* )

" k=z

2 (o) + 1 0))= S U1k
0 ke

INJ
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avec

v =da +a ) .Vkez
k k —k

:“ = (1 + /Zkt; . pour k=/
o, =(1-kp +a, -a . Vke{z-{I}} (IT1-8)
U‘.:} = chz_l loge(Rl )+ QX}; LI C_’; , pour k=-/

|
0 2%, = aiv-f— .11
— + = v _ L. 1
PR+l ST Tk , Vke{Z - {1}

4. Solutions en contraintes et en déplacements des problémes mixtes pour la couronne

Une solution générale du probleme plan relative a4 la couronne a été obtenue au
paragraphe précédent. Les problémes aux limites de 1'élasticité plane (Dirichlet. Neumann,
tixde) sont des problemes qui, par nature de leurs conditions anx liites, assurent Devistence
ct I'unicit¢ de la solution en contraintes et en déplacements. Nous allons mainlenant étudier
deux types de probléme mixte afin de trouver des solutions particuliéres 4 ce probleme :

- le premier probléme mixte pour lequel les contraintes sont connues sur le cercle limite
extérieur (» ==Ry). les déplacements sont donnés sur 'autre (r = R

- le deuxieme probléeme mixte pour lequel les contraintes sont connues sur le cercle limite
intérieur (r = R,), les déplacements sont donnés sur | autre (r = Ry).

Les conditions suffisantes d’existence des solutions seront précisées. l.a notation
matricielle sera adaptée pour la présentation des solutions de chacun des problemes.

Le probleme mixte considéré dans notre étude peut correspondre 4 deux situations qui
se déduisent éventuellement I’une de |’autre en changeant A en A’ . Nous allons résoudre
le cas de déplacements nuls sur le cercle intérieur (r = R, ou ¢ = /) et de tensions imposées
sur le cercle extérieur (r = Ry ou ¢ = H) figure(IlI-2). Ces conditions aux limites soni
celles du premier probléme mixte.
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(u(o) ’ u(m)
r 0

Y

—> X
revétement
élastique

(6, o)

noyau
rigide

Fig. I11. 2: Conditions aux limites du premier probléme mixte schématisant un
arbre revétu.

/ support
/ rigide

Fig. I11. 3: Conditions aux limites du deuxiéme probleme mixte schématisant un
alésage revétu.
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Notons que dans le cas du deuxiéme probléme mixte. les conditions aux limites sont
tigure (I11-3) :

- déplacements nuls sur ()
- contraintes radiales et tangentielles imposées sur ().

5. Contraintes et déplacements sur les frontiéres de la couronne pour le premier
probléme mixte

Les solutions obtenues au paragraphe précédent portent sur les deplacements et
contraintes dans la couronne circulaire pour les deux problémes mixtes.

Nous avons supposé de plus que les conditions aux limites. étaient suffisamment
régulieres pour permetire de prolonger ces solutions par continuité sur la frontiére du domaine
D.

L utilisation de la notation matricielle suivante:

y) )
(7) O-'f— ) _ U,i‘- i
LS - D =qL,v.ked & J=0d

; —) )
Tl o

nous permet d’écrire les solutions du premier probléme mixte sur les cercles limites (), ot £
de la couronne [voir Annexe A pour les détails]:

(a) pour k=]

Slf 1) F|_1 Flll Slu’n
— (I11-9)
Dl(m Gi.! Gz. | D;( 1
(b) pour k € {Z - {1}}
(h on
(SA- 1 F;.!c F;A SA
= (1I-10)
(0 (1
]\ DA J GIJ\' Gz.f, D'i;-
Puis-que le cercle intérieur ((;) est rigide. on a : D:“ =0 VieN
el que
r H 0 TJ
F o= 2H(1—H3) H(1+ y) |
r+ H v+ H J
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i ;g+H4

[0 0
Fz.iz 2(1_H4) 0:!
I 7l -#) AE - 1) ]

y+H' y+H'
Gy = 7 ¥ > 7]
3 3 I— (1- 2 | Bli- )
T+ * 5 y+H z+H
[ H(+x)
H* .
g o=l FT

2= -m2) 1

Gr2'H H
(O PR -l -l (B9 12 (9
T AM

fl 1+ kaz —1}_1 +yHT —(1+ ;(\(}(+H2_2k)Hz+k'

£, =57 | bl ﬂl—z :IHI— i
¢ (Hk{HkIHILJFH ')- } (1+ 2N -8 -1)

.= NL( 1 (I(Liifizlil)f;zﬂk% Hk[(l(H:if_; IEF HY Jk) }
‘ “ﬂk{:kﬂ#—f | } (e 2let -1 |

i 1 {—(1+;{IZ+H2'M)H" (1—k{H2—111+;5)H*}
Mo AM, (1+k{H2—1I1+g)H"‘ —(1+Ag+f{”")H“'

ol AMA_ est défini dans I’annexe A.

6. Contraintes et déplacements sur les frontiéres de la couronne pour le deuxiéme
probléme mixte

Dans I’annexe B, nous montrons que les solutions du deuxiéme probléme mixte sur les
cercles limites Cy et C; de la couronne sont de la forme:

(a) pour k=/
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= (I1I-11)
}Dm G p
| 1.1 2 |
(b) pour k € '{Z - {1}}
) ()
SA— F;.."i Fl.k Sk
= (II-12)

i 5 = 3 0
Puisque le cercle extérieur (Cy) est rigide. on a : D;_ '=0 VkeN

tel que :

H 0

Fo=|2m(E 1) H(+ )

1+ yH 11 yH*
0 0

F =|2g*-1

| 1 +—;g£f4

G = 2\
11 2 | {/-H
{( ~% lOg,_J(H)J

HJ(I-I-,*{)
¢ =| Ly
07| 217 - 1)

1+ yH*

L= +;5j1 +,gH“")H"' (1 —/(11 - HIII el

"":M (1+/ci]—H211+Z)Hk —(”/“CIHZHM()H}%

I NS vy L
2-2k

(- k1= H2) |
(1+/{HW?HJI“H“ H

. ')_ + ; - a2
l—kzipﬁlf } (1 ,f)(l—AII—H)H

1
F, =—
26T AM,
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I 3 1 {z( e # )4

]

I

o ((sz)(l—IH ) F | (1= 4 ] H} l
e AM - 1 ;{1—]—]3’“ 1+,(H:+M i3 T« -
TR (- e)i- ) } et
| _(HZ{HZHH)H“ (1_/c11— }HJ{)H !

_ I

2k [ 3 Ik ;
Ak, (1+/c11—H’ll+g)H‘ 1+/(1+,{H J)H
ol AM; est défini dans 'annexe B.

7. Expressions des déplacements et des contraintes sur les frontiéres g
La solution obtenue au paragraphe précédent porte sur les déplacements el contraintes
dans la couronne circulaire pour les deux problémes mixtes. Les développements en séries de

Fourier complexes peuvent s'écrire :

- pour le premier probléme mixte:

'L{J(‘O)(Q)-l- [L‘:;O}( _ 70 ZU(U) k@ fi I:U(n) 5 Z(U{u ik U(tn u(ﬂ):‘ (=13

2U fez i
uf_”(@)+iug}(5):() ([1-14)
a6)-icl)6)= Y 0" = o1 + " (Ve + o) (II-15)

i<z =
cr:_” — z'cr“” —p+it = AEZZ;U”” o J:)m - ; (o—:”e'w - Ui:_’e_m“) (11-16)

ou p et 7 sont respectivement la pression et la contrainte de cisaillement visqueuse qu'exerce
le fluide sur la surface externe du revétement (interface fluide-revétement). Dans la relation
(I11-16). les coefficients de Fourier complexes se calculent par :

| 2r i

g T J-[o"(“}—ia(“_)]e 0 (IlI-17a)
k 2 5 " rg
(0) [ (0) {0) 13}

7 = o= o+ i ag (I11-17b)
R 0 "

si c"=0.5"=5"

ro k -k

- pour le deuxieme probléeme mixte:

R ; R : - _
u“’(ﬁ)+ z'ug)(ﬁ) - 3—' Z U;”e!w = 7[[]5” 4 Z (Uf”e'w + U“A)eﬂm)
" il )

1 (-1
2 i Zu

|

L

um(é’)-'r iu:}”(&) =( ([11-19)

r
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0,10)-i0,)0)= 30" = o) + 3 {oe + oe™ (11-20)

kel k=1

(h ; (I) (1) ke l.li ! HJ -iht)
o +it = e = + ( + & ) <3
o —io =-p E o, E o (111-21)

rr A)[

ol p et 7 sont respectivement la pression et la contrainte de cisaillement visqueuse qu'exerce
le fluide sur la surface interne du revétement (interface fluide-revétement).

Dans la relation (III-21). les coefficients de Fourier complexes se calculent par :

J. r - i
Ji” = 5= ﬂo‘}_:_)— zo"(_;)Je “de (111-22a)
( <
—(1 1 . -ik@
o*_(k) =5 5[[0 — 10‘ ] de (IT1-22b)
: i/ (I _ =
si Gy =08, = .

Le développement en série de Fourier réelles des contraintes radiale et tangentielle sur
les cercles limites permet d’écrire :

0/(6)= % & i( cos kO +  sin kf))
! . (111-23)
% 9)‘7{)*”;(0‘ cos k6 + 8, Smk@)
avece
o, = ;l; ‘f 8)cos(k)do : a = ]1;—:‘-0“ (8)cos(k0)l0
. 0

g L7 | o 1% 4

=— (J. 0)sin(k)do : B = — 6[ g( )sin(k6)do

Les relations (III-16) et (III-21) peuvent également s'écrire :

GW(Q)— !'O‘t_/(;(g) . i Uil)e[AH . + Z( (/} :AU (:)e-:m)

K= izl O
avec j = (). premier probléme mixte
j = 1. premier probleme mixte

o—/{"} = ;[(0; */3:)—:(/3; :—a:)] : 3_‘1] = é

Bl G_(f} _ R(fl L !-[':_f) - RU) ]J)
k & k -k

Ha: + ﬁ:)— 1{/)" - ﬁf: )] (111-24)
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7.1. Calcul des champs de déplacement et de contrainte sur les frontiéres de la couronne

W]

o : ) 770 )=l 3 o ;
Les coefticients de Fourier complexes Lf{‘_' ; LJ_‘A_ .0, elo A’ sont déterminés a partir

des équations matricielles (I11-9). (III-10), (III-11) et (III-12) pour les deux problémes mixtes :

- Cas du premier probléme mixte :

U:U} G'EU) H},{ G-!\. G}U)
= [GI ) = ‘ . keN (111-25)
U, () - E{U) G - H - E(U)

-k -k -k =k -k

a(” 'UﬁOJ H; G:— O_A(O)l "
[ 4 ke N (111-26)

: =
5“) . 5[0) G' H’ O—_(O]J

~k -k —k -4 -0

!

2 - 4
. _ 2A(1 fj’)
% r+ H

e pourk =/
1
HA- ZH% :m(1+ZXH2—I)H2
1 [(lukZXHE—IF+Z(H2+Ek —1IZ+H2—2k)]
- m /_\.MA_

I e T sl e
-+~ (1-%) AM,
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it ., 1% N+ @7

Il
A

AM,
o (g B

- AM
G = (1- /\’X[‘F ~1 1+ Z)H:H
’ AM,
o :(1+;’(XH3_1X1+;()H:-J¢
- AM,

- Cas du deuxiéme probléme mixte :

W { " H G S
k k k

\-t’ :[G”‘ (1) - ill . keN
l - i ~ 3
U"‘j T Gﬁ/‘- H—A- T
(0) (1) ; ; )
JA' T O-.l'c ] Hﬂ'\' GJ’( J'O_A ]
/ —(0) [ [F;AJ (1) o . ) g ; foore R
O'_k G—A—J (I_k H—k IO—AJ
e pourk =/
B I = HZ—IJ )
: - I+ yH
o - A=)
2 | (1- P} 1
0 = 1o (H
h (HZ){(J 2H) 2 log ( )J
HI’ -
’ (1 + A’/)H
H = ‘
G =0
2 2
& = -H(ffi_TQ
- 1+ yH
e pourk =/
H=H :(I‘HZI{H{)
e AM
R
kK (1+/c) AM; |
T e | b-/{zxm — 1)34_ ;((] _ HZ—ZA—III = ZH]_M_
Lk AM

(I11-27)

(111 28)
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B = (1+ ,1:11 4+ yH )H"’

k AM,

— (1 *IXl +;(H2'2A')Hk
- AM

o =kl gl - Eo)E
k AM

& 1+ &)1 +ZX1—H2)H"'
-+ AM

En fin. les expressions permettant de calculer les déplacements et les contraintes sur
les cercles limites s écrivent :

- Cas du premier probléme mixte :
s déplacements complexes a I'interface fluide-revétement

E (11{"’)

0

+ m(”’\): H 4+ 6; G'( 4
i 0 0 0 0

Z[(Hka:_m + Gké——_(?))f’w + (G A_E;U) +H ka“” i J (111-29)
k=l ' B B

—k
- e contraintes complexes a |'interface revéterment-noyau

1) (o) ]
a( —ig" = g'a" 4 GO'( )
e re 0 0

0
Z[(H (70)+G —(ﬂ))?p!\() ( ' —-(n) NI --mu] (111-30)

= —A -k

- Cas du deuxiéme probléme mixte :

e déplacements complexes a I’interface fluide-revétement

2u

Rﬁ’( + iU, ) HO‘ + G+

0 0
|

Z [(Hkai” + GIE(L)}?""H + (G AE;” + H A_O'“: }E"M} (131
= = . k-

.,

* contraintes complexes a |'interface revétement-support

gV = i = g™ + 65N +
s it 0 0 rU (d} —) () |) i
Z[(Hko-k # chr_k)e (G g, +H )z J (IlI-32)

k=l
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7.2. Cas particuliers

Dans le cas ou la contrainte tangentielle o , Sur un cercle limite de la couronne est
i

nulle ou négligeable devant la contrainte radiale o |, 0:: = )8:: 0 pour ke N et
rr q v

l'expression de coefficients de Fourier (I1I-24) se réduisent a:

_ | _
&, =8 = 5 (a = iﬁ ) R {(I1I-33)

Dans ces conditions. les expressions (111-29) et (III-31) deviennent :

- Cas du premier probléme mixte:

R
u"(6) = o Reel{H +G b+

Z [(Hk N Gk }jiu)e,w N (G B Hy kk}:u)e—ms} ]}

A=t

(L11-34a)

R
u(o)(ﬁ) = —” Im aomazre{(H +G, o) 4

2 0

Z[(H +G }r” = (G +H )?“” “"“’]}

(I11-34b)

- Cas du deuxiéme probléme mixte:

z.fm(@) = i Ree[{(H e )7“

r 2u
(II1-35a)
) i ) ~i

Z!{( +G, )ji ko (G VH )EI w]j
zz;’ 6)= ER—’ Im aomazre{(H +G ):7 st
Z; [(Hk & GA, )57,\. k0 G_,‘. & H_k FA({)Q—;‘,’;(;? ]} (III-33b)

- si la charge radiale est symétrique (fonction paire). on trouve

===

0‘:_” = o—g} o:_{:’\ %” eR.YVkeN o

Pour les deux probléme mixtes. les relations (111-34) et (I[1-35) deviennent :
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r

%f l;’(..,")(e) = (H{] + GU)(;U + ; (EHA- + GA + G—k )C;—A cos(k&)
2 J (111-37)
“}éﬁ “((,,”(‘9) ; (G G )TA sin(k8)

J = 0 dans le cas du premier probléme mixte
J = 1 dans le cas du deuxiéme probléme mixte

Pour les deux problemes mixtes. les expressions des déplacements radial et tangentiel
sont identiques.

8. Application du principe de superposition "

La géométrie de la couronne étant axisymétrique. le calcul des déplacements peut étre
fait en appliquant le principe de superposition de [’élasticité linéaire a partir de la
connaissance du champ de déplacement 4 la surface de la couronne dii & une pression unitaire
appliquée en un point donné Te principe de la méthode de calcul est le suivant

Soient [, et [, les déplacements du neeud i dus 2 une pression unitaire appliquée a un

autre nceud j figure (III-4) . Si on applique en un point j une pression quelconque p, | les
composantes radiale et tangentielle du déplacement au point i s écrivent

u (i) = Lﬂ' P,

s 1 B (II-38)
u@( = LU, P
Cette relation peut étre généralisée :
1=l
Ju (=) L p
g =0 44 .
M (111-39)

i=10.12 Mol Mest le nombre d’intervalles (paire).

La,s coefficients d’influence L, et L y ou les coefticients des matrices de compliance

[L] et [L ] sont déterminés pour une charge unitaire représentée par la distribution suivante -
p(6) = cos’ i pour @ e(—/_\Q.AQ)
206 i (111-40)
p(6) =0 ailleurs
‘ 2r
gli: Af= "
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La distribution (I1I-40) permet d assurer une continuité de la fonction et de sa dérivée
figure (I11-3). p est une fonction puire (,6’; =0 pour k ¢ N). son développemieut eu séiie de

Fourier s*écrit alors -

a ,
Bl f) = 7‘ ) 7, cosé (LI-41)
= -
L
avec @ =— jp(é’) cos k8d@
Apres intégration, on trouve :
[ 27k
5 SI
= & M rk =0 rM [11-42
aA— : pPrec T pour k ) e 3 | (I11-42a)
“(7)
M
pour k =0 et —-.ona
;2 y & 5
& =37 et @“i’ e 7 . (UI-42b)
2
En remplacant les relations (I1I-42) dans (I1I-41), il vient :
.](Zir /J
5 Sir ¢
2 1 k” M
p(0) = 7t Z — p cos(k6) (111-43)
i k” —( 5 J

L'introduction de la méthode de superposition nous permet de calculer analytiquement
et avec une bonne précision les déplacements radial et tangentiel. Cependant. | efficacité de la

méthode dépend directement du choix de la fonction de répartition

63
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/ o | |
® -
0 M 5
) M -1
/ / *
\ e Su-2/
\ I~ 7. /

Fig. 1. 4: Représentation de la circonférence intérieure de la couronne
par (M+1) points équidistants.

dp/B=0

1
-
-7

Fig. IIl. 5: Représentation de la répartition de la charge unitaire sur la
circonférence intérieure développée.
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ou {c)} er {c) } sont les champs de déplacement radial et tangentiel caleulés pour une
charge unitaire appliquée au neeud 0 figure (1II-3) par :

{1

R ’ a
5 =5 (H,+6,)%2+ Y2H, + G, + G, )2 cos(kt

'}: B ,* B (L[-46)
) V2 c
=5 &G Ol

9. Modéle de la couche élastique mince

Ce modele est utilisé pour le calcul du champ de déplacement radial dans le cas ou
I'épaisseur de la couche €lastique est trés taible devant le rayon de l'arbre. ¢'est-a-dire :

R R +¢
H:?": 'R b=]+¢ ‘ (Lil-47)
| !
ff
avee & = IQL 21 au { estl'épaisseur de la couche elastique.

Nous allons étudier le comportement des coefficients A et G; lorsque le rapport des
R ~R.

rayons H tend vers 1, c’est a dire Ro ~ Rl avec

9.1. premier probléme mixte

Lorsque A — [+ ¢. les nouvelles expressions de H; et Gy s'écrivent :
o pourk =1
-2¢ dye . 2ye

H=H = r iy e 4 . 4
! - ooy +1 -l 1+ y

e pour k € {Z IH
En utilisant la formule de développement suivante :

s e tm5-D)
i%l_)c;"’b‘ 4 i ]BX[” )a" b+

(a+b)f =d"+na" b+

nous trouvons :

5

B oesl  wme
k ~k 1+I

T o

G:G ’»t'-g/(
k -+ 1+ y

Les déplacements radial et tangentiel sur le cercle limite de rayon R, s'éerivent
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o Déplacement radial

24 2] 5 sl e
2 U)(C?) Eé‘Rdu.’-[u'“” P A (u‘(u)em g 'U) l
H t 1l 1 + 7 I !

0 ([11-48)
Z (Uil))e1kﬁ zs O—_'fule-h"t; )}
k=1 '

e Deéplacement tangentiel

2u j Qv — 1 ) —(0) -

m(()’) =2¢lm aozm.’ueJ g, by K (O‘[me "+ 5% ”)—r
R Y 1 I+ ,1/ ! ! : ,
0 (UI-79)

Z (O_(U]e;w 2 g(u}e—ma )}
k>l £ #

-5

9.2. Deuxieme probléme mixte

Comme nous avons fait précédemment. les nouvelles expressions de H; et
s'écrivent ;

* powkeZ

H =H
k -k

2

Les déplacements radial et tangentiel sur le cercle limite de rayon R, s'écrivent :

¢ Déplacement radial

ﬁuf”(a) = Ma{ 0+ (cr cos(k6) + S, sm(lc@)J

Rl 1 + X k>1
Al = 3
= %g - ) EO‘S_)(Q)
ol encore
L4 wll =2p]1
uﬁ[ J(f?) = (—iilXTl;—L) é E) en déformations planes (11-50)
“!(,”(9) = (H_—VEXI_—V) fhp(e) en contraintes planes (II1-51)

¢ Déplacement tangentiel
2y

{ {l) _ CZ(” 4 " T
?, u'=2 ?’ + Z‘l (ak cos(kd) + ﬂk sm(/c@)}
= 255(”(9)

u'(6 ):— L (0) = 7(“") t (6) (I1-52)
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Dans les relations (III-30) a (III-32). les champs de déplacement radiale et
circontérentiel d’un point appartenant a l'interface tluide-revétement sont supposés étre
proportionnels aux contraintes radiales ¢ et tangentiel o y qui s exercent en ce point.

rr r

10. Conclusion

Les solutions en contraintes et déplacements pour la couronne circulaire ont été
développées a partir de la tormulation complexe pour deux problémes mixtes. La forme
particuliere du domaine représentant la couronne nous a permis de représenter les solutions
sous forme de séries de Fourier complexes. Dans ce chapitre. nous avons montré que la
solution en déplacements peut étre obtenue en appliquant le principe de superposition de
[*élasticite linéaire & partir d’un calcul des coefficients d’influence de la structure.

L utilisation de I’hypothése d’une couche élastique mince a permis de déduire un
modele de calcul rapide des champs de déplacement radial et tangentiel. Dans ce modéle.
appelé modeéle couche mince, les déplacements radial et tangenticl sont supposds
proportionnels a la pression (contrainte normale) et a la contrainte de cisaillement visqueuse
(enntrainte fangenfielle) dnes anx actinns di flnide
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CHAPITRE 1V

Formulation des probléemes élasto-statiques linéaires
par la méthode des éléments finis (2D) et (3D) pour
les tubes et secteurs cylindriques

1. Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter la méthode des éléments finis pour obtenir
les soludons approchiées des probléues d'élusicid lindaire (2D) e (3D) décrits dans le
premicr chapitre en coordonnées cartésiennes. polaires et cylindriques dans le cas de tubes
cylindriques longs et de longueur finie soumis a un champ de pression uniforme ou non
unitorme.

2. Présentation générale de la méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis de type déplacement utilisée pour la résolution des
problémes d’élasticité linéaire est une technique d’approximation nodale par sous-domaines
des déplacements. Les inconnues notées {{/,} sont des valeurs de ces déplacements en
certains points ou nceuds appelées degrés de liberté. La forme variationnelle /¥ définie sur le

milieu continu est ainsi représentée par une forme variationnelle dite discrétisée W qui fait
intervenir les inconnues nodales {U,}. Cette technique transforme la forme variationnelle en
un systeme d’équations algébriques que [’on peut résoudre par les méthodes directes ou
itératives.

3. Formulation variationnelle

La forme variationnelle du probléme élasto-statique lin€aire est construite a partir de
["application du principe des travaux virtuels (Cf. Chapitre 1). En ’absence des forces de
volume, elle s™écrit :

- Cus d'un probleme tridimensionnel

W= [/s [HYeldV - [/ ouif [{S =0
P s ’
v {6u} avee {6u} = {0} et {u}={u}sur S

i

(IV-1)
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- Cus d 'un probléme bidimensionnel

W= [{oe ) H fejdd - j S If s =
: (IV-2)
v 10?4] avec {Ou} = O; et {u} = {u } sur.s

4. Approximations par éléments finis

Selon le principe de la méthode des éléments finis, le domaine V ou A est découpé en
N, éléments volumiques V* ou surfaciques A figures (IV-1) a (IV-4) tels que :

N N N,
V|| ¥ d=]] 8 0 =30 =0 (IV-3)
e=| e=l e=1
ol : ¥ est la forme variationnelle élémentaire

Chaque élément comprend n. nceuds et le domaine discret, obtenu apres maillage.
contient n nceuds au total.

La wéométiie de chiagque élément V© est teprésentée pa .
u |

- En coordonnées cariésiennes

B
Y
B ) - (IV-4a)
& =[N(§)]<: b
g X
y”

(
r
|
9
g) — g :
J@@{ - [Me)l: V=40
lzé r”.
9”
\ /
v (9 définit la position d'un point appartenant a | élément, X.y.z ou

= les coordonnées cartésiennes ou cylindriques des nceuds définissant V°.

i

les coordonnees paramétriques ou locales de |'élément parent ou de référence

H
U“n @ [\|
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Vet [N ] les fonctions de transformation géométrique ou fonctions de forme exprimées en
variables paramétriques.

Fig. IV. 1: Découpage d’un tube cylindrique par éléments hexaédriques
a huit neeuds.

Fig. IV. 2: Découpage d’un secteur cylindrique par éléments hexaédriques
a huit neeuds.
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y..lk

My

Kig. IV. 3: Maillage d'une couronne circulaire par éléments quadrilatéraux
a quatre neeuds.

Fig. IV. 4: Maillage d 'un secteur circulaire par éléments quadrilatéraux
a quatre naeuds.
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Sur chaque élément, les déplacements réels sz et les variations des déplacements

lo, el e i : .
|0 U | sont representes par :

. [~ery o . -
\l” (;)}~ L (g)}: [N(q)]{u”}: {bu (E_,);L {5 ( = N hc)u (IV-3)
Ju "521 1
ou : {u} =4v pel {51,! } =4 Ov ; en coordonnées cartésiennes
W l&vj
(”,- 51/,‘
{u} =qu, et {51!} = 5;19 en coordonnées cylindriques.
u ou .

L oy

[N] est la matrice regroupant les fonctions d’interpolation exprimées en variables

paramétriques.

LA ) [ ; o s y
1 (et ]51! { sont des vecteurs regroupant les degrés de liherté er les variations des degrées de
O | "

liberté de 1'élément.

Dans le cas ot les nceuds géométriques et les nceuds d’interpolation de I'élément sont
confondus (élément isoparamétrique), nous avons :

R W] =[] (IV-6)

- . . r 5 & . . ’ l o~ ¢ !
L approximation des déplacements ju } et des variations des déplacements (0u |

conduit a la discrétisation de la forme variationnelle élémentaire W° :

W~ W = 6u >([k fu 1-{7}) (IV-7)
n (-7 n e
i ) . i SRS e 3
ou [/{J et 1f} sont respectivement la matrice de rigidité élémentaire et le vecteur
¢ (5
sollicitation ¢lémentaire définis par :
4.1. Cas d’un probleme tridimensionnel en coordonnées cartésiennes

Pour ce type de probléeme. I'élément utilisé est |'élément hexaédrique tri-linéaire
isoparamétrique a huit nceuds de classe C° figure (IV-5).

‘fn

La base polyndmiale de cet élément est : <_;P(§‘;7,g),,. l Einiliéning: &neg

Les expressions des fonctions d’interpolation et de leurs gradients sont données dans
le tableau 1.
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P ) -8 “ }H
/ L i r e
I\ I T\‘- ; o /‘7
| 1y i 5,‘?-:‘32:% 6/
AR L)
i | i. /
; \06 i —— : \‘) r 4 g
Q-—f-——c—- Q4 | ;
: %\ i \\’ ’\? ! 3\\ Y‘
. X
\ \{ \\ \\ \\\

Elément de référence Elément réel

Fig. IV. 5: Elément hexaédrique a huit neeuds.

Tableau 1: Expressions des fonctions d'interpolation et de leurs gradients de I’élément

hexaédrique a huit nceuds.
/ / / i
b A, ) )| S
1 azbzc 1 - bzcz —ac, - c;z}b2
p, abc, b C, -ac, - asz
3 alb[cz bzcz ac, —a 1131
4 abe, - bjcz ac, — azbl
5 a_?bzcl - bzcl —-ac, azbz
6 ajb £, b}cj —ac, ajbz
7 a Ibzci bici ac, a 1b :
8 azbjcj - blc] ac, ab A

avec

¢ = S;a]=1+éa2=1_ébi=1+ﬂ;b2zl—?];01=1+é;c2=1_;'

Les matrices élémentaires s’expriment comme suit :
[k J= J15. [Bx, . =)Lt T8, 3,2 e

7,
{j;}z .Us; [¥T f;? S
P

5.

(Iv-8)
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[B(.\'. Bt :}] =

0O N N 0 N N_ 0 N_ N_ 0 N N

Dl O.x Tix \

0 N} ; 0 0 N ; 0 0 N? ) 0 0 be ‘ 0

0 0 N3 0 0 N‘5 0 0 N7 0 0 Nb
M‘l | MJ X Y VG ' l']\.[!3..\ v ‘.‘-7,.1 \ A v : '«S ' \'S v U

N0 N_N_ O N_N_ 0 N_N_ 0 N_

0 N, N_ O N N_ O N N_ 0 N N

N O 0N 0 0 N 0 0N 0 0

[¥]=j 0 N 0 0 N O O N 0 0 N U

OONIOOJ\/?OOMOON

N, O ON 0O 0N 0 0N 0 0

b & 0 O N 4 N 0 0 5N @

6 7 8

OON{OON{)OONTIOON

i p°(6.z)cos o°
et [ =13 p(0.2)sin 6"
2 0

p étant la pression exercée par le fluide sur la paroi interne du tube et €° la coordonnée

angulaire d’un point appartenant a la face de I’élément soumise & la pression (Sf )
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Sur I"élément de référence V'. les relations (IV-8) prennent la forme suivante :

Ik = _}_T_II[B(&)]T[HIB(& )]det J(& Wédnds

(1V-9)

“.; Y. 2, ((f;\ffé >—
[J] - x..'; 4 b :.I_) = <IV.J]> -{xn }{_V” }{:n ”
e oyo= | [N
& d:J LA ==

la valeur du déterminant de la matrice jacobienne correspond au volume de I'élément réel (V*)
divisé par huit.

1
3 2 2 F
et JS = {(j’ z - z;y_q) + (Z-il-'i - ’\_;Z_,,) + (x_é_wJ7 - y__;x_q) ]3

£

avec

_ﬁ_f(g.q.g: 1)> = 5{05050505w(1ﬂ;)5(iﬁq)f(zﬂ;)f—(mq)}

. / o e peling . ey
f'(L;n'].L::lr)>=j{O:O:O:{):_(j_g):—(ll‘i‘g):(l{{‘g):(l’*;%

La valeur de J\, correspond au quart de "aire de la face de I’élément réel S°.
. i

Pour transformer les opérateurs de dérivation. nous utilisons la relation suivante :

V09 oo

1]
S
™
Jm
~
W]
L ‘\~| Cb-g)| Q)‘fc‘)rJ‘.l Q@

- e - . . . . . !
ou j ~ sont les coefficients de la matrice jacobienne inverse []] = [JT .
afl

Le vecteur sollicitation élémentaire peut aussi s’ écrire sous la forme :
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! 0 N(Ens=1) 0
. 0 0 Nlgnd =1)
Iv(anc=n 0 0
|
| o NEas=D 0
i 0" 0 WZas 2 )
i _\'_A[._':‘.J,L; =1) ] U
o wigace) v |
0 8] N Egd= 1)%
Vi(Egg=1) 0 0
0 N{&ns=1) 0
TN ) Ut T
i i 0 0 \'{E e = 1)
Vo= i pEn)sing (Eq) pd (S K&y
il ¥ &g = 1) 0 0 |
0 J
] .\’;{‘_f, ne=1) 0
0 0 NfEng=1)
N{Eng=1) 0 0
il NG =1) 0
0 0 N (g =1)
\i._'l,'., 24 0 [t}
0 Nl =1 0
0 0 N(Enc=1)
NG =1) 8 0
o NEme=1) 0
0 0 NS =)
avec
1

(N(g’,i;',g"= [)) :Z(OEOEOEOE(I—@(I—U)EU+§)([—?7)5(1+§)(1+77)5(1—gt)(l+f])‘)

N(&m¢ =1p, =(N(&nd = 1)}{@{,}

h’_

i
bt

Il
N

QD,
n
Dy

1]

= SN(Eng =18 =(NMeng =1),]
, |

!

4.2. Cas d’un probléme tridimensionnel en coordonnées cylindriques

[k | =[] [B(r6.2) [H [Br.6.2)] rerd itz

(IV-10)
| 7, J o
{j }: ,[,L [N(Q-Z)T [ rrd@dz = ﬂ [N(Q. Z)Jf 0 rdéd=
‘ ; 5, : LO
L.
Formulation des problémes élasto-statiques linéaires par la methode des 76
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avec

[N, 0 0 N, 0 0 N, 0
I ! - f T s
- N - N.'.r) 0 - N.’ r N, o v et T N EY
0 0 N! i 0 0 N 0 0
[8]=
I !
iN —iN + N 0 —-N -—N_+N 0 iN‘ —iN‘-{—N‘
a1 | Lr A8 2 B ol 3 3
N ; 0 NI : N 0 V. i NJ 0
!
0 N e 0 N, N 0 N
L ! g = i 7
0 N, 0 0 N 0 0 N )
/i
0 z N 4 N 0 -N._ -N 0 -N
J 4 ! 4.0 ® a8 b NG
N, 0 0 N0 0 N 0
T T 1 T T T ]
N A - N +N M N - N N 1, B!
44 r 4 4.r 7 ARl r 3 AN e Al
N, N 0 N N 0 N vV
L1 4 4r 3 S 4
) 1
-N 0 N -N 0 N -N 0
r i 4. oAl 3 I 0
0 0 N, 0 0 N, 0 0 ]
74
—-N 0 —-N =N 0 —-N - N 0,
rad b r R i N
0 N0 0 N0 0 N,
) !
-—N +N 0 -N. —=N_+N_ 0 -N —=N +N 0
f 6 ¢ o 2 7 N4 r N N
0 N N, 0 N, N 0 N,
a.r V] .r N, S
! ! /
!Vf-_: ; Nﬁﬂ 0 N—'.: ; N*_ﬂ O N.\',: -.,'- N.\' i 1

Sur I’élément de référence V', les relations (IV-10) prennent la forme suivante :

)= [T U6 T BN e e s

(TvV-11)
N ffr
)= [[IMene =T 7 Heme =1} (& n)idedn
S ]2
Wi
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ol : det J est le déterminant de la matrice jacobienne de la transformation géométrique définie
par :

8, 2]
[J]: r_f] 9.:] Z.i]‘
e B %
avec
G = YN Eney, = (Meno),)
aé,n,o:zzv.(moa (Nenche,) ~
(&m0 = ZN(«:n@z - N(éne”}{zn}
Les opérateurs de dérivation se transforment comme suit (dérivation en chaine):
A)_ol)or, d)an d)X
or o0& or on ar o or
) _d)e Aoy A%
06 o¢ on 00 o 06
o)A don, d)x
oz ~ 0oF 5z " on 0z O Oz
Ou encore :

a.) o) o) . &)

o g TeTan TIaTag
a...) . o), . o), . )
56 ~Juag TnTay Tnal
a.)_, o), . 0), . )

2z JnaE TInap TInTar

I
:[(e,z —z @Y +(zr —rz)Y+(rf -6.r ﬁ
£ € ol £ £ £ & o0

4.3. Cas d’un probléme bidimensionnel en coordonnées cartésiennes

Pour ce type de probléme, nous avons choisi I’élément quadrilatéral bilinéaire
isoparamétrique a 4 nceuds de la famille de Lagrange (classe C% pour l'approximation des

déplacements u et v.
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i

4 1 3
— >
—>1 L 2

VA %
—>
SNAT
1 = 1 2 >
Elément de référence Elément réel
Fig. 11. 6: Elément bilinéaire a 4 noeuds (O4). .

Les caractéristiques de cet élément sont:

e nombre de nceuds géométriques : 4 ;

e nombre de nceuds d’interpolation : 4;

¢ nombre de degrés de liberté : 8 ;

o base polyndmiale : < p(&,7) >=<1:&in:én >,

Les expressions des fonctions d'interpolation et de leurs gradients exprimés en
coordonnées paramétriques sont indiquées dans le tablem@—’ 2

Tableau 2: Expressions des fonctions d’interpolation et de leurs gradients de |"élément Q4.

1 é(}-@(}—n) é(rr—f) ;i—(é‘—f)
2 3(1+§)(1ﬁ17) é(f—??) —g(fﬁL@
3 :{t—(]—'rf)(]-i-rg) §(J+¢y) é(na
4 é([—f)(ﬂrr/) —é(fﬂ?) 5(/—@")

e 1= [ 1BCe )T [# TB(x, )iy

(IV-12)
()= M| 7 s = . InGe)p {25
=d.IMs *Ws =d. | Ms ., s
2 CJ; /, C'[' p sing"
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avec

[Bxwl=| 0 N 0 N 0 N 0 N

NiONjON3ON4O

[v]=
0N 0N 0N 0N,

Sur I’élément de référence, les expressions de la matrice de rigidité et du vecteur
sollicitation prennent la forme suivante :

Ik ]= IIII[B(«; )T B 7)]det J& n)icdn

()= five - —l,n)F{PZ(”)?OS il

4 p(n)sin6(n7) L

(IV-13)

avec det(/) est le déterminant de la matrice jacobienne résultant de la transformation
géométrique dont I’expression est :

e

1/ 2 i
_ 2 ; — V41 T4l _ T4
Jd = [(xﬂ)z - (y_I?H ou encore Jx = 5 3

iy

avec X =X —X el = .
] 4 / -Vu yJ y!
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'~y 0]
!
0 N
!
0 0
00- = _1' AR s N
[N =-1,9)] = ) JN@——LUD—ENMW)QOUTUL
0 0
N 0
’ &
0 N
L 4|

4.4. Cas d’un probléme bidimensionnel en coordonnées polaires

[] [[.. [B(r.0)] [H]B(r.0)}abaz

(IV-14)
I e
i p 0
(1= 400 bao = 07§ s
avec
i jV.’: 0 N.’r 0 N3.r 0 NJJ 0 _
1 i 1 !
[B]=| 0 = 0 S, 0 N 0 =N,
] N oI N, | N, 1_ N
L;N!ﬂ N:’.r - ]_‘, F N.’ﬂ [VE.r B _r; F NJ,H IVSJ‘ - Vv,r:i }_~ "\,4.(-) N-f.r B Fij

Sur ["élément de référence, les expressions de la matrice de rigidité et du vecteur
sollicitation prennent la forme suivante :

i ] H B, )T TE [8(&. m)HE . n)det J(& , n e

(IV-15)
|

)= [t =1 { £ DM = -}

avec det(J ) est le déterminant de la matrice jacobienne résultant de la transformation
géométrique dont ’expression est :
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00 6,-6 Af
J =2—=—=-1=—" 00 A est le pas angulaire du maillage.

s 0n 2 2

5. Evaluation des matrices élémentaires : Quadrature de Gauss-Legendre

Les coefficients des matrices élémentaires sont calculés par intégration sur la
géométrie d'un €lément. Lorsque les expressions a intégrer se présentent sous forme
polynomiale, l'intégration peut alors étre effectuée analytiquement. Dans le cas ouw. la
géométrie de I’élément réel et complexe (la matrice jacobienne est fonction de &£ 77.¢7) ol
lorsque les termes a intégrer ne se présentent plus sous forme polynomiale simple. on utilise
des techniques d’intégration numérique telle que la quadrature de Gauss-Legendre.

Sur I’élément de référence, les matrices élémentaires se présentent sous la forme
générale :

k- [] s Tseleen e - [ [ [l )

(IV-16)
g N 11
)= [ [IMen)T e n (e nzan = [ [, edn
=] -1-1
La formule d’intégration numérique de Gauss permet d’évaluer les matrices
[/cc J et if } sous la forme générale suivante :
k=33 s mmmllenc,)

(IV-17)

ou : r.r.F, o sont respectivement les nombres de points d’intégration dans les directions

£.11.¢ . Le nombre total des points d’intégration est égale a BXE X
Z 2

et du vecteur sollicitation élémentaire sont indiqués sur les figures (IV-7) et (IV-8) dans le cas
de problémes bidimensionnel et tridimensionnel.
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:
® @
77
® @ — @@ S —0 >
I 2 1 4
a) schéma a (2 X 2) points pour b) schéma a 2 points pour .
le calcul de lke J le calcul de { ]: }
@ nceud géométrique @® point d'intégration de Gauss
Fig. IV. 7: Choix des points d’intégration de Gauss pour un probléme
a deux dimensions.
N
5‘ 8
® ®
%
@ @
@ @
6 7
a) schéma a (2 ¥ 2% 2) points pour b) schéma a (2 X 2) points pour
le calcul de |£ | le calcul de 1/,
@ nccud géométrique @ point d'intégration de Gauss
Fig. IV. 8: Choix des points d’intégration de Gauss pour un probléme
a trois dimensions.
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Les coordonnées des points d’intégration et leurs poids dans le cas d’une

simple sont données dans le tableau 3:

Tableau 3: Valeurs des paramétres de la quadrature de Gauss a une dimension.

intégrale

Nombre de points | Abscisses Poids Degré max. des
d’intégration de polyndmes
Gauss r 951. Wr (2r-1)
1 0 P 1
2 T I 3
B

s § 5 -
3 O i — = 5
0 /5 0’0

6. Formulation globale

La technique d’assemblage permet de construire la forme intégrale globale du

probléme élasto-statique:

W=>w=0 (IV-18)
e>]
Soit :
w={ou )&l }-{F})=0  viou | (IV-19)
avec
N N
(1= gt {7} = 417}
e= e=
A est I’opérateur d’assemblage ;
[K] est la matrice de rigidité globale ayant une structure de bande (singuliére):
{F } est le vecteur sollicitation globale ;
iUﬂ } est le vecteur regroupant tous les D.D.L. de la structure.
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Apres introduction des conditions aux limites sur les déplacements. le vecteur solution
iU } est obtenu en inversant le systéme d’équations algébriques linéaires suivant :
i

[kl j={F}  ¥(ou ) (IV-20)

La connaissance du vecteur déplacement global permet de calculer les déformations et
les contraintes au centre de chaque élément en appliquant les relations déformations-
déplacements et contraintes-déformations établies dans le premier chapitre. La procédure de
calcul est la suivante :

pour chaque élément du maillage :

s extraire iuﬂ } de iU,,}

e calculer les déformations et les contraintes au centre de I’élément.

7. Conclusion

Ce chapitre est consacr¢ 4 la formulation du probléme élasto-statique linéairc (2D) ct
(3D) des différentes géométries utilisées (le tube et le secteur cylindriques ainsi que la
couronne et le secteur circulaires) par la méthode des éléments finis en utilisant les

coordonnées cartésiennes, cylindriques et polaires.
Les €léments finis choisigdans [’analyse statique des structure sont :

- I'élément quadrilatéral bilinéaire a quatre nceuds pour la résolution du probléme
¢lastostatique plan dans les couronnes et secteurs circulaires.

- ’élément hexaédrique trilinéaire a huit nceuds pour I’analyse (3D) des contraintes et des
deéformations dans les tubes et secteurs cylindriques.
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CHAPITRE V

Résolution des problémes d’interaction
fluide-structure dans les paliers hydrodynamiques par
la méthode itérative de Newton-Raphson amortie

1. Introduction

f Les problemes d’interaction fluide-structure dans les paliers hydrodynamiques (11D)
ont fait I'objet de nombreuses €tudes tant théoriques qu’expérimentales. Ces problémes, qui
sont fortement non linéaires, interviennent dés que les déformations des solides
principalement de I’alésage deviennent importantes de I’ordre de grandeur des épaisseurs du
film lubriﬁant] C’est le cas des paliers de téte de bielle des moteurs & combustion interne pour
lesquels le changement de géométrie de 1’alésage résulte de la déformation globale de toute la
structure du palier] C’est également le cas des paliers de turbomachines (turbines. pompes
centrifuges, etc.) dont les alésages sont revétus d'une couche constituée de matériaux de
faibles modules d’élasticité (métaux blancs, babbitts, élastoméres, etc.). L'importance des
problemes élastiques dans les paliers HD a été soulignée pour la premiére fois par 7. £ Curl
en 1964 [29] a travers d’essais menés sur un palier cylindrique dont le rapport de la longueur
au diametre est L/D = 0,5. Le dispositif expérimental congu permettait d’effectuer des essais
sous charges statique et dynamique pour des vitesses de rotation de I’arbre comprises entre 30
et 6000 rpm. Le coussinet est une bague d’épaisseur 1, = 6,5 mm montée dans un support. [l
montra que :

- les déformations élastiques des éléments constituant le palier (arbre et coussinet) ne sont
pas négligeables méme aux basses pressions ;

- les calculs théoriques qui ne prennent pas en considération la variation de la viscosité avec la
pression et la déformation des éléments du palier conduisent a des valeurs trés élevées de la
pression maximale dans le film lubrifiant.

Depuis, plusieurs auteurs se sont intéressés a |étude théorique des effets des
déformations €lastiques sur le comportement statique et dynamique des paliers HD en se
basant sur les résultats expérimentaux de Carl. Parmi ces auteurs, on cite Higginson [30] qui,
en 1966, est le premier chercheur qui a proposé une solution du probléme d’interaction fluide-
structure dans un palier infiniment long (L/D— <o) dont le coussinet est constitué d’une
couche élastique encastrée dans un support rigide. Le lubrifiant utilisé est isovisqueux et les
déformations élastiques de I’interface fluide-couche élastique sont supposées proportionnelles
a la pression engendrée dans le film. Le méme probléme a été étudié par O Donoghue et al
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[31], ces auteurs aboutissent a des constatations identiques a celles de Carl. En 1967, les
mémes auteurs ont publi€ dans le cas d’un palier de longueur finie des résultats théoriques et
expérimentaux et montrent qu’il existe une bonne corrélation entre ces derniers. Les équations
de I'¢lasticite sont résolues analytiquement & 1’aide d’un développement en double séries de
Fourier de la pression HD [32]. Conway et Lee [33] ont étudi€ le méme probléme proposé par
Higginson. Ils se sont intéressés a Ieffet de la variation de la viscosité avec la pression sur les
performances statiques du palier tels que la portance HD, le coefficient de frottement, ’angle
de calage et I’angle de cavitation qui définit I’étendue de la zone active du palier. Ces auteurs
utilisent une lo1 exponentielle pour exprimer la variation de la viscosité avec la pression.

Récemment, plusieurs auteurs [34-38] se sont intéressés a la résolution des problémes
d’interaction fluide-structure pour I’étude de I’influence des déformations élastiques sur la
stabilit¢ et la réponse dynamique d’un palier statiquement chargé. La modélisation linéaire
schématisant I’action du fluide sur I’arbre par quatre coefficient de raideur et quatre
coefficient d’amortissement est souvent utilisée.

| Le probléme d’interaction fluide-structure dans un palier HD fonctionnant en régime
1sotherme est gouverné par les équations de la lubrification HD (équation de Reynolds [39]) et
de I’¢lasticité¢ linéaire, Ces équations permettent de calculer le champ de pression dans e
fluide lubrifiant et les déformations élastiques de la structurc du palicr, Le schéma de
régolution le plus souvent utilisé pour la régolution numérique de ce type de problémes ot
présenté dans le paragraphe 5. |

Apres validation des différents modeles élastiques développés dans cette étude, nous
presentons, dans ce chapitre, une technique de résolution rapide et précise des problémes
d’interaetion fluide-structure dans les paliers compliants utilisant des fluides piézo-visqueux
et compressibles (barotropes) comme lubrifiants. Une étude paramétrique est aussi envisagée
afin de mettre en €vidence les effets de I’élasticité des revétements de surface et de la
rhéologie du lubrifiant sur les performances statiques des paliers HD. Dans cette étude, une
attention particulicre est portée aux distributions de pression calculées dans le film lubrifiant,
a la géométrie du film, & la portance hydrodynamique et a la force de frottement pour
différentes valeurs de 1’excentricité relative de fonctionnement et deux types de revétements
de surface dont I’un est constitué d’un matériau compressible tels que les métaux et ’autre en
matériau quasi-incompressible (Elastomere).

2. Paliers hydrodynamiques

Les paliers HD sont des éléments fluides utilisés pour le guidage des lignes d’arbre de
machines tournantes et alternatives. Ces paliers se rangent en deux catégories : les paliers
radiaux et les paliers axiaux appelés aussi paliers de butée. Parmi les paliers radiaux, on cite

- les palier a géométrie fixe tels que les paliers circulaires, les paliers a arc partiel et les paliers
a lobes figure (V-1) et (V-2);
- les paliers a geométrie variable qui sont les paliers a patins oscillants figure (V-3) ;
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ci Cas generd @ Palier excenne

Fig. V. 1: Schéma d 'un palier & lobes.

Fig. V. 2: Schéma d"un palier a arc partiel.
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a) Photographie d’un palier & 5 patins.

b) palier chargeé

b) Schéma d’un palier a 3 patins.

Fig. V. 3: Paliers a patins oscillanis.

Chapitre V

Résolution des problémes d’interaction fluide-structure dans les paliers
hydrodynamiques par la méthode itérative de Newron-Raphson amortie

89



Un palier HD est constitué généralement d’un arbre en acier traité tournant dans un
alésage en bronze ou en acier régulé appelé coussinet ou patin.

2.1 Description d’un palier circulaire

Un palier circulaire ou palier lisse est constitué schématiquement d’un arbre de rayon
R, et d’un coussinet de rayon intérieur R. et de longueur L figure (V-4). Ainsi, un palier lisse
peut étre schématisé par deux cercles de rayons voisins et caractérisé par trois grandeurs :

-lejeuradial C=R.—R,;
- le jeu relatif C/R de I’ordre de 1B :
- le rapport de la longueur au diamétre du palier L/D.

o NN ™
Bt \ ‘\ W \\_
\ \._ ., \\ ]

L
b) Section longitudinale

Fig. V. 4: Géométrie d’un palier cylindrique mono couche.
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Selon la valeur de L/D, le palier peut étre court (L/D— (), long (L/D— o ou de
longueur finie. On rencontre ce type de palier dans les moteurs thermiques, les compresseurs,
les turbomachines, les alternateurs, les réducteurs, etc.

Pour L/D— oo, ’écoulement du fluide lubrifiant s’effectue seulement suivant la
direction circonférentielle du palier.

La figure (V-5) présente les trois phases que 1’on peut observer lors de la mise en route
sous charge d’un palier. Les points O, et O, représentent respectivement les centres
géométriques de ’arbre et du coussinet, tandis que # désigne la charge extérieure appliquée a
I"arbre.

A D’arrét figure (V-5a), ’arbre et le coussinet sont en contact, la génératrice commune
est opposée 4 la charge et la distance 0.0, est égale au jeu radial C. *

Au démarrage figure (V-5b), [’arbre roule en glissant & I’intérieur du coussinet, le
régime de lubrification est dit limite ou mixte. Le lubrifiant est entrainé dans I’espace
convergent formé par les surfaces de I’arbre et du coussinet. Dés que la vitesse de rotation
devient suffisante, il ya création d’un champ de pression hydrodynamique. L’intégration de
celui-oi sur lu surfuce de Purbre ou du coussinet donne lu porluoce HD du pulier gui 8’ oppose
a la charge figure (V-5¢).

(@) Repos (b) Démarrage (¢) Fonctionnement

Fig. V. 5: Positions d’un arbre dans un palier lisse.

Pour une vitesse de rotation stable et une charge W constante le centre de I’arbre O,
occupe une position fixe a ’intérieur du coussinet définie par I’excentricité . = ’oo ' et

I’angle de calage ¢ que fait la direction de la charge W avec la ligne des centres O.O,.
2.2. Description d’un palier a arc partiel

Les paliers & arc partiel sont aussi largement utilisés dans des applications diverses
surtout lorsque :
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- les conditions de chargement ne sont pas séveres ;
- les vitesses de rotation sont faibles ou modérées ;
- la direction de la charge est constante ou presque constante.

Dans ce qui suit, nous nous limiterons au régime hydrodynamique pur et nous
supposerons que |'écoulement du fluide lubrifiant dans le palier est isotherme, laminaire et
permanent. Le processus de calcul des performances statiques d’un palier comprend quatre
étapes : '

- écriture de [’équation de Reynolds correspondant au palier étudié :

- écriture de I’équation géométrique du film lubrifiant ;

- définition des conditions aux limites sur la pression ;

- résolution des équations et calcul des performances statiques (portance HD, nombre de
frottement, débits, angle de calage). *

3. Equations de base de la lubrification HD

Ce paragraphe introduit les équations générales qui régissent les problémes de la
lubrification HD ainsi que les hypothéses qui leurs sont généralement associées.

3.1. Equations géndrales de la dynamique des fluides visqueux
Les €quations qui décrivent le comportement d’un fluide compressible sont établies a
partir :

- des principes fondamentaux de la mécanique des milieux continus (lois de conservation de
la masse, de la quantité de mouvement et de |’énergie) :
- de lois spécifiques du milieu fluide comme les lois de comportement rhéologique, les

€quations d’état f(p, p, 7) = 0 fournies par la thermodynamique, les lois de variation

p=ppT)et u=pupT), ete.

Quand la température est supposée constante en tout point du milieu fluide (régime
d’écoulement isotherme), I’équation de I’énergie n’est plus a prendre en compte.

Dans le cas d’un fluide compressible, les équations générales sont les suivantes :

¢ Equation de conservation de la masse :

ap 0 .
é?*aT,(p“,-)* 0,i=1.23 S
* Equation de conservation de la quantité de mouvement :
ou 51{1 5O'U, -
7w | Sk
\ i J
Lt=LZ3
e Loi de comportement rhéologique pour un fluide homogene, isotrope et newtonien :
o, = (— 54 /‘t@)éy +2uD, (V-3)

Dans ces équations :
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X! : variables d’espace et de temps;

U : composantes de la vitesse d’écoulement;
fi : forces massiques extérieures (gravité, etc.);
p : masse volumique du fluide;
oy : tenseur des contraintes (symétrique);
P : pression dans le fluide;
= /l/,) (l,” + u“): tenseur des taux de déformation;

Au  : constantes de Navier qui sont respectivement les coefficients de viscosité de

dilatation et de cisaillement. 4 est aussi appelée viscosité dynamique ou absolue du fluide.
: 0 sii= |
0y : symbole de Kronecker 5 _ { 4
ool osii= g
@ = Dy :taux de dilatation cubique (& = 0 pour un fluide isovolume ou mecompressible).

&

En reportant I’équation (V-3) dans 1’équation (V-2), on obtient les équations de
Navier-Stokes :

Du An 6214’ o ’
P Di’ =/, Ox s ox Ox * ﬁx ﬁx M
/ s (V-4)
a_# 811 81.5.’_ a° u au oA
axj 61 6 _ 6r 6x ar ax
,j=1, 2, 3 avec D( ) O( ) (;( ) (dérivée totale ou particulaire)
’%

J

Les €quations de Navier-Stokes (V-4) et de conservation de la masse ou de continuité
(V-1) permettent, aprés application des conditions limites de déterminer le champ des vitesses
et la répartition de pression dans le fluide visqueux étudié. Dans le cadre de la lubrification
des paliers hydrodynamiques, certaines hypothéses simplificatrices sont adoptées.

3.2. Hypothéses simplificatrices

Ces hypothéses peuvent se répartir en trois groupes :

e hypotheses liées a la géométrie du palier ;
e hypotheses liées au fluide ;
e hypothéses générales indépendantes du milieu fluide.

3.2.1. Hypotheses liées a la géométrie du palier

Dans un palier HD figure (V-4), ["épaisseur du film lubrifiant /4 est trés petite par
rapport aux autres dimensions du palier (longueur et diamétre): on est en régime de
lubrification par films minces visqueux. Cette hypothése permet de simplifier sensiblement
les équations de mouvement (V-4) qui se réduisent a (forces d’inertie et de volume négligées)

[40]
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Ep _ aul
>, (V-5a)
ar
Ep- b, E*uﬁ‘
FT T 8x, Ox,
ou encore en changeant de notation :
a ou 66”
o, S /U —_ -
o ay\" oy oy
(V-5b)

p
x
op _
@—O
p _ 8 ow | 80’))__
: v\ ")

avec  (x, ), z) = (x5, x2,x3) et (u, v, w) = (wy, Uz ,u;3)

La deuxiéme cquation montre que la pression p dans le fluide est constante suivant
I"epaisseur du hlm lubritiant (p = p(x, z)).

3.2.2. Hypothéses liées au fluide lubrifiant

- le fluide est supposé homogene, isotrope et non polaire (absence des couples de contraintes
et des couples de volume) ; B

- la viscosité dynamique y et la masse volumique p sont uniquement fonction de la pression
P

- la température est supposée constante en tout point du film lubrifiant.

[l convient de noter que la pression joue un rdle trés important dans les problémes de
lubrification par son influence sur la viscosité du lubrifiant. D aprés [40], la plupart des huiles
lubrifiantes ont une viscosité qui croit avec la pression. Ce phénomeéne présente une
importance pratique car dans certains mécanismes lourdement ou sévérement chargés
(roulements, engrenages, etc.) le lubrifiant subit des pressions qui peuvent atteindre 3 GPa
(3x10° Pa). Le tableau (V-1) donne la variation de viscosité avec la pression d’une huile a
caractére paraffinique.

Tableau V-1 : Variation de la viscosité avec la pression d’une huile minérale 4 caractére

paraffinique.
Pression (MPa) 0.1 10 20 30 40 50 100
Viscosité (Pa.s)  0.05 0.06 0.075 Q.11 1.13 0.23 0.70

Il est a remarquer que la viscosité augmente d’autant plus vite que la pression est plus
importante. Cette augmentation dépend de la nature du lubrifiant, elle est plus importante
pour les huiles a caractére naphténique que pour les huiles 4 caractére paraffinique
figure (V-6).
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Fig. V. 6: Variation de la viscosité de différentes huiles lubrifiantes
avec la pression a 100°C.

Le tableau (V-2) donne 4 titre d’exemple les variations de viscosité avec la pression
d’une huile paraffinique, d’une huile naphténique et de ’eau.

Tableau V-2 : Variation de la viscosité avec la pression d’une huile paraffinique, naphténique
et de I’eau. -

Pression en Viscosité en Pascal-seconde (Pa.s)
(MPa) Huile paraffinique Huile naphténique Eau
1 0.052 0.055 0.00100
140 0.810 2.2 0.00111
280 8.700 91 0.00123

Il est a noter aussi que la viscosité des fluides peu visqueux est moins affectée par une
augmentation de pression que les fluides de grande viscosité.

3.2.3. Hypothéses générales

- les forces massiques et les couples de volume sont négligés :

- I'écoulement est laminaire et les forces d’inertie ne sont pas prises en considération:

- il n’ya pas de glissement au niveau du contact fluide-parois (arbre et coussinet). Cette
hypothese permet d’écrire les conditions de non glissement des particules de fluide au
niveau des parois qui servent comme conditions aux limites sur les vitesses lors de
I’intégration des équations (V-5) ;

- les surfaces de I’arbre et du coussinet sont supposées lisses (non rugueuses).

Chapitre V Résolution des problémes d’interaction fluide-structure dans les paliers 95
hydrodynamiques par la méthode itérative de Newton-Raphson amortie



3.3. Dérivation de I’équation de Reynolds pour un écoulement plan (2D)

Pour un €coulement permanent (6/6t = 0) plan figure (V-7). I’équation de continuité et
les équations de mouvement du fluide se réduisent a:

5(pu) . 5(531’) 0 _—
d d
fi(\ ) “ @ [“ d:] )

Les conditions limites sur la vitesse sont :
= () (surface du coussinet) : u = U V=V o= 0 (V=8)

Dh(> /
y = h (surface de I’arbre) : u = V=Y = %Q =u, %

Apres deux intégrations par rapport a y de I’équation (V-7), on obtient I’expression de
la composante dc la vitessc suivant la dircction x:

u:fix—pj—z—a’yJFAf%erB

Si par hypothése, la viscosité est indépendante de y_. (f# 0). 'expression de la

dy
composante de la vitesse devient :
1 dp
U= h+—u +u R V-9
2u ax Y —h) h (¥
y | );rsz
1 |
e 3 -
= '_/,’:”’:.f:’/;_/—/ /—’/ / / - // A, - /—j‘_ f’/ﬂ_ X
Coussinet (1)
Fig. V. 7: Palier développé.
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L équation de Reynolds est obtenue en introduisant I’ €quation (V-9) dans I’équation
de continuité (V-6) et en intégrant a travers ’épaisseur du film :

i

T2 (kv =0

) 0

Cette équation peut étre développée selon la formule générale de Leibnitz -

T l)a 5 oh

M\f”af(r} ')a}—ax ff x,y,z Hy = ( 7,_) = ( )_a?,

Soit : |

d hr Jh

2 Gty = (o), ==+ (ov), = (ov) =0 -
0

Si la vanation de la masse volumique a travers I'épaisseur du film n’est pas
importante, I'équation (V-10) prend la [orme suivante

d * dh
Ex—[péfucﬁz)—puzagwtpvz:O (¥=11}
compte tenu de I’équation (V-9), on trouve :

dk[”# de 2 dx (ph(” ke )) oMy a T P (V-12)

ou encore, compte tenu de ’expression de v

4(E2)- 15t )

Si u = 0 (coussinet fixe) et u = wkR (vitesse linéaire de la surface de I’arbre constante).
= a

I’équation (V-13) devient :

3
Li(&h_ d—p} < G (i) (V-14)
ot 9%%1,0:/0(?)41:#(;)) -

Pour un fluide incompressible (p = constante) et isovisqueux (& = constante),
I’équation (V-14) devient :
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d(,sdp) _ > dh "
LE(/’I '@) = 6‘11({)1?” E (V-TJ)

Sous la torme (V-15). I'équation de Reynolds est linéaire et peut admettre une solution
analytique (Cf. Annexe C).

3.4. Conditions limites sur la pression
Le champ de pression dans le film lubrifiant doit satisfaire a :
- I'équation de Reynolds (V-14) ou (V-15) ;
- certaines conditions limites liées 4 I’alimentation du palier en lubrifiant ainsi qu’a
I"écoulement du lubrifiant dans le palier.

3.4.1. Conditions liées a | 'alimentation

p = p dans les rainures d’alimentation (V-16)

3 4.2 Conditions liées a [ 'écoulement du lubrifiant

Si nous considérons une section droite du palier circulaire, plusieurs types de
conditions limites peuvent étre envisagées d’aprés la littérature [41].

a) Conditions de Sommerfeld

p0)= p(27)=0 (V-17)

Ces conditions conduisent & une répartition de pression anti-symétrique par rapport a
& = , donc & I"apparition de pressions fortement négatives entre 8 = 77 et @ = 27 ce qui

n’est pas possible dans la réalité.

Ces conditions ne sont pratiquement pas utilisées sauf dans le cas de pressions
d’alimentation tres élevées.

b) Conditions de Giimbel ou de demi-Sommerfeld

p0)=10
pf@%z 0  pour @ e [71‘,2/7] (V-18)

Ces conditions reprennent en fait les conditions de Sommerfeld mais imposent entre
@ = m et @ = 27 "annulation de la pression p. Ces conditions ne respectent pas la continuité

du débit. En pratique, elles sont parfois utilisées car elles sont de mise en ceuvre simple et les
résultats théoriques obtenus sont souvent proches des résultats expérimentaux.
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¢) Conditions de Reynolds ou de Swifi-Stieber

p6=0)=0
_Gp _ _ (V-19)
pg@—o pour 6 =6

ou @ est’angle de cavitation ou I’angle de rupture du film lubrifiant (ﬂ' <8 = 27r).
c c

Ces conditions sont fréquemment utilisées et donnent des résultats comparables aux
résultats expérimentaux sauf en ce qui concerne la valeur des débits.

3.5. Equations géométriques du film

Dans ce paragraphe, nous donnons les expressions de |'épaisseur du film lubrifiant
dans le cas de paliers rigide et compliant. ’

3.3.1. Palier rigide
D apres la figure (V-4), [’épaisseur du film d’huile est :

A= OCMI - O{,»M L= RC - OUM L= Ru ks — OCJ'M?
En appliquant la régle des sinus au triangle O,M>0, 1l vient :

Rr e Us.‘ﬂ/j’
sin(7-6) sina sin(d -a)

do: sing' =—sind et OM %, sin(6 - o)
u: = e = — -
° R ¢ 2 sind
% ' 7 Fe e .
or, sm(@—a)zsm@ I =8~ a ~Fsmd9c:ost9

4

donc OM,=R ./] —(%—J sin’ 0 - — cos @

2
| (e
En développant le terme !/ — (— sin 9} _nous obtenons:

\" R

a
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R

a

la quantité (ij est trés petite devant 1’unité (de ’ordre de 10™), on peut donc négliger le

2 4
e . e . Wi
terme [— sin QJ s [-— sin BJ ,ete. devant 1, il vient alors :

Rﬂ Rﬂ

HB)=C +ecosh (V-20a)
on encore

HB)=C(I+&cos ) (V-20b)
ou &= % est ’excentricité relative de fonctionnement dont la valeur est comprise entre 0 et

1(0=<e=<1).

- si £ = 0, ’arbre et le coussinet sont coaxiaux ;
-si = 1,1l y a présence d’un contact entre les surfaces de I’arbre et du coussinet.

1l faut noter que I’origine de la coordonnée circonférentielle £ est située sur la ligne
des centres figure (V-4).

La figure (V-8) représente la variation circonférentielle de I’épaisseur du film

adimensionnée /7 = — pour différentes valeurs de I’excentricité relative &. L’épaisseur

o
minimale hmin=C’—e ou me:]—g sesitued @ =rx.

o ™ _ Is=c;.1t:lI |
:g 16 £=0.70 ///.-
§ h g=095
= LN /
L JESU e
E . L
3 2 %
2 A\

. N

=3 (= 126 8 G 3cc 360
Coordonnée circonférentielle (degrés)

Fig. V. 8: Variation circonférentielle de [ 'épaisseur du film en fonction de 6
pour différentes valeurs de |’excentricité relative.
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3.7. Lois de variation viscosité-pression et densité-pression

Lorsque le palier est sévérement chargé, les hautes pressions engendrées dans le film
lubrifiant ont une influence significative sur le lubrifiant et les surfaces des éléments
constituant le palier (arbre, coussinet, patin). Les deux propriétés importantes du lubrifiant qui
sont affectées par les pressions élevées sont la densité (masse volumique) et la viscosité.
Plusieurs lois de variation viscosité-pression et densité-pression ont été proposées dans la
littérature [42], [43]. Parmi ces lois, on cite celles qui conviennent pour 1*étude des problémes
d’interaction fluide-structure en régime isotherme.

3.7.1 Lois de variation viscosité-pression [43]
Pour caractériser I’effet piézovisqueux, on peut utiliser les lois suivantes :

- lois de Burus établie en 1893 [44]

Hp)= pe® (V-27)

ou p est la pression, u, la viscosité dynamique mesurée 4 la pression atmosphérique et a le

coefficient de piézoviscosité qui dépend de I’huile et qui est généralement compris entre
5 et 40 GPa™'. Les valeurs de ce coefficient pour différents fluides lubrifiants sont reportées

dans le tableau (V-3) [43].

Tableau V-3 : Valeurs du coefficient de piézoviscosité pour différents fluides lubrifiants

Coefficient de piézoviscosité, o (GPa™)

Lubrifiant

209C 40°C 60° C 80° C
Huile minérale naphténique 26.5 234 20.0 16.4
Huile minérale paraffinique 19.8 18.2 16.2 15.0
Polyglycol 18.7 16.0 132 105
TMP-ester 15.5 14.4 13.1 122
Diester 14.6 13.6 12.8 11.6
Polyalphaolefine 15.5 13.8 [3.2 10.5

Les viscosimétres a haute pression permettant de déterminer 1’influence de la pression
sur la viscosité sont :
- le viscosimetre a chute de bille qui peut étre utilisé a des pressions allant jusqu’a 30 MPa :
- le viscosimetre de Couette ou a cylindres concentriques développé pour mesurer les
proprietes rhéologiques des tluides pour des pressions qui peuvent atteindre 500 MPa et des
taux de cisaillement qui s’échelonnent de 0.5 4 2x10*s™'.

Ce coefficient est sensiblement constant pour des pressions intérieures a 70 MPa. 1l
peut étre calcul€ par la relation suivante [39] :

627 ! —4 3.1903 3976
@ =1.216+4,14]log v " + 2,848 107'm**10g, v} -

3-999(10gm V)s,rm?jpn,uaz

(V-28)
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Dans la relation (V-28). a est le coefficient de piézoviscosité en 108 Pa! v estla
- ekt . N . -y 2 .
viscosite cinematique a la température considérée en ¢St ou mm®/s, p la masse volumique du

lubrifiant en g/cm’. m est le coefficient viscosité-température défini par la relation suivante:

logm(logm(v + a)): ~mlog T +n (V-29)

La relation (V-29) est due a Mac Coull et Walther [39]. Dans cette relation. v est la
viscosité cinématique, a, m et n des constantes qui dépendent du lubrifiant et 7 la température

absolue en degrés Kelvin (K). La valeur de a dépend de I’unité de viscosité, si v est en centi-
Stokes (¢St). la valeur de @ est comprise entre 0,6 et 0,75.

Autre relation [43], relation de Wooster :

-8 R e
o =(0.6+0965log  u )x10* Pa

ol & en (Pa) et M, la viscosité a la pression atmosphérique en (cPo) ou (mPa.s).

Le changement de variables p(6,z)=— é Ioge(l ~q(6,2)) permet de conserver la

forme et le caractére linéaire de 1’équation de Reynolds (V-15) ainsi que les conditions aux
Linutes ct les bornes d’intégration a condition de remplacer p(é'_, z) par 4(8,z).

- lo1 de Roelands établie en 1966

les effets de la pression sur la viscosité du lubrifiant sont mieux décrits par la relation de
Roelands [46]:

z
P [".ch}]
Lo f (V-31)
/'[() #U

7R viscosité a la pression atmosphérique (p = 0)
Z : indice pression-viscosité

1 =631x10" Paset c =196 x10°Pa

Autre écriture de la loi de Roelands [47] :

&7 p
= N _— et S = _‘:7
M= peX 7 I+ p, / (V-32)

ot le parametre £ est relié au coetficient de piézoviscosité o et a la viscosité dynamique du
lubrifiant a la pression atmosphérique f, dans le systeme normalisé S.[ par :
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CZ}DU
V_"”
log_ s +09.67 e

. L . 8
p, est la constante viscosité-pression de Roelands, B = 1,96 x 10" Pa.

- loi de Surgent [48]

Ap
L-p A,
Hp)=pe (V-34)
ou: 4 et p sont les viscosités dynamiques en (mPa.s) mesurées respectivement a la

pression p en (GPa) et a la pression atmosphérique. A et B sont des constantes dont les valeurs
dépendent du fluide lubrifiant tableau (V-4). 4 est sans dimension tandis que ['unité de B-est
celle de la pression.

peut étre considéré comme l’expression du

A

Il est a noter que le terme
" B+
coetticient de piézo-viscosité a intervenant dans la loi de Barus (V-27). Lorsque p tend vers

A A
— — . Donc, la loi de Barus est seulement un cas particulier de la loi de
B+p B

0. le terme

A
Sargent (V-34) lorsque p — 0 et le rapport z devient égale a o .

Tableau V-4 : Valeurs des coefficients viscosité-pression [48]

Lubrifiant A B(GPa) A/B (GPa") a (GPa") Coefficient de Roelands Z
Huile paraffinique 34 1.54 2.1 22.2 0.663
Huile naphténique 49 1.62 302 32.4 0.867
Silicone -14  -0.78 179 17.1 0.627

3.7.2. Loi de variation densité-pression

Pour une huile minérale, la compressibilité du lubrifiant est modélisée par Dowson et
Higginson, 1966 [42] :

- s1 p est exprimée en (GPa) :

0.6
o P (V-35a)
P, I+ 17/p
- si p est exprimee en (Pa) :
06107 p
. P L (V-35b)
P, I+1,7%10 p
Chapitre V Résolution des problémes d’interaction fluide-structure dans les paliers 104

hydrodynamiques par la méthode itérative de Newton-Raphson amortie



ou p, est la densité ou la masse volumique du lubrifiant a la pression atmosphérique.

La variation de la densité relative d’une huile minérale en fonction de la pression est
représentée sur la figure (V-9).

13

14 7

0.0 04 08 iz 16 20
Pression (GPa)

Fig. V. 9: Variation de la densité relative d’une huile minérale en fonction
de la pression selon la loi de Dowson et Higginson [42].

4. Solution du probléme d’interaction fluide-structure en régime isotherme

4.1. Equation de Reynolds non linéaire en variables sans dimension

Si on pose :
X o~ P ~ h ~ p ~ p
9:-—-—-“-’ =—-—-—-—-—-—,h=—’ =—ocf =< . _36
Rﬂ p R 2 C ﬂ #0 p pﬂ (V )
AT
I’équation de Reynolds normalisée s’écrit :
d (B ) _gd ()
E(fk a0)~%a8\"" (¥=37)
ou:
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% - RY )
H=e avec a=u Yol a (V-38)

- -9
~ g 058x10 " p

=0 gy (V-39)
F+166%10 " p
4.2. Equation géométrique adimensionnée
Dans Iéquation (V-37), I’expression de 1’épaisseur du film adimensionnée est :
h=1+ecosf+Lp (V-40)

Dans le cas ou le modele couche mince est appliqué, I’expression de 1’opérateur de
~ (/+v)(1—2v)5 ~

compliance adimensionné est : L= T 4
~ U a)(R e )j _ . PO _ _
ou : (’[ = —“wf”—— est le coefficient de déformation et [ = R—” est I"épaisseur relative
14 1

a

de la couche élastique.

D’apres 'expression de C'd, nous remarquons que le coefficient de déformation est

nul lorsque le module d*¢lasticité du matériau tend vers I’infini (couche rigide).
4.3. Performances statiques du palier
4.3.1. Composantes de la portance HD

Dans le repere local (x, y, z) dont les vecteurs de base sont (i, j. k) figure (V-7). les
composantes du vecteur contrainte I(Mz, n2) sont :

. 1

sin . .

z‘(M,n)—[O']{ a ,}:(—psmal—a l cosa}+
s 2 —COS X xy| y=h

(V-41)
pcosa + crw’ __sin a')j

5 ! r
JI Sin & CoS & ll7
avec = .
§

r . ! 5
—CoS¢a sin =

n
D apres la figure (V-4a), la relation qui relie le vecteur {53 } au vecteur {;} s'écrit :

2
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n)| —-cosf —sind 5
s [ @

sin@ —cosd
Soit :

sina’ cosa' || —cos@ —sind .
(V-42)

2D M
. IR,

{ j } - ! - ! -
o —cosa sina sm¢ —cosf
Compte tenu de la relation (V-42), les composantes du vecteur contrainte ¢ s’écrivent :

, €08 a')sin(@ - a’)+ )
}.’:']

HM ,n)= a“— psina - o

o
Xy

¢5[— (— psina’ - o‘J Ly cosa osl6 - ')+

sina’ + p cos a')zos(@ - a’)]+

B (V-43)

(cr l sina’ + pcos a');in(t? - a')]
x| y=h
Aprtg développement de la relation (V-43) ot compte tenu de @' == /| on obtiout .

_ | pcos@
t(M}, n) = {p shi - _(V-44)

Les composantes de la portance hydrodynamique dans le repére (& ¢) sont obtenues
par 'intégration de la relation (V-44) sur la surface de I’arbre :

jp cos 8dGdz
g (V-45)

| psin 6d6dz
[

4.3.2. Couple de frottement sur ['arbre

Le vecteur moment au centre de ['arbre s’obtient par la relation suivante :
! (Ou): Jo m A M, n lis (V-46)
) . o
avec O M,=Rn, =R (-cosbe—sindp)

Compte tenu de la relation (V-43), les composantes du vecteur moment sont :
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S)

| 0
Mo )=R | 10 ds
Ryl

_}-‘:J'I

ou encore
LT 2
Mo k=-r [ |o
a a X
L1z 0
ou C, est le couple de frottement sur I’arbre .

dOdz = C
y=h a

Le fluide étant newtonien, on peut écrire :

ou wR ] &p
0, =HE Tt 5T eg Y h)

x| y=h o
4.3.3. Angle de culuge

L’angle de calage du palier est calculé par la relation suivante :

Les composantes de la portance HD et le couple de frottement adimensionnés

s’expriment par :

P (F - Lf Tpcosﬁdﬁdf

5 meRE o f

(V-47)

(V-28)

(V-49)

(V-50)
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4.4. Discrétisation de I’équation de Reynolds non linéaire par différences finies centrées

L équation (V-37) peut s écrire sous la forme suivante :

- d ; dp s -
f(P)Z@[ h d@} 5@(P’¢)=0 (V-52)

Le développement de ’équation (V-40) donne :

vy _T3ap d | p P dha’p ,0 dp ~dp fﬂdhg -~
#pl= d@d@( } =l E e /,.g/ 7 de %P 4p 0 (V=3

La discrétisation de 1’équation (V-53) par la méthode des différences finies centsees

donne :
CRCHIRP
- g\ M) B P\ hm- _hf‘ vl Fi
5= we o EA; )H(%J,h' ( Y 1)([] fm; I)“L
(V-54)
(%Jﬁj (p,‘-ﬂ' (:];,)j PH.,') 3 O'l_'zj (P“‘fggén )—6)5r_ (h,'.i);;f-;) -
i=0 M-I

A=/

avec h =l+gcosf + ZL P,
L; sont les coefficients de la matrice de compliance.

Lorsque le modele couche mince est appliqué, ces coefficients s’expriment

i e Afdv)l—2V] 5~
par :L =L& ou o estlesymbolede Kronecker et L = ( VX V)C }
i ] ] I-v dh
L’équation (V-54) est de la forme :
AB_.5.5,,)=0 (V-55)

4.5. Résolution du systéme d’équations non linéaires par la méthode itérative de
Newton-Raphson amortie

Les méthodes de résolution des systémes non linéaires sont nombreuses [49]. Nous ne
présentons que la méthode de Newton-Raphson qui est la plus importante et la plus utilisée en
pratique.
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4.5.1. Principe de la méthode

Dans cette section, nous examinons les systemes non linéaires et nous montrons
comment les résoudre a 'aide d'une suite de problémes linéaires, auxquels on peut appliquer
diverses techniques de résolution comme la décomposition LU.

2 T

Le probléme consiste & trouver le ou les vecteurs P = <pl BEE il howa p \ vérifiant
2 3 nj .

les n équations non linéaires suivantes :

(V-36)

ol les fi sont des fonctions de n variables p,p,, pj,...,ﬁ quUE NOuS Supposons
£ n

différentiables. Le probléeme (V-56) apparait comme une généralisation au cas n-dimensionnel
du probléme /1 ( E) — (. De méme qu’une équation non linéaire /| ( E)— 0 peut posséder
plusieurs racines, le systéme (V-56) peut posséder plusieurs solutions.

L’application de cette méthode a um systeme de deux équations non linéaires est
suffisante pour illustrer le cas général. Considérons donc le systéme :

If}(ﬁ,. b,)=

1‘]:(;5!’ Es): 0 e

. ~(() ~{h . . P . e . .
Soit (pl ,pi ) une approximation initiale ou un estimé initial de la solution. Le but

. . 2 . . { ~() ~(
de ce qui suit est de déterminer une correction (55; : 5;? )) a (p: 4 plj )) de telle sorte que :

]

Jf(/; E ): ],.(5(!))+5~m ~0) (m) 0
15, 5,) )=

0

i) ~(1)) (m ~({))
f(p; +op, P + 0p

. : 0 0y . ; ; 3 w
Pour déterminer (5,5? ), 55( )), il suffit maintenant de faire un développement en séries

de Tavior de f; et f> au point (p (0 5(”))
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(0~ [}
+ap (pi Py, PP T

!

o/
[~ ~(0) ~(i) ~(0) ~() ~(0)
= f,(p;” +p, " by + 0P, )=ff(p, 2 )+ =

af
~(0) ~(0
e ( w5 ))§p + termes d' ordre > 2

0= f(pcm 5 ép(m 5. o ij-;m): f.;(p;(m B m)+ Z; ( (m -m }5~(m

s fosay -
6]53 (plm m)ﬁp + termes d'ordre > 2

. : ~(0) my . - , .
Pour déterminer (5pf A éjﬁi )), il suffit de négliger les termes d’ordre supérieur et

d’écrire :
ﬂaf Bf .
S, b (0
/, |7 7, %,
.fn [~m ‘m)) aé -a{(,‘—'j 5};(0)
R VAT -ap! 6p3 J(E(”’ 5””) 2

1 2
Il convient de remarquer que lorsqu’on néglige les termes d’ordre supérieur, la
solution (p , p}) devient une approximation qui sera prise comme nouveau point de départ
~1) ) ; __
(f”; P, ) de la prochaine approximation tel que :

~(/ ~() )]
D ) _ ( 5~(

/

~(/]) ~((h <~(())
= + 0
2 2

Ainsi, on trouve la formule de récurrence de Newton-Raphson pour deux inconnues :

f 4, 9 5o
,{ f p, op, /
- - o af'
1"](;’ ('EH') E(l’-‘)) a"““’? a_"‘:} 5}5(:()
2 p! p_‘; (.E[H '5(."‘)) -
A
[ =ikl [ ~th1) (k)
! / C)pf
= + k = 0.[,2, ..... /( 5
~(k+1) ~(k) (k) i
2 P, 515_7
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ou cncore

~1
s e [4%T
P, ~ P, 55, aﬁ} !
L,B[,k&” | ,Bm (?Z; _6:;; f

= 5.3 ~k1 ~1h)
p, Cp, (59 5] (3.5%)

qui peut s’ écrire aussi :

: : e/ 9, —
~(k+1) (k) 3 g - =thy ~(h)
[p’ 3 % I ap, ap, jl(p.’ ' By )
15{““ so| (9,9, 9,9, ] 9 9 (5 5)
. i a;, ap:, ap:. ap, (Eik)! ~;k)) apf api (5:""51:"?) i ’
De maniere plus générale (systéme de n équations), on pose :
5 B0 = (-5t
PR/ e
ou Ey = 55— !Pm sont les composantes de la matrice jacobienne tel que :
o
[ of of of, |
=L \PY) £(p*) . (P
% () () . Lo
6f (k) af (k) af (k)
(k 2 PE ) 2P Z\P
)| 2 0%) 20%) | el

:f.:v” o oy
_a"ﬁ?(f’ ') 377(1’ ) 55*(*” )

Pm — (5'«&) El“ ; ;3“)

/ 2 n

el ‘
£e*) &
f(P””): fé(Pm)L . 5p :J_é}-alf
£(e®) %,

J

[l est important de souligner que si |'estimé initial n’est pas trés proche de la solution
la methode ne converge pas.
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4.3.2. Méthode de Newton-Raphson amortie

L algorithme de Newton-Raphson amorti s*écrit :

i

\
~(hely o~k k) e=(d) .
P = B g (v59)
\ k ~ . .
ou A" est le coefficient de relaxation

A% = 1+ méthode classique de Newton

A® < T : méthode de Newron dite amortie
Notons que cet algorithme converge plus vite que |’algorithme précédent.
4.5.3. Algorithme de Newton amorti

. Iitant donné €, un critére d arrét

2 Etant donné k& . le nombre maximal d’itérations
m

ax

o /w(m -~ -

3. Etant donné P Bt
& 2

systeme
A, Cadeuler T imubiice jucobicnmg F,'U

5. Résoudre le systéme linéaire par la méthode d’élimination de Gauss avec pivotation
partielle

1

k) s~(4) (k)
2 Ep =
=1 ) J !

6. Calculer :5'“” = E{m + /1(&.'(){;3[“
- !E?—![k-'rfj _ E’(k}! i g
7. 8i _|§(k+” < et ’j: ‘ <€

e convergence atteinte
o arrét
8. Si le nombre maximal d’itérations kmax est atteint :
e convergence non atteinte en K, it€rations
e arrét
9. Sinon. poser k <k + [
[0, Retour a Iétape 4 pour unce autre itération

4.3.4. Calcul de la matrice jacobienne

[l existe deux méthodes permettant de construire la matrice jacobienne £ : la
l

méthode des différences centrées et décentrées et la méthode analytique.
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4.5.4.1. Méthode des différences centrées et décentrées

[l existe une variante de la méthode de Newton qui évite le calcul des #~ dérivées et qui
ne néeessite que les n fonctions f (P) La méthode de Newron modifiée consiste & remplacer
(]

les dérivées partielles par des différences centrées ou décentrées. Soit :
- Approximation du second ordre par différences centrées o (5‘) ;

i -
/|

- Approximation du premier ordre par différences décentrées o (5 ¥

o f\PpsB, _pB, 6B, )~ f\BpsB, B M. ) (V-60b)

- n

b 5

i

Cette approximation introduit une petite erreur dans le calcul de la matrice jacobienne,
mais généralement la convergence est quand méme trés rapide.

Dans ces deux approximations, la valeur de ¢ est 107,
4.5.4.2. Méthode analytique

9
(
Les coefficients de la matrice jacobienne @ peuvent aussi étre calculés
\

analytiquement par ["expression suivante :

g, s, g @ saiEe, @

E = ——= — o+ — — - — —e — — A~ Kt TS i
! aepf mi+mf Au+m] Al+m) H H
TR~ - 2 P A N\ ~72. 1
h.' apr(§1+.’.,' B af—i,,") (dﬁ \ ﬂhj (5;4-,1_1 —é‘,v-f__;‘) 3p;h, L(()”I‘j - 5,_;__’.)
Lo T — | | + - T+ L -
‘\0*“,: e Cfg J' AQJU,(JI + KD!) QAQ/JI
6LBS 12/ BS 1( & ] . ( 3h°ps,  3ah’ps, 6Lk B | ai ( dap)
e F (1ep)f a0 |+ f I P d6 |\ 48 )
" » T~ Fom s
}!7; ﬁ()'f.f B (Zh pa 31{4;? PO’ {d pJ (jh, p;( 144,y - -1 ,) éﬂo-‘f ( C”’l’ J 5
A+ ] # do” 206u U+ f | 96 )
p"h’(g""L"_ 25” e 5""-1 )_ 3h’ﬁ(51+1.l _5.‘-1'.;‘)__ jLPI(5I+I.I _é‘.'—.‘.,'.)
(20)i 861+ f Y
(V-61)
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avee

et

5.

g

LN

(7P I T o .
= | = ; —-2p +

2oy o)

O est le symbole de Kronecker.

Y

Schéma général de résolution du probléme d’interaction fluide-structure

. Lecture des données : ¢, a, Ed, &V, A

. Calcul du champ de pression mitial p}_‘”’ en utilisant la solution de Giimbel (C.5b), i = 0,M

ou M est le nombre d’intervalles.

- Culeul de I'épaisseur du film adimensionnée /4 , de la viscosité dynamique adimensionnée
i

q etde ladensité relative 5(; =0, M) a partir des équations (V-38), (V39) et (V-40).

. Caleul du résidu f aux neeuds intérieurs (i = /. M-1), équation (V-54).

. Construction de la matrice jacobienne g = a, par la méthode analytique (V-60) ou

D —
I ap
!
numérigue (V-61).
M=l - \ R 5 ’
6. Résolution du systeme linéaire Z Edp = —j: c P { o o N 0B A8 ype AN L L
= i | =™ i i i
J=1 Y
21\
W o )
e . ~(k+l) _ ~(k < ( Lo~
7. Caleul de la nouvelle répartition de la pression : ™" = 5% + 155" . |
{ 5 !
J ¥ /F;'_';“H“ - ~(ky |
8.81 - T -
M= = Pl |
. i
¢ convergence atteinte
¢ calcul des performances hydrodynamiques du palier compliant
e arrél
9. Sinon poser k& <— & + [ et retourner a 1'étape 3 pour une autre itération.
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6. Validation des modéles couche mince et éléments finis (2D)

Nous avons comparé les champs de déplacement radial calculés par la méthode
analytique, le modéle couche mince et la méthode des éléments finis dans le cas d’un tube
élastique trés long encastré a I’intérieur d’un cylindre rigide.

A la surface interne du tube s’exerce le champ de pression obtenu & partir de la

résolution de 1’équation de Reynolds (V-15) dans le cas d’un palier infiniment long
fonctionnant a une excentricité relative £ =0.90 figure (V-10).
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Fig. V. 10: Champ de pression calculé sans couplage fluide-structure
L/D=c0, £=0.90, ¢=32°.

Les calculs ont été effectués pour une épaisseur relative (}; =hfR= 0.04)
correspondant & #, = 1 mm et deux types de matériaux dont I’un est compressible (acier :
E = 210 GPa, v = 0.30) et I’autre quasi-incompressible (élastomere : E = 2.1 GPa, v = 0.49).
Pour les calculs par élément finis, la section droite du tube (couronne circulaire) a ét¢ maillée
suivant une grille de pas angulaire et radial réguliers. Le maillage comporte 20 éléments

quadrilatéraux 4 4 nceuds suivant la direction circonférentielle & et 2 éléments suivant la
direction radiale r figure (V-11).
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Fig. V. 11: Maillage de la section droite du tube cylindrique (couronne circulaire)
par éléments quadrilatéraux a 4 neeuds.

Les résultats obtenus par le modéle couche mince (2D) nous ont permis de constater
que : .

- pour un matériau compressible pour lequel le coefficient de Poisson est trés proche
de 0.30, les valeurs du déplacement calculées sont en bonne coincidence avec celles
déterminées par les deux autres approches a savoir 1’approche semi-analytique basée sur le
développement du champ de pression en série de Fourier et la MEF (2D) figure (V-12a).

- pour un matériau quasi-incompressible (v ~ 0.5), les valeurs du déplacement, dans la
région ol la pression et maximale, sont sous-estimées du fait que le modéle couche mince ne
tient pas compte de I’effet de I’incompressibilité du matériau figure (V-12b) qui se caractérise
par I’apparition d’un bourrelet (valeurs de déplacement négatives).
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Fig. V. 12: Variations circonférentielles du déplacement radial calculé a la surface interne
du tube sans couplage fluide-structure, t,=I1 mm (}; = 0,04).
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7. Validation du modéle couche mince (3D)

Pour valider le modéle couche mince (3D) dans le cas d’un tube cylindrique de
longueur finie, nous avons développé un programme de calcul de structure par ¢léments finis
tridimensionnels. L’élément fini choisi est 1’élément hexaédrique tri-linéaire a huit nceuds. Le
champ de pression appliquée sur la surface interne du tube est calculé a partir de la résolution
de I’équation de Reynolds par la méthode des différences finies dans le cas d’un palier
hydrodynamique de longueur finie fonctionnant a une excentricité £ =0.90, figure (V-13). -

Pressfon (MPa)
y & & &

Yo

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
0/2x

Fig. V. 13: Champ de pression hydrodynamique calculé dans le demi-palier
L/D=1, £=0.90, ¢=26°.
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Le tube cylindrique est maillé suivant les trois directions de I’espace (r, &, z) avec des
pas réguliers. Le maillage comporte 600 éléments hexaédriques a huit nceuds, 2 suivant la
direction radiale, 30 suivant la direction circonfférentielle et 10 suivant la direction axiale z

figure (V-14).

Fig. V. 14: Maillage du demi-tube cylindrigue par éléments hexaédriques a 8 neeuds
(Ng=30, N,=2etN; = 10).

La figure (V-15) représente un exemple de maillage (3D) du palier développé dans le
casoulNg=6, N, =2etN,=4.
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Fig. V. 15: Exemple de maillage tridimensionnel du demi-tube développé par éléments
hexaédriques a 8 neeuds (Ng= 6, N, = 2 et N, = 4), les nceuds de
[’élément 1 sont numérotés dans ['ordre suivant : 31,37,38,32,1,7,8,2.
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Dans les figures (V-16) et (V-17), nous comparons le champ de déplacement radial
calcule dans la section médian du tube cylindrique pour deux valeurs de |’épaisseur £,=0. 5mm
¢t /mm et deux types de matériaux 1'un compressible (£ =210 GPa, v =0.30) et |’autre quasi-
incompressible (£ =2.1 GPa, v =0.49) correspondant respectivement aux caractéristiques

astiques de Pacier et de Mélastomere.

Les résultats obtenus montrent une bonne coincidence entre les valeurs du
déplacement calculées par le modéle couche mince (3D) et la méthode d’éléments finis (3D)
dans le cas du tube de faible épaisseur (1,=0.5 mm) constituée de matériau compressible
figure (V-16a). Nous remarquons que lorsque I’épaisseur du tube augmente, I’écart maximal
entre les déplacements calculés par les deux modeles devient important figure (V-16b).

D’apres les figures (V-17a) et (V-17b), nous remarquons que le modéle couche mince
perd de son efficacité dans le cas des matériaux quasi-incompressibles méme pour destubes
de faible épaisseur. Nous pouvons conclure que le modéle couche mince (3D) ne peut étre
appliqué que dans le cas de tubes élastiques constitués de matériaux compressibles tels que les
alliages métalliques et dont I’épaisseur relative }: =t /R estires petite devant 1. '
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Fig. V. 16: Variations circonférentielles du champ de déplacement radial dans le plan
médian du tube constitué d’un matériau compressible (E=210 GPa, v=0.30).
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Fig. V. 17: Variations circonférentielles du champ de déplacement radial dans le plan
médian du tube constitué d’un matériau quasi-incompressible (E=2.1 GPa, v=0.49).
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8. Etude paramétrique

Dans ce paragraphe, nous allons étudier I’influence des déformations élastiques, la
compressibilité et la piézo-viscosité du lubrifiant sur le champ de pression. la géométrie du
film, la force de frottement, I’angle de calage et la portance hydrodynamique d’un palier lisse
dont les caractéristiques géométriques, les conditions de fonctionnement, les propriétés
physiques du lubrifiant et les caractéristiques élastiques et géométriques du revétement de
surface sont données dans le tableau (V-3). ‘

Tableau V-3: Curactéristiques géométriques et conditions de fonctionnement.

Caractéristiques géométriques
- Rayon de I’arbre, R, 0.025 m
- Jeuradial, C 5x 107 m
Conditions de fonctionnement
- Vitesse angulaire de I’arbre, @ ' 100xm rd/s

Propriétés du lubrifiant

- Viscosité dynamique mesurée & la pression atmosphérique, 0.030 Pa.s
- Masse volumique, py 870 kg/m’
- Coellicient de piézo-viscosité, o Oet10 x 107 Pa’

Caractéristiques élastiques et géométriques du revétement

- Module d* Young dimatériau. E 210 et 2.1 GPa
- Coefficient de Poissod. v 0.30 et 0.49
- Epaisseur du revétement, #, 10° m

Les calcules ont été effectués pour deux types de revétement |’un est-en acier (£ = 2/0
GPa. v = 0.30) et I’autre en élastomere (E = 2.1 GPa, v = 0. 49). Pour bien mettre en évidence
I'effet des déformations élastiques sur le comportement du palier, nous avons pris une
épaissetlr du revétement ¢, =/0 mm correspondant a }; =t IR=04.

Dans ce qui suit, les résultats graphiques présentés sont obtenus en exécutent le
programme de résolution du probléme d’interaction fluide-structure dans lequel les
deformations élastiques du revétement sont calculées a partir de la construction de la matrice
de compliance Eq. (V-54).
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8. 1. Influence de I’élasticité du revétement de surface et de la rhéologie du fluide lubrifiant
sur le champ de pression et la géométrie du film

Nous avons étudié les effets combines de ['élasticité de revétement de surface et de la
rhéologie du lubrifiant sur la répartition de la pression dans le palier ainsi que la géométrie du
film. Les calculs ont été effectués pour trois types de fluides :

- fluide isovolume et isovisqueux pour lequel (5 = 7.2 = /)
- fluide isovolume et piézo-visqueux (ﬁ = = dlF5)= éxp‘“’”)

- fluide compressible et piézo-visqueux (ﬁ =2p), m=up)= exp{&m)

Les figures (V-18) représentent [’évolution circonférentielle de la pression
hydrodynamique et I’épaisseur du film pour les deux types de revétements (acier et
¢lastomere) et les trois types de fluide lubrifiant.

Les résultats obtenus dans le cas du revétement en acier montrent que les effets des
déformations élastiques sont significatifs dans le cas du fluide piézo-visqueux. Nous
remarquons que la prise en considération de la pi€zo-viscosité du fluide entraine
figure (V-18c) :

™

e une diminution plus importante de la pression maximale ;
o une augmenlation de I’élendue de la zone aclive du palier :
e un léger déplacement du pic de pression vers la sortie du contact ;
e une légere modification de la géométrie du film.

Il convient de noter que la compressibilité du fluide lubrifiant n’a pas d’effet sur la
pression et la géométrie du film.

Par contre lorsque le revétement de surface est constitué par un matériau quasi-
incompressible de faible module d’élasticité, les effets des déformations élastiques est cette
fois ci importants méme dans le cas d’un fluide isovisqueux. Cet effet devient plus significatif
lorsque la piézo-viscosité du fluide est prise en considération.

Les figures (V-18d) et (V-18f) montrent clairement que I’effet de la compressibilité du
tluide sur la pression et I’épaisseur du film est négligeable car les pressions développées dans
le film lubrifiant ne sont pas aussi importantes que celles calculées dans certains contacts
hertziens lubrifiés.

]
U
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Fig. V. 18: Courbes de pression et d'épaisseur du film dans le cas de paliers indéformable
et compliant obtenues apreés couplage fluide-structure.
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8. 2. Influence de I’élasticité du revétement de surface et de la rhéologie du fluide lubrifiant
sur les performances statiques du palier

Nous avons aussi étudié les effets des déformations élastiques des revétements de
surface compressible (acier) et quasi-incompressible (€élastomeére) d’un palier lubrifié par un
fluide supposée compressible (barotrope) et piézo-visqueux (a=10° Pa™ correspondant &
5=2.356x107).

Les figures (V-19) a (V-21) représentent les variations de la portance adimensionnée,
la force de frottement sans dimension et de ’angle de calage en fonction de |’excentricité
relative pour les deux types de revétements. Les calculs ont été effectués pour des valeurs de
I’excentricité relative variant de 0.01 a 0.90. Les résultats obtenus aprés couplage fluide-
structure, sont comparés a ceux du palier indéformable (théorie hydrodynamique).

Par comparaison au palier rigide, la prise en considération des déformations élastiques
des revétements de surface dues aux pressions hydrodynamiques et de la piézo-viscosité du
lubrifiant entraine une diminution de la portance hydrodynamique et de 1’angle de calage -
surtout dans le cas du palier dont I’alésage est revétu d’une couche d’¢lastomere et

fonctionnant aux grandes excentricités (palier modérément et lourdement chargg).
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Fig. V. 19: Evolution de la portance hydrodynamique adimensionnée en fonction de
I’excentricité relative pour des paliers indéformable et compliants lubrifiés par
un fluide compressible et piézo-visqueux.
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Fig. V. 20: Variation de la force de frottement adimensionnée en fonction de [’excentricité
relative pour des paliers indéformable et compliants lubrifiés par
un fluide compressible et piézo-visqueux.
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Fig. V. 21: Variation de I'angle de calage en fonction de l’excentricité relative pour des
paliers indéformable et compliants lubrifiés par
un fluide compressible et piézo-visqueux.
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9, Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons testé le domaine de validité¢ des différentes approches
elastiques développées a savoir le modéle élément finis (2D), modéles couche mince (2D} et
(3D). La comparaison de champs des déplacement radial calculés par les différents modéles
avec ceux obtenus par I’approche analytique et la méthode des éléments finis (3D) a permis
de conclure que les modeéles couche mince (2D) et (3D) permettent de calculer le champ de
déplacement radial avec une précision suffisante dans le cas de tubes élastiques minces
(lw'R<<I) constituée de matériaux compressibles tels que les alliages métalliques pour
lesquelles le coefficient de Poisson est proche de 0,30. Toutefois, les modéles couche mince
(2D) et (3D) donnent des valeurs sous-estimées du déplacement dans le cas des matériaux
quasi-incompressibles tels que les élastoméres et le caoutchouc pour lesquels le coefficient de
Poisson est proche de 0,50. Pour ce type de matériau, il convient d’appliquer la méthode des
¢léments finis pour un calcul plus précis du champ de déplacement élastique. 1

La deuxiéme partie de ce chapitre a été consacrée & I’étude de I’influence des
déformations €lastiques des revétements de surface dues aux pressions hydrodynamiques ainsi
que de la rhéologie du fluide lubrifiant sur le champ de pression et la géométrie du film. Cette
€tude a permis de mettre en évidence les effets non négligeables de I’élasticité du revétement
de surface et de la piézo-viscosité du lubrifiant sur la pression hydrodynamique et I’épaisseur
du film. II a été montré que la pression maximale calculée aprés couplage fluide-structure est
plus faible que celle obtenue dans le cas du palier rigide en utilisant la thénrie de Ia
lubrification hydrodynamique classique. Il a été montré aussi que la compressibilité du [luide
n’affecte pas le champ de pression et la géométrie du film.

Dans la troisiéme partie, nous avons comparé le comportement d’un palier compliant
lubrifié par un fluide piézo-visqueux et compressible (barotrope) & celui d’un palier
indéformable utilisant un fluide isovolume et isovisqueux comme lubrifiant. Les résultats
obtenus ont montré que la prise en considération de 1’élasticité des revétements de surface et
de la rhéologie du lubrifiant entraine une diminution de la portance hydrodynamique, de la
force de frottement et de I'angle de calage surtout pour les grandes excentricités de
fonctionnement. Cette diminution est d’autant plus importante que le module d’élasticité du
matériau constituant le revétement est faible.
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Conclusion Générale

Notre travail est essentiellement consacré au développement de modéles élastiques pour le
calcul des champs de contraintes et des champs de déplacements dans des milieux élastiques. Les
modéles mis au point concernent des solides de formes géométriques simples et d’utilisation
réquente tels que les tubes et les secteurs eylindriques. Ce travail comporte deux parties. Dans'la
premier partie, nous nous sommes intéressés au développement de modeéles analytiques et
numériques bidimensionnel et tridimensionnel permettant de déterminer ['état élastique des
revelements de surface monocouches utilisés dans certains paliers hydrodynamiques tels que les
paliers lisses, les paliers a arc partiel et les paliers a patins oscillants. La deuxiéme partie concerne
I"intégration de ces modeles dans les processus de calcul élastohydrodynamiques des paliers
compliants fonctionnant en conditions sévéres. .

Le modéle semi-analytique bidimensionnel (2D) mis en oeuvre dans le cas de tubes
cylindriques trés longs (hypothése de déformations planes) ou trés courts (hypothése de
contraintes moyennes planes) est basé sur la formulation du probléme élastostatique linéaire dans
le plan complexe défini par les couronnes circulaires qui sont des domaines doublement connexes.
Les solutions générales en contraintes et en déplacements du probléme sont exprimées en
coordonnées polaires a I'aide de deux fonctions analytiques appelées potentiels complexes de
Kolosov et Muskhelishvili. Ces potentiels sont en etfet des potentiels de déplacement dépendants
du domaine a traiter. Cette technique a été appliquée pour la résolution de deux problémes mixtes
ot les données sont des déplacements et des contraintes : les déplacements sont connus sur un
cercle limite et les contraintes sur "autre. Sur les frontieres de la couronne, les contraintes et les
déplacements sont présentés sous forme de séries de Fourier complexes. Les solutions obtenues
pour les deux problémes mixtes permettent de déterminer ['état élastique des revéteménts de
surface utilisés dans les paliers hydrodynamiques. Ce modéle, qui ne nécessite pas de
discrétisation spatial du milieu a traiter, a été développé afin de permettre d’une part de tester le
domaine de validité des autres approches développées (méthode des €éléments finis et modéle
couche mince (2D)) et d’autre part de calculer les coefficients d’influence qui sont nécessaires
pour la résolution du probleme d’interaction fluide-structure dans les paliers hydrodynamiques

compliants.

Dans le cas de tubes et de secteurs cylindriques de longueur finie, il est difficile
d’envisager des solutions analytiques surtout pour des chargements quelconques. Dans la présente
étude. le probléme élastostatique tridimensionnel (3D) a été abordé numériquement par la
méthode des éléments finis en faisant usage des €léments hexaédriques a huit nceuds. Notre
objectif principal est de pouvoir construire avec ce modele une matrice de compliance qui sert
comme donnée pour l'exécution du programme de calcul élastohydrodynamique des paliers
compliants de longueur finie.

["hypothése d un tube ou secteur élastique mince trés long encastré dans un alésage rigide
soumis a un champ de contraintes normale et tangentielle a permis de déduire un nouveau modéle
élastique simplifié appelé modéle couche mince bidimensionnel. Ce modele suppose que les
déplacements radial et tangentiel en un point de la couche sont proportionnels aux contraintes
radiale et tangentielle appliquées en ce point. La couche €lastique mince peut donc étre modélisée
par des ressorts disposés radialement indépendants les uns des autres.

La comparaison des champs de déplacement radial de la face active du tube calculés par
les modeles couche mince (2D) et (3D) avec ceux obtenus par I'approche semi-analytique (2D) et
la méthode des éléments finis (3D) a montré que les modeles couche mince (2D) et (3D)

]
L)
o
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permettent de calculer le champ de déplacement radial avec une précision suffisante dans le cas de
tubes et secteurs minces constitués de matériaux compressibles tels que les alliages métalliques
(métaux blancs. babbitts) pour lesquels le coefficient de Poisson est proche de 0.30. Cependant.
ces modeles simplifiés perdent de leur efficacité dans le cas des matériaux quasi-incompressibles
tels que les élastomeéres et les caoutchoucs pour lesquels le coefficient de Poisson est proche de
0.50. Pour ce type de matériaux, il convient d’appliquer la méthodes des éléments finis pour un
calcul plus précis du champ de déplacement élastique.

La détermination de la solution du probléme d’interaction fluide-structure dans les paliers

compliants fonctionnant en régime de lubrification hydrodynamique impose la résolution
simultanée de deux équations :

une équation hydrodynamique qui définit le comportement du fluide appelée équation de
Reynolds dont Iinconnue principale est la pression dans le fluide lubrifiant:

une équation géométrique qui définit I"épaisseur du film dépendant de la pression. Si le
champ de pression hydrodynamique reste suffisamment faible pour que les déformations
€lastiques des surfaces de Iarbre et principalement de I'alésage soient négligeables devant
I"épaisseur du film, | équation géométrique est uniquement fonction des coordonnées de

I"espace et du temps.

[l convient de noter que le probléme d’interaction fluide-structure dans les paliers fluides

est non linéaire car les déformations €lastiques des revétements de surface dues aux pressions
hydrodynamiques sont importantes et peuvent étre de ’ordre de grandeur des épaisseurs du
film. Ces derniéres interviennent a une puissance cubique dans I’équation de Reynolds ce qui
:xplique la forte non linearile du probleme. Cette non linearile provient ausst du tait que les
lois de variation viscosité-pression et densité-pression adoptées dans la présente étude sont
non lingaires.

La résolution numérique du probléme d’interaction fluide-structure en régime isotherme

par Ta méthode itérative de Newron-Raphson amortie a permis de mettre en évidence les effets non
négligeables de 1"élasticité des revétements de surface et de la rhéologie du fluide lubrifiant sur le
comportement hydrodynamique d’un palier long. Il a été¢ montré que :

le champ de pression et la géométrie du contact sont sensiblement affectées surtout dans
le cas des revétements constitués de matériaux a faible valeur du module d*Young et des
fluides piézovisqueux:

les valeurs de la portance hydrodynamique, de la force de frottement et de I'angle de
calage calculés aprés couplage fluide-structure sont plus faibles que celles obtenues dans
le cas du palier rigide lorsque les effets déformations €lastiques sont ignorées ;

la compressibilité du fluide n’a pas d’effets significatifs sur le comportement du palier.

Ces effets sont d’autant plus importants que la valeur de I’excentricité de fonctionnement

est grande ; c’est le cas des paliers sévérement chargés.

[l nous semble que les objectifs fixés ont été atteints. En particulier pour la mise au point

des models tridimensionnels qui sont la méthode des éléments finis en coordonnées cylindriques
ct le modele couche mince (3D). Les tests d'exactitude et de précision du modéle éléments finis
(2D) et des modeéles couche mince simplifiés (2D) et (3D) nous semblent tout a fait probants. Les
prolongements possibles de cette étude sont :

développer le modéle tridimensionnel pour la résolution des problémes thermoélastique et

viscoélastique;
résoudre le probléme d’interaction fluide-structure dans les paliers hydrodynamiques de
longueur finie dont I'alésage est revétu d une couche viscoélastique.
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Annexe A

Solutions en contraintes et en déplacements du premier
probléme mixte

Al. Systémes d’équations :Calcul de a, €l a:k

Les relations permettant d’utiliser les conditions aux limites du premier probléme

mixte sont les 2°™ et 3™ relations du systéme (III-6) et les 4°™ et 5™ relations du systéme

(III-8), soit :

¥ =(1+ x)Ha, __ (A1)
o0 =(-kpH +a H -d_H" , vke{Z-{l}} (A2)
US) =2ya_ logE(R] )+ (a;g - ﬁ)?]_l -a (A.3)

Wo X g g skl vhe{Z-{-1)) (A4)

e TRl % T T T

La relation (A.1) donne directement :

Ho®
1
= ar (A.5)

La relation (A.3), la relation (A.2) pour k£ =-/ et la relation (A.4) pour k =/ donnent

ensuite :

r (M a;(—g .
U_IJ =2ya [ogy(Rl)+ R -a
o =2a H' +aH -d H” (A.6)
va — a
U= %”a,, o
Compte tenu de (AS). la solution de ce systéme est :
2H(1 B Hl) o 2U|m Hsa(_f:)
i = R CI Ek ] :
’ (1+;{1}{+H) ' (;(+H) (,1/+H)
doF {0}  n FF) (A7)
a_ xa +—(1+,1’) o, +2U
) = (1)
L(a,( - ﬂ)‘il =g+l —2p loge(Rl)
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Puis pour k # %1, les relations (A.2) et (A.4) prises pour k et leurs conjuguées prises
pour (-k) permettent d’obtenir:

2

0 kT prk ' k-2
o =(-kpH +a H -a_ H

A _ x4, ) Gy
i l+k T 14k (A.8)

{4 —

" =(1+ k);_H'k a i —d. B
-k T -k k -k

=3

o _ X0, G
e gy

[1 vient :

1 (1+kXH2 _1)[{30,{{0) *(1+kx,?f +H__2_2kb;£” ~

a =-——=

koAM, (1 + H* o) + (1 2 kZIHz -1p° (A.9)
d_ =Q-kk, - o +(1-RU") |

avec AM = (1 —k lf = HJ)? - (}{ +h I}{ + hJ—M)

on démontre également que AM, =0.Vk € Z.

A2. Contraintes et déplacements en tout point de la couronne

En reportant les résultats (A.5), (A.7) et (A.9) dans les relations du systeme (III-3),
compte tenu des relations (III-4), nous obtenons la solution en contraintes et déplacements du
premier probleme mixte:

Pour k € Z
o+ ke - 1f - (5 + )]
Py 2H2+k[(l—kIH2 B ]k—n’c 3 (l’ i Hm_?—_?kkk]
V()= AM; - \ (A.10)
k —2(1+k)[(;g+H’2"‘”')?""*(l—k{H‘?—f)f_k]

TS P9 G A (RS i)
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Pour £ € {Z - {1}}

(2] -1 Je -

(1- k)Hw"!”“’[(,z o Xl -
O-“'(F)z.ﬂ:hj“. - -
k (1 s ® ){;A—i[(x LT
(1-k

Pour k € {Z - {— 1}}

Il— €l)+(H2 -113“’" +z)]
)@k_z[(l R IHz -1 Ifz 7 )+ (Z T eiel IHz-zk

-l fee )

S b))

o)

(A.11)

U, ()= o+ S Aa P RS ) GRE VUL S ) )| e
Al r (1- kl)E_g"'[(Hz _ IHz B 1)_ (H2+1A- N ZEMLIZ JpE=" )]
(1- k)e—z—k[z(ezak _ IIHE _])+(€2 "]IX o gy )]
pour k=-/:
oy a
;{{+H4
2L g g
(X_I_ j[}f]o ()+( (Z+IH4J ) .
U (f)=M_ > I
’ 1,
o1 - 7
€;C+H4
l
avee M, = ("5 TY) vkez
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Annexe B

Solutions en contraintes et en déplacements
du deuxieme probleme mixte

B1. Systemes d’équations :Calcul de a et a'k

Les relations permettant d’utiliser les conditions aux limites du deuxiéme probléme
mixte sont les 2°™ et 3°™ relations du systéme (III-8) et les 4°™ et 5°™ relations du systéme
(ITI-6). Soit :

o =(1+xh, | (B.1)
cr:_” =(1-k), + “-k -4 . Vke{z-{1}} (B.2)
Uf?) = 21a41H7! loge(R0)+ (a)g — ﬁ)R'] -a H ,pourk=-] (B.3)

(0 _ 8 o 2k 31
U, kHHa a H +1 kﬂH , Vke{z-{-1}} (B.4)
La relation (B.1) donne directement :

LT Ty (5:5)

La relation (B.3), la relation (B.2) pour £ = -/ et la relation (B4) pour £ =/ donnent
ensuite :

_ (H —1) w, 2HU” O?
Tl i) *(LIH)+U+ZHﬂ

en = a + 2a o O‘(]I) (B.6)

-3 i -

(a;( - B)RO_I = Ha_l + Ui?) - 2,;{61_1[{7' loge(Ro)

Puis pour k # £1, les relations (B.2) et (B.4) prises pour k et leurs conjuguées prises
pour (-k) donnent:
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Il vient :

|

a

G(I)—(I—k)tzk+a —a;‘_J
k ;
W _ Za,’;H _ Tk o, -2-k
Ve T 1+k_“—a-H NS
(Il+kl +a -d,
ek T
o _ e A 3 £, Bn vkl
T S a +1—kH

l+kX H ):f"'

ark_2 =(1- fc)ak +;A_ = O‘:_l)

avee  AM = (1= 1 [1= B2 ] = (14 31 [14 217 *)

on démontre également que AM; z0,VkeZ

B2. Contraintes et déplacements en tout point de la couronne

(

-
7
-k

ekl + 2 U = (14 15
VR e o g

J (

B.7)

B.8)

En reportant les résultats (B.5), (B.6) et (B.8) dans les relations (III-3). Nous obtenons
la solution en contraintes et déplacements du probléme mixte. Soit :

Pour k e Z
[1+k)(1 HY (e ]
2-2%
/(0)= Aﬁ, - A1+ 7P - (-1 - B2 )] o)
RO T o (N el O
2(1 B k)HHC[(l N le _ )?k 3 (1 + B )?Ak] ,
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Pour £ € {Z —

i

- & fi- 52) - B2)- (1 g [ o i 2
o (F)= o, (=il 2 i) (- 2 - (B.10)
AM, (] 3 ){7:4[(1 - pH 11 3 ("2)+ (l B H:IEZ_M _ I)}"H'
(1 *k)Hz_k[(l 3 kzll 3 H:I{}: ~1)+ (I '*‘XH2+2k Il _ )k:w\-
Pour k € {Z - {“ 1}}
[(Z€2+zk N III —H2)+ ({?z B 1I1 +;{H2+2k )}?-z-k
2+ 242k 2-2% SH -5 S § A gk
% [ - [l g e (i -2 J1-22 - & )[ 1+k} i
U (t)= i . _ N
=l e e ) (- -2 —1)[%]
\(l _k)h,z-k[(ﬂuzk N I[ i )+ (!:..1 B II] N IHHW )}‘,u
Pourk=-/:
- Hz B g,} -
1+ yH
2 [_ ' log [g}r (i —Hzle-Hze‘“)]
U (0)=M ]J X+l o 4 W+ *) (B.12)
H
v
2H\H? - 7
AL+ H
avec M = -<cr:) 35:') EU:_U) [_f_(:})\/ VkeZ
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Annexe C

Solutions analytiques de I’équation de Reynolds
pour un palier long lubrifié¢ par un fluide incompressible et
isovisqueux

Dans cette annexe. nous présentons les solutions analytiques de I’équation de Revnolds
(V-15) correspondant aux conditions limites de Sommerfeld (film complet). de demi-
Sommerfeld et de Swift-Stieber (film rompu) .

C1. Solutions de Sommerfeld et de Giimbel [50,51]

Nous supposons que le palier est alimenté a la pression p = () par I’intermédiaire d’une
rainure axiale infiniment mince située a ’abscisse & = 0, soit :

@=0)=pA=27)-0 (C.1)

Une premier intégration de 1’équation de Reynolds donne :

dp h—-h* | o ; B :
0 = 06U R T ou h* est I’épaisseur du film lubrifiant au point ou le gradient

de pression est nul.

En intégrant encore une fois, on obtient :

o)~ | [ A2

ou K est une constante d’intégration.

Pour calculer ces intégrales, on utilise le changement de variable de Sommerfeld [42] :

Pl
_——m—— f)
l+¢ecosé jpa=— (C2)

tel que & = 0,27 correspond a v = 0,27
Soit :

i 2w—455inz//_+£2w+523in l,ycosw]

p(w)—"-;—{w—fsiﬂw % ) ﬁ"}”‘f(c'”
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Les deux constantes #* et K sont déterminées & partir des conditions aux limites

(C.1):
Soit :
ﬂ _a
C _ . 2 2.
P(EV)= ) {y/—gsinyf—zw 483111;116-23 ;zfz-je' smy/cosw} (C..4)
t-+F o
qui s’écrit aussi :
e 6¢si
D= p - = esmy 3[2—82-£cosw] (C.5a)
P ﬁ (2+£ZI]+82F
C Ed
i on chan PN ... OO, o i A
si on change yen @ tel que : co W_I+£cosl9’ W= T+ zcosg L vient:
o 6esin A2 + £cos @
26)= f( ) (C.5b)
(2+£ I]-I—scosé’)
La répartition circonférentielle de la pression dans le palier est représentée
figure (C-1). -
pn PN
of- e
+ :
ol z§ﬁ§ aclive | 2zone de cavitation | {J
n on”
a) Solution de Sommerfeld b) Solution de Giimbel
Fig. C. 1: Solutions de Sommerfeld (film complet) et de Giimbel (film rompu).
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C2. Solution de Swift-Stieber [52,53]

p:palimz() pour Bouy =0
_a\_ (%) _ (C.6)
Ao = C)—(dHJ =0

C
ou HC est I’abscisse du début de la région inactive qui est une inconnue supplémentaire du

probléme.

Compte tenu des C.L. (C.6), le champ de pression s’écrit :

2 . 2 2 .
6p.wR 2y —4esiny + &y + & sinycosy

_ 1 R 7
e & B

La répartition circonferentielle de la pression dans le palier est représentée
figure (C-2).

Le

Fig. C. 2: Solution de Swifi-Stieber.

Cette solution a été obtenue & partir de la solution générale (C.3) pour laquelle:

d, .
K = 0 puisque pour y = 0, p = 0 et ~A* est déterminé a partir de —E—‘ = s0it :
dy |v=v.

(C.8)

dp Gya)Rz h* {2 —4gcosy + 52\+ &’ cos’ w]}

= £l Fos -
dy (1-,92)2{ e 2c(1-£)
i) (€9)

~ I-egcosy,
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on calcule y - en exprimant que pour y =/, nous avons p = 0, on a alors:

2(1//(__ — £sin v, X] — £COS w(‘): 21,1/6 —4esin 7 SBI,I/L, + & sin W . cosy
soit :

a(sin W, cosy . —y. )+ Z(sin W, —Ww.cos [//C) = {}

qui est une équation non linéaire de la forme fE = ((//C) = (. L’angle de cavitation W, est

déterminé numériquement par les meéthodes numériques classiques de résolution des
équations non linéaires (méthode de Newron-Raphson, méthodes d’interpolation, etc.).

on remarque que /. ou QC ne dépendent que de I’excentricité &.
Les valeurs de W, et 9( en fonction de & sont données par le tableau (C.1):

Tableau C. I1: Valeurs de |'angle de cavitation w_ ou 6’L_ pour différentes valeurs de

I’excentricité relative &.

g Ye (rad.) 9&, = urc[g[%} 47 (rad.)
0.1 4.44510 4.34974
0.2 4.39765 421195
w 4.35099 4.08021
0.4 4.30484 3.95451
0.5 4.25905 3.83438
0.6 4.21346 3.71892
(L3 4.16785 3.60645
0.8 4.12203 3.49369
0.9 4.07574 3.37195
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[6]

[7]

(8]

(%]

[10]
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PRINCIPALES NOTATIONS UTILISEES

4 configuration réelle

C* configuration virtuelle

L] tenseur des déformations virtuelles

[D°] tenseur des déformations linéaires, = | ¢]

E module d’Young, (Pa)

[£] tenseur des déformations non linéaires de Green-Lagrange
I dérivée-partielle de /' par rapport a x, _Ef
T T vecteurs forces de volume et de surface

1] 4 vecteurs de la base orthonormée en coordonnées cartésiennes
G module de cisaillement, (Pa)

[H] matrice constitutive du matériau

K module de compression hydrostatique, (P«)

Pl tenseur des gradients de déplacements virtuels

n vecteur unitaire normal a une surface ou & un contour

[O] matrice de transformation orthogonale

r. 8z coordonnées cylindriques

Sy partie de la frontiére S ou sont appliquées les sollicitations
S partie de la frontiere S ou les déplacements sont connus

! parametre temps

irfd] — trace de [4] = Z A -

T "

u vecteur déplacements imposé

u v, w composantes du vecteur déplacement réel en coord. Cartésiennes
u* v w* déplacements virtuels

Up, Ug, U- composantes du vecteur déplacement réel en coord. Cylindriques
U énergie interne de déformation

I volume

[ 7] tenseur des rotations virtuelles

174 forme intégrale

X VE coordonnées cartésiennes

B vecteurs position, vitesse, accélération

Ev déformation volumétrique

EF déformations normales ; déformations de cisaillement

Evv &y -, &= déformations en coordonnées cartésiennes

& Epa ..., Egp déformations en coordonnées cylindriques

4G coefficients de Lamé

I1 fonctionnelle d’énergie potentielle totale

v coefficient de Poisson

Yo, masse volumique. (kg/m’)

oln) vecteur contrainte sur une facette de normale n

o} tenseur de contraintes

Oy Oy ... Oy- COMposantes cartésiennes du tenseur de contraintes

O Oge ... Og cOmposantes cylindriques du tenseur de contraintes

[o] tenseur des contraintes

Notations
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{&} vecteur des déformations linéaires
3 utilisé pour définir une quantité virtuelle

{ matrice uni-colonne
A, div opérateur Laplacien, opérateur divergence
[] matrice
7 . _.
[] transposé de la matrice [ ]
wm=F ¥ matrice uni-ligne

B, fonction de Grodski, (a =0, 1. 2. 3)

D domaine globale de la structure

B 2.0 potentiels scalaires de déplacement

S(M)., Su(M)  fonctions contraintes définies au point M (=) dans le plan complexe
Up Ug composantes polaires du déplacement

z=x+iy nombre complexe

R - ; ' ;
B ? rapport des rayons des deux cercles limites d'une couronne circulaire
!
£ . E coefficients d’influence
1y ]
- r % . 5 .
= 7 coordonnée radiale relative d’un point de la couronne
I

N ensemble des entiers naturels
r coordonnée radiale d’un point appartenant a la couronne. (m)
Ry Ry rayons extérieur et intérieur de la couronne, (m)
th épaisseur de la couche élastique, (1)
- _ _ t

gpal U = —
4 paisseur relative, R

I

U(z,z) déplacement complexe d’un point courant M(z)
U coefficients de Fourier complexes du déplacement
Z ensemble des entiers relatifs
A st constantes de Lamé
& coordonnée circonférentielle. (rad)
o, w potentiels complexes de Kolosov et Muskhelishvili
o, coefficients de Fourier complexes de la contrainte
Imaginaire () partie imaginaire d’un complexe
Réel () partie réelle d’un complexe
( ] conjugué du nombre complexe ( )
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A* surface élémentaire

[B] matrice contenant les gradients des fonctions de forme
det /(&) déterminant de la matrice jacobienne
SEh vecteur des sollicitations élémentaire
' le jacobien de la transformation d'un ¢lément de contour
J le jacobien de la transformation d’un élément de surface
8
[J(9)] matrice jacobienne de la transformation géométrique
[V] matrice des fonctions de forme
(4] matrice de rigidité élémentaire
i vecteur des degres de liberté d’un élément
N coordonnées globales des nceuds d’un élément 4
Enit coordonnées parametriques
Ve volume élémentaire
we forme intégrale élémentaire
w* forme intégrale élémentaire discrétisée
C jeu radial du palier, = R-Rqy, (m)
Faa couple de frottement sur I’arbre, (V.m)
C couple de frottement adimensionné, =~ _ ¢
a - 7
o R2 R
w o
poR L
¥ matrice jacobienne ou matrice d’itérations
i
F ng composantes de la portance hydrodynamique, (V)
h épaisseur du film lubrifiant, (m)
h épaisseur sans dimension, 7 = h/C
L/D rapport de la longueur au diametre du palier
M(U ) vecteur moment au centre de | arbre, (N.m)
O centre de [’arbre
o
0] centre du coussinet
A
R rayon de I’arbre, (m)
a
R, rayon du coussinet, (m)
P pression hydrodynamique, (Pa)
2
~_ rC ression sans dimension
P - P
,u”a)R’
f\M . n) composantes du vecteur contrainte (action du fluide sur "arbre)
6{" abscisse de rupture du film lubrifiant, (rad.)
a coefficient de piézoviscosité du lubrifiant, (Pa™
)] vitesse de rotation angulaire de 1’arbre, (rad/s.)
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masse volumique du fluide, (kg/m’)
masse volumique du fluide mesurée & la pression atmosphérique, (kg/m”)

Je,

masse volumique sans dimension, = —
0

viscosité dynamique du lubrifiant. (Pa.s)
viscosité dynamique du lubrifiant mesurée a la pression atmosphérique

viscosité sans dimension, = =,
Hy

coefficient de relaxation

angle de calage, (rad)
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Résumé

+ Les tubes et les secteurs cylindriques offrent des possibilités réelles de schématisation des
revétements de ‘surface utilisés dans certains paliers hydrodynamiques tels que les paliers
circulaires (lisses), les paliers a arc partiel et les paliers 4 patins oscillants. Les solutions en
contraintes et déplacements obtenues pour ce type de structures peuvent donc étre utilisées
pour la détermination de 1’état €lastique de ces revétements.

Le but de ce travail est de proposer des modeles analytiques et numériques bidimensionnels
(2D) et tridimensionnels (3D) pour le calcul des champs de contraintes et de déplacements
dans-les tubes et les secteurs cylindriques dont la surface interne est soumise & un champ de
‘pression non uniforme. Ces modéles ont pour objectif principal d’étre utilisés pour la
résolution des problémes de couplage ou d’interaction fluide-structure dans les paliers fluides
compliants. Le mod¢le analytique, qui ne nécessite pas de discrétisation spatiale du domaine,
est basé sur le traitement des équations de 1’élastostatique linéaire dans le plan complexe
défini par des couronnes circulaires. Dans la présente étude, ce modeéle sert comme un outil de
validation des différentes approches numériques développées tels que la méthode des
€léments finis (MEF) et le modéle couche mince (MCM) (2D).

La résolution du probléme d’interaction fluide-structure dans les paliers compliants
fonctionnant en conditions sévéres par la méthode itérative de Newron-Raphson amortie a
permis de mettre en évidence les effets non négligeables de la rhéologie du fluide lubrifiant et
de I’€lasticité du revétement de surface sur le comportement statique de ces paliers. Ces effets
sont d’autant plus importants que le module d’élasticité du matériau constituant le revétement

est faible.

Mots clés

Elasto-statique linéaire
Tubes cylindriques
Secteurs cylindriques
Interaction fluide-structure
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