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Introduction

Le comportement dynamique est un paramétre important dont il faut tenir compte lors de la
conception des structures. En effet, les mouvements vibratoires sont 4 l'origine de nombreux
problémes typiques pouvant conduire a la ruine de la structure, tels que la résonance et la
fatigue, a une limitation d'exploitation en raison d'un niveau de bruit élevé ou d'une
perturbation des performances de la structure par la présence de vibrations indésirables. Dans
le cas des vibrations linéaires la détermination des paramétres modaux d'une structure, a
savoir les fréquences et déformées propres des modes de résonance ainsi que les
amortissements modaux associés, permet de localiser les problémes liés aux vibrations et de
construire un modeéle de comportement en basses fréquences de cette structure, servant a
prédire la réponse de celle-ci aux différents types de chargements dynamiques, et ainsi a
vérifier les solutions apportées pour le contrdle de ces problémes.

Le caractere modulable des propriétés des stratifiés composites permet d'envisager de larges
possibilités d'optimisation des performances d'une structure en agissant directement sur les
fréquences et déformées propres de celle-ci sans modifier sa géométrie ou ses dimensions, par
simple ajustement des parametres du matériau (nature des constituants, taux de renfort et
séquence d'empilement). De plus, 'amortissement interne important et prédominant dans les
composites a matrices organiques assure souvent une dissipation d'énergie suffisante pour
limiter les amplitudes de résonance ou supprimer entiérement les vibrations parasites
uuxyuelles sont sujetiey ley siructures 1¢ptrey fabriquées A partiv de matdrlaua Cotipusiles.
Pour tirer avantage de ces matériaux, il faut alors savoir déterminer les paramétres modaux
d'une structure a partir de la connaissance des propriétés de ces constituants.

L'objectif fixé au présent travail était d'étudier le comportement dynamique des plaques
stratifiées vu leur importance comme éléments de structures. D'un autre coté, cette géométrie
permet d'introduire la formulation spécifique aux stratifiés et met en évidence un bon nombre
de difficultés liées & la résolution du probléme vibratoire, point de vue comportement du
matériau et conditions aux limites. Si les caractéristiques élastiques des stratifiés sont
correctement approchées par les modeéles théoriques, les propriétés viscoélastiques a I'origine
de I'amortissement sont beaucoup plus difficiles 4 modéliser. Cet aspect nous a conduit a
envisager de traiter le probléme par deux approches : i) numérique ayant pour but de calculer
les fréquences et modes propres non amorties des vibrations en flexion des plaques stratifiées
rectangulaires soumises a différentes configurations possibles de conditions aux limites
standards sur les bords. ii) expérimentale ayant pour but, dans un premier temps de déterminer
les fréquences propres de deux plaques particuli¢res dans les configurations ELLL et ELEL
afin de valider les bases modales correspondantes issues de l'approche numérique. En
deuxiéme étape associer les amortissements modaux de ces plaques, mesurés
expérimentalement, a leurs bases modales pour évaluer les réponses amorties des plaques 2
des chargements dynamiques. L’étude bibliographique considérée nous a amené a privilégier
un développement analytique dans l'approche numérique, utilisant la méthode de Rayleigh-
Ritz basé¢ sur l'approximation du déplacement de la plaque par les fonctions poutres.

Le travail réalisé est organisé en quatre chapitres.

- Le chapitre 1 est une présentation générale des composites stratifiés du point de vue
définition, classification, principaux constituants, modes d'obtentions et désignation.

- Le chapitre 2 est consacré a la formulation théorique du comportement dynamique des
stratifiés. Il expose dans un premier temps les étapes dhomogénéisations permettant de
determiner les propriétés élastiques a l'échelle dune couche (modules d'élasticités), et a
l'échelle du stratifié (équation constitutive). Ensuite, les équations du mouvement des
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Introduction

stratifiés sont dérivées a partir des relations d'équilibre des plaques dans un schéma du
premicr degré. Les cxpressions des conditions aux limites standards sur la [onticre d'une
plaque sont données en terme de déplacements, efforts et moments. Finalement la formulation
énergétique du probléme est développée pour introduire les méthodes de résolution
approchées.

- Le chapitre 3 traite la résolution du probléme des vibrations de flexion des plaques minces
rectangulaires en stratifiés symétriques, pour toutes les combinaisons possibles de conditions
aux limites. La méthodologie de recherche des fréquences et modes propres est exposée et les
difficultés qui lui sont liées sont surmontées en utilisant la méthode analytique de Rayleigh-
Ritz, basée sur une approximation du déplacement par les fonctions caractéristiques de
vibrations des poutres. La programmation de cette derniére sous Matlab a permis de calculer
les fréquences propres non amorties de ces plaques et de tracer les déformées
correspondantes. Les résultats obtenus sont validés en calcul de structures par éléments finis
en utilisant le code de calcul I-DEAS.

- Le chapitre 4 est une analyse modale expérimentale de deux plaques de stratification
distinctes dans les configurations EILL et ELEL. Les mesures des fréquences propres ont été
comparées a celles obtenues par les modeles théoriques. Les amortissemnents modaux
experimentaux introduits au code de calcul de structures par éléments finis ont permis
d'évaluer la réponse amortie d'une plaque sous un chargement sinusoidal.
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Chapitre 1

1.1 Définition

Un composile est un matériau obtenu par association de deux ou plusicurs matériaux, aux
propriétés complémentaires, de maniére synergique pour former un nouveau matériau
présentant des caractéristiques supérieures a celles des constituants pris séparément [1].

A la différence des alliages (matériaux obtenus par mélange), les constituants du composite
sont non miscibles et se présentent en phases séparées dans le matériau final : ils ne subissent
ni transformation ni recomposition et restent détectables a 1’échelle microscopique
(composites classiques) [2].

Le matériau est donc hétérogeéne de par sa fabrication, et cette hétérogénéité est théoriquement
maitrisée.
1.2 Constituants et caractéristiques générales

Un composite est généralement constitué dune ou plusieurs phases discontinues réparties
dans une phase continue (figure 1.1).

Figure 1.1 Matériau composite

La phase discontinue est, dans la plus part des cas, la phase la plus dure et confére au matériau
I'essentiel de ses caractéristiques mécaniques : elle est appelée "renfort”. La phase continue
est appelée "matrice". Quelques exemples sont présentés sur le tablean 1.1.

Constituants Domaines d’application
Composite a matrice
minérale.
Béton Ciment / sable / granulats Génie civil
Composite carbone- carbone | Carbone / fibre de carbone Aviation, espace, sports,
biomédecine, etc.
Composite céramique Céramique / fibre céramique | Piéces thermomécaniques

-15-




Chapitre 1

Composite a Aluminium / fibre de bore

matrice métallique Aluminium / fibre de carbone Espace

Composite a matrice

organique.

Papier, carton ; Résine / charge / fibres cellulosiques | Imprimerie, emballage, etc.
Panneaux de particules ; |Résine / copeaux de bois Menuiserie ;

Panneaux de fibres ; Résine / fibre de bois Batiment ;

Toiles enduites ; Résine souples/ tissus. Sports, batiment ;

Matériaux d’étanchéité ; | Elastomeéres / bitume / textiles Toiture, terrasse, etc. ;

Pneumatiques ; Caoutchouc / toiles / acier Automobile ;

Stratifiés ; Résine / charges / fibre de verre, Domaines multiples.
de carbone, etc.

Plastiques renforcés. Résines / microsphéres.

Sandwiches Meétaux, stratifiés, etc.

peaux Mousse, nids d’abeilles, balsa Domaines multiples

ames Plastiques renforcés, etc.

Tableau 1.1 Exemples de matériaux composites [1]

Bien que le principe de ces matériaux apparaisse dans des matériaux naturels (bois) et fut
utilis¢ depuis longtemps (torchis béton), I’essor actuel des matériaux composites a été impulsé
par le développement des industries aérospatiales et des transports [3]. Dans ces domaines,
I’objectif de réduction de poids conduit & comparer les performances des matériaux a travers
leurs caractéristiques spécifiques.

Dans cette optique, un matériau élaboré sous forme de fibres ou particules présente une
meilleure tenue mécanique (résistance et rigidit€) par rapport 4 sa forme massive (tableaux 1.2
et 1.3). En effet les faibles dimensions transversales des fibres ou particules (de ordre du
pum), minimisent la présence et la taille des défauts résultant en une meilleure résistance 2 la

rupture [1].
Matériau Module Contrainte a Masse Module Contrainte
la rupture volumique spécifique spécifique
E Oy P2 Elp ou/p
(GPa) (GPa) (kgm’) | MNm/kg) | (kKN m/kg)
Acier 210 340-2 100 7 800 26,9 43 -270
Alliages
d’aluminium 70 140 - 620 2 700 259 52-230
Bois 30 - 390 333 -
Verre 70 700-2 100 2 500 28 280 - 840
Tungsténe 350 1100-4 100 19 300 18,1 57-210
Béryllium 300 700 1830 164 380

Tableau 1.2 Caractéristiques spécifiques des matériaux usuels

€laborés sous forme massive [1]
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Chapitre 1

Module de | Contrainte a Masse Module Contrainte

Fibres de Young larupture | volumique | spécifique | spécifique
E Cu p Elp oup

(GPa) (GPa) (kg/m’) | (MNmkg) | (kN mvkg)
Verre E 72.4 3 500 2 540 28,5 1380
Verre S 85,5 4 600 2480 345 1850

Carbone a

- haut module 390 2100 1900 205 1100
- contrainte élevée 240 3500 1 850 130 1890
Kevlar (aramide) 130 2 800 1500 87 1870
Bore 385 2 800 2 630 146 1100

Tableau 1.3 Caractéristiques spécifiques des matériaux
¢laborés sous forme de fibres [1]

Ce type de matériaux (fibres et particules) constitue donc un choix de premier plan pour les
applications mécaniques (hautcs performances ct gain de poids). Toutefois il est clair qu’ils ne
peuvent étre utilises seuls pour la fabrication de picces ou structures. 1)’oi PPidée de les
utiliser comme renforts incorporés dans une matrice permettant de les lier ensemble et de les
maintenir en position, garantissant ainsi 1’intégrité géométrique et matérielle (protection des
renforts) des pieces et des structures. La matrice assure aussi le transfert et la répartition des
efforts extérieurs entre renforts, des propriétés mécaniques complémentaires, ainsi que
diverses propriétés physiques et chimiques.

Le transfert des efforts de la matrice au renfort fait intervenir un ‘troisiéme
constituant’ I'interface [4]. La compatibilité renfort-matrice dépend des propriétés adhésives
de cette fine couche ainsi que de la déformabilité de la matrice.

Les propri€tés globales des matériaux composites résultent donc [1] :

e Des propriétés des matériaux constituants ;
e De leur disposition géométrique (répartition et orientation) ;
e De leur interaction.

La description d’un matériau composite nécessitera alors la connaissance de tous les
parametres qui déterminent ses propri€tes, a savoir :

e La nature des constituants
e [a géométrie du renfort, sa concentration et sa distribution ;
e La nature de I'interface renfort-matrice.

La modélisation du comportement d’un composite se fait sur la base d’hypothéses
simplificatrices : formes de renforts idéalisées (spheres ou cylindres), répartition uniforme du
renfort. Les propriétés mécaniques sont alors évaluées a partir des propriétés des constituants,
de leurs proportions, ainsi que de ’orientation du renfort. Par contre, la nature de I’interface,
bien qu’elle ait une influence primordiale sur le comportement réel du composite, sa prise en
compte reste tres difficile.
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Chapitre 1

1.3 Classification des matériaux composites

La distinction entre les différents types de composites peut se faire selon les critéres suivants :
1.3.1 Classification selon la forme des constituants

a) Composites a fibres

La matiére renforcante se présente sous forme de fibres longues, courtes ou coupées, dont

I'arrangement et l'orientation déterminent les propriétés mécaniques du matériau permettant
une conception adaptée a ’application (conception 4 la carte) en agissant sur

e [.a nature des constituants ;
e La proportion de chaque constituant ;
e L'orientation des fibres.

b) Composites a particules

Dans ce cas le renfort se présentc sous forme de particules, qui sont utilisées pour
I'amélioration de certaines propriétés mécaniques et physiques de la matrice (rigidité, tenue a
la température, résistance 4 I’abrasion... ) ou simplement pour diminuer le coiit de production
du matériau sans altérer ses caractéristiques.

1.3.2 Classification selon la nature des constituants
Selon la nature de 1a matrice et du renfort on rencontre plusieurs combinaisons possibles

a) Composites a matrice organique

- résines et charges associées a ;
e Des fibres minérales : verre, carbone, etc. ;
e Des fibres organiques : kevlar, polyamides, etc. ;
¢ Des fibres métalliques : bore, aluminium, etc.

b) Composites a matrice métallique

- meétaux légers et leurs alliages associés a :
¢ Des fibres minérales : carbone, carbure de silicium (SiC) ;
e Des fibres métalliques : bore ;
e Des fibres métallo-minérales : fibres de bore revétues de SiC.

c) Composites a matrice minérale
- céramiques associées 4 :
e Des fibres métalliques : bore ;

¢ Des particules métalliques : cermets ;
e Des particules minérales : carbures, nitrures, etc.
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Les figures 1.2 et 1.3 récapitulent les principaux matériaux utilisés comme renforts et
matrices.

Renforts
[
v L 4
Organiques Inorganiques
I I
h 2 L4 v v
Polyesters Aramides Minéraux Végétaux
| ]
h 2 2
Céramiques Meétalliques Bois Coton
I Papier
v v v Jute
Verre Carbone Bore
Figure 1.2 Matériaux de base pour les renforts [4]
Matrices
|
v L 4
Organiques Minérales
| i
v ¥ L 4 h ; v
Thermo- Thermo- Elastomeéres Céramiques Métalliques
durcissables plastiques
v v v
Borures Carbures Nitrures

Figure 1.3 Les principaux types de matrices [4]

1.3.3 Classification suivant performance et diffusion
a) Les composites grande diffusion
De caractéristiques moyennes, ils sont orientés vers l'optimisation des coiits. [ls représentent

95% des composites utilisés et ont un domaine dapplication trés large : capotage,
conserveries, décoration, etc.
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b) Les composites hautes performances

Ils sont orientés vers l'optimisation des caractéristiques mécaniques et thermiques tout en
diminuant le poids au maximum. Leurs colits sont trés élevés, ils sont réservés aux
applications de pointe tel que I’aéronautique et ’espace, I’armement, le sport de haut niveau,
elc:

1.4 Principaux constituants des composites 2 matrices organiques

Nous avons vu qu’un matériau composite est essentiellement constitué d’une matrice et d’un
renfort. Le choix de ces deux constituants obéit aux exigences et contraintes de service
(caractéristiques meécaniques €levées, tenue en température, résistance a la corrosion, etc.) tout
en s’assurant de la compatibilité entre les éléments associés. A cet effet, les matrices
organiques constituées de résines polymeéres associées a différentes charges et additifs sont
celles qui offrent le plus de flexibilité du point de vue développement (synthése de nouvelles
résines ) et conception (compatibilité avec différents renforts grice a leur déformabilité et 3 la
diversité de leurs compositions et propriétés mécaniques et physico-chimiques). De plus la
légereté, le faible cotit de fabrication et la facilité de mise en ceuvre de ce type de résines font
des composites & matrices organiques la principale catégorie de composites utilisés dans
I’industrie.

Les renforts sous formes de particules sont appelés charges renforcantes. Le terme renfort se
restreint aux fibres dans leurs différentes présentation (courtes, longues, tissus , etc.).

1.4.1 Les résines

Les résines polymeres se subdivisent en deux grandes familles : résines thermodurcissables et
résines thermoplastiques [1 et 3].

1.4.1.1 Les résines thermodurcissables

Aprés polymérisation par traitement thermique (chaleur, radiation) ou physico-chimique
(catalyseur, durcisseur) ou par I’association des deux, ce type de résines se transforment en
produits essentiellement infusibles et insolubles [4], elles ne peuvent &tre mises en ceuvre
qu'une seule fois. Leurs propriétés mécaniques et thermomécaniques remarquables font
d’elles les résines les plus utilisées pour la mise en ceuvre des matériaux composites, les
principales résines employées dans ce domaine sont par ordre d’importance décroissant

a) Les résines polyesters insaturées

Les composites & base de résines polyesters connaissent le plus important développement
industriel grice a leur grande diversité (polyesters condensés, vinylesters, dérivés allyliques,
etc.), bonne mouillabilité des fibres et tissus, facilité de mise en ceuvre (procédés automatisés)
ainsi qu’a leur faible cofit. Les résines de type polyesters rigides possédent une bonne stabilité
dimensionnelle et tenue chimique, mais leur utilisation est limitée aux températures
inférieures a 120 °C, elles sont inflammables, sensibles aux chocs, a I’humidité et aux rayons
ultraviolets.
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b) Les résines de condensation

Les résines de condensation comportent les résines phénoliques, les aminoplastes et les
résines furaniques :

- Les résines phénoliques, parmi lesquelles on trouve la bakélite, sont les plus anciennes
résines thermodurcissables. Elles se caractérisent par une bonne tenue a la chaleur et au
fluage. Elles ont une excellente stabilit¢ dimensionnelle, un faible retrait et de bonnes
propri€tés mecaniques et chimiques. Leur utilisation est pénalisée par de faibles cadences de
production, une non adaptation aux utilisations alimentaires et par les couleurs foncées des
produits.

- Les résines aminoplastes de caractéristiques semblables a celles des résines phénoliques,
offrent en plus la compatibilité avec les produits alimentaires et la possibilité d’étre colordes.

- Les résines furaniques sont peu utilisées en raison de leur coiit élevé, cependant elles
présentent des propriétés intéressantes en terme de rapidité de durcissement (cadence de
production élevée) et de résistance aux agents chimiques (fabrication de citernes, tuyaux,
bacs, etc. ).

¢) Les résines époxydes

En raison de leur colit élevé et de leurs bonnes caractéristiques mécaniques (traction, flexion,
compression, choc, fluage, etc.), les résines époxydes sont essentiellement employées pour
I’élaboration de matériaux composites & hautes performances (aéronautique, espace,
balistique,..etc.), utilisables jusqu’a des températures de ’ordre de 190 °C ou en milieu
agressif. La mise en oeuvre des composites est facilitée par la trés bonne mouillabilité des
renforts et la compatibilité avec les différents types de fibres (verre, carbone, Kevlar). Leur
faible retrait lors du moulage (<1%) permet d’obtenir des piéces précises. L obtention de
performances optimales requiert un temps de polymérisation assez long, ce qui se répercute
sur le cofit de fabrication

1.4.1.2 Les résines thermoplastiques

Ce type de polyméres ont la particularit¢ de pouvoir étre alternativement ramollis par
chauffage et durcis par refroidissement dans un intervalle de températures spécifique a chaque
matériau [4]. Contrairement aux résines thermodurcissables, ils sont recyclables, mais
présentent des propriétés mécaniques et thermomeécaniques plus faibles. Ces résines sont
appelées aussi «plastiques», elles comportent une large gamme de produits : polychlorure de
vinyle (PVC), polyéthyléne, polypropyléne, polyamide, polycarbonate, etc., regroupés en
plastiques de grande diffusion et plastiques techniques. Les premiers sont mis en ceuvre par
injection pour obtenir des pi¢ces moulées ou par extrusion pour obtenir des films, des plaques,
des tubes, des profilés, etc. Les seconds sont mis en ceuvre par injection. Leur intérét réside
dans le faible coiit de la matiere premiére et le rendement élevé des procédés utilisés
(injection, extrusion). Toutefois, leur emploi dans la mise en ceuvre de matériaux composites
est limitée en raison de la nécessité de faire appel a des transformations a hautes températures
de produits solides (granulés, plaques feuilles ou films).
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1.4.1.3 Autres types de résines

En plus des thermoplastiques et des thermodurcissables, il existe deux autres classes de
résines a usages spécifiques :

- Les résines thermostables : on les retrouve aussi bien parmi les résines thermo-
durcissables que thermoplastiques, elles se distinguent par leurs performances thermiques
(stabilit¢ thermique jusqu’a 300 °C). Elles sont développées essentiellement dans les
domaines aéronautique et spatial ;

- Les élastomeres : renforcés de fibres, ils sont utilisés dans diverses applications du
domaine de ’automobile.

1.4.2 Les charges et les additifs

Différents produits peuvent &tre ajoutés a la résine pour améliorer ses caractéristiques
mécaniques et physiques, faciliter sa mise en ceuvre ou simplement pour en diminuer le coiit.
On parlera de charges quand la quantité ajoutée est de quelques dizaines de %, et d’additifs
lorsque cette quantité ne dépasse pas quelques %.

1.4.2.1 Les charges
a) Les charges renforcantes

Elles sont incorporées aux résines pour améliorer leurs caractéristiques mécaniques, selon leur
forme géométrique elles sont classées en :

- Charges sphériques : sphéres de faible diametre, de 10 4 150 pm généralement, appelées
aussi microbilles. La forme sphérique évite les concentrations de contraintes dans la matrice
et diminue par conséquent sa sensibilité a la fissuration. Les microbilles de verre creuses
représentent 99% des charges sphériques utilisées.

- Charges non sphériques : le mica sous forme d’écailles est le matériau le plus utilisé. Des
¢cailles de dimensions allant de 100 & 500 pm et d’une épaisseur de 1 3 20 pm sont
incorporées a des résines thermoplastiques ou thermodurcissables pour des applications
électriques et électroniques.

b) Les charges non renforcantes

Les charges non renforgantes sont ajoutées pour diminuer le coiit de la résine sans altérer ses
performances, ou bien pour améliorer certaines de ses propriétés -

- Charges de faible colit : extraites de roches ou de minerais (carbonates, silicates, silices,
etc.), leur incorporation augmente le module d’élasticité, la dureté, la viscosité et la stabilité
dimensionnelle mais diminue la résistance a la traction et a la flexion.

- Charges ignifugeantes : ont pour rdle de réduire ou d’empécher la combustion de la

résine.
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- Charges conductrices et antistatiques : ces charges sont utilisées pour rendre la matrice
conductrice de chaleur et d’électricité dans certaines applications.

1.4.2.2 Les additifs
a) Les lubrifiants et agents de démoulage

IIs sont utilisés pour faciliter le faconnage de la résine et réduire sa tendance a adhérer aux
moules et mandrins.

b) Les pigments et colorants

En fonction de la nature de la résine et de ’utilisation du matériau composite, ce dernier est
colore soit par des pigments (particules insolubles d’oxydes ou de sels métalliques) dispersés
dans une péte, soit par des colorants (composés organiques solubles dans I’eau ou dans un
solvant).

c¢) Les agents anti-retrait et les agents de fluage

Le retrait de la résine aprés polymérisation peut aboutir 4 un mauvais état de surface, 4 un
gauchissement ou 4 des microfissurations des piéces moulées. L’ajout de produits spécifiques
anti-refrait, a base de thermoplastiques ou d’élastomeéres, permet de diminuer ou méme
d’annuler le phénomeéne.

d) Les agents anti-ultraviolet

Ils ont pour role de protéger la résine des rayons ultraviolets contenus dans le rayonnement
solaire. En les absorbant, ils évitent une dégradation prématurée de la résine par rupture de
liaisons atomiques ou par photo-oxydation.

1.4.3 Les fibres et tissus
1.4.3.1 Généralités

Les matériaux composites tiennent I’essentiel de leurs caractéristiques mécaniques des
matériaux de renfort : rigidité, résistance a la rupture, dureté, etc. Le choix approprié¢ du
renfort permet aussi d’améliorer certaines propriétés physiques d’un composite :
comportement thermique, tenue a la température, tenue au feu, résistance a I’abrasion,
propri€tés €lectriques, etc. Pour €laborer des composites performants, les caractéristiques
recherchées pour les renforts sont : caractéristiques mécaniques élevées, masse volumique
faible, bonne compatibilité avec les résines, facilité¢ de mise en ceuvre, faible coiit, efc. La
nature des renforts (organique, minérale, synthétique..) et leurs formes sont fonctions de
I’application. Toutefois les plus utilisés sont sous formes de fibres et se présentent sous
différentes formes commerciales :

- sous forme linéique (fils, meches, etc.) ;

- sous forme de tissu surfacique (tissus simples, mats, etc.) ;

- sous forme multidirectionnelle (tresses, tissus complexes, etc.).
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Les renforts les plus performants développés a ce jour sont des fibres courtes particuliéres
appelées Trichites ou Whiskers, formées 4 base de monocristaux.

1.4.3.2 Formes linéiques

Les fibres sont €laborées en filaments unitaires de 5 & 15 pm de diamétre, appelés
monofilaments. Ces filaments sont ensuite réunis en fils ou en méches pour faciliter leur
utilisation. Les fils continus ou discontinus sont caractérisés par leur masse linéique dont
"unité est le zex qui représente la masse en gramme d’un fil de 1 Km de longueur, soit

1 tex=1g/Km. ou 1tex=10"kgm

L’utilisation directe des formes linéiques pour la mise en ceuvre de composites est limitée a
quelques procédés particuliers tels que I”enroulement filamentaire et la pultrusion.

1.4.3.3 Fibres de formes surfacigues

Les fils sont transformés par les techniques de I’industrie papetiére et de tissage pour réaliser
des formes surfaciques : mats, tissus ou rubans, qui facilitent la manipulation et la mise en

oeuvre des renforts.
a) Les mats

Se sont des nappes de fils continus ou discontinus dispersés dans un plan et assemblés par un
liant soluble ou non dans la résine, ’absence d’orientations préférentielles des fibres conduit a
un comportement isotrope du mat dans son plan. Les mats de fils coupés, plus déformables,
permettent d’obtenir des formes embouties. Les mats de fils continus sont utilisés pour
réaliser des formes complexes par moulage.

b) Les tissus et rubans

Un tissu (ou ruban) est un ensemble surfacique de fils, méches, etc., réalisé sur un métier a
tisser. L’ensemble est maintenu par I’entrecroisement des fils suivant deux directions (figure
1.4).

—a— ¥
—] e —— =

- -
—
—

! :

k chafne

Figure 1.4 Chaines et trames d’un tissu
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- Une direction chaine, ensemble de fils paralleles répartis dans un plan suivant la longueur

du tissu ;
- Une direction trame, ensemble de fils s’entrecroisant avec les fils de chaine.

Les tissus différent par le type de fils utilisés, donc par la masse linéique du fils, et par le
mode d’entrecroisement (ou armure) des fils de chaine et des fils de trame. Les armures
classiques utilisées sont: toile (ou taffetas), satin, sergé, armure haut module, armure
unidirectionnelle. Ces deux derni¢res donnent les meilleures performances (I’absence
d’entrecroisement supprime les effets d’ondulation et de cisaillement des fils). Les mats et
tissus sont caractérisés par leur masse surfacique en gramme/m?.

1.4.3.4 Structures tissées multidirectionnelles

a) Tresses et préformes

Des tissus tubulaires (tresses ou préformes) peuvent étre obtenus par tissage cylindrique ou
conique : les fils s’entrecroisent en hélice, dont la variation de pas permet d’ajuster la tresse a
la forme qu’elle doit couvrir. On peut ainsi réaliser une piéce de révolution ayant un diamétre
variable le long de son arc, ce qui permet d’obtenir divers tissus en forme de « chaussctics »
coniques, ogivales ou hémisphériques. Ces tissus sont utilisés dans les constructions
aéronautiques (cOne de rentrée, tuyeres, etc.).

b) Tissus multidirectionnels

Des tissages volumiques sont ¢également utilisés. Ils se caractérisent par le nombre de
directions de tissage 3D et 4D. La structure la plus simple est celle du tissage 3D ou les fils
sont disposés suivant trois directions orthogonales.

1.4.4 Les principales fibres
1.4.4.1 Les fibres de verre

Le comportement du verre dans sa forme massive est dominé par son caractére fragile. En
revanche, lorsqu’il est élaboré sous forme de fibres de trés faibles diamétres, il devient tenace
et révéle de bonnes caractéristiques mécaniques. Les fibres sont obtenues a partir du verre
textile composé d’un mélange d’oxydes : silice, alumine, chaux, magnésie, et oxyde de bore.
Les proportions du mélange, et ’ajout d’oxydes modificateurs donnent au matériau final ses
propriétés spécifiques. Différents types de verre peuvent étre distingués :

- Leverre E a usage général, bonnes propriétés €lectriques ;

- Le verre D a hautes propriétés diélectriques, utilisé pour la construction de matériel de
télécommunications |

- Leverre C résistant aux agents chimiques, enrobage des structures sévérement exposées ;
- Les verres R et S 4 caractéristiques mécaniques €levées, utilisés pour la réalisation de
structures de hautes performances mécaniques.

a) Elaboration des fibres de verre

T
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Les fibres de verre sont produites par étirement a grande vitesse et refroidissement de
filaments obtenus par 1’écoulement du verre en fusion a travers les orifices calibrés d’une
filiere. Les filaments sont aussitét enduits d’un agent d’ensimage qui a pour rdles essentiels
de protéger les filaments contre I’abrasion, de faciliter par la suite leur imprégnation par la
résine et d’améliorer leur liaison avec cette derniére.

Deux procédés d’étirage peuvent étre utilisés :

- Etirage mécanique donnant des fibres continues assemblées en fils de base sifionne;
- Efirage pneumatique donnant des fibres discontinues assemblées en ruban verranne.

b) Caractéristiques mécaniques des fibres de verre

Les valeurs de référence pour les caractéristiques mécaniques des fibres de verre sont celles
mesurées sur des monofilaments prélevés a la sortie de la filiére. Le tableau 1.4 donne les
valeurs usuclles de ces grandeurs. Cependant, les valeurs les plus représentatives, et en
particulier pour les caractéristiques 4 la rupture des fibres (tableau 1.5), sont celles déduites
des caractéristiques mesurées sur un composite unidirectionnel ol la liaison verre-résine
favorise une répartition assez homogéne de la charge entre les filaments dont les
caractéristiques sont diminuées par les différentes sollicitations mécaniques et chimiques
subies lors des opérations de transformation en fils industriels.

Caractéristiques Verre E Verre R
Masse volumique p kg/m’ 2600 2550
Module de Young Ef GPa 3 86
Contrainte a la rupture Ofu MPa 3400 4400
Allongement & la rupture & % 4.4 5,2
Coefficient de Poisson vr 0.22 -

Tableau 1.4 Caractéristiques mécaniques des verres type E et R mesurées sur monofilaments

a la sortie de la filiére [1]
Verre E Verre R
Contrainte a la rupture (Mpa) 2400-2600 3000-3600
Allongement a la rupture 34 4

Tableau 1.5 Caractéristiques a la rupture d’un fil silionne industriel déduites des
caractéristiques mesurées sur un composite unidirectionnel verre/époxyde [1]

En plus de leurs bonnes caractéristiques mécaniques, les fibres de verre ont aussi une bonne
tenue thermique, elles conservent ces caractéristiques jusqu’a des températures assez élevées
200 °C pour le verre E et 250 °C pour le verre R.
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1.4.4.2 Les fibres de carbone

La mise vu wuvie des libies de caibune esl molivée par les caracléusbiques spéeiliyues
remarquablement élevées que prévoit la théorie pour la structure cristalline hexagonale du
graphite. Les fortes liaisons entre atomes voisins d’un méme plan cristallographique donnent
un module de Young de I"ordre de 1200 GPa et une contrainte a la rupture de 20000 MPa
dans les directions paralleles aux plans cristallographiques, pour une masse volumique
inférieure 4 2000 kg/m’. Malgré les imperfections des cristaux obtenus par les procédés
industriels, 1’élaboration de fibres d’axes paralleles aux plans cristallographiques permet
d’obtenir des fibres parmi les plus performantes (650 GPa pour le module de Young et 4000
MPa pour la contrainte a la rupture).

a) Elaboration des fibres de carbone

Les fibres de carbone sont élaborées par décomposition thermique sans fusion d’un polymére
précurseur fibres ou fils. Trois opérations successives sont nécessaires: oxydation,
carbonisation sous gaz inerte et graphitisation. Le précurseur peut étre :

" des [ibres acryliques

Des meches de filaments acryliques, obtenus a partir du polyacrylonitrile (PAN), sont traitées
thermiquement. Aprés carbonisation les fibres de carbone obtenues ont une haute résistance
(fibres HR). Une transformation supplémentaire par graphitisation permet d’obtenir des fibres
a haut module de Young (HM) ou trés haut module (THM). Les deux types de fibres HR et
HM, subissent un traitement de surface (ensimage) pour amélioration de la liaison fibre-
résine.

* e brai

Le fil obtenu a partir du brai (résidu pateux de la distillation du charbon ou du pétrole) donne
apres traitement un carbone de haut module, mais de caractéristiques Iégérement plus faibles
que celles des fibres (HM) obtenues par le procédé (PAN).

b) Caractéristiques mécaniques des fibres de carbone

Sur le tableau 1.6 est reportée une comparaison des caractéristiques des fibres de carbone et
des fibres de verre E. Les fibres de carbone se distinguent en plus par une excellente tenue a
la température, jusqu’a 1500 °C environ, d’ou le développement de composites a fibres de
carbone et matrice de carbone a haute tenue thermique utilisés dans les tuyéres, les disques de
freins, etc.

Caractéristiques Verre | Carbone | Carbone |Carbone| Carbone
E HR HM THM | HM (brai)
Masse volumique  p (kg/m’) | 2600 1750 1810 1950 2000
Diamétre (um) 8 8 8 12
Module de Young £ (Gpa) 73 220 400 600 380
Module spécifique E/p (MNm/kg)| 28 120 210 310 190
Contrainte a la rupture oz (Mpa) 3400 | 3000-3500 | 2800 2000 |[2000-2400
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Contrainte spécifique ap/p (kKNmv/kg) | 1300 | 1710-2860 1550 1030 | 1000-1200
Prix de revient / aux fibres de verre 1 25-30 50-60 65-70 25-30

Tableau 1.6 Caractéristiques des fibres de carbone et du verre E

1.4.4.3 Les fibres aramides a caractéristiques mécaniques élevées

Les fibres aramides a caractéristiques mécaniques élevées sont des fibres de synthése plus
connues sous la désignation commerciale de fibres de « Kevlar », lancée par Dupont de
Nemours (USA) depuis 1972. D’autres industriels commercialisent également ces fibres sous
des désignations propres a chacun (Twaron, Technora, etc.). Elles sont élaborées par filage
d’une solution sulfurique concentrée d’un haut polymére, polyaramide ou polyamide. Les
fibres sont ensuite étirées et traitées thermiquement pour augmenter leur module d’élasticité.

a) Caractéristiques mécaniques des fibres aramides

T tablean 1 7 résnme les caractéristiques de différents types de fibres aramides, mesurées sur
monofilaments. Les valeurs dc contrainte a la rupture de ces fibres sont proches de celles des
fibres de carbone HR, pour un prix de revient 3 4 5 fois moindre. Des ensimages adaptés sont
développés pour améliorer ’adhérence fibre-résine. Les fibres de Kevlar sont associées a
d’autres fibres (verre, carbone) pour former des composites hybrides.

Caractéristiques Kevlar | Kevlar | Kevlar | Twaron | Technora
29 49 149
Masse volumique  p (kg/m’) | 1440 | 1450 1470 1440 1390
Diameétre (um) 12 12 12 12 12
Module de Young  Ef (Gpa) 60 130 200 100 90
Module specifique Efp (MNm/kg)| 42 90 136 70 65

Contrainte a la rupture gz~ (Mpa) 3000 3600 3000 3500 38000
Contrainte spécifique on/p (KN m/kg) | 2080 2480 2040 2430 2730
Allongement a la rupture (%) 4 3 1.5 3 -+

Tableau 1.7 Caractéristiques mécaniques de différents types de monofilaments aramides

b) Domaines d’utilisation

L’une des premiéres utilisations des fibres d’aramides a été le remplacement des armatures
d’acier dans les pneumatiques. En raison de leur légéreté et de leur résistance au choc et a
I'impact, leur usage s’est développé dans la fabrication de protections contre projectiles
(blindages, gilets pare-balles.., etc.), ainsi que dans certains articles de sports (skis, raquettes
de tennis.., etc.).

-28 -




Chapitre 1

1.4.4.4 Les fibres céramiques

Le principal intérét des céramiques est leur caractére réfractaire. Diverses fibres sont obtenues
par dépdt chimique en phase vapeur d’un revétement céramique : de bore (fibres de bore B),
de bore-carbure de bore (fibres B-B4C), de silicium (fibres de silicium) ou de bore-silicium
(fibres BorSic), sur un fil support en tungsténe ou en carbone.

a) Caractéristiques mécaniques et utilisation

Les différentes fibres céramiques ont des caractéristiques assez voisines (tableau 1.8). Ces
caractéristiques restent maintenues jusqu’a des températures allant de 500 a4 1000 °C. Les
fibres SiC et BorSic sont utilisées avec des matrices métalliques ou céramiques pour la
fabrication des aubes de compresseurs et de turbines. Les fibres de bore et de bore-carbure de
bore associées aux résines thermoplastiques et thermodurcissables, notamment époxydes, sont
utilisées dans les domaines des sports et loisirs.

Caractéristiques Bore Bore + B4C SiC
Masse volumique p (kg/m”) 2600 2600 3000
Diametre (um) 100-150 100-150 100-150
Module de Young E;  (Gpa) 430 430 410
Module spécifique Edp (MN m/kg) 165 165 140
Contrainte 4 la rupture o (Mpa) 3800 4000 3900
Contrainte spécifique  op/p (kKN m/kg) 1460 1540 1300

Tableau 1.8 Caractéristiques mécaniques de quelques fibres céramiques

1.4.4.5 Les fibres synthétiques thermostables

Les fibres synthétiques thermostables sont des fibres organiques obtenues par synthése. Leurs
caractéristiques mécaniques sont faibles mais restent conservées aux températures élevées.
Elles sont associées a des résines thermostables pour obtenir des matériaux composites de
bonne tenue thermique, utilisés dans les isolants électriques et thermiques, les protections
thermiques : boucliers de missiles et cones de rentrée de véhicule spatial. Chaque fabricant
propose sa propre formule sous une désignation commerciale. Le tableau 1.10 résume les
caractéristiques mécaniques de quelques unes d’entre elles.

Caractéristiques Kermel | Nomex | Kynol PBI Apyeil
Masse volumique p (kg/m3) | 1350 1380 1270 1430 1380
Module de Young Er (Gpa) 7 16 4.5 6 17
Contrainte a la rupture o (Mpa) 470 670 280 500 660
Allongement a la rupture g5, % 20 45 20-60 30 40

Tableau 1.10 Caractéristiques mécaniques des fibres thermostables
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1.4.4.5 Autres fibres

Il existe d'autres fibres utilisées pour des applications particuliéres. Ces fibres sont
généralement a faibles module et contrainte a la rupture, excepté les fibres métalliques, et
dont l'utilisation est réservée a la recherche de :

- produits a bas prix de revient ;
- produits 4 haute isolation thermique ;
- produits de bonne conductivité thermique ou électrique.

Parmi ces fibres nous avons :
a) les fibres d'origine végétale

- le bois, utilis€ sous forme de fibres orientées, feutres, papiers imprégnés, etc. ;
- lesisal, le jute, le lin, de moins en moins utilisés au profit des fibres de verre.

b) les fibres d'origine minérale

- l'amiante (interdite dans certaines utilisations) ;
- lasilice.

c) les fibres synthétiques

- fibres polyester (tergal, dacron, téryléne, etc.) ;
- fibres polyamides.

d) les fibres métalliques

- acier;
- cuivre ;
- aluminium.

Ces fibres sont utilisées avec des matrices métalliques afin d'obtenir des composites:
- de bonne conductivité thermique et électrique,
- de caractéristiques thermo-mécaniques €levées.

1.5 Modes de fabrication des composites

Nous présentons les procédés destinés principalement a la fabrication des composites a
matrices organiques. Ils comportent trois opérations essentielles [1, 3 et 4] :

- mise en forme de la piéce ;

- imprégnation du renfort par la résine : elle peut &tre antérieure a la mise en forme ou
carrément a l'opération de fabrication (pré imprégneés) ;

- durcissement de la résine (polymérisation).

La différence entre les procédés réside dans les moyens mis en ceuvre pour réaliser ces trois
ctapes. L'épaisseur souhaitée des picces fabriquées est obtenue dans la plus part des cas par
I’empilement de plusieurs couches de matrice-renfort formant ainsi les stratifiés.

-30-



Chapitre 1

Une approche pratique pour présenter les divers modes est le classement de ces derniers selon
leurs capacités de production (série) et la forme des produits [5 et 6].

1.5.1 Petites séries
1.5.1.1 Moulage au contact

L'opération se fait sur un moule ouvert (figure 1.5) et nécessite peu de moyens (c'est le
procédé le plus simple et le moins coliteux). Les opérations de moulage restent pour I'essentiel
inchangées dans les autres procédés et se déroulent comme suit :

- le demi moule est enduit avec un agent de démoulage, puis une couche de résine de "gel
coat" est déposée ;

- le renfort (mat, tissu) est place sur le moule, il prend la forme de la piéce ;

- imprégnation du renfort par la résine liquide suivie d'un ébullage au rouleau cannelé, on
parle aussi de compactage ;

- aprés gélification de toute 1'épaisseur on procéde au démoulage ;

- le durcissement (polymérisation) s'effectue en milieu ambiant et peut étre accélérée par
etuvage ;

- finition de la piéce : détourage, pongage, peinture.., etc.

Figure 1.5 Principe du moulage au contact

1.5.1.2 Moulage par projection simultanée

Comme pour le moulage au contact, ce procéde se fait sur un moule ouvert (figure 1.6), la
différence est que les couches sont déposées par projection simultanée du renfort (fibres
coupees) et de la résine liquide. Toutes les autres opérations sont identiques 4 celles citées ci —
dessus.

Ces deux procédés permettent d'obtenir des piéces et des structures composites avec un faible
colit, de dimensions importantes et de formes variées mais de précision et de performances
mécaniques limitées.

<5 -



Chapitre 1

siratifil

Figure 1.6 : Moulage par projection simultanée

1.5.2 Procédés pour moyennes séries

1.5.2.1 Moulage sous vide

Le moulage se fait entre moule et contre moule, le renfort est placé en premier, la résine est
versée par-dessus et le contre moule poreux, recouvert d’une membrane étanche, vient fermer
I'ensemble (figure 1.7). L'étalage de la résine, 'imprégnation et I'ébullage se font sous I'effet
de la dépression créée a l'intérieur du moule. Le contre moule peut &tre réduit a la seule
membrane d’étanchéité (moulage au sac). Ce procédé permet d’obtenir des piéces de bonnes
caractéristiques mécaniques grice a une distribution uniforme de la résine et un faible taux de

porosite.

membrane (élastomeére) ’

A 1

Figure 1.7 : Moulage sous vide

1.5.2.2 Moulage par compression a froid
L'imprégnation et I'ébullage se font en moule fermé par pression mécanique (contre moule

monte€ sur la partie mobile de la presse). La durée de fermeture du moule correspond a la
polymérisation de la résine. La chaleur accumulée par exothermie maintient la température du
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moule (50 a 70°C). La différence de pression entre parties horizontales et non horizontales de
la piece donne un taux de renfort variable.

Figure 1.8 Moulage par compression a froid

1.5.2.3 Moulage par injection de s ésine liguide sous pression (RTMY)

La résine liquide est injectée sous pression dans un moule fermé a l'intérieur du quel le renfort
a été préalablement placé (figure 1.9). Ce procédé permet d’intégrer des inserts, de réaliser
des pieces compliquées ou méme des structures sandwiches avec une trés bonne maitrise du
taux de renfort. Une variante de ce procédé (VARTM**) consiste & créer une dépression entre
moule et contre moule ce qui diminue d’avantage le taux de porosité.

/ contre-moule

moule

Figure 1.9 Moulage par injection de résine
* RTM : Resin Transfert Molding
% VARTM : Vaccum Assisted RTM

1.5.2.4 Moulage en autoclave
Au lieu d’un contre moule, ce procédé utilise une membrane déformable qui enveloppe le

renfort imprégné et le moule, formant ainsi un sac étanche. Le moule est ensuite placé dans
une enceinte chauffée et pressurisée (autoclave) qui permet de réaliser des cycles de cuisson
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précis en température et en pression. La pression hydrostatique exercée par le fluide de
Penceinte sur la piece, assistée par une dépression  I’intérieur du sac, permet une répartition
uniforme de la résine. L’utilisation de prepregs (drappage de préimprégnés) améliore la
maitrise de I"orientation des fibres et du taux de renfort qui peut atteindre 70% en volume. Ce
procédé permet d'obtenir des structures trés fines ou sandwiches de hautes performances.

1.5.3 Procédés pour grandes séries

Les procedes pour grandes séries nécessitent 'emploi de demi-produits facilitant la mise en
place des renforts et la manipulation des résines. Il existe trois types de demi-produits :

- Préformes : renforts préparés aux formes et aux dimensions exactes des piéces 4 réaliser
avant l'opération de fabrication.

-  Préimprégnés : renforts de différentes présentations imprégnés de résine et stockés jusqua
leur emploi, on distingue :

a) Les prepregs : stratifils, roving, mbans on issns préimprégnés -

b) Les Compounds, qui comportent :
- Les mats préimprégnés (SMC : sheet moulding compounds) présentés en feuilles ;
- Les prémix : mélanges de résines, charges et fibres coupées présentés en vrac sous
deux formes :
o BMC : Bulk moulding compounds (vrac) ;
o DMC : Dough moulding compounds (pate).

1.5.3.1 Moulage par compression 2 chaud par voie humide

Le procédé est exactement le méme que le moulage par compression 4 froid sauf qu'il utilise
un moule chauffé (figure 1.10) ayant pour but d’accélérer la polymérisation. Il est compatible
avec I'emploi des préformes.

contre-
moule
chauffé

Figure 1.10 Moulage par compression a chaud
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1.5.3.2 Moulage par compression a chaud par voie séche

Semblable au précédent, il requiert I'utilisation de demi-produits compounds. Sous I'effet de la
chaleur et de la pression, la matiére s'écoule et remplit toute I'empreinte du moule. Les
possibilités des formes obtenues sont trés grandes et les cadences plus élevées.

1.5.3.3 Moulage par injection de compounds

L'opération consiste a injecter sous forte pression et & grande vitesse, par une vis d'Archiméde
(figure. 1.11), des compounds (SMC ou prémix) dans un moule fermé et chauffé ou a lieu la
polymérisation. Les produits obtenus sont appelés plastiques renforcés. Le procédé permet
d'obtenir des pi¢ces complexes monoblocs.

mat préimprégné moule contre-moule

<= d‘"'-'"ﬁ\ enautte

Figure 1.11 : Moulage par injection de compounds

1.5.3.4 Moulage par injection réaction (R-RIM)

L'injection se fait dans un moule fermé sous faible pression. La résine est formée de deux
constituants mélangés dans une canne juste avant l'injection. Le renfort est soit mélangé 4 I'un
des composants (fibres broyées) soit mis en place préalablement dans le moule (mat ou tissu).

1.5.4 Procédés pour corps creux
1.5.4.1 Enroulement filamentaire

C'est une opération de bobinage de renforts continus sur un moule ou un mandrin (figure
1.12) assurée par la rotation de ces derniers et le mouvement du systéme d'approvisionnement
en renfort. Ces mouvements et leurs combinaisons déterminent le type d'enroulement :
circonférentiel, hélicoidale (continu et discontinu) ou polaire. Les pieces obtenues sont des
tubes, des tuyaux, des réservoirs, etc.
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tissu
a—" unidirectionnel

|
I

mandrin

\ renfort

Figure 1.12 Exemple d'enroulement filamentaire circonférentiel

1.5.4.2 Centritugation

Le renfort et la résine sont projetés sur la paroi intérieure d'un moule tournant a grande vitesse
(2000 tr/min). L'imprégnation est réalisée sous l'effet de la force centrifuge.

Figure 1.13 Moulage par centrifugation

1.5.5 Procédé de moulage en continu

1.5.5.1 Moulage entre pellicules

Le renfort imprégné de résine est pris en sandwich entre deux pellicules (film de démoulage)
servant de moule, s'ensuit une mise en forme (plaques planes, sandwichs, panneaux ondulés
ou nervurés. .., etc.) et une polymérisation par chauffage.
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renfort
' film de
résine : 4 démoulage
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coupe
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Figure 1.14 Moulage entre pellicules

1.5.5.2 Pultrusion

Le procédé consiste a tirer a travers une filiére chauffée (figurc 1.15) des renforts imprégnés
dc résinc. La misc cn forme ot la polyméiisation se foul simultanéuent dans la (lidie et
donnent des profilés pleins ou creux de formes complexes et de section constante.

renfort
4+ fibre

Figure 1.15 Pultrusion

1.6 Les stratifiés composites

Les stratifiés sont des composites formés par un empilement de couches successives de
renfort-matrice appelées plis ou encore monocouches constituant I'élément de base de toute
structure composite. Les plis sont caractérisés par la forme du renfort (mat, fils, roving,
tissu,..., etc.) qui détermine leur comportement mécanique, une répartition aléatoire de fibres
courtes ou longues (mat par exemple) correspond a une couche pratiquement isotrope dans
son plan, une orientation privilégiée des fibres correspond 4 une anisotropie marquée. Les
couches peuvent &tre de natures différentes en matiére des fibres et forme du renfort. Ces
deux paramétres, en plus de l'empilement et de l'orientation, permettent de moduler les
caractéristiques du stratifié pour répondre au mieux aux sollicitations imposées.
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La désignation dun stratifi¢ doit tenir compte de tous ces paramétres. Elle se fait
généralement selon un code établi pour les stratifiés a base de fils ou de tissus
unidirectionnels auxquels peut se ramener I'étude de tout autre type de stratifiés (figure 1.16).

stratifié

couches : """

Figure 1.16 Modele de base des stratifiés

1.6.1 Désignation des stratifiés a base de fils ou de tissus unidirectionnels

Les regles de désignation d’un stratifié sont les suivantes :

- Chaque couche est désignée par la valeur de son angle d'orientation (angle d'orientation
des fibres en degrés par rapport 4 l'axe x de référence). Le sens de l'orientation est pris en
compte (positif ou négatif), la désignation dépend donc du référentiel choisi (figure 1.17) ;

- Les couches successives d'angles différents sont séparées par un /;

- Les couches successives de méme orientation sont désignées par un indice numérique
indiquant le nombre de couches dans cette direction ;

- Si deux couches successives ont des orientations de méme valeurs et de sens opposés,
elles peuvent étre désignées par le signe =+ :

+60~6 =+8, -8H+8=7F6.

- La désignation se fait couche par couche en allant d'une face 3 l'autre, des crochets
indiquant le début et la fin.
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stratifié :

IHH;Z

...................

<

900 -----------------------

----------------------------------------

90°

g
=]

code:[4510f451902/30|

Figure 1.17 Exemple de désignation d’un stratifié

- S'l y a une séquence qui se répéte, les couches en question sont mises entre parenthéses
pour désigner la séquence. Un indice numérique indique le nombre de répétition de celle-
ci (figure 1.18).

0
+45
5

0
+45
-45

=~

[(0/:!:45)2]

Figure 1.18 Stratifié¢ avec une séquence répétée

1.6.2 Modes de stratification particuliers
Selon la séquence d’empilement, on rencontre des stratifiés :

a) Equilibrés : le stratifié comporte autant de couches orientées suivant la direction +6 que de
couches orientées suivant la direction — 6.

b) Symétriques : le plan moyen du stratifi¢ est plan de symétrie (par rapport 4 la disposition
des couches). La désignation dans ce cas peut se limiter 4 la moiti€ des plis en débutant d'une
face et en s'arrétant au plan moyen a coté duquel un indice "s" désigne cette symétrie. Si le
nombre total des couches est impair la couche centrale (plan de symétrie) est surlignée (figure
1.19).

90
45 ~ 90
0 Doaver 45 [90/45]
45 45
90 90

Figure 1.19 Désignation de stratifiés symétriques
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¢) Croisés : un stratifié croisé est constitu¢ exclusivement de la séquence [0/90°] qui se répéte
n fois.

d) Orthogonaux : ils comportent autant de couches a 0° que de couches a 90°.

¢) Hybrides : se sont des stratifiés composés de couches renforcées par des fibres de natures
différentes. Une meilleure performance peut étre obtenue en utilisant au mieux les propriétés

de chaque type de renfort. On peut distinguer :

- des hybrides interplis, constitués d’une suite de couches, chacune de nature différente ;

- des hybrides intraplis, constitués par une séquence de plis identiques, chaque pli étant
constitué de couches différentes ;

- des couches métalliques peuvent également étre intercalées entre les couches.

Le matériau de la fibre doit étre mentionné pour chaque couche. Un exemple est donné en
figure 1.20

0° K
0° K

45° V —
90° V [025/(45/90 )sv/0xc]
avec :

45° V V: verre ; C: carbone ; K: Kevlar.
0° C
0° C

Figure 1.20 Deésignation d'un stratifié hybride
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2.1 Introduction

Dans les différents procédés de mise en ceuvre, la réalisation de structures stratifiées en
composites se fait par le dépdt de couches successives de renfort-résine sur un moule,
comportant des surfaces planes ou courbes. Par conséquent, les structures obtenues sont des
structures multicouches de type plaques ou coques [1], comportant deux niveaux
d’hétérogénéite

- Hétérogénéité a 1’échelle des constituants d’une couche : fibres et matrice : hétérogénéité
microscopique |

- Hétérogénéité a 1’échelle des constituants du stratifié : plis de différentes compositions
et/ou orientations : hérérogénéité macroscopique.

Pour faciliter la modélisation du comportement mécanique de tels composites, les milieux
hétérogenes sont remplaces par des milieux homogénes de comportement moyen équivalent.
Ce passage appelé homogénéisation s'effectue en deux étapes :

- Homogénéisation micromécanique : le pli hétérogéne est représenté par un pli homogéne
équivalent dont le modéle de comportement (isotrope, orthotrope ou anisotrope) dépend de la
forme du renfort (mat, stratifils ou ftissus unidirectionnels, tissus 2D), et dont les
caractéristiques dépendent de la nature et des proportions des constituants (fibres et résine).

Les modules d'¢lasticit¢ du pli ou modules de I'ingénieur, déterminés sur des éprouvettes de
laboratoire, sont une tres bonne mesure des propri€tés homogénéisées d'une couche pour un
taux de renfort donné. Cependant le taux de renfort réel obtenu sur le stratifié est
généralement différent de celui des éprouvettes de caractérisation (différence liée aux étapes
de fabrication), de plus pour la conception et l'optimisation d'un stratifié il sera plus
intéressant de déterminer les caractéristiques mécaniques du pli par des formules théoriques
en fonction des caractéristiques des fibres et de la matrice et de la fraction volumique des
fibres au sein du stratifi¢.

- Homogénéisation macromécanique : le stratifié¢ est remplacé par un matériau homogéne
anisotrope dont les caractéristiques mécaniques sont déterminées a partir des propriétés
homogénéisées des plis, & travers l'application des définitions de la théorie des plaques
multicouches. Les plis pouvant étre orientés différemment, pour pouvoir écrire la loi de
comportement (ou équation constitutive) du stratifié, il est nécessaire d'exprimer leurs
propriétés dans un méme référentiel.

Pour la mise en équation du probléme général de mécanique des milieux continus, la
formulation variationnelle permet de faciliter l'écriture analytique des équations du
mouvement et des conditions aux limites pour les systémes complexes [7]. Elle permet aussi
d'introduire des méthodes de calcul approchées numériques ou analytiques. Dans le cas des
stratifiés, la formulation directe des plaques est beaucoup plus facile, et pour une géométrie
simple les conditions aux limites sont déduites de maniére intuitive, les deux approches
(variationnelle ou directe) étant équivalente [8]. Cependant, il sera nécessaire de développer
une formulation énergétique des stratifiés pour introduire les méthodes de calcul approchées.
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2.2 Détermination des caractéristiques mécaniques d'un pli unidirectionnel dans son
repére d'orthotropie

......

Un pli unidirectionnel (figure 2.1) est composé de fibres paralléles assemblées et maintenues
par la résine. Ses axes principaux sont 1(Z) direction longitudinale portée par les fibres, 2 et 3
(7 et T”) perpendiculaires aux fibres.

sens long

Figure 2.1 Pli unidirectionnel

Cette géométrie induit des invariances de comportement par rotation quelconque autour de
I’axe L qui est alors axe d'isotropie, le matériau est isotrope dans tout plan perpendiculaire a
cet axe. Le composite est isotrope transverse. En exploitant cette propriété, la loi de
comportement du matériau en terme des coefficients de souplesse (expression 2.1) s'écrit en
fonction de 5 modules d'¢lasticité indépendants [9] suivant la relation matricielle (2.2) :

&; =S8y 0y 5Lj=13 2.1
71 Vv v i
L L L
Vir 1 Vig
- — - 9 0 0
82 EL ET ET 0-2
/22 VLT _.V_TT._ L 0 0 0 o
} E, E E .
4 L = 1 3 > (2.2)
£, 0 0 0 — 0 0 |le,
Gy
£ o 0o 0o 0 —— ollo
GLT
&) | o o 0o o o Gl g2
L Lr |
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Ou:
E; : Module de traction dans la direction L ;
E; = E;.  Module de traction dans les directions 7’et 77 ;
Vir Vir ) ) , ) .,
E— = E_ : Contraction suivant 7T et 7 pour une traction appliquée suivant L ;
L L
Gy =Gy - Module de cisaillement autour des directions Tet 77 ;
G = L : Module de cisaillement autour de la direction L.
2(1+vy.)
avec:

{5}T =(5:(= '911)752(= 522)=‘93(= 533)>€4(: 2¢,, :7’23)’55(= 2e; = 7’13)956(= 2, = 712));

{O'}T = (0'1(= U}])a 0‘2(= Uzzl 0'3(: 0'33)’ 0'4(= 0'23),0'5(= 0'13)» 0'6(': le»-

L'inversion de la relation (2.2) conduit a I'écriture de 1a loi de comportement en fonction des
coefficients de rigidité sous la forme :

] (G ©h € 0 0 0,
o, Ctz sz C23 0 0 0 &
Cy Cu C 0 0 0
o3| |12 23 22 £,
loo[l0 o o Cﬂgcﬂ 0 0 454, )
os| [0 0 0 0 Gy 0 [|5s
o) L0 0 0 0 0 Cy L&)

(2.4)

avec :
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2.2.2 Approches théoriques pour la détermination des modules élastiques d'un
composite unidirectionnel

Le probléme consiste a évaluer le comportement local de l'association fibre-matrice a partir
des caractéristiques mécaniques et des proportions des constituants, et de le généraliser
ensuite au composite. Les fibres et la matrice sont considérées comme étant des matériaux
isotropes a €lasticité linéaire. Leur comportement est décrit par les modules suivants :

Pour la matrice pour les fibres
Module de Young o E,
Coefficient de Poisson v, v,
- E K
Module de cisaillement "= ) G, = 2a+v)
o E, E,
Module de compressibilité k = 30=2v) k; = 30-2v))
. . G, (; g
Module de compression latérale K=o+~ K, =k, + =5

2.2.2.1 Comportement local déerit par la loi des mélanges

Pour déterminer les caractéristiques mécaniques d'un composite, nous étudions un assemblage
de géométrie donné de deux phases (fibre et matrice) de caractéristiques mécaniques
différentes, soumis a des sollicitations simples [10].

a) Module d'élasticité longitudinal

Considérons un chargement /' paralléle au plan de séparation de la fibre et de la matrice
(figure 2.2). Les deux matériaux étant considérés parfaitement collés par hypothése, la matrice
(m) et la fibre (f) possédent la méme déformation longitudinale ¢, que le matériau composite :

Em =&y =& @.1)

Figure 2.2 Chargement longitudinal
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L'état de contraintes dans chaque matérian est un état de traction pure, et les contraintes de
traction sont données par :

o, =FE, & danslamatrice ;
et o;=E;¢,  danslafibre.
La charge totale appliquée est :

F=0,8,+0,S, 22
Ou : §r et S, sont respectivement les aires de la section droite de la fibre et de la matrice.

En reportant les expressions des contraintes dans cette derniére relation nous obtenons :

F=(E,S,+E,S,)¢&, {2.3)
La contrainte de traction dans le composite est définie par :
GLz—-PS—:—:ELgL (2.4)
En remplagant F par son expression on obtient :
S S,
E,=E,~—L4+EF ‘= 55
L I S m S ( )

Avec :
E, : Module d'élasticité longitudinal du composite ;
S=S,+8,, : Section droite du composite.

Pour un composite de largeur et de longueur égales a l'unité, les fractions volumiques de la
fibre (V) et de 1a matrice (7/,,) sont données par :

S, x1 e
=t = (2.6)
Sx1 e, +e,
V;,, - Sm x1 — Cm (27)
Sx1 e s gl
Le module d'¢lasticité du composite s'écrit alors :
E, =E/)V,+E,)V, (2.8)
Finalement, en notons que V,+V, =1, cette derniére expression peut s'écrire :
E, =EV,+E,(1-V,) 2.9

b) Module d’élasticité transversal Et

Considérons a présent le méme matériau que précédemment, soumis 3 un chargement suivant
'épaisseur du composite (figure 2.3).
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Figure 2.3 Chargement transversal

Dans ce cas les états de contraintes dans la fibre et dans la matrice sont identiques, et sont
definies par la contrainte de traction dans le composite o, tel que :

o~ =0, (2.10)

La déformation dans le composite est donné par :
1 Ae, +e Ae Ae
& =—0;p = (”’ f)z Lt & =&, VgV, (2.11)
E, €t e e,te, e,+e,

Cette expression peut étre réécrite sous la forme :
1 1 1 1 1 1

—o,=—o0o,V +—oV,=>—=—V_+—V 212
ETTEmeEfo ET EmmEff ( )
Le module d*¢lasticité transversal a pour expression :
E,E,
E, = (2.13)
V,E +V,E,
Ou encore :
E, =E, 1 (2.14)
(-v,)+Lny,
E

f
¢) Coefficient de Poisson vy

Le coefficient de Poisson v,, est défini comme étant le rapport des déformations transversale

-longitudinale, pour un chargement longitudinal (figure 2.2).

=t (2.15)
EL

VLT
En remplagant la déformation transversale (&, ) par son expression (2.11), nous obtenons :
Em VY EL V,

Vip = - (2.16)
L
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Et en introduisant les coefficients de Poisson de la matrice et de la fibre pour la méme
deformation (g, =€,, =¢,):

ETm

£
V,=— et v, =——L (2.17)
EL SL
Le coefficient de Poisson du composite s'écrit :
Vir =V, 1-V)+v, ¥V, (2.18)
d) Module de cisaillement Gy r

L'état de chargement donnant lieu & une déformation de cisaillement est illustré par la figure
2.4.
I T

,/!@

| =

-

./

Figure 2.4 Chargement donnant le cisaillement

Les contraintes de cisaillement dans la matrice et la fibre sont identiques et égales a la
contrainte dans le composite :

(2.19)

Trtm = Tpgr = Tpp

La deéformation angulaire (,,) dans un matériau élastique est reliée a la contrainte de
cisaillement par le module de cisaillement (G;r) selon I'expression :

2(1+v T
= Altvyr) Ty =—% (2.20)
EL GLT
D’autre part on observe sur la figure 2.4 que :

}’er(em"*'ef):hrmXem"'?’mfxef (2.21)

Ce qui revient a écrire :

Yir = VizmVm + ViV (2.22)
Ou encore :
T
i iy By (2.23)
Gy O, G,
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Finalement, en tenant compte de I'égalit¢ des contraintes, le module de cisaillement du
composite prend la forme :

1

G
(I_Vf )+ G:: ¥z

G, =G (2.24)

m

2.2.2.2 Méthodes analytiques pour la détermination des modules d'élasticité du pli

La comparaison entre les valeurs des modules déterminées expérimentalement sur des
unidirectionnels et évaluées par la loi des mélanges a montré que seules les formules (2.9) et
(2.18) donnent des valeurs proches de celles obtenues expérimentalement. De plus, cette
méthode ne permet pas d'évaluer le module de cisaillement Grr~. Une approche plus précise
consiste a développer des modeles tenant compte de la géométric des fibres et de leur
arrangement a l'intérieur de la matrice. En considérant un arrangement cylindrique (cellule
¢lémentaire constituée d'une fibre entourée d'un cylindre de résine figure 2.5), la résolution du
probléeme d'élasticité correspondant permet d'aboutir 4 des solutions analytiques exactes [1]
représentant le comportement du composite constitué d'une répartition uniforme de cette
cellule.

L)

Figure 2.5 Composite unidirectionnel et cellule élémentaire

Les cinq modules indépendants obtenus par cette approche sont :
a) Module d'élasticité longitudinal

4V, 1=V, (v, -v,)’
V 1 1-F
i ¥
——4+—+
K, G, K, (2.25)

E,=EV, +E,(1-V,)+

~E Y, +E,1-V,)

-49 .



Chapitre 2

b) Coefficient de Poisson vt

1 1
B A=W Moty = v )~
14 1-v,) n K
Vir =V, V, +v, 0=V, )+
LAl (2.26)
K G, K,
vV, +v,(1-V,)
c) Module de cisaillement Gr
GA+V )+G -V
GLTsz f( f) m( f) (227)
G, 1-V,)+G,+7,)
d) Module de compression latéral K;
Ki=Km+ s (2.28)
1 " 1-Vy
by —kp+ G2 =Gn) " +—§—Gm
€) Module de cisaillement transversal G
/ A
G =G |1+ d (2.29)
T~ ~m .
7
G km + 5 Gm
= + 8 (I—Vf)
Gr=Gm 24 453G
\ 3 J

Le module de Young transversal est calculé a partir des modules précédents grice a la relation
d’élasticité :

By, = 2 5 (2.30)
1 1 o Vir
2R 20 .
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2.3 Détermination de I’équation constitutive du stratifié
2.3.1 Caractéristiques d'une couche rapportées au référentiel du stratifié

Dans le cas genéral, un stratifié¢ est constitué de plusieurs couches orthotropes, homogénes ou
composites, chacune d'elles pouvant étre orientée différemment par rapport au référentiel du
stratifié. L'orientation d'une couche est mesurée par 1’angle @ (figure 2.6), formé par son axe
principal 1 (L) avec l'axe 1' (x) de référence. La notation (1',2',3") est utilisée dans les relations
matricielles, tandis que la notation (x,y,z) trouve son application pour les relations
tensorielles.

Figure 2.6 Axes principaux (1,2,3) d'une couche et référentiel (1',2',3") = (x,y,z) du stratifié

La matrice de passage du systéme (1,2,3) au systeme de référence (x,y,z) est donnée par :

cos@ —-smf 0
[a]=|sin6 cos& 0 (2.31)
0 0 1

La relation de changement de base correspondante pour le tenseur des contraintes s'écrit :

lo'|= lalloTlaT (2.32)

Qui apres développement et réécriture en notation matricielle prend la forme :

b }=17,1{} (2.33)

On
[ cos?@ sind 0 0 0 —2sinfcosd |
sin’® @ cos’d 0 0 0 2 siné cos @
[Tc, ]= 0 0 1 0 -O 0 (2.34)
0 0 0 cosf sinéd 0
0 0 0 —sinfd cosd 0
| sinfcosd —sinfcosd O O 0 cos’@-sin’@ |

La relation de changement de base pour la matrice de rigidité s'écrit alors :

-51-



Chapitre 2

o' |= [z, i1z, ¥ (2.35)

Quelque soit €, la matrice de rigidité¢ rapportée aux axes du stratifié posséde la structure
suivante :

rC'u Cp Ci 0 0 |

Cp Cyp Cy 0 0 Cy

[ ,]= Ci Cy Cp 0 0 Cl (2.36)
0 0 B e, T 0

0o 0 0 C, Cy 0

[C C C5% 0 0 Clg]

Cette forme met en évidence des termes de couplage traction—cisaillement dans le plan
(C'6,C" 6, C'56), et cisaillement—cisaillement (C',; ), de nature différente du couplage induit
par l'effet de Paisson [10],

[P LY 4

2.3.2 Etat de contraintes planes et constantes de rigidité réduites

Un état de contraintes planes dans une couche est définie par le tenseur des contraintes au
point (M), exprimé dans le référentiel du stratifié par :

o, O'xy

0
le@)=|o, o, 0 @.37)
0 0 0

Compte tenu de l'expression (2.36), la loi de comportement de la couche, sous forme
matricielle s'écrit :

o 1 Cy Ch C'13 0 0 C'is 5'1.
g 2 C', Cp C’23 0 0 Cy (& 2
0 Ci Cy C'y 0 0 Cy &

= (2.38)
0 0 0 B Uy ' 0 0
0 0 0 0 O, Cy 0 0
| O é_ __C'lﬁ C'y C'y 0 0 Cg _,_5:5 A
D’ou l'on tire:
H 1 1 L ' ! 1 ! ~
&y =~—AC' e, ¥ 5.8, + Clyp 8;) (2.39)

33

En reportant cette derniére expression dans la loi de comportement, celle-ci se réduit a :
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L2 g Oy 0Ohn Okl éa
2 Q!u Q!:zz leﬁ LA (2-40)
Oy Q'IG les Qe Vo

Ou @', sont les constantes de rigidité réduites dans un état de contraintes planes, calculées a
partir des constantes de rigidité comme suit :

Pl

). =C".—
L 7 ¥y C'33

(2.41)

Q’;'f = Q'ji 5 i,j=12,6

Pour une couche a renfort unidirectionnel rapportée a son repere d'orthotropie, et en tenant
compte des expressions (2.4), les constantes de rigidité réduites sont reliées aux modules de la
couche selon les relations suivantes :

55 s _Zr
Qil l_ﬁvz Q22 _&VZ EL Q]l
E T E (2.42)
Q12 =Vir sz Q66 e GLT

Les relations de changement de base pour les constantes de rigidité réduites O, , et pour les

!']'D
rigidités de cisaillement C,,,C,;etCy,, déduites des expressions (2.35) et (2.40), sont
données par :

Ol = 0,080+ Q,,sin* @ + 2 (Q,, + 20, )sin* O cos* @
Ol =(Q), + 0y, — 4 Oy )sin” Bcos® 8 + O, (cos* 8 +sin* 8)
O =0 —-0,-2 Q66)SiD90033 0+(0, -0y +2 Qﬁﬁ)sin3 Gcosd
(2.43-a)
0y = Q11Sin49 * Q2200549 +2(Q, +2 st)Sinz Ocos® 6

O =0, -0,-2 Qse)Sin3 Gcos@+ (0, — On +2 Oy )sin Gcos’ @

Ot = [0 + 0 —2(0; + Ok )] sin®@cos’ @ + Qﬁé(cos4 0 +sin* d)
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= —;incos2 0+C,sin’ 6
Cs = ((366 _Q%_CTA) sin @ cos @ (2.43-b)
= Cﬁ;gécof 0 +Cysin’* @

2.3.3 Théorie des plaques - schémas du premier ordre

Une plaque (figure 2.7) est un systéme matériel délimité par deux plans paralléles, distants
I'in de l'autre d'une distance /4, et une surface cylindrique dont les génératrices sont
perpendiculaires a ces plans. Un plan intermédiaire paralléle aux deux premiers définit le plan
de référence (xoy). L'épaisseur 7+ mesurée dans le sens oz est petite comparativement aux

deux autres dimensions (0x ef 0y ), ce qui justifie I'nypothése de contrainte normale négligée
(o.=0)[11].

(]

Figure 2.7 Elément de plaque

Les schémas du premier ordre sont basés sur I'hypothése de Kirchhoff qui stipule que "les
sections droites restent droites aprés chargement". L'expression mathématique de cette
hypothese consiste a développer les déplacements de tout point M(x, y,z) de la plaque, notés
u, v et w, en polyndmes du premier degré en z fonctions des déplacements d'un point de
référence du plan moyen M, (x,y,0),notés u,,v, etw,. Le champ des déplacements s'écrit

alors :

54 -



Chapitre 2

u(x,y,z)=u, + z@,

sV(x,y,z)=v, + zp, (2.44)

w(x,y,z)=w,

Ou:
u,,v, : Déplacements en membrane.
w, :Déplacement transversal (fléche)

¢..9, : Rotations des sections droites respectivement dans les plans (x, z) et (v, z).

Figure 2.8 Schématisation des déformations dans le cas des théories du premier ordre

Le champ des déformations associ€, déduit & partir de la définition du tenseur de la petite
déformation qui s'énonce :

_l(%_*.%

g = LIEXV% 245
=2, axj) Jj=xy (2.45)

Et en introduisant les distorsions angulaires :
¥y =2&; sl i#j (2.46)

S'éerit :
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_Ou_0uy 09,

T oo ax ox
£ —ial).:% -aq}y

¥ oy oy oy
82=%=W0:O
J 2

v w M
Vo 0z oy s oy

_ou_ ow_ M

= z  Ox P ox

d

Lo oy o By & (2.47)

La théorie de Love-Kirchhoff, pour laquelle les déformations en cisaillement transverse sont
négligées (y,, =7, =0 ), correspond a la théorie classique des stratifiés. Dans le schéma de

Reissner-Mindlin, ces déformations sont supposées étre constantes dans 1'épaisseur de la
plaque, et égales aux déformations moyennes de celle-ci. Des facteurs de correction en
cisaillement transverse sont alors introduits pour tenir compte du gauchissement des sections
droites [11]. Cette théorie correspond a la théorie des stratifiés avec prise en compte du
cisaillement transverse.

2.3.4 Théorie des stratifiés avec prise en compte du cisaillement transverse

2.3.4.1 Champ des déformations

Les déformations au point M (x,y,z), définies par la relation (2.47), peuvent étre décomposées
en:

a) champ des déformations en membrane-flexion

£

b My, 0= 5, (2.48)
£

Correspondant a la superposition des :

* déformations en membrane :
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]
&% Ox
E. =% 2|
0 oy

Tl ouy  ov

|y ox

*et déformations en flexion et torsion :

B k,
{gf(xay)}z glw|=z2 k,

Ou {k(x, y)}est le vecteur des courbures du plan moyen défini par :

- —

%,
k Ox
X a¢y
k, |= >
k,, P 2
Q.r + ¢y
Ly o

b) champ des déformations en cisaillement transverse

awﬂ
2 E-pr »°
{YC(M(X,}’,Z))}: l:}/ﬂ:f= ow 2[ yz:}

e

0
=g
ox 7

x

Ou y,., 7, sontles déformations moyennes du stratifié.

2.3.4.2 Champ des contraintes

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

Dans un stratifié constitu€ de # couches, la relation contraintes-déformations dans la couche &
rapportée au référentiel du stratifié s'écrit, en fonction de la loi (2.38), comme suit :

-O'nq _Cru 'y C'is 0 0
Oy Cp Cp Oy 0 0
Oz | _ Cu Cy Cy 0 0
.| |0 0 0 C, C,
o 8 0 0 0, O
1% |, _C‘ns C’Zﬁ Cl 0 0

g

(2.53)
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En considérant I'hypothese de la théorie des plaques (o, = 0), et en remarquant que le champ
des contraintes de cisaillement transverse est découplé du champ des contraintes de
membrane-flexion, ce dernier correspond 4 un état de contraintes planes. En introduisant les
coefficients de rigidité réduites et en séparant les contraintes et les déformations de

cisaillement transverse, la relation (2.53) devient :

Q

rQ']}

O

Q'

0

0 1[e

O, Op On Qs 0 0 2
Ty Qw 9% 9 0 0 |7, (2.54)
Oy 0 0 0 C'44 Clys 7’;-
o, LO 0 0 Cy Cxl|re]

En décomposant le champ des déformations, les relations de comportement en membrane
flexion s'écrivent :

T v v Qu O g.‘:_w In v k,
o, | =0 O 0% b';ﬂy +21 0, O O A}- (2.55)
Oy |, Qe Q% Ol & 7’; Qe O O & kl;v
Soit :
a-.tt‘
o, |=loL . e )+ o | e )} (2.56)
O-—"}"
Et les relations de comportement en cisaillement transverse sont données par :
Tl 1T Co
= ) ) " x’ 2.57
l:o-az:l [C45 Css k{},( .V)} ( )

2.3.4.3 Résultantes et moments

La figure 2.9 représente la disposition des couches et leur repérage par rapport au plan moyen
du stratifié. Par convention [12], les couches sont numérotées de bas en haut dans le
référentiel du stratifi€, chaque couche k étant limitée par deux cotes 7. et /i, mesurées par
rapport a la surface moyenne. L'intégration des contraintes dans I'épaisseur du stratifié, en
respect de la relation de comportement pour chaque couche (2.54) et du champ des
déformations de la plaque, permet de définir les résultantes et moments a l'échelle du stratifié
[13].
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////?: )

numero de
la couche (
k RN
s i heq_ A
surface / h2
moyenne M hy
/2 o
(W I
Figure 2.9 €lément de plaque stratifiée
a) Résultantes en membrane
Le champ des résultantes en membrane, noté N (x,y) est défini par :
PNI ] ’-O'H—
hi2
We=|N, |= [ o, | d (2.58)
-h/2
_NW _ _J*? Jk

Ny, N, et Ny, sont les résultantes par unité de longueur, respectivement des contraintes
normales selon X, y et des contraintes de cisaillement dans le plan (x)y), elles sont
représentées sur la figure 2.10.

Figure 2.10 Représentation des résultantes en membrane des actions exercées
sur un €lément de plaque stratifiée

La discontinuit¢ des contraintes, due 4 I'hétérogénéité de l'assemblage des couches, conduit &
réécrire la relation (2.58) sous la forme :
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o T e
n Iy
N }=| N, |= [ o, | d (2.59)
k=1 By
..N"y o _O-‘W dk

En reportant (2.56) dans cette derniére expression, les résultantes en membrane s'écrivent :

=3 (Lo} 0T o))

k=l p, |

=3 0o} [+ 0L e} [z} i

kel Iy My

3

<3 Uy =ty L e ] T‘ (hk b Ol & x 0)]
=1

kol

Soit :

N} =[4ffe,, (x, )} + [BRk(x, )} (2.60)
Avec:

[]: 4, =3 (- h )@,
) (2.61)
[B]: B Z (T (CN

kwl

b) Résultantes en cisaillement

De la méme maniére, on définit les résultantes en cisaillement, par unité de longueur, comme

N {06, )= { } Zj{ } 2.62)

Llhl

Ces résultantes sont schématisées sur la figure 2.11
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Figure 2.11 Représentation des résultantes en cisaillement

En introduisant la relation (2.57) dans l'expression (2.62), les résultantes en cisaillement
s'Cerivent :

oe.y)}= { J M| [645 C} . (e )z

k=lp,

C C45 yy':l dé
ZI:CJ,J C:a:: ]k {:},xz h;';

ua Cs ?’f;
_Z(h hll)[ 45 C’SSL[YJZ:,

Soit :
s ;/J(fz
06 »)}= [F 7 HJ (2.63)
Avec:
Fy =Y (h ~h)XC'y), i, =45 (2.64)

Pour tenir comte de I'état de déformation réel (gauchissement des sections droites), les
résultantes de cisaillement sont modifiées en remplagant les coefficients F; par de nouveaux

coefficients /; [1], tels que :

Fy =k;H, (2.65)
Ou les parametres &, sont des facteurs de correction en cisaillement, 4 déterminer.

Les résultantes de cisaillement sont alors données par :
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Hy Hglly,
0(x,)}= [ “ J[}/ "] (2.66)

Hy Hg Yf-z

¢) Moments de flexion-torsion

Les contraintes de traction et de cisaillement exercées sur un ¢lément de stratifié générent des
moments résultants de flexion et de torsion, définis par unité de longueur selon :

M, : | T
W, (o= M, |=Y [ 2|0, | @ 2.67)
Mxy k=1 By O'_l:v !

M, et M, sont les moments de flexion et A/, le moment de torsion. La figure 2.12 illustre ce
cas.

Figure 2.12 Représentation des moments de flexion et de torsion

En remplagant les contraintes dans le plan par leur expression (2.56), les moments résultants
s'écrivent :

b1, e )=3; 1200} e A0} i)

k<l p

= kz:‘[Q'](-{Sm (x,y)}]izdz +i[Q'L {k(x,}’)}’jfzzdz

ey k=1 Ty

(07 -2 Yo L, o+ 320 - 2 o e}

n l 1
k=1 2 k=1 3

Soit :

1, (x.)§= B, (x. ) }+ [D] (2, )} (2.68)

B
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Avec:
[B] : définie en (2.61)

[p]: D, = i%(hf -r.)e,). (2.69)
k=1

2.3.4.4 Equation constitutive

En regroupant les expressions (2.60), (2.66) et (2.68), nous obtenons une équation qui relie les
efforts et les moments résultants aux déformations et courbures du plan moyen du stratifié.
Cette €quation décrit le comportement global du stratifié, elle est appelée équation
constitutive et prend la forme :

—-r -

[ N x 1 —An 4, 4¢ By, B, B 0 0 52;
N, Ay, Ay Ay By, By By 0 0 Efy
N P A Ay A By By By 0 0 ¥ f;
M, " By, B, B D, D, Dg 0 0 k. (2.70)
M, B, By By D, Dy Dy 0 0 k, '
My, B By Bs D Dy D 0 0 k_ry
o, 0 0 0 0 0 0 Hy Hg 7';':

0. ] |0 0 0 0 0 0 H, Hss | _yi_

Ou:
A, : est la matrice de rigidité¢ en membrane ;

D : est 1a matrice de rigidité en flexion-torsion ;

H; : est la matrice de rigidité en cisaillement transverse ;

B, :estlamatrice de couplage membrane-felxion-torsion.

Ce couplage est nul pour une stratification symétrique. Mais méme dans ce cas, ils subsistent
d'autres niveaux de couplage qui font la spécificité du comportement des stratifiés. 11 s'agit du

- Couplage traction-cisaillment induit par les termes 4, et 4, ;
- Couplage flexion-torsion induit par les termes D, et D, ;
- Couplage cisaillment-cisaillment induit par le terme H ;.

2.4 Formulation du probléme général de dynamique des stratifiés
2.4.1 Relations fondamentales des plaques dans un schéma du premier ordre

Les relations fondamentales ou équations d'équilibre d'un solide élastique sont données par la
forme élémentaire :

Oy

Ox.

J

+fi=pa;, =13 2.71)
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Ou f; et a,sont respectivement les composantes suivant i du vecteur force volumique et du
vecteur accélération.

Dans le cas des plaques multicouches, I’intégration de ces équations suivant I’épaisseur de la
plaque permet d’obtenir les relations d’équilibres relatives aux résultantes et moments [13].
2.4.1.1 Equilibre par rapport aux résultantes en membrane

La premiere €quation d’équilibre, exprimée dans le référentiel du stratifié (i = x), correspond a
I’équilibre des efforts en membrane dans la direction x et s'écrit :

hi2 hi2 ao. a h/2
| e i [ =2+ j = g + jf dz= [pa,d 2.72)
-h/2 ax -h/2 ~h/2 6" —h/2 —hi/2

La continuité des contraintes dans chaque couche £, et leur discontinuité d'une couche a I'autre
conduisent a écrire :

hi3

]

-h/2

do_’“dh ..j;j' ndz—a_j]’a; ;= 2 273)

k=1 p, Ox k=l p_, Ox

De méme pour la contrainte de cisaillement plan oy :

hi2 a a N
;’W d =2 (2.74)
-h/2

Ainsi que pour la contrainte de cisaillement transversale o _ :

hi2 n ’fg
[ s 3y = 3 o [ = & i, -2 2.75)
~hi2 oz k=1 k 1 -t 2 2

Ol o= (—g) , O (— %) sont les contraintes de cisaillement extérieures exercées respectivement

sur les faces supérieure et inférieure de la plaque, notées

=0l @) e m=o (D) 2.76)

7
L’intégrale de la composante suivant x de la force de volume se note :
hi2
j fod: = E (2.77)
-hi2
L’intégration du second terme de I’équatioin (2.72), compte tenu de la forme du champ des
déplacements (2.44) nous permet d’écrire :
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hi2

hi2 hi2 2 2 2 hi2 2
o%u, o o%u 2’0,
J‘pax dz = f p(x,y,z)[ 0 4z {0‘]072: 2 Ipdz + 6:: Ipzdz (2.78)

2 2 2
-h/2 —hi/2 ot or ot —h/2. . ~h/2

Finalement en posant :

hi2
(. R)= [p(1,5)dz 2.79)

-hi2
L’équation d’équilibre en membrane, dans la direction x s”écrit :

ON, ON, 0*u

xx 0 az(px
e e, o K == F A 5 (2.80)
ox oy ot ot

De méme pour la direction y dont I’équation d’équilibre est donnée par :

oN. oN. vy @y
o Ty thtB=p g tRay @31)
avec :
h h
T, =0, (E) et 7,,=0,(- E) (2.82)
)
j‘ fd: = F (2.83)

-2

2.4.4.2 Equilibre par rapport aux résultantes de cisaillement

La derniére relation d’équilibre pour (i = z) s’écrit :

hi2 hi2 ao.. hi2 hi2 hi2
j 0 dz + j —=dz + j 90 dz + _[fd dz= Ipaz dz (2.84)
_iva OX iz -h1z 0% —hI2 -h12
La méme démarche précédente conduit 4 :
hi2
| 9= 4 - 9% (2.85)
s OX Ox
hi2 ao. a
j e g = 0% (2.86)
-h/2 a.y
hi2 a .

ZZ

(2.87)

&
1l
i
Vi ¥
(SR
N
I
Q
B
|
SRR
N S
I
[}

itz OE
Ou g est la différence entre les pressions exercées sur les faces de la plaque.
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La relation d’équilibre devient alors :

a 2
.%£4_§}+q+p;q%%§h (283)
X
avee :
hi2
[pdz =F (2.89)

—h/2

2.4.1.3 Equilibre par rapport aux moments

L’expression de 1’équilibre des moments, pour un élément de plaque, s obtient en multipliant
les deux premicres équations d’équilibre (2.71) par z et en les intégrant dans 1’épaisseur.
L'équilibre des moments le long de la direction x s'exprime selon I'équation :

hi2 ao_ hi2 ao. hi2 60‘ hi2 hi2
==+ [ :2&+ [ 5=+ [zf.dz= [p za,dz (2.90)
p OX P 4 a2 —hI2 /2

Les deux premiers termes s’écrivent

hi2
0 oM
29w gy = 9 (2.91)
s B ox
" do oM
— 2y = (2.92)
- ox
L’intégration par parties du troisiéme terme aboutit 4 :
hi2 2
f zgg-’—‘ldz =lzo 12, - J.D'E dz
2 Ox 2
h hY h h
=— — 4+ — —_— =
o 2)s5ou(-2)-0.
h
=2 ()0, | (2.93)

Finalement en introduisant le moment d’inertie par rapport au plan moyen (xoy) de I’élément
de plaque unitaire situé au point (x,y) :

hi2
I, = J-,o 22 dz (299

Xy
-hi{2

Et en posant :
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ni2 g
P = J‘ pf.ds (2.95)

: -hi2
L’équilibre des moments le long de la direction x s'écrit :

oM
% B +£(rlx_1'2x)+Px_Qx =R
ox oy 2

d’u ’p,
61‘20 + I.xy at—z (296)

De la méme maniére, nous obtenons l'équation d'équilibre des moments le long de la
direction y:

oM, oM, 0%y g
6_:’ + ayy +§( 1y _sz)"'Py -, =R BIT +1y &zy (2.97)
Avec:
hi2
P, = Ip S, dz (2.98)

=h/2

Les relations (2.80), (2.81), (2.88), (2.96) et (2.97) constituent les équations d’équilibre ou
€quations du mouvement dans le cas de la théorie classique des plaques. Elles s’appliquent
aussi bien a des plaques homogénes qu'a des stratifiés [1].

La combinaison des trois derni¢res relations d’équilibre permet d’écrire une nouvelle équation
du mouvement indépendante des résultantes de cisaillement :

O*M M, 62My
=82 = g
Ox Oxoy oy

2 3 3 3 633
psafoh‘? au02+6v02 +Ig6¢;+ Q’JJ;
ot oxot”  oyot oxot”  Oxot

q —
(2.99)

2.4.2 Equations du mouvement du stratifié

Les équations du mouvement du stratifi¢ sont obtenues en reportant les expressions des
résultantes et des moments données par I'équation constitutive (2.70) dans les relations
fondamentales des plaques. Dans le cas ou les faces du stratifié sont libres de toutes
contraintes et les forces de volume sont nulles, les équations du mouvement du stratifié
sollicité transversalement par une charge ¢ sont données par :
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2 2 2 2
0%u, 0°u, 0“u, 0%,

All?-l'z“llﬁ-a;a‘i'Aﬁﬁ +A16

ayz 6X2 + (A{Z + A66)

2 2 2
5,00 125, 00, 5 00
Ox oy

+ i6 axdy

+ B + Bj——

d*p ’u %
+B Y = L+ R—*
* o Ps a2 ar?

2
o%u, %, Yy d*v, %v,

ou 0%u
Ag—2+ (A, + A ) —2+ 4 +4
16 52 ( 12 ﬁé)axay 26 PY 6 52 2 Bx6y+A22 P

2 2

g, op,
+ By q:’ +2B, '
ox

62(01 62(0 62
+ Byg st B, +B<56) . + By (0;
ox axay oy
2
0 Py 621!0

g
ay.'Z —p-"‘ aIZ -

or?

+ B,, +R

(2.100)

(2.101)

(2.102)
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o*u 5*u o*u a2 % 0%y
B ~w—2°+ B, +Bﬁs)6x °+B, ay; + By —+ 2B = *+B, 6y20
2 2 2 2 2 2
o, @, oo, @ ‘g d°g
+Dyg— +(D12+Dssza +D,, 5 +Dgs—5+ 2D5 axa; +D,, 6y2y
ow ow % ’p
_Hﬁ((px +ECO—J_H‘M(¢Y + ayO]:R 6120 +IW aﬁy

(2.104)

2.5 Expression des conditions aux limites

Les conditions imposées aux frontiéres d'une structure permettent d'aboutir 4 des solutions
uniques des équations du mouvement (2.100) 4 (2.104). La figure 2.13 représente un élément

de frontiere repéré au point P(x,y,O) par le systeme d'axes ; normale extérieure, f la
tangente dans le plan moyen et k =z . La déformée au pomt P du stratifi¢ est caractérisée par

le déplacement de ce point exprimé dans la base (n,t ,k) par ses composantes u, (x,y),
Vou (X, ¥), Wy, (x,¥), et par l'orientation de la déformée définie par % Les efforts exerces

au point P sont les résultantes en membrane N,,N,,. en cisaillement O, , les moments de
flexion M, et de torsion,,. Les conditions imposées portent sur l'une des grandeurs de
chacune des paires suivantes :

oM
—=500, (2.105)

0
Wyl u,, , Nt —,M, W,

on ot

Figure 2.13 Elément de frontiére de la plaque et repére associé
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2.5.1 Appui simple

La figure 2.14 représente la condition d'appui simple. L'expression de cette condition est
donnée par :

wy =0 M, =0 N, =0 N,=0 (2.106)

Figure 2.14 Schématisation d'un appui simple

2.5.2 Encastrement
En considérant la figure 2.15, la condition de bord encastré peut s'exprimer selon :

oWy

W=l S

=0 u,, =0 u, =0 (2.107)

S

Figure 2.15 Représentation d'un encastrement
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2.5.3 Condition de bord libre

Un bord libre est caractérisé par la nullité de tous les efforts et moments -

Gl

N,=N,=0,=M,=M, =0 (2.108)

L'équilibre des moments de torsion sur ce bord (figure 2.16) s'exprime sous la forme :

M, + M, + aﬁ; Mgt +Q dt =0 (2.109)

Ou Q,dr est le moment résultant dii & I'effort de cisaillement. La résultante de cisaillement
est donc reliée au moment de torsion par :

oM,
ot

+0Q,=0 2.110)

Qui est la condition de frontiére de Kirchhoff. Elle exprime la contribution du moment de
torsion sur le bord a I'effort tranchant total exercé sur ce demnier [7]. La condition de bord
libre se résume dans ce cas 4 :

N, =0 N, =0 M, =0 aiaifiJrQn:o 2.111)

=\

Figure 2.16 Variation du moment de torsion le long d'un bord
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2.6 Formulation énergétique de la théorie des stratifiés

La résolution du probleme général de dynamique des stratifiés consiste a déterminer les trois
déplacements uy,v,etw,, et les deux rotations ¢, ete,, satisfaisant simultanément les

équations du mouvement (2.100) a (2.104) et les conditions aux limites imposées sur la
frontiére. L'utilisation d'une approche variationnelle permet de développer des méthodes de
résolution approchées. Ces approches sont basées sur le calcul des énergies de la structure :
énergie de déformation, €nergie cinétique, travail des efforts extérieurs et énergie dissipée [7].

2.6.1 Energie de déformation

Pour un milieu €lastique, I’énergie de déformation élémentaire s’exprime par :
dU,;—% Gy &5 v (2.112)

L'mtegration de cette relation sur le volume d’un solide permet d’obtenir expression de
Iénergie de déformation totale du solide élastique :

U, =%j o, &y dv (2.113)
v

Ou sous forme explicite :

1
U, =§I{JH EoH0, 8, +0, 6. +0, y +0_ 7, +0, r,z}dv (2.114)

14

En tenant compte de I'hypothése de contraintes planes (o_. =0), et des relations contraintes

déformations pour chaque couche 4 (2.54), I’énergie de déformation totale d’un stratifié peut
se mettre sous la forme :

1

U‘1r2

Jlohe2 +208 .6, +20k 5.7, + 0h 82, +20% 5,7,
v (2.115)

+Q£s .?’42;;:+C44 7’12.; F2Cs Vg Vo +C; 73:}dv

En reportant les expressions des déformations (2.47) dans cette derniére expression et en
intégrant dans 1’épaisseur, nous obtenons I’expression de 1’énergie de déformation totale d’un
stratifié en fonction des déplacements et des constantes de rigidité de 1’équation constitutive.
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22

( 8 i 8
+ 2B Oy | 00 x , 205 |, 90, au°+av°) +2B, 200
(x dy ox ox \ Oy Bx) oy oy
p
7} 5}
+2BZ(; av[) a@x qp)’ e w)’ au() +6’V )
(v ox oy \ oy ox

2,
dp, o, op. (dp, Op op
g D!l 2 DIZ 16 . D22 £
7; Bx dy Ox oy
2 d a0,
ppp, | e S8 |y |9 OB
oy oy ox dy ox
owy ow, ow, ow, Y’
+H44(g9y+ ay"] +2H45(§0y+go)(gox B )-{—Hjj[(p axﬂj }ds
(2.116)
2.6.2 Energie cinétique
L’énergie cinétique d’un volume élémentaire est donnée par :
1 Ou, ou,
dE == — 2117
£ 2 # or ot ( )

Ou u est le vecteur déplacement de composantes : u, v, w.

L’¢énergie cinétique totale d’un solide s’exprime donc selon l'intégrale :

=312 () 2 )
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En remplacant chaque composante du vecteur déplacement par son expression (2.44), ct cn
intégrant dans I"¢paisscur, I’¢ncrgic cinétique du stratifié, dans le cas d'un schéma du premier
ordre, s’écrit :

2 2 2
Eczl_[ Ps (au"J +(av0] +(6w0] +R| 2000, O o0,
s ot ot ot o ot o or

(2.119)

h/2

PRIy = [(Lz2)pds (2.120)
-hi2
Avec :

ps - Masse surfacique du stratifié¢ au point (x,y) ;
Iy : Moment d’inertie par rapport au plan (xoy) de 1’élément unitaire de plaque situé au
point (x,y).
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3.1 Généralités sur la résolution des problémes de vibrations des structures

L'¢étude des vibrations d’une structure a pour objectif de déterminer son comportement aux
chargements dynamiques, dans le but de comprendre et de contréler les problémes typiques
liés aux mouvements vibratoires (fatigue, résonance, bruit..). La maitrise du probléme inverse
[14] permet de développer des techniques efficaces et rapides de caractérisation élastique ou
visco€lastique, de contréle de qualité, d’inspection et diagnostic des structures, basées sur les
mesures des vibrations. Dans les deux cas, la premiére étape consiste a évaluer la réponse de
la structure en fonction de tous les paramétres influant sur cette réponse. Selon les hypothéses
retenues, la formulation permet de tenir compte du comportement du matériau, des défauts et
des endommagements, de la nature du chargement et éventuellement de 1’amortissement
externe et de I’effet du milieu, en exprimant la relation entre ces paramétres et les inconnues
du probleme, champ des contraintes (approche contraintes) ou des déplacements (approche
deéplacements), sous forme d’équations aux dérivées particlles. La complexité de ces
¢quations, conjuguée a la géométrie de la structure et aux conditions aux limites, ne permet
pas en général d’aboutir 2 une solution exacte, et seules les méthodes d'intégration directe
permettent d'obtenir des solutions numériques [7]. La modélisation apporte une simplification
du probléme [8] cn introduisaut des approximations des champs inconnus, compatibles avec
la géométrie et les conditions aux limites. Pour une approche déplacement, la modélisation
peut &tre discrete (masses concentrées), analytique (déplacements généralisés) oun par
éléments finis. Elle permet, dans le domaine des vibrations linéaires, la résolution du
probléme par superposition modale (ou intégration modale). Cette méthode consiste a
décomposer la réponse dans une base formée par les modes propres de la structure appelée
base modale. Chaque composante m représente la participation du mode m 2 la réponse
globale, solution de I'équation de l'oscillateur & 1 degré de liberté découplée des autres modes.
Le comportement dynamique de la structure sera alors défini par ses caractéristiques modales:
fréquences et déformées propres et amortissements modaux. Ces caractéristiques sont
obtenues en résolvant le probléme aux valeurs et vecteurs propres correspondant aux
vibrations libres de la structure.

3.2 Fréquences et déformées propres des structures composites

L'étude Ia plus détaillée qui puisse étre menée sur les vibrations des structures composites
repose sur la théorie de I'élasticité tridimensionnelle. Dans ce cadre Chen et Liie [15]
reportent une solution analytique exacte pour les vibrations libres d'une plaque stratifiée
orthotrope, rectangulaire, simplement appuyée sur ses quatre cotés et proposent une résolution
semi analytique, basée sur la méthode de quadrature différentielle, pour le méme type de
plaques ayant deux bords opposés en appui simple. Hormis ces cas, une telle étude nécessite
le recours 4 une modélisation par €léments finis 3D. Toutefois, les types de chargements
auxquels sont généralement destinés les stratifiés (membrane, flexion) font que les théories
des plaques constituent des approximations suffisantes du comportement des plaques et
coques stratifiées. Les théories d'ordre supérieur tendant 4 modéliser la déformation réelle des
sections droites (gauchissement) permettent une analyse précise des effets de cette
déformation sur les fréquences et amortissements modaux, effets qui sont majorés dans Ie cas
des structures épaisses (stratifiés épais). Khatri et Asnani [16] ont associé la puissance de la
méthode variationnelle pour la mise en équation 4 un traitement individuel des couches pour
¢tudier les vibrations d'une coque stratifiée conique en appui simple. Les équations du
mouvement développées dans une approche viscoélastique (principe de correspondance) et
tenant compte des inerties de translation et de rotation sont résolues par la méthode de
Galerkine pour obtenir les modes propres et les amortissements. Koo et Lee [17] proposent.
une modelisation €léments finis basée sur une distribution linéaire des déplacements plans
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dans I'¢paisseur du stratifi¢ pour étudier I'influence de ces derniers sur les fréquences propres
et amortissements de plaques symétriques rectangulaires simplement appuyées. Qian et al
[18] ont développé un €lément finis plaque spécifique avec une distribution cubique des
déplacements plans pour résoudre le probléme d'identification (probléme inverse) 4 partir des
vibrations de flexion, et pour I'¢tude de sensibilité, de plaques rectangulaires complétement
libre, en stratifiés unidirectionnels ou croisés. Cependant, la méthode des éléments finis est
difficile 4 mettre en ceuvre. Pour les problémes d'optimisation, d'identification ou pour les
¢tudes de sensibilité, les approches analytiques sont mieux adaptées. Wang [19] utilise la
méthode Rayleigh-Ritz basée sur les fonctions B-spline dans le contexte de la théorie du
premier ordre pour déterminer les fréquences et déformées propres de plaques en stratifiés
quelconques en forme de losange. Hufenbach et al [20] utilisent la méthode de Rayleigh-Ritz
pour résoudre le probleme des vibrations d'un tube stratifié symétrique, cylindrique, en appui
simple. Le déplacement transversal est modélisé par la fonction caractéristique de la poutre
appuyée-appuyee dans le cadre de la théorie de Timoshenko. Angoulvant [21] a appliqué la
méthode de Rayleigh-Ritz 4 36 termes, aux plaques symétriques rectangulaires, basées sur la
théorie classique des stratifiés, et a comparé deux types d'approximations : les fonctions
poutres et les fonctions polynomiales pour différentes combinaisons de bords encastrés ou
libres 11 conclut que les fonctions poutres donnent de meilleurs résultats. Ayorinde et Yu [22]
ont optimisé la méthode, dans le cas des plaques épaisses, sur la base d'une approximation &
trois modes des déplacements et rotations par les fonctions poutres en formulation de
Timoshenko. Cheung et Zhou [23] ont développé des fonctions poutres avec appuis
intermédiaires pour modéliser des plaques symétriques, supportées en un ou plusieurs points a
l'intérieur de leurs domaines, par la méthode de Rayleigh-Ritz. Anlas et Goker [24] ont utilisé
des polyndmes orthogonaux comme fonctions d'approximation avec transformation de base
pour décrire les vibrations libres de plaques symétriques en forme de losange simplement
appuyées ou complétement encastrées. Nallim et al [25] généralise cette approche pour les
plaques quadrilatérales de formes quelconques, a stratification symétriques pour différentes
conditions aux limites.

L'analyse de ces différents travaux met en évidence quatre niveaux de difficulté abordés : la
formulation (élasticité 3D, théories des plaques), géométrie et conditions aux limites (plaque
rectangulaires ou non, coques de révolution), type de stratification (orthotrope, symétrique ou
quelconque) et méthodes de résolution (analytique exacte ou approchée, éléments finis).
Partant du fait qu'en regle générale la conception des matériaux stratifiés fait appel & des
architectures symétriques [10], et que les épaisseurs réalisées permettent souvent d'approcher
le probléme avec la théorie classique des stratifiés [26], notre travail consiste 4 déterminer les
fréquences et déformées propres non amorties de plaques symétriques minces rectangulaires,
en balayant les différentes combinaisons possibles de conditions aux limites standards sur les
bords. Le seul cas qui se préte a une résolution analytique exacte est présenté (plaque
orthotrope simplement appuyée sur ses quatre cotés) et sa solution est exposée. Pour tous les
autres cas, les solutions sont déterminées par la méthode de Rayleigh-Ritz en wutilisant les
fonctions poutres comme fonctions d'approximation.

T
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3.3 Vibrations de flexion des plaques minces symétriques
3.3.1 Equation du mouvement

Dans le cadre de la théorie classique des stratifiés, les déformations de cisaillement transverse
sont négligées. P

¥ =¥ =0 (3.1
En reportant cette égalit¢ dans les relations (2.47) nous obtenons :

ow, ow, ;
__ F oy ws Ok 3.2
@, . et p, 5 (3.2)

Pour un stratifi¢ symétrique, les termes de couplage membrane-flexion-torsion (2.61), ainsi
que le terme intégral R (2.79), sont nuls :

B,=0 et R=0 (3.4)

y

Dans ces conditions, et d’aprés les équations du mouvement (2.100) a (2.104), les
déplacements du stratifi¢ dans le plan sont découplés du déplacement transversal. Les
résultantes en cisaillement étant nulles par hypothése (3.1), le déplacement transversal (ou de
flexion) est compléetement décrit par I’équation du mouvement (2.99) qui, en considérant
I'expression des moments (3.5) et des courbures (3.6), et en négligeant les inerties de
rotation, prend la forme de l'expression (3.7).

M Dll D12 Dl6 k

M_v =D, D, Dy ky (3.5)
Mry D16 DZG D66 kay
2 2 2
R LAy R (36)
ox oy ’ oxoy
4 4 4
Dlla—wf+4Dlﬁ a—:po’l'z(Dlz +2Déﬁ)%
ax ax*oy ox“oy
(3.7)
ow o'w o*w
+4D265;—‘;+D22 6}/40 =q-p, 612“

3.3.2 Fréquences et déformées propres des plaques rectangulaires

Considerant I’équation du mouvement transversal libre du stratifié (¢ =0). La solution

vibratoire harmonique de cette équation est recherchée, par la méthode de séparation des
variables d’espaces et du temps, sous la forme :
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wo(x, .0y =" wy(x,y) (3.8)
ou:
@ : est la pulsation ou fréquence circulaire du mouvement ;
wo(x,y) : est la solution spatiale ou déformée.

En reportant cette forme dans 1’équation du mouvement, nous aboutissons & I’équation aux
fréquences :

'w &t'w
2
= P07 W, +D” ?40+4D!6 ﬁ
(3.9)
o*w o*w, o'w
+2(Dy, +2Dg )—=2+4D,, L+ D, —2=0
ox oy Oxdy - oy

La résolution du probléme consiste a déterminer toutes les fonctions w,{(x,y) satisfaisant les
conditions aux limites (déformées propres) et d’en déduire les fréquences propres
correspondantes. Dans le cas d’une plaque rectangulairc dc longucur a et de largew & (ligure
3.1), les conditions aux limites standards (paragraphe 2.5) s’¢crivent, pour les bords
paralléles a la direction y :

* en appui simple :
w, =0 M_=0 (3.10)
* encastré :
w, =0 6;:" =0 (3.11)
*libre :
oM
M, =0 6;’ +Q =0 (3.12)
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Ou la résultante de cisaillement transverse O est reliée aux moments par la relation (2 96)
Fn tannnt nnmptn deg différentes hypothéscs retenucs, In condition de bord Tibos devient

M
M.=0 M, 2% _g (3.13)

! ox ay

En remplacant les moments et courbures par leurs expressions (3.5) et (3.6), les conditions
aux limites s’expriment en fonction du déplacement :

* pour Uappui simple :

Wy =0 (3.14-2a)
*w o’w, o’w,
Dy—+D, 6}120 428, = -° =0 (3.14-b)
* Pour Uencastrement :
w,=0 (3.15-a)
ow,
a—" =0 (3.15-b)
X
* et pour le coté libre :
1 2 2 2
D, %% 1 p, %% 4 2p I g (3.16-2)
Ox oy Oxdy
P,
3 3 3 3
DH%+4DI6§-¥9~+(DU+4DM};;’2 +2D,4 nyﬂ =0 (3.16-b)
X x i
De méme pour les cotés paralléles a la direction x, nous obtenons :
* Pour I’appui simple :
w, =0
3.17)
o*w o*w, o*w (
D}2 ax20 +D22 Ezg* 2D26 " 0 = 0
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* Pour 'encastrement :

w, =0

3.18
e s (3.18)
y

* et pour le coté libre :

[ 2 2 2
D, T 4 p, %™ 1o, T _g
ox oy Oxdy
/ (3.19)
3 3 3 3
ZDIS%—‘VZ—”+ D)s +4D66);3 Zwaj'y+4D26 ;;"2 +D,, iy";" =0
X X X

La solution recherchée doit donc satisfaire simultanément 1'équation du mouvement (3.9), et
les conditions aux limites définies par une combinaison quelconque de quatre conditions
parmi (3.14) a (3.19). Dans le cas d’une plaque orthotrope (D = Dys = 0), en appui simple
sur ses quatre bords, la solution analytique exacte est donnée sous la forme (3.20) qui satisfait
explicitement les conditions (3.14) et (3.15).

S WE sin(mz =) sin(m; 2y (3.20)

m=1 n=1

la déformée propre du mode (m,n) et sa fréquence propre sont donnée par [1] :

W = Ay sin(”’j")sin("’;y )

(3:21)

2
@, =%\/pi[0n m* +2(Dy, +2Dg)ym*’n* R* + D,, n* R“]

R=ahb (3.22)

L'absence de solutions exactes pour toutes les autres conditions aux limites conduit a la
recherche de solutions approchées.
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3.4 Détermination des fréquences et modes propres des plaques par la méthode de
Rayleigh-Ritz

3.4.1 Principe

La méthode de Rayleigh-Ritz est une méthode d'approximation basée sur une approche
variationnelle. Elle consiste & écrire une solution approchée du déplacement u sous la forme
d’une série pondérée de fonctions admissibles #,, chacune d’elles vérifiant séparément les

conditions aux limites essentielles imposées au solide.

u= ia,. 7 (3.23)

i=1

L’ensemble de ces fonctions constitue la base fonctionnelle, et 1’approximation est d’autant
plus précise que le nombre de termes 7, ou de degrés de liberté, utilisés est important [7].

L'application de la méthode a la fonctionnelle énergie totale du solide déformable, et I'écriture
du théoréme des travaux virtuels relatif a cette derniére (3.24), permet de déterminer les
parametres a, de I’approximation (amplitudes ou coordonnées généralisées), en écrivant les

conditions de stationnarit¢ de la fonctionnelle par rapport a chaque terme ¢, selon (3.25).

5[ j (E.+W - Ud)dt} =BT =) (3.24)

Avec:
E. : Energie cinétique totale ;
W : Travail des forces extérieures ;
Uz : Energie de déformation totale.

ol _

SU()=6U(a,)=0 = 3 0, i=ln (3.25)
a

Dans le cas des vibrations libres, le travail des forces extérieures est nul :
Ww=0 (3.26)

Les conditions de stationnarité s'écrivent alors [21] :

U 8 (~ ~

—=—\U, -E =0 327
aa’— aaj ( dmax | cmax) (J )
Ces n équations permettent de construire un systéme linéaire de taille » x » équivalant au
probléme aux valeurs (fréquences) et vecteurs (déformées) propres du probléme réel.

Pour un stratifié symétrique, sous les hypothéses de la théorie classique des stratifiés et en

négligeant les inerties de rotation, les énergies cinétique et de déformation exprimées
respectivement par (2.116) et (2.119) se réduisent 4 :
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B =1 [p, (%J (3.28)

(3.29)

3.4.2 Application au probléme de vibrations des plaques stratifiées symétriques

Un choix judicieux des fonctions admissibles pour décrire le déplacement transverse de la
plaque rectangulaire considérée, consiste & approcher ce dernier par une double somme :

M N
Wo(x, 3,0 =€ 3> 4, X,(5) V,(3) (3.30)

m=1 n=1

Ou : X(x) et Y,(y) sont des fonctions vérifiant les conditions aux limites des deux poutres
reposant respectivement le long des directions x et y.

En remplagant le déplacement transversal par l'approximation (3.30), 1’énergie totale
maximale de la plaque devient :

VumFo 3] 00§50 S

anf$5a 2 (£ g 2% )

m=1 n=1

walEe G )£ %)

+D22(;; e may J

r4 pzé(z %

=1 n=1

2 b
+4 Dy (iizﬂm%zﬁ’] —p, @° (i A,,,,XMYH) }ds

(g

=1 n=1

n=1 n=1 m=1 n=1
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et les M x N conditions de stationnarité (3.27) conduisent a écrire pour chaque pair d’indice
(mmpt) .

oU 8 (~ ~
Ezau:(%m-e: )=0 (3:32)

Soit, aprés dérivation et réarrangement :

M N
Y3 1252 +[D, 42 I% 412 2y + 4D, 1 1 ]R?

Il i ¥ ny

i=l j=1
+2Dy (15 Ty + 120, J) ) R+2Dy (I T2 + 10 EEAT g (3.33)
+Dp INJ2 R —p a* 0?10 T} 4, =0

avec .
ol d'P.X' dqz‘().
=1 = “du , mie=L2..M et pg=0L2 334
m N e P-4 (3.34)

d'y d’Y,

gt P n,j=12,.N et rs=012 (3.35)

mtégrales adimensionnelles calculées avec le changement de variables :
u=xla et v=y/b (3.36)

En introduisant la pulsation propre adimensionnelle :

Q=0d Ps (3.37)
11
Et en posant
Dy, =a,D,, Dy = ayDy,
Dy = ay Dy, Dy, =ayDy, (3.38)
D66 = a66D1]
Et
Cn;’f;'j =15 J,'; (3.39)

L’expression (3.33) devient :

M N

3 Lol FA U G BT L AN 1) EL PN (C2° +C2O) R

i=1 j=1 2
(3.40)

+2 006 (CO2 +CU2 ) R4, C¥2 R —Q2C%0 )4, =0

min j 7
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Ce systeme de M x N équations linéaires homogénes peut &tre réécrit sous une forme
matricielle en introduisant la notation indicielle suivante :

k=(m-1)xN+n et I=0—-1Yx N+j (3.41)
pour m,i=12,.. .M et ni=12..N
On définit alors les termes :

2200 2002 0220 1111 2
= C2 + o, (C22 +C2) + 4, R

+2046 (Crny +Crn ) ) R+206 (Coi2 +COE VR + @0, CUZ R? (3.42)

e (3.43)
finalement le probléme aux valeurs et vecteurs propres est obtenu sous la forme :

([e]-2* [b]) {a}=0 i

Dont les valeurs propres Q,,, sont reliées aux fréquences propres de la plaque par la relation :

1) Q Dy

f _ “om _ mn
m

- 3.45
2z 2m* \ p, ey

3.4.3 Construction de la base fonctionnelle — Fonctions caractéristiques des vibrations
des poutres

Nous utilisons dans ce travail les fonctions caractéristiques des vibrations des poutres comme
fonctions admissibles. Cette méthode a été introduite par D. Young pour les plagues isotropes
et depuis largement reprise pour I’étude de différents types de plaques notamment composites
[21].

Une poutre stratifi¢e peut étre considérée comme une plaque dont le rapport a/b est élevé
(Figure 3.2). La formulation de base reste donc inchangée.

Figure 3.2 Schéma d'une poutre
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Les hypothéses de condensation dans le cas d'une flexion dans le plan (x, z) [27] sont données
par :

wo(x,3,1) = wy(x,1) =&’ X(x) (3.46)
M,=M_=0 (3.47)

Dans ces conditions, I'équation du mouvement (2.99) devient :

o’ M,

oz = P o’e’™ X (3.48)

Considérant la relation de comportement (3.5) du stratifié, l'inversion de la matrice de rigidité
de flexion permet d'écrire :

kx D;l Dl’.’. DIG M

k, |=|Dp D, Di|M (3.49)
D

xy 16

*

.

Ce qui implique, d'apres (3.6), (3.46) et (3.47) :

2 2
0 L) __eja,,a X:D;IM

X

b T e
Soit :

M_ =-e/* Ly "X
a D;, &°

(3.51)

En reportant ce dernier résultat dans I'équation aux fréquences (3.48), celle-ci prend la forme :

'x

P -o® p,D;, X=0 (3.52)

Nous retrouvons ici une forme analogue a I’équation aux fréquences des poutres homogénes
isotropes en flexion, sous les hypothéses d’Euler-Bernouli [28]. Les solutions (déformées
propres) sont indépendantes des propriétés mécaniques du matériau de la poutre. En
considérant les variables adimensionnelles (3.36), la solution générale de cette équation
différentielle prend la forme :

X, (u) = Ccos(A,u) + Dsin(A,,u) + E cosh(4,,u) + F sinh(A,_u) (3.53)
Ou 4,, est le nombre d'onde caractéristique du 2™ mode de vibration.

Les nombres d'onde et les constantes C,0,£ et F sont déterminés en imposant le respect des
conditions aux limites aux extrémités de la poutre. Ces conditions sont déduites des
expressions (3.14) a (3.16) en tenant compte de I’hypothése (3.46), soit :
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* pour Uappui simple :
X=0 (3.54-2)
2
fo =) (3.54-b)

* Pour ’encastrement :

X=0 (3.55-a)
%‘% =0 (3.55-b)

* et pour le coté libre :

(6°X
=0 (3.56-2)
<
FX
=0 3.56-b
| ox? ( )

En examinons ces expressions, on s’apercoit que lorsqu une plaque est modélisée par deux
poutres croisées, seule la condition de bord encastré de la plaque est enti¢rement vérifide
(3.15) et (3.55). Dans le cas d'un appui simple, la condition relative au déplacement est
vérifiée, (3.14-a) et (3.54-a), alors que celle relative au moment fléchissant (3.14-b) est
tronquée (3.54-b). Pour la condition de bord libre, I'expression du moment (3.16-a) et celle de
l'effort tranchant (3.16-b) sont tronquées. Ces deux conditions (appui simple et coté libre) ne
sont quapprochées, influant ainsi sur la précision de la méthode.

Chaque extrémité pouvant étre simplement appuyée (A), encastrée (E) ou libre (L), six
combinaisons de conditions aux limites sans répétition sont possibles : AA, AE, AL, EE, EL
et LL. Les fonctions poutres (ou déformées) de chacun de ces cas ainsi que les intégrales
adimensionnelles (3.34), calculées par Mathématica [29], sont reportées en Annexe A.

3.4.4 Organigramme du programme de calcul

Nous utilisons une approximation 4 100 termes (M = N = 10) pour déterminer les cent
premicres fréquences et déformées propres d’une plaque stratifiée symétrique, rectangulaire.
La plaque étant modélisée par deux poutres croisées, trente six (6x6) combinaisons de
conditions aux limites sont possibles dont vingt et une sans répétition. Les expressions exactes

des intégrales adimensionnelles /27 et.J;" pour chaque cas de poutre sont programmées sous

Matlab [30 et 31] et incorporées 4 un programme général de calcul des modes propres des
plaques développé sur la base du travail de M. KHAROUBI et L. FATMI [32], qui permet de
calculer les coefficients de la loi constitutive d’un stratifié. L organigramme de ce programme
est présente ci-aprés.
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( Début )

y

Lire
- les caractéristiques mécaniques
de la couche.
- les dimensions du stratifié
- le nombre de couches n

v

Initialisation des matrices A, B, D
et de I’épaisseur totale du stratifié

Fori=1L,n

h 4
Lire I’épaisseur et

I’orientation de la couche

v

Calcul de I’épaisseur totale

y
Initialisation des distances /fibre moyenne

Fori=1,n

Calcul des distances / fibre moyenne

Fori=1,n

Calcul des coefficients de rigidité réduite Q’; de chaque couche
et construction des matrices Ay, B;; et Dy.
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Lire les conditions aux

limites de la poutre selon x

y

Calcul du nombre d’onde pour les
10 premiers modes de la poutre

Form=1, 10

Fori=1, 10

y

y
Calcul des intégrales adimensionnelles
] ”ff’ et de la déformée X

v
Lire les conditions aux

limites de la poutre selon y

l

Calcul du nombre d’onde pour les
10 premiers modes de la poutre.

» Forn=1,10

A

y

Forj=1,10

Calcul des intégrales adimensionnelles
J ;’ et de la déformée ¥
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Form=1,10
y
Forn=1, 10
» Fori=1, 10
y
Forj=1, 10
4

« pqrs
Calcul des coefTicients Cmm ;
Construction des matrices [a] et [b]

A 4

Résolution du probléme aux valeurs propres
et
Calcul des fréquences propres

l

Graphique Impression des
résultats
Lire Ie rang du
mode (m, n)
y
Calcul de la deformee du Ecrire les 10 x 10
mode (m, n) premiéres
fréquences propres

¥

Afficher la déformée
du mode (m, n)

Fin
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3.5 Validation du programme élaboré

Dans le but de valider le programme élaboré, les résultats issus de ce dernier sont confrontés
aux fréquences et déformées propres d’une plaque rectangulaire symétrique, obtenues en
calcul de structures par ¢léments finis sous I-DEAS pour les vingt et une configurations
considérées de la plaque.

3.5.1 Caractéristiques mécaniques et géométrique de la plaque étudiée

Nous considérons une plaque carrée de dimensions 250 x 250 x 2,5 mm’, constituée d'un
stratifi¢ symétrique tiré de la littérature. La plaque est fabriquée par stratification successive
de quatre couches unidirectionnelles identiques a renfort de fibres de verre et de matrice en
résine époxyde, de 0,625 mm d’épaisseur chacune, disposées selon la séquence [30/0,/30]. La
fraction volumique des fibres est de 0,45. Les caractéristiques mécaniques d’une couche,
déterminées expérimentalement [21], sont :

Er=3461GPa;

Er= 702GPa;

Grr=3,19GPa ; (3.57)
Vir = 0,186

et 1a masse volumique du stratifié est p= 1830 kg/m’.

L’utilisation des caractéristiques citées ci-dessus, en tenant compte de ’empilement des
couches considérées, permet d’évaluer les matrices de rigidité du stratifié par le programme
de calcul comme suit :

[7.22347 0.95063 1.11100

A=10e+007[0.95063 2.01378 0.39290 |milliN / mm

|1.11100  0.39290 1.419398 .
B;=0 (3.58)
3.18012 0.73805 1.01264

D=1.0e+007{0.73805 1.14509 0.35811|milliN x mm

|1.01264 0.35811 0.98219

Pour les calculs sous I-DEAS, travaillant en formulation de Mindlin (prise en compte du
cisaillement transverse), les caractéristiques mécaniques (3.57) sont complétées par le module
de cisaillement transverse Grr- et le coefficient de Poisson wrp, évalués a partir de
l'expression (2.29). Pour un renfort en fibres de verre (£y= 73 GPa, v=0,22) et une matrice
époxyde (£, = 2,8 GPa, v, = 0,3), nous trouvons :

Grr=2759,3 MPa
vir= 027 (3.59)

La saisie de I’ensemble des données du matériau au code de calcul conduit a la détermination

des termes de la matrice de rigidité et & I’affichage de la séquence d’empilement (figure 3.3).
Les résultats obtenus sont identiques a ceux calculés sous Matlab.
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o VBEAS Mot Soaas B, Samfion

Figure 3.3 Empilement des couches et matrice de rigidité globale calculée par I-DEAS

3.5.2 Maillage et conditions aux limites utilisés sous I-DEAS

La discrétisation des plaques est effectuée par des éléments de type ‘Thin Shell’ (coque
mince) quadrilatére linéaire, en formulation de Mindlin. Une optimisation du maillage a été
effectuée pour assurer la convergence des fréquences propres. Les conditions aux limites sont
modélisées en appliquant les définitions relatives aux torseurs cinématiques correspondants a
chaque cot¢ de la plaque. La figure 3.4 représente la plaque discrétisée en éléments finis dans
le cas de la configuration ALEL.

- IUEAS Mache: Savies . Simulshion

Figure 3.4 Maillage et conditions aux limites appliqués a la plaque
Cas de la configuration ALEL
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3.5.3 Résultats obtenus

Dans cette partie, seuls les résultats correspondants aux deux cas extrémes de plaque,
complétement encastrée (EEEE) et complétement libre (LLLL), sont exposés. Les figures 3.5
et 3.6 représentent respectivement les fréquences et déformées propres des six premiers
modes ¢lastiques de flexion de la plaque (EEEE) et (LLLL) obtenues par les deux approches
considérées. Les modes rigides de la plaque complétement libre inclus dans le calcul ne sont
pas représentés. La représentation 2D retenue, amplitude du déplacement transversal en
projection sur le plan de la plaque, fait apparaitre les lignes nodales (lignes de déplacement
nul), permettant ainsi d’identifier les modes.

Résultats obtenus avec le programme de Résultats obtenus en calcul de structures par
calcul élaboré sous Matlab éléments finis sous -DEAS

632

0.15

a1

0 ki 1 015 D2 025
Mode 1,1 Mode 1,1
f=197.35699 Hz f=196.9165 Hz

0=

0 Y P R VR S R e e

Mode 1,2 Mode 1,2
f=333.46959 Hz f=332.5774 Hz
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AS5 A
i

015

ElEE

005

0 005 Ol oo anes b=

Mode 2,1 Mode 2.1
f=461.17657 Hz f= 459.2835 Hz

B e 01 o gz o

Mode 1,3 Mode 1,3
71=530.86007 Hz

05
02_:-

015
g

005 -

(e e 02 025

Mode 2,2 Mode 2.2
f=617.46993 Hz f=614.32170 Hz
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D15 =

i ==

005

RS e P e T

Mode 1.4 Mode 1,4
f= 75418572 Hz = 749.96530 Hz

Figure 3.5 Fréquences et déformées propres des six premiers modes de flexion de la plaque
EEEE calculées sous Matlab et en calcul de structures sous I-DEAS

Résultats obtenus avec le programme de Résultats obtenus en calcul de structures par
calcul élaboré sous Matlab éléments finis sous I-DEAS

Mode 2,2 Mode 2,2
J=65.96198 f=65.06872
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Mode 1,3
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a1s A

T m 015 0z

Mode 3,2 Mode 3,2
£=204.13988 f=199.920

Mode 1,4 Mode 1.4
1=1259.93921 F=256.4695

Figure 3.6 Fréquences et déformées propres des six premiers modes de flexion de la plaque
LLLL (modes rigides exclus), calculées sous Matlab et en calcul de structures sous J-DEAS

3.5.4 Analyse des résultats

Sur les tableaux 3.1 et 3.2 sont reportées les valeurs des fréquences propres obtenues par les
deux méthodes considérées, analytique et calcul de structures par éléments finis,
respectivement pour les configurations (EEEE) et (LLLL). La méme démarche est utilisée
pour analyser les résultats obtenus pour les autres combinaisons de conditions aux limites. Les
tableaux comparatifs sont regroupés en Annexe B.

Il ressort de ces tableaux que les valeurs des fréquences propres obtenues analytiquement sont

systématiquement supérieures a celles obtenues en calcul de structures et que 1'écart entre les
deux approches tend, a quelques exceptions prés, 4 croitre avec le rang du mode. Ces écarts
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Fréquences propres | Fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz)| £._— £, o
analytiquement structures L (%)
1 1.1 197,35699 196,91650 0,44049 0,22
2 1.2 333,46959 332,57740 0,89219 0,27
3 2,1 461,17657 459,28350 1,89307 0,41
4 13 530,86007 529,01730 1,84277 0,35
5 2.2 617,46993 614,32170 3,14823 0,51
6 14 754,18572 749,96530 4,22042 0,56

Tableau 3.1 Comparaison des fréquences propres obtenues sous Matlab et en calcul de
structures sous I-DEAS dans le cas de la plaque EEEE

Fréquences propres | Fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz)| 7. - £, %
analytiquement structures T 0)
1 22 6596198 65,06872 0,89326 1,37
2 1,3 83,46802 82,56300 0,90502 1,10
3 3,1 150,6454 148,96870 1,67671 1,13
4 23 154,95580 153,65770 1,29805 0,85
5 3.2 204,13990 199,92010 421978 2,11
6 1.4 25993921 256,46930 3,46991 1,35

Tableau 3.2 Comparaison des fréquences propres obtenues sous Matlab et en calcul de
structures sous I-DEAS dans le cas de la plaque LLLL

peuvent étre expliqués par la différence de formulation. En effet, le probléme résolu sous
I-DEAS est le probléme général décrit par les équations (2.100) a (2.104), et prend en
considération les trois composantes du déplacement de la plaque, alors que dans notre
approche nous ne considérant que le déplacement transversal. D'autre part, la formulation des
¢léments retenus par le code de calcul est basée sur la théorie des stratifiés du premier ordre
(Mindlin) alors que celle utilisée pour développer le programme de calcul élaboré est la
théorie classique des stratifiés. Cette derniére négligeant le cisaillement transverse et I’inertie
de rotation des sections droites, conduit & surestimer les valeurs des fréquences propres [33].
En effet les contraintes de cisaillement transverse tendent a diminuer 1’énergie de déformation
alors que I’inertie de rotation augmente I'énergie cinétique totale de la plaque ce qui abaisse
les fréquences propres représentées schématiquement par le rapport énergie de déformation -
énergie cin€tique, ou quotient de Rayleigh [7]. Ces deux effets s’accroissent dans le sens du
rang du mode expliquant ainsi la tendance a l'augmentation de 1'écart entre les deux
formulations pour les modes de rang supérieur.

D'un autre coté, la comparaison entre les différentes configurations en terme d'erreurs
relatives commises sur I'estimation des fréquences propres par la méthode de Rayleigh-Ritz,
montre que la plus grande précision est obtenue dans le cas de la plaque complétement
encastrée et que la valeur de l'erreur augmente progressivement en changeant un coté encastré
en coté appuyé puis en coté libre. Ceci peut étre alloué a la précision de l'approximation
utilisée (fonctions poutres). En effet l'approximation du déplacement transversal par les
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fonctions poutres ne permet pas de tenir compte des couplages flexion-torsion (induit par les
tormes I, ¢t D, de lu matrice de rigidité de flexion 15), ni du voupluge [xivu-lexion
(terme D, ). Nous avons abordé cette limitation sur les conditions aux limites (paragraphes
3.4.3), et nous retrouvons bien la conséquence de celle-ci dans la tendance observée. Par
ailleurs, I'analyse des déformées propres montre que méme dans le cas le plus favorable o
I'approximation par les fonctions poutres permet de vérifier les conditions aux limites sur tous
les cotés de la plaque (configuration EEEE), le couplage a l'intérieur du domaine n'est pas
modélisé par celle-ci, il se manifeste (figure 3.5) par la rotation subie par les lignes nodales :
paralléles aux bords de la plaque dans le cas de I'approximation, elles sont déviées dans le cas
de la modélisation éléments finis reflétant la déformation réelle de la plaque qui subit une
torsion au tour de I'axe z pour toute flexion dans les plans (x,z) ou (y,z). Cet aspect permet
aussi d'expliquer les écarts entre les deux méthodes.

Cependant l'erreur relative enregistrée est inférieure a 3.0 %, dans toutes les configurations
calculées et simulées. Ce résultat permet de conclure a la validité du programme de calcul
élaboré.
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4.1 Vibrations expérimentales des structures

L'étude expérimentale du comportement vibratoire consiste & mesurer les caractéristiques
modales dune structure (fréquences et déformées propres, amortissements modaux)
representatives de son comportement dynamique. Ces mesures renseignent sur I'état réel de la
structure et permettent une meilleure maitrise du probleme de controle des vibrations
(localisation exacte des fréquences de résonance, identifications des déformées..). Elles
servent a valider les modeles théoriques ou & construire des modéles de comportement,
notamment en basses fréquences [27], utilisés pour les calculs de prédiction et pour analyse
des informations contenues dans ces mesures (techniques de caractérisation, de détection et de
suivi de l'évolution des défauts et endommagements). Généralement deux types d’essai
peuvent étre utilisés [7] :

- Essai d’excitation approprice: la structure est excitée en plusieurs points
simultanément, par des forces harmoniques synchrones dont la fréquence et les amplitudes
sont réglées par approximations successives jusqu’a I’obtention d’une réponse résonante : la
fréquence et la déformée propre sont alors mesurées directement. Cette technique, fiable mais
difficile d’cmploi, cat réacrvée aux structurcs de pointc de grandes dimensions.

- Essai d’excitation non appropriée : la méthode consiste a exciter la structure en un
point avec une force quelconque (en particulier impulsionnelle) et mesurer sa réponse en
d’autres points. Les caractéristiques modales sont obtenues aprés analyse, par des
équipements appropriés (analyseurs de vibration), des réponses et des fonctions de transfert
obtenues sur un intervalle de fréquences choisi. Cette méthode, rapide et simple, convient
aussi bien aux éprouvettes de laboratoire qu’aux tests sur des structures a échelle réelle [14].

Nous utilisons cette derniere méthode pour déterminer, dans un premier temps, les fréquences
propres de flexion de deux plaques de stratification distinctes, testées dans les configurations
ELLL et ELEL. Les mesures obtenues sont comparées aux fréquences propres de ces plaques
calculées par les deux approches considérées (chapitre 3). La détermination expérimentale des
déformées propres n’est pas envisagée, elle est plus complexe et nécessite plus de moyen.
Cette démarche est complétée par une étude de l'amortissement ayant pour finalité I'évaluation
de la réponse amortie des plaques étudiées.

4.2 Matériau étudié
4.2.1 Mode de fabrication et stratification

L'étude expérimentale porte sur deux matériaux stratifiés symétriques a renfort de fibres de
verre type E et de matrice en résine époxyde. Ces matériaux sont fabriqués sous forme de
plaques par stratification successive de huit couches identiques de renfort sous forme de tissu
unidirectionnel VEX 300, de masse surfacique M, = 300 g/m’, orientés a 0° et 90° selon les
séquences d'empilement [0/90,/0]; pour le premier et [90/0,/90]; pour le second.
L'imprégnation par la résine €poxyde, de type SR 1500, effectuée par voie humide est suivie
d'une polymérisation sous vide par la technique du sac pendant 8 heures 4 température
ambiante. Les matériaux obtenus sont découpés, sur une trongonneuse a disque diamanté, aux
dimensions des plaques testées 250 x 202 mm’. La premiére plaque de séquence
d'empilement [0/90,/0]; (couches externes orientées parallélement a la direction x du
référentiel, figure 4.1) a été réalisée avec une épaisseur moyenne de 1,9 mm. La deuxiéme
plaque de séquence d'empilement [90/0,/90]; a une épaisseur moyenne de 2,2 mm.
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Figure 4.1 Plaque étudiée rapportée a son référentiel

4.2.2 Caractéristiques mécaniques des plaques étudiées

La pesée des plaques a permis de déterminer leurs masses volumiques. La masse de la plaque
1 [0/90,/0]; est de 164,3 g conduisant 4 une masse volumique p,= 1710,0 Kg/m®. Celle de la

plaque 2 [90/0,/90]; est de 185,0 g correspondant & une masse volumique p,= 1665,0 Kg/m’.

Le taux de renfort dans chaque stratifié est évalué sur la base de la masse surfacique du
renfort M, de la masse volumique des fibres p, et de I'épaisseur d'une couches e, par la

relation [1] :

P (4.1)

Pour des fibres de verre de type E de masse volumique p,= 2600,0 Kg/m’®, la fraction

volumique des fibres est de 0,48 pour la plaque 1 et de 0,42 pour la plaque 2. A partir de ces
données, les propri¢tés mécaniques des couches dans chaque plaque sont évaluées par les
expressions (2.25) a4 (2.30) sur la base des propriétés suivantes pour :

- Les fibres de verre :  Ey= 73 GPa;

v = 0,22,
- La matrice époxyde : £, = 2,8 GPa ;
= 03.

Ces caractéristiques sont résumées dans les tableaux 4.1 et 4.2. Elles ont servi a calculer les
fréquences et déformées propres des deux plaques, analytiquement et en calcul de structures
par éléments finis, pour les deux configurations expérimentales retenues.
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Module de Module de Module Module Coefficient Coefficient
Youuy Yuuuy de de de de
longitudinal tranversal cisaillement | cisaillement Poisson Poisson
Ey Er=Er Grr= Gir Grr- ir = v vip
(MPa) (MPa) (MPa) (MPa)
364960 6814,0 28154 2468.0 0,26 0,38

Tableau 4.1 Caractéristiques mécaniques d’une couche unidirectionnelle dans son repére

d’orthotropie - plaque 1 [0/90,/0];

Module de Module de Module Module Coefficient | Coefficient
Young Young de de de de
longitudinal tranversal cisaillement | cisaillement Poisson Poisson
E Er=Ep Gir= Gir Grr Vir = Vi Vi
(MPa) (MPa) (MPa) (MPa)
322840 6031,12 2458.69 21796 0,2664 0,3836

Tableau 4.2 Caractéristiques mécaniques d’une couche unidirectionnelle dans son repére

d’orthotropie - plaque 2 [90/0,/90],

4.2.3 Conditions aux limites et points de mesure

L’encastrement est réalis¢ suivant la largeur de la plaque (direction y). Les plaques testées ont
alors les dimensions 226 x 202 mm?, dans la configuration ELLL et 202 x 202 mm? dans la
configuration ELEL. Dans le but de repérer les points de mesure expérimentaux, les plaques
ont été préalablement quadrillées de mailles de 15 x 15 mm® (figure 4.2), neuf points de
mesure ont été retenus.

| I | = B ]
.1 U4 ‘: ..— h-: .;
7 : |
1 1
el 2l | 8 Pl - 2
“L‘HH . [ = t— 1552‘2 ‘ — T uum
T ' I
.9 ‘ [3 3 .9 HS 3 ?
H ns l; I ;’Ej.‘
a) Configuration ELLL b) Configuration ELEL

Figure 4.2 Quadrillage et points de mesure expérimentaux
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4.3 Banc d'essais

La figure 4.3 montre le banc d'essais et les moyens utilisés. La plaque testée (1) est maintenue
horizontalement grice & un dispositif de fixation (2) permettant de réaliser la condition
d’encastrement sur I'un des bords de la plaque. Pour éviter toutes perturbations des
fréquences propres de la plaque par celles du dispositif de maintien [34], ce dernier est fixé
sur un bloc rigide en béton (3). La plaque est excitée, par impact, avec un marteau de choc (4)
geénerant une force impulsionnelle. Le capteur de force monté sur le marteau permet de
traduire cette excitation en signal temporel. Un accélérométre (5) fixé sur la plaque permet de
mesurer ’amplitude de I’accélération de ce point en fonction du temps. L analyseur bi canaux
(6) permet Pacquisition simultané des deux signaux, leurs traitements en temps réel par
transformée de Fourrier rapide (FFT) et Denregistrement des données sur support
informatique.

(1) : Plaque étudiée ; (4) : Marteau de choc avec capteur de force B&K 8200
(2) : Dispositif de maintien ;  (5) : Accélérométre B&K 3484
(3) : Bloc de béton (6) : Analyseur bi canaux B&K 2035

Figure 4.3 Banc d'essais et moyens utilisés
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4.4 Déroulement des essais — mesure des fréquences propres

L'accélérometre est fixé sur la plaque excitée en flexion avec un marteau de choc (figure 4.4).
La force d'excitation et 1'accélération du point de mesure sont traduites en signaux temporels
grice aux capteurs et traités par l'analyseur affichant, entre autres, les spectres de ces signaux
(amplitudes (dB) en fonction de la fréquence, figure 4.5).

Figure 4.4 Excitation de la plaque au marteau de choc

Figure 4.5 Spectre de la réponse en accélération de la plaque

L’analyse d’une impulsion dans le domaine fréquentiel (par transformée de Fourrier) montre
que I"excitation par choc génere en théorie ’ensemble des fréquences [0, +oo [ permettant
ainsi d’exciter toutes les fréquences propres de la plaque. Pour chaque fréquence propre il se
produit une réponse résonante de la plaque (réponse avec une amplitude maximale), qui
apparait sous la forme d'un pic sur le spectre de réponse. Chaque pic de ce spectre correspond
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donc a une fréquence propre de la plaque. En réalité, la plage de fréquences générées dépend
de la rigidit¢ de I’embout du marteau de choc [21]. Pour détecter tous les modes, la procédure
est répétée a différents points de la plaque (dans notre cas neuf points de mesure). L'étude est
menée sur l'intervalle [0,800] Hz avec une résolution en fréquence de 1 Hz.

4.5 Résultats obtenus

La figure 4.6 donne quelques exemples de spectres de réponses expérimentales mesurées sur
la plaque 1 [0/90,/0]s, configuration ELLL, pour laquelle les six premiers modes propres
appariassent dans la bande de fréquences [0,400] Hz. L'ensemble des spectres mesurés aux
différents points expérimentaux des deux plaques, dans les deux configurations d'essais, est
reporte en Annexe C. Chaque valeur expérimentale de fréquence propre relevée a partir de ces
spectres est affectée au point ou elle a été mesurée, et 'ensemble des valeurs mesurées pour
un mode est comparé aux fréquence et déformée propres calculées analytiquement sous
Matlab et en calcul de structures par éléments finis sous I-DEAS, pour ce méme mode
(tableaux 4.3 a 4.6).

171
T 131 T T T T =

0] b0 100 |} 150 200 250 300 350 400

Amplitude dB
o

Fréquence (Hz)

a) Spectre de la réponse de la plaque au point 1

122

30
21

20 I77

10 h

245
10 § 20 1OOJ 150 200 &60 ,‘,ﬂlﬂ 00 3504 400

Amplitude dB
o

=20 -

Fréquence (Hz)

b) Spectre de la réponse de la plaque au point 5
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21

299

Amplitude dB
o

Fréguence (Hz)

¢) Spectre de la réponse de la plaque au point 9

Fipure 4 6 Txemples de spectres des réponses expérimentales mesurdes suc
la plaque 1 [0/90,/0]; - configuration ELLL

a) Fréquences et déformées
propres obtenues en calcul
de structures par éléments

b) Fréquences et déformées
propres obtenues avec le
programme de calcul élaboré

¢) Fréquences propres
expérimentales en fonction
de la position du point de

finis sous I-DEAS sous Matlab mesure
7”2*1*~-- -%i -- -—29—— =
3‘9---— --21“ *"?-9 e
| i MM e
Mode 1,1 Mode 1,; L M(.)de 1 |
f=2283Hz f=22.84Hz f=20-21Hz

X ---;’J6n‘"7774:1;7—-__4f-é—___
Mode 1,2 Mode 1,2 Mode 2
f=40.86 Hz f=40.96 Hz f= 4246 Hz
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Mode 2,1 Mode 2,1 Mode 3
f=142.65Hz f=142.84Hz f= 118—132Hz

{1

- 'I‘:S‘I’ - "‘I{ZZ“ '"I'%&Z*‘ =

SIS S

191 1
"1";;0"“ '1563" ‘"1‘%11
Mode 2.2 Mode 2.2 Mode 4
f=170.67 Hz f=171.14Hz f= 161-171 Hz

--169--- -161- - 11— -

Mode 1,3
f=173.82

Mode 1,3
f=174.15Hz

Mode 2,3
f= 285.65 Hz

Mode 2,3
= 286.85 Hz

296 __ 245 .

200 237 308 |

Mode 6
f= 237-308Hz

Tableau 4.3 Valeurs des fréquences propres calculées et mesurées aux différents points, pour
les six premiers modes de flexion de la plaque 1 [0/90,/0]; - Configuration ELLL
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a) Fréquences et déformées
propres obtenues en calcul
de structures par éléments

b) Fréquences et déformées
propres obtenues avec le
programme de calcul élaboré

¢) Fréquences propres
expérimentales en fonction
de la position du point de

finis sous I-DEAS sous Matlab mesure
R ——
Mode 1,1 Mode 1.1 Mode 1
f=22.14Hz f=22.16 Hz f=22-23Hz

: I N
Mode 1,2 Mode 1,2 Mode 2
f=4290 Hz f=43.02Hz f=47-51Hz
. B Ui O
Mode 2,1 Mode 2,1 Mode 3
£=138.46 Hz £=138.69 Hz f=133-144 Hz
- 1 | For—am ]
Mode 2,2 Mode 2.2 Mode 4
f=17227Hz F=172.88 Hz f= 182192 Hz
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s | i : ]
. el G
5 isr -~ -7&3- 13-
: B
Mode 1,3 Mode 1,3 Mode 5
f=213.44Hz f=213.89 Hz f=213-231Hz
. & 5 : s
= : B e e TR
_ ----%:49-- -:%35- ”“f:-— -
nn:ﬂ M--V a1 : _!;t u.'i - ﬁ‘;-__ B __-?—: B -__?:77 B
Mode 2.3 Mode 2.3 Mode 6
=319.06 Hz f=320.63 Hz f= 333-364 Hz

Tableau 4.4 Valeurs des fréquences propres calculées et mesurées aux différents points, pour
les six premiers modes de flexion de la plaque 2 [90/0,/90], - Configuration ELLL

a) Fréquences et déformées

b) Fréquences et déformées

¢) Fréquences propres

propres obtenues en calcul de | propres obtenues avec le expérimentales en fonction
structures par éléments finis | programme de calcul élaboré |  de la position du point de
sous I-DEAS sous Matlab mesure
: | | "“‘%Sﬁ”*“'l?']““*tﬁjj‘——
. : B e aat o
: - I T
% em o uu?u 1) ;.'u s 'la- 152 I$O 153
Mode 1,1 Mode 1,1 Mode 1
f=181.66 f=181.98 Hz f=121-154Hz
: P
- . —— R -
T AT CORT e 166 1|62 ]6$
Mode 1,2 Mode 1,2 Mode 2
f=19334 Hz F=195.79Hz = 162—-171 Hz
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a
]

% om om om ow o1 om aw am aW G2

£

____2_74_
TR TR

274~ 261 -—-275-—

____,;:____27:3_,4

!

Mode 1,3 Mode 1,3 Mode 3
f=27870 Hz f=279.59 Hz f= 242 -275Hz
= O
: gt
2 1 (S -
] |1 nu';-r ) 378 ;- 37?
Mode 2,1 Mode 2,1 Modc 4
f=49992 Hz f=501.66 Hz f= 343 -378 Hz
o TA0TT AT AT
- . e |
Mode 2,2 Mode 2,2 Mode 5
f=515.86 Hz f=51794 Hz f= 401—-415Hz

T

I:-‘ aizmras -___-é- _______ -%_:___4—4—: T
- e :447 : $
1 e s
Mode 1.4 Mode 1.4 Mode 6
f=519.61 Hz f=521.66 Hz f= 447 -449 Hz

Tableau 4.5 Valeurs des fréquences propres calculées et mesurées aux différents points, pour
les six premiers modes de flexion de la plaque 1 [0/90,/0]; - Configuration ELEL
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a) Fréquences et déformées
propres obtenues en calcul de
structures par éléments finis
sous I-DEAS

b) Fréquences et déformées
propres obtenues avec le
programme de calcul élaboré
sous Matlab

¢) Fréquences propres
expérimentales en fonction
de la position du point de
mesure

Mode 1,1
f=176.12Hz

© O G OCF 08 O QI QN QB AW o2

Mode 1,1
f=176.54 Hz

-——-f70~mi#}———ﬁ§———

“”Iﬁ“"“iﬁ_——t’?ﬁ"_

“"f‘?ﬁ"" 155" “‘I7?’"m

Mode 1
f=143-177Hz

% om s a am 01 e= am 4% am az

-——2@9———-2{5&—%21&3*“
"“itﬁ*ﬂ-zaﬁ--—ﬂt@-"

”“i()fa”“‘lg’f‘_—ZOfﬁ“‘

Mode 1,2 Mode 1,2 Mode 2
f=190.45Hz f=191.07 Hz f= 183 -210Hz
= ———%e’f—————%—rfsa?———
H “‘%5““3%5**“36%“‘
.
Mode 1,3 Mode 1,3 Mode 3
=306.99 Hz f=308.21Hz /= 305-307 Hz
- —336-- %————33:9---

Mode 2,1
f=48430 Hz

Mode 2.1
f=486.66 Hz

'
1 i ]
¥ ' 1

““33*4““ ‘}f** "‘33§‘ 7

Mode 4
/= 329-339Hz
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5 418 a}0 419
: - WS- S
c | e
Mode 2,2 Mode 2,2 Mode 5
f=504.00 Hz f=1506.81 HZ /= 410-459Hz
A s e : i i
s -$29- - —-s52%-—
.: B | e
R, e
Mode 2,3 Mode 2,3 Mode 6
7= 600.10 Hz F=604.21 Lz J= 519 529 Hz

Tableau 4.6 Valeurs des fréquences propres calculées et mesurées aux différents points, pour
les six premiers modes de flexion de la plaque 2 [90/0,/90]; - Configuration ELEL

4.6 Analyse des résultats

La comparaison des valeurs des fréquences propres calculées par les deux approches
théoriques montre qu'une meilleure précision, en terme d'erreur relative, est obtenue avec le
programme de calcul dans les deux configurations ELLL et ELEL, par rapport au cas de la
plaque symétrique considérée au chapitre précédent. Les plaques étudiées expérimentalement
ayant un comportement orthotrope ( D,;=D,,=0) résultant de la stratification croisée, il ne

subsiste plus que le couplage dii au terme D,,. La troncature commise sur les expressions des
conditions aux limites est moins importante, et comme on peut l'observer sur les déformées
propres (tableaux 4.3 a 4.6), 'approximation du déplacement par les fonctions poutres est plus
réaliste, les plaques ne subissant pas de torsion dans le plan (les lignes nodales sont paralléles
aux bords de la plaque dans les deux approches). Ces observations confirment I'analyse
présentee au chapitre 3.

D'un autre coté, la comparaison entre les valeurs calculées des fréquences propres et celles
mesurées expérimentalement montre que ces derniéres sont proches de la théorie, notamment
pour les premiers modes des deux plaques dans la configuration ELLL et pour la deuxiéme
plaque dans la configuration ELEL alors qu'elles divergent complétement dans le cas de la
plaque 1 dans cette méme configuration. Ces valeurs expérimentales présentent par ailleurs
d'importantes dispersions pour un mode donné que 'on peut classer en deux types :

a) Une dispersion d'ordre générale :
Elle est due a I’hétérogénéité du matériau de la plaque [21] et & I’incertitude (ou dispersion)

sur I’épaisseur [26], liées au procédé de fabrication artisanal de la plaque (distribution non
uniforme de la matiére).
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b) Une dispersion en rapport avec les déformées propres :

On note que les fréquences propres mesurées varient sensiblement en fonction du point de

mesure avec des tendances différentes selon les modes. Considérons la plaque 1 [0/90,/0],

dans la configuration ELLL. La superposition (tableau 4.7) des valeurs mesurées des

fréquences propres et des déformées propres théoriques de la plaque, pour un mode donné,

montre qu’il y a une certaine corrélation entre 1’amplitude du déplacement du point de mesure

et la valeur mesurée de la fréquence :

- Les plus faibles valeurs des fréquences mesurées pour un mode correspondent a des points
d’amplitudes de déplacement maximales ;

- Les valeurs les plus importantes des fréquences mesurées pour un mode correspondent &
des points d’amplitudes de déplacement minimales, prés des extrémités libres ou
encastrées.

Nous pensons que ces phénomeénes sont dus a la combinaison de deux effets : ’effet du bord
et "inertie de la masse du capteur (9 g.). L’effet du bord correspond a une augmentation de la
rigidité prés des extrémités encastrées ou libres d’une structure du fait de I’atténuation du
déplacement dans ces régions induite par les ondes évanescentes. L’effet de la masse du
capteur est li€ aux déformées propres de la plaque. L’inertie de cette masse est proportionnelle
a la vitesse du point de mesure et donc a I’amplitude du déplacement de ce point : lorsque le

Mode 3 Mode 4
Jm=142,7Hz fa=170,7Hz
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Mode 5 Mode 6
fw=173,8Hz fa=258,7Hz

Tableau 4.7 Superposition des fréquences propres expérimentales et des déformées propres
théariques tracées sons I-DEAS dans le cas de la plaque 1 [0/90,/0],

capteur est placé prés d’un ventre de vibration (point de déplacement maximal) son inertie est
maximale et ’énergie cinétique additionnelle apportée au systéme tend & abaisser la valeur
mesuree de la fréquence (cas de la ligne centrale du mode 3, tableau 4.7). Par contre lorsqu’il
est placé prés d'un bord libre, encastré ou prés d’une ligne nodale, 1’énergie cinétique
additionnelle est faible et ne modifie que 1égerement la fréquence propre mesurée. Dans le cas
limite ou le capteur est placé sur la ligne nodale du mode 2 (points 2, 5 et 8), la fréquence de
ce mode n’apparait pas sur les spectres expérimentaux : le déplacement en ces points étant
nul, ’amplitude calculée par ’analyseur a cette fréquence est nulle.

Les modes 1,2,3 et 6 obéissent bien a cette logique : les fréquences propres mesurées des deux
premiers modes sont maximales lorsque le point de mesure s’approche du bord encastré
(points 7,8 et 9); celles du troisiéme et sixiéme modes sont minimales lorsque le capteur est
placé pres des ventres de vibration (points 4,5 et 6).

Pour les modes 4 et 5 on remarque que les fréquences propres théoriques des deux modes sont
proches laissant supposer un couplage de leurs modes expérimentaux [35] et une interférence
de leurs fréquences propres mesurées. De plus, la déformée calculée du mode 4 montre une
ligne nodale semblable a celle du mode 2 (points 2,5 et 8). Par conséquent, les fréquences
mesurées en ces points ne correspondent pas au mode (4) mais au mode suivant (5). Dans ce
cas I’analyse précédente peut étre étendue a ces deux modes : la tendance de variation des
fréquences mesurées en fonction des points de mesure suit bien la variation de I’amplitude du
déplacement pour les deux modes (tableau 4.8).
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an

169 161 171

30183 1L

Mode 4

Mode 2.2 Mode 2,2
f=170.67 Hz f=171.14 Hz f= 161-171 Hz
,__1:;*4___ _1521_-_1553,- e
Mode 1,3 Mode 1,3 Mode 5
f=173.82 f=17415Hz f=163-174 Hz
a) I-DEAS b) Matlab ¢) Expérimental

Tableau 4.8 Variation des fréquences propres mesurées en fonction de 'amplitude du
déplacement du point de mesure pour les modes 4 et 5
de la plaque 1 [0/90,/0]; - Configuration ELEL

Cette analyse peut étre étendue aux autres cas étudiés. On peut alors considérer que les
valeurs les moins perturbées par l'effet de la masse du capteur (valeurs mesurées loin des
ventres de vibration) sont les valeurs les plus proches des fréquences propres réelles. Les
tableaux 4.9 a 4.12 récapitulent les résultats obtenus précédemment sur la base de ce nouvel

aspect.
Modes 1 2 3 4 5 6
Fréquences propres
théoriques (Hz) 22,8 40,9 142,7 170,7 173,8 285,7
Fréquences propres
mesurées (Hz) 21 46 132 171 174 308

Tableau 4.9 Valeurs des fréquences propres calculées et mesurées pour les six premiers
modes de flexion de la plaque 1 [0/90,/0]; - Configuration ELLL
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Modes 1 3 3 2 5 6
Fréquences propres

théoriques (Hz) 22,15 42,9 138,5 172.3 2134 319,1
Fréquences propres

mesurées (Hz) 23 51 144 192 231 349

Tableau 4.10 Valeurs des fréquences propres calculées et mesurées pour les six premiers
modes de flexion de la plaque 2 [90/0,/90]; - Configuration ELLL

Modes 1 2 3 4 5 6
Fréquences propres
théoriques (Hz) 181,7 1933 287,7 500,0 5159 519,0
Fréquences propres
mesurées bz} 154 171 275 378 115 119

Tableau 4.11 Valeurs des fréquences propres calculées et mesurées pour les six premiers
modes de flexion de la plaque 1 [0/90,/0]; - Configuration ELEL

Modes 1 2 3 4 5 6
Fréquences propres
théoriques (Hz) 1751 10,5 307.0 4843 504.,0 600,1
Fréquences propres
mesurées (Hz) 177 210 307 339 459 529

Tableau 4.12 Valeurs des fréquences propres calculées et mesurées pour les six premiers
modes de flexion de la plaque 2 [90/0,/90]; - Configuration ELEL

Ces tableaux mettent en évidences des divergences entre la théorie et les mesures que la
dispersion seule ne suffit pas a expliquer. Les autres causes de ces différences sont d’une part
le fait que les caractéristiques mécaniques utilisées pour le calcul ne sont que des
approximations des propriétés réelles estimées par des approches théoriques, et d’autre part
les difficultés liés aux conditions expérimentales. En effet Ia réalisation d'un encastrement de
rigidité infini correspondant parfaitement 4 la théorie est impossible [34] et réciproquement la
modélisation d'un encastrement réel n'est pas aisée [36]. Cet effet est plus marqué dans le cas
de deux encastrements, configuration ELEL, pour laquelle on observe les déviations les plus
importantes entre la théorie et I'expérience. De plus nous avons noté lors des essais que pour
la plaque [0/90,/0]; testée dans la configuration ELEL, le dispositif utilisé¢ produisait une
compression en membrane sur cette plaque. Les précharges de compression ayant pour effet
d'abaisser les fréquences propres [1], cette remarque va dans le sens des mesures
expérimentales qui divergent dés le premier mode dans ce cas.
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4.7 Etude de I'amortissement des stratifiés
4.7.1 Amortissement

L'amortissement, ou la dissipation de I'énergie mécanique par les différents mécanismes, est
un parametre important dans I'étude du comportement dynamique des structures. 11 agit aussi
bien sur I'amplitude du mouvement vibratoire (résonance notamment) que sur la durée de vie
en fatigue (perte de rigidité par suite d'échauffement,...etc.).

Les stratifiés composites se caractérisent par un amortissement intrinséque (structural)
supérieur a celui des matériaux usuels, pouvant constituer  lui seul une solution de contrdle
des vibrations. De plus cet amortissement est modulable, comme les autres propriétés des
stratifiés, par le choix des constituants et de la séquence d’empilement dou I'intérét
grandissant pour Il'utilisation des composites dans la réalisation de structures de pointe.
L'optimisation des performances de telles structures nécessite la compréhension de tous les
mecanismes d'amortissement ainsi que l'influence des paramétres du matériau sur ces derniers
dans un but de modé¢lisation et de prédiction. Chandra et al [37] ont présenté une revue
bibliographique sur les travaux menés dans ce sens. La complexit¢ de Il'analyse de
l'amortissement dans les composites a renforts fibreux provient de ses sources multiples,
intervenant aux différentes echelles du matériaux (nature viscoélastique des constituants,
propriétés de I'interface fibre/matrice, endommagement : décohésion et délaminage). Deux
types d'approches sont utilisées pour modéliser I'amortissement dans les stratifiés

- La premicre basée sur le principe de correspondance ou approche viscoélastique introduite
par Hashin, elle consiste & remplacer les modules élastiques par les modules complexes
correspondants dans la formulation du probléme aux valeurs propres, dont la résolution
permet d'obtenir les fréquences propres amorties (partie réelle de la valeur propre complexe),
et les facteurs de perte modaux (rapport de la partie imaginaire 4 la partie réelle).

- La deuxiéme approche est basée sur I'énergie de déformation, elle définit une capacité
d'amortissement spécifique globale du stratifié (rapport énergie dissipée - énergie de
déformation) égale a la somme des capacités spécifiques d'amortissement associées a chacune
des composantes du tenseur de contraintes dans les différents plis. Cette approche est aussi
connue comme l'approche de Adams-Bacon, ou critére de Adams-Bacon, elle a été
développée dans les cas des poutres pour un état de contraintes planes. Yim [38] a étendue
cette approche en considérant 1'énergie de déformation en cisaillement transverse pour étudier
l'effet de ce dernier sur I'amortissement des poutres stratifiées. Berthelot et Sefrani [39]
ont utilis¢ la méthode de Rayleigh-Ritz pour calculer I'énergie de déformation des plaques
afin d'étudier l'effet de la largeur sur l'amortissement des poutres.

Cependant, ces méthodes théoriques de prédiction restent limitées d'une part elles nécessitent
une caractérisation complete du matériau de chaque couche (modules complexes et facteurs
de perte élémentaires sensibles a la température et a la fréquence [40]), et d'autre part elles ne
permettent pas de tenir compte des imperfections et défauts, liés 4 la mise en ceuvre et a
l'assemblage des couches, croissant avec la taille de la structure. Dans ce contexte, seule
l'expérience fournit une mesure globale de l'amortissement a 1'échelle du stratifié¢ et permet
d'établir des modeéles empiriques de prédiction [41 et 42], ou d'obtenir une estimation fiable
du comportement dynamique de la structure lorsque les valeurs mesurées des amortissements
modaux sont associ€es a des modeles théoriques éprouvés [34].
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4.7.2 Détermination expérimentale de I'amortissement
4.7.2.1 Méthode de mesure

Les amortissements modaux sont évalués par la méthode dite de largeur de bande & demi
puissance [27 et 35], qui correspond & -3dB de ["amplitude maximale (figure 4.7).
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Figure 4.7 Largeur de bande a — 3 dB correspondant au premier mode de
la plaque 1 [0/90,/0]; - Configuration ELLL, point de mesurcl

Pour chaque mode 7, le facteur de perte 7; est calculé par :

N 4.2
7 7 (4.2)

Ou:
fi : fréquence propre du mode i ;
Af :largeur de bande a — 3dB.

Le taux d’amortissement est reli€ au facteur de perte par

1. o
gi = 2’7;‘ 2f,- (4'3)

4.7.2.2 Résultats obtenus

La valeur moyenne de I’amortissement modale du mode 7 est calculée en appliquant la
relation (4.3) pour chaque fréquence propre f; mesurée aux points considérées.
L’amortissement des stratifiés dépend de la fréquence [37,39 et 41], et est sensible aux
différentes sources de dispersion ainsi qu’aux conditions aux limites et moyens de mesure
[26], le recours a la moyenne permet d’obtenir une estimation de I’amortissement sur
intervalle de fréquences mesurées pour le mode /. Les tableaux 4.13 a 4.16 regroupent les
valeurs moyennes des amortissements modaux, calculées 4 partir des spectres expérimentaux.
Dans le casde la configuration ELEL, seuls les amortissements correspondant aux trois
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premiers modes propres de chaque plaque sont évalués en raison de la grande déviation
ohsearvaa entre o valenra thénriques ot megurées des fréquences propres.

Modes 1 2 3 4 5 6
Fréquences propres
théoriques (Hz) 22,8 40,9 1427 170,7 173,8 2857
Intervales des
fréquences mesurées (Hz) 20-21 42-46 | 118-131 | 161-174 | 161-174 | 237-308
Taux d’amortissement
& (%) 3.87 1.72 0.61 0.56 0.56 0.43
Tableau 4.13 Amortissements modaux moyens des six premiers modes
de flexion de la plaque 1- Configuration ELLL
Modes 1 2 r, 4 5 6
Fréquences propres
théoriques (Hz) 22,1 429 138,5 172.3 213,4 319,1
Intervale de
fréquences mesurées (Hz) 22-23 47-51 | 133-144 | 182-192 | 213-231 | 333-364
Taux d’amortissement
& (%) 325 1.64 0.61 0.58 0.44 0.39
Tableau 4.14 Amortissements modaux moyens des six premiers modes
de flexion de la plaque 2 - Configuration ELLL
Modes 1 2 3 4 5 6
Fréquences propres
théoriques (Hz) 181,7 1934 2787 499,2 515,9 519,6
Intervales de
fréquences mesurées (Hz) | 121-154 | 162-171 | 242-275 | 343-378 | 401-415 | 447-449
Tauxd’amortissement
& (%) 0,64 0,55 0,46 - - -
Tableau 4.15 Amortissements modaux moyens des six premiers modes
de flexion de la plaque 1- Configuration ELEL
Modes 1 2 3 4 5 6
Fréquences propres
théoriques (Hz) 176,1 190,5 307 4843 504,0 600,1
Intervales de
fréquences mesurées (Hz) | 143-177 | 183-210 | 305-307 | 329-339 | 410-459 | 519-529
Taux d’amortissement
& (%) 0,52 0,47 0,35 - - -

Tableau 4.16 Amortissements modaux moyens des six premiers modes
de flexion de la plaque 2 - Configuration ELEL
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L'analyse de ces tableaux montre une tendance générale a la diminution des amortissements
modaux avec la croissance des fréquences. Cette observation rejoint les conclusions de Maher
et al [42] dont les travaux ont aboutit & établir un modele empirique quasi hyperbolique reliant
les facteurs de perte & la fréquence, pour différentes séquences de stratification des matériaux
étudiés. Cependant, Berthelot et Sefrani [39] obtiennent un résultat totalement différent : pour
une séquence d'empilement donnée, I'amortissement du stratifi€ croit linéairement en fonction
de la fréquence. IIs démontrent que dans les cas de faibles amortissements de la structure la
valeur mesurée de l'amortissement modal en basses fréquences dépend fortement de la
résolution en fréquence adoptée et du nombre d'échantillons de signal enregistrés dans
I'intervalle de fréquences analysées. Plus cette valeur est faible, plus il faut augmenter la
résolution et le nombre d'échantillons enregistrés pour une meilleure évaluation de la valeur
de I'amortissement. Dans le cas de notre travail, on a été limité par les possibilités de
I'analyseur utilisé, il ne permet qu'une résolution de 801 points en fréquence (points pour
lesquels la transformée de Fourrier est calculée), et un nombre maximum d’échantillons
acquis de 1024, contre 1,5 x 10° échantillons enregistrés dans le cas de Berthelot et Serfrani.
Nous pensons avoir travailler dans les mémes conditions que Mabher et al, d’ou la similitude
de nos résultats.

4.7.3 Evaluation de la réponse amortie sous I-DEAS
4.7.3.1 Calcul de la réponse par la méthode de décomposition modale

La mod¢lisation des structures par la méthode des éléments finis, dans le cas des vibrations
lin€aires, conduit a remplacer le probléme continu décrit par un systéme d'équations aux
dérivées partielles par un probléme discret décrit par un systéme d'équations algébriques
lin€aires (4.4), dont les inconnues sont les variables nodales.

[M] {X} +[C]{X} +[KI{X} = {F(t)} (4.4)

Ou:
{X3, {X} et {X : Sont les vecteurs des variables nodales (déplacements-rotations et

et accélérations aux nceuds) de dimension N;

[M], [C] et [K] : Sont respectivement les matrices globales masse, amortissement et
raideur de dimension Nx N ;

{F()} : Vecteur des forces généralisées appliquées aux nceuds de dimension N.

L’extraction de la base modale sous I-DEAS se fait, indépendamment du cas étudié, sous les
hypotheses suivantes [43] :

{F(t)} =0 : les sollicitations extéricures sont nulles ;
{Xs} =0:les déplacements imposés sont nuls.

Dans ces conditions le systeme (4.4) se réduit au probleme aux valeurs et vecteurs propres
(4.5) dont les N solutions (@, {X},) sont les pulsations et déformées propres des vibrations
libres non amorties de la structure.

[K1- 02 1] $x3= (0} (4.5)
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Cette partie est basée sur I’algorithme de Lanczos pour I’extraction des 7 premiers modes de
vibrations. La réponse de la siructure est calculée par la méthode de superposition modale.
Elle consiste a €crire la réponse comme la somme des contributions de tous les modes sous la
forme :

&= .0}, (4.6)
i=1
Ou:
{X}, : Sont les vecteurs propres du systéme conservatif associé (4.5) ;
®@;(¥) : Solution temporelle harmonique de pulsation non amortie;.

La somme est tronquée au nombre de modes calculés n, il reste donc & déterminer les
solutions temporelles®;(7). En reportant I’expression (4.6) dans I’équation (4.4), on peut
éerire

M] Z:jcb,-(r){X},. +[C] Zcbf(t){x}i +[K] Zcpf(:){)(} —(F()} “.7)
Qu encore ;
Zc’b,-(t)[M] {x} + Z"l:cia,- ®[C1{x} +Z;q>,-(x) K1{x} = (Fo} (4.8)

En pré multipliant I’équation (4.8) par {X,-}T, et compte tenu des propriétés d’orthogonalité
des modes propres, par rapport aux matrices masse et raideur globale (relations (4.9) et
(4.10)) , ’équation (4.8) se réécerit sous la forme (4.11).

Osii#j

&) KX}, = (4.9)
Ki=j
Osii#j

&5 M), = (4.10)
M,;sii=j

M, &, + 3@, (0 ) [T, +K, @) =F, ) 4.11)

J=1
Avec :

F () ={} Fo}

Dans cette forme il subsiste un couplage par I’amortissement entre les modes propres. Pour
les structures faiblement amorties, I’hypothése d’un amortissement diagonal égal a
I"amortissement modal [43], permet de découpler I’équation (4.11) en équation (4.12) :

M, ®:(1)+C, ®:(t)+K, ®i(r) =F,(1) (4.12)
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Cette forme est appelée équation du mouvement en coordonnées modales. Elle est analogue 2
I'équation de D'oscillateur 4 un degré de liberté, dont les solutions sont déterminées en
fonction des conditions initiales.

4.7.3.2 Réponse amortie & une excitation sinusoidale

Nous considérons le cas de la plaque 1 dans la configuration ELLL. Une excitation
sinusoidale de fréquence 0.5 Hz et d’amplitude unitaire (F=1 N) est appliquée aun point (1) de
la plaque (figure 4.7) pour une durée de 4,5s, la réponse en déplacement (mm) au point (2) est
calculée sur I'intervalle [0,20] s, dans un premier temps sans tenir compte de 1’amortissement
ensuite en introduisant les amortissements modaux déterminés expérimentalement.
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Figure 4. 7 Point d’excitation et de calcul de la réponse sur la plaque

Les réponses sont calculées sur la base des six premiers modes, la figure 4.8 représente le
déplacement du point (2) de la plaque tracé en fonction du temps par I-DEAS.

Diopiocemant

Oisplacement

...............

.............

Figure 4.8 Réponses en déplacement de la plaque au point (2) consécutive a I’excitation
sinusoidale au point (1) : a) réponse non amortie, b) réponse amortie
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~ Conclusions

L’objectif assigné a ce travail est I'étude du comportement vibratoire, expérimentale et
nu€iique Jde plagues shualifiées en cowposiles. Pour atieindre cet objectf nous avons
commence par une etude bibliographique detaillée sur les stratitiés composites. De nombreux
travaux sont consacrés a I'¢tude du comportement dynamique des structures stratifiées dans le
souci d’une meilleure compréhension et maitrise des problémes vibratoires. Les structures
étudi€es sont de types plaques ou coques et la formulation de base des stratifiés est largement
adaptée a de telles analyses. La résolution du probléme est essenticllement basée sur
l'approche modale consistant a4 déterminer les caractéristiques modales des structures,
théoriques ou expérimentales. Un grand intérét est accordé aux performances d'amortissement
des composites dont la modélisation reste trés difficile. La synthése de ces travaux nous a
amené a procéder en trois étapes. La premiere & consister & effectuer un développement
complet de la formulation des stratifiés, reliant les propriétés des constituants a celles de la
structure, grice aux concepts d'homogénéisation, et mettant en évidence les paramétres
gouvernant le comportement des plaques stratifiées et les difficultés de traitement du
probléme du point de vue matériau et conditions aux limites. La deuxiéme étape part d'un
certains nombre de simplifications rencontrées dans l'architecture d'une large gamme de
structures réalisées en composites : une stratification symétrique et des épaisseurs
relativement faibles. Dans ce cadre, le comportement en flexion est découplé des autres
mouvements et les vibrations de flexion sont prépondérantes en basses fréquences.
L'approximation par la théorie classique des stratifiés permet une application aisée de la
méthode analytique de Rayleigh-Ritz basée sur la modélisation du déplacement transversal
de la plaque par les fonctions caractéristiques de vibrations des poutres homogénes. Cette
approximation a permis de traiter la totalité des combinaisons de conditions aux limites
standards sur les bords d'une plaque rectangulaire. La programmation de la méthode sous
Matlab 3 permis d'obtenir les fréquences et déformées propres de ces plaques, elle est validée
en calcul de structures par ¢léments finis. La formulation analytique permet d'envisager des
¢tudes de conception et optimisation ainsi que des analyses de sensibilité. La troisiéme étape
est une approche expérimentale par analyse modale menée sur deux plaques dans deux
configurations ELLL et ELEL, par la technique impulsionnelle. L'analyse des réponses
expérimentales de ces plaques a permis d'identifier les fréquences de résonance et les
amortissements modaux.

La comparaison des résultats obtenus par le programme de calcul élaboré avec ceux issus du
calcul de structures pour un stratifi¢ symétrique a permis de valider I'approche analytique
utilisée et a mis en évidence I'avantage de cette derniére en terme de rapidité de convergence.
L'analyse de l'effet de l'approximation par les fonctions poutres sur les conditions aux limites
et les déformées propres a mis en évidence I'influence des termes de couplages flexion-torsion
et flexion-flexion. Les hypothéses des plaques minces conduisent & surestimer les fréquences
propres et la déviation avec la théorie du premier ordre augmente avec le rang du mode.
Cependant la précision obtenue dans tous les cas reste satisfaisante sur les premiers modes
permettant de construire un modele de comportement fiable en basses fréquences.

L'analyse des résultats expérimentaux et leurs comparaisons avec les résultats des calculs
théoriques a mis en évidence les difficultés lices a I'étude expérimentale. La masse du capteur
utilisé perturbe les fréquences propres mesurées des plaques de maniére importante. Ces
perturbations sont dues 4 I'inertie de cette masse et dépendent de I'amplitude des vibrations
du point de mesure, qui est fonction des modes propres. La condition d'encastrement
théorique est difficile a réaliser expérimentalement, conduisant & une divergence entre la
théorie et la mesure qui croit dans les sens des hautes fréquences. L'introduction d'un
deuxiéme encastrement augmente ces divergences ne permettant de valider les bases modales
théoniques que dans le premier cas (ELLL). Les amortissements modaux sont trés sensibles
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aux fréquences. Toutefois le recours a la moyenne sur l'intervalle des fréquences mesurées
pour un mode permet d'envisager I'évaluation de la réponse amortie, construite sur la base
modale théorique déterminée en calcul de structures dans la configuration ELLL.
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ANNEXE A

Fonctions Caractéristiques des vibrations des poutres et
expressions des intégrales adimensionnelles

A.1 Propriétés générales

En imposant le respect d’une des conditions aux limites (3.54), (3.55) ou (3.56), 4 la premiére
extrémité (z = 0) nous obtenons des relations entre les constantes C, D, E et & de la forme :

C=xF
D=%F

L'écriture de la condition aux limites pour la deuxiéme extrémité (z=1) conduit & un systéme
linéairc en C et D qui s'écrit :

a B ||C| |0
o BJ|D] |0
Ou :¢,,,, B et B, sont des fonctions trigonométriques et hyperboliques du nombre d'onde

A. La recherche de solution non triviale de ce systéme conduit 4 écrire une équation non
linéaire telle que :

o f,—o, f;=0

Les solutions A, de cette €quation sont les nombres d'onde des modes de vibrations. Les

solutions numériques ce cette équation sont déterminées, pour chaque cas de poutre, par la
méthode de Newton-Raphson programmée sous Matlab. Pour chaque mode m, les constantes
Cn et Dy, sont définies a une constante multiplicative prés. En normalisant C,, & 1 et en posant:

?’,,.=C—

L'équation de la déformée prend la forme générale

m

X, (u) = cos(A,,u) xcosh(A,,u) ¥, [sin(4 )+ sinh(4_u)]

Cette équation vérifie la condition d'orthogonalité des modes propres qui correspond a
l'intégrale adimensionnelle (3.34) pour p = ¢ = 0, exprimée par :

1 z0,sim = i
1% =[x, X, du
0 =0,sim # i
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Les dérivées deuxiémes correspondant & p = ¢ = 2 sont aussi orthogonales :

1 #0,sim =i
I =X, X, &
0 =0,si m # i

Les expression des intégrales adimensionnelles sont évaluées par Mathematica pour chaque
cas de poutre pour p < g, en notant que dans le cas inverse nous avons :

P q q p
Ll X, dX duzrd X, d X,,,dz‘!:[g
O du? du”®

A.2 Cas de la poutre simplement appuyée a ses deux extrémités
Dans le cas de la poutre simplement appuyée en =0 et » = 1, la fonction poutre est donnée
par:

X,, (1) = sin(4,,u)

Et le nombre d'onde est donné par

A =T pour m=123. ..

m

Les intégrales adimensionnelles sont calculées selon les expressions :

I® =05
0,sim=i
=

i[-m+mcos(i ) cos(mx)+isin (i x)sin(m )]
(i—m)(i+m)

sim#i

el o e

Irl.'rt :ﬂ,i z’m Ir?no
I]Z_ =_i211q
122 2/14

A.3 Cas de la poutre ayant une extrémité appuyée et I’autre encastrée

Pour une poutre appuyée en » = 0 et encastrée en z = 1, l'équation de la déformées s'écrit :

X, =sin(A, u)—y,_ sinh(4 u)
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Avec:
__ sin(4,,)
Lo sinh(4,,)
Et A4, sont les solutions de I'équation : tan(4,,) = tanh(4,) pour m=1273....

Les valeurs numeériques des racines A pour les dix premiers modes sont résumées au
tableau suivant :

m 1 2 3 4 5 6 7 8 4 10

A 3,926 | 7,068 | 10,63 | 1335 | 16,49 | 19,63 | 22,77 | 2592 | 29,60 | 32,20

m

Les intégrales adimensionnelles sont exprimées par :
a)pourm =i

o _ —2coth(Z,) sin(4,,)+sin(24,,)+ 4, [2—2 csch®(4,,) sin®(4,)]
mm 4 llm

1%,=0

O % (2 coth(4,)sin?(4,,) +sin(2 4,) — 2 4, [1+csch(4,, ) sin® (4, )])

L -%m csch (4,,) (sin(2 4,) sinh?(4,,)+sin*( 4,,)sinh(2 4,,) + 4, [cos(2 4,) - cos(2 4, )])

132, — 22 sin(4,,) esch(4,,) [ 1+ cos(4,,) cosh(4,,) ]

3

12 = —% (- coth(4,)sin*(2,,) +3sin(2 4,) +2 4, [-1+sin>(4,,) esch?(4,)] )

nan

b) pour m #i

1) = /_;" ;;; (;{,. (=14 cos(4,) cos(4,,) + sin(4,,) [cos(4,) coth(4 )+ esch(4 )]

1

+sin(4,) (coth(4, ) [cos(4,,) — coth(4,, ) sin(4,, )] + esch(4, ) [ - 1+ csch(4,, ) sin(4,)]))
+ A, (=1+cos(4,) cos(4,,) + sin(4,,) csch(4,, ) [ -1+ cos(4,, ) cosh(A,)]
+sin(4,) esch(4,) (1+csch(4,,)sin(4,,)~ cosh(4,) [cos(4,,)+ coth(4,,)sin(4,,)])

+4 4, 2, sin(4,)sin(4,,) )
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2X 2 . . : :
2= ;f‘ j:’ (4, sin(4,,)[ cos(4,)+sin(4,) coth(2,)]— 4, sin(4,)[ cos(4,,) +sin(4, ) coth(4,)])
1 _ 2 ’1? .

= ﬁ (= 4, sin(4,,)[ cos(4,) +sin(4, ) coth(4,)]— 4,, sin(4,)[ cos(4,,) +sin(4, ) coth(4,,)])

3
12 = ;f_ ’2’; (2 (~1+cos(2,)cos(4, )+ sin(4,) [~ cos(4,) coth(4,)+ csch(4, )]

1 m

+sin(4, ) esch(4, ) (1 -sin(4,,) csch(4,,) + cosh(4, ) [ - cos(4,, ) +sin(4,, ) coth(4,,)]))
+ 22 (=1+cos(4,) cos(4,, )+ sin(4,,) csch(4,,)[— 1+ cos(4,) cosh(4,)]

+sin(4,) esch(4,) (~1-csch(4,,)sin(4 )+ cosh( 4,) [cos(4,,) +coth(4,,)sin(1,)]))

A.4 Cas de In poutre ayant unc extrémit¢ appuyée ct Pautre libre

Dans ce cas, le premier mode de vibration est un mode rigide (tangage). Les déformées
propres sont données par :

X, = Bu
X,, =sin{A,, u) +y, sinh(4, u), m=234....

Avec :
_ sin(4,,)

X sinh(4,)
Et A4, sont les solutions de I'équation : tan(A,)=tanh(4,) pour m=234. ...

Les valeurs numériques des racines A, pour les dix premiers modes sont résumées au
tableau suivant :

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a 0 3,926 | 7,068 | 10,63 | 13,35 | 16,49 | 19,63 | 22,77 | 2592 | 296

m

Les intégrales adimensionnelles sont exprimées par :

a) pour m = i =1
{10:1:1
ho=15

Iy =3

IP=d =2 =8
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b)pourm=1leti=>2

NE) (— 1+cos(A,) +sin(4,)[2 4, — tanh(%)]}
A,

i

01 _
I; =

I = 3 (= 2sin(4,) + 4, [cos(4, ) +sin(4, ) coth(4,)])

I =243 sin(4,)

12 =3 2, [-1+cos(4,) +sin(4,) tanh(%)]

c)pour m=2 eti=l

. V3 [1-cos(A,)+sin(4,) tanh(';"’)]
Jrml =
)

1N =2./35in(4, )

ml

02
]ml 211'1131 =0

dypour m=22etiz=2

d)-1m=i

I® = % (6 coth(4,,)sin*(4,,)—3sin(2 4,) + 4, [2—2sin*(4,,) csch’®(4,, )])

m

ID =2sin*(4,)

A, (. .

12 = T’” (sm(2 An)[sin®(4,,) csch®(4,,)sinh(2 4,,)~ 2 4,, —2 A, sin*(4,,) esch?(4,,)] )
A ) :

I . = T’" (3 [sin(2 4,,)+ 2 coth(4,,) sin®(4,,)]+ 4,, csch®(4,, ) [-cos(2 4, ) + cosh(24,,)] )

12 =2, sin(4,) csch(4,,)[-1+cos(4,,) cosh(4, )]

3

i . .
Lo =2 (2coth(4,)sin?(4,)-sin(2 4,) + 2 4, [-1+sin®(4,) csch®(4,)] )
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d-2 m=i

1
A=

(4.2 sin(4,)sin(4,)

o _
Imi -

+ & 4, (~1+cos(4,) cos(4,,) +sin(4,, ) csch(4, ) [-1+cos(4,) cosh(4, )]
+sin(4, )(~ coth(2, ) [cos(4,, ) + coth(2,, ) sin(4,, )] +csch(4,) [1 +sin(4,, ) csch(4,)] ))
+ 2, 2 (=1+cos(4,)cos(4, )+ sin(A4,, ) [-cos(4,) coth(4, ) +csch(4,,) ]

+sin(4, )(coth(2,) [cos(4,,) - coth(Z,, ) sin(4,,)] )+ csch(4,) [-1+sin(A4,, ) csch(4,)] ) ) )

e ——-;—f;(& sin( 4,,)[cos(4,) +sin(4,) coth(4,)] - 4, sin( 4,)[cos(4,, ) +sin(4, ) coth(2,)] )
,‘,f,, = % ( /‘l? sin( 4,)[cos(4,,) +sin(4,, ) coth(4,,)] +,1f; sin( A, )[cos(4,) +sin(4,) coth(4,)] )
IZ = pr :14 (,1,. A, (=1+cos(4,)cos(4,, ) +sin(A,, ) esch(4,) [-1+cos(A, ) cosh(4, )]
+sin(4,) (coth(4,) [cos(4,, ) + coth(4,, ) sin(4,, )] — csch(4,)[1 +sin(4,, ) csch(4,)] ))
+ 41 (—1 +cos(A, ) cos(A,,) +sin( A, ) [-cos(4,) coth(4, ) +csch(A,,) ]
+sin(4,) (coth(2,) [~ cos(4,,) + coth(A,, ) sin(2,,)] )+ esch(4,) [ 1-sin(4,, ) csch(4,)]1 ) ))
12 =222 (4 sin( 4 [00(4,) - sin(4, ) coth(£,)] +7, sin( 4,)[~eos(4,)  sin(4,) coth(2,)])

A.5 Cas de la poutre encastrée en ses deux extrémités

Pour une poutre encastrée en # = 0 en u = 1, 'équation de la déformées s'écrit :

X, (u) = cos(A,u)—cosh(A,u) -y, [sin(4, u)—sinh(4_u)]

Avec:
_cos(4,,)—cosh(4,)
™ sin(4,,)—sinh(4,,)
Et 4, sont les solutions de I'équation : cos(4,,)cosh(4 )=1pour m=123....
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Les valeurs numériques des racines A, pour les dix premiers modes sont résumées au
tableau suivant :

m 1 2 5 4 5 6 % 8 9 10

) 4,73 7,85 | 10,99 | 14,13 | 17,28 | 20,42 | 23,56 | 26,7 | 29.85 | 3299

m

Les intégrales adimensionnelles sont exprimées par :
a)pourm =i
I® =1

12 =0

I f,f,, = (/lm (— 4 cosh(4,,)sin(4,)+3sin(2 4,,) —cosh(2 4,,)sin(2 4,,)— 4 cos(4,,) sinh(4,,)

—sinh(2 4,,)[-3+ cos(2 4,)] - 4 4, [cos(4,, ) —cosh(4,)1* ) / (4 [siu(4,,) - siuh(2,)]’)

11 = (4, (4cosh(4,)sin(4, )~ 3sin(2 4, )+cosh(2 4, )sin(2 4, ) + 4 cos(4, ) sinh(4, )
+sinh(2 4,)[-3+¢0s(2 4,)]+4 4, [cos(4,,) - cosh(4, )] ))/ (4 [sin(4,,) - sinh(2,, )]?)

12 =0

Iom =2

b) pour m#i

1% =4 4, 4, 22 sin(4,)sinh(4,)[ - 1+cos(4, ) cosh(4, )]
+4; 4,(sin(4,,) (sin(4,)[ -1+ cosh(4, ) cosh(4,,)] - sinh(4,) [ - 1+ cos(4,) cosh(4,,)] )
+sinh(4,,) (sin(4,)[1-cos(4,,) cosh(4,, )]+ sinh(4,) [ -1+ cos(4,) cos(1,)] ) )
+ A2 sin(2,,) sinh(4,, )[ ~ 1+ cos(4,) cosh(4,)] )/

(Isin(4,) - sinh(4,)][sin(4,,) - sinh(4, )] (&' — 1))
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1% = (82 2, (4, (sin(4,) [cos(4,)—cosh(4,)+ cosh(4, ) sin(4, ) sinh(4,)]
—sinh(4,,) [cos(4,) — cosh(4,) + cos(4,,) sin(4, ) sinh(4,)] )
+ 4, (sin(4,,) [cos(4,,) - cosh(4,)][-sin(4,) +sinh(4,)]
+sin(4,,) sinh(4,,) [-cosh(4, ) sin(4, ) + cos(4, ) sinh(4,)] ) ))/

([sin(4,) - sinh(4,)][sin(4,,) - sinh(2,)] (4 ~ %))

1= —(a2 22 (4 (sin(4,) [cos(4,)—cosh(4,)+cosh(4,)sin(4,)sinh(4, )]
—sinh(4,,) [cos(4,) — cosh(4,) + cos(4,, ) sin(4, ) sinh(4,)] )
+4,, (sin(4,) [cos(4,,) — cosh(4,,)][—sin(A,) + sinh(4, )]
+sin(A,,) sinh(4,,) [-cosh(4, ) sin(4,) + cos(4, ) sinh(4,)] ) ) /

(isin(4,) - sinh(4, ] [sin(4,,) ~ sinh(4, )] (4! - 43))

ot (4 A, (/1,2 [-1+cos(4,) cosh(4,)] [~1+cos(4,,) cosh(4, )1
— 4, ([cos(4,) - cosh(4, )][cos(4,,) - cosh(4,,)]
~sin(4,)sin(4,)sinh(4,)sinh(4,) ) ))/ (¢ = 24 )

A.6 Cas de la poutre ayant une extrémité encastrée et Pautre libre

Pour une poutre encastrée en » = 0 et libre en » = 1, l'équation de la déformées s'écrit :

X, (u) = cos(4,,u) —cosh(A,,u) - y,,[sin(4,u) — sinh(4_u)]

Avec :
_ cos(4,,) +cosh(4,,)
P = Sin(4, )+ sinh(4. )
Et A, sont les solutions de 1'€quation : cos(4,,)cosh(4,)=-1 pour m=123....

Les valeurs numériques des racines A, pour les dix premiers modes sont résumées au
tableau suivant :

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

y) 1,87 | 4,69 | 7,85 | 10,99 | 14,14 | 17,28 | 20,42 | 23,56 | 26,7 | 29,84

m
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a)pourm =i

P =1
L [cosh(4,,)sin(4,,) — cos(4,,) sinh(A, )]

[sin(4,,) +sinh(4,, )]’

o2 44 sin(4,,)sinh(4,,) [cosh(4,,) sin(4,,) ~ cos(4, ) sinh(4,, )]
" [sin(4,,) +sinh(4,)]?

11
—]mi

I, =(, (~4cosh(4,)sin(4,)+sin(2 4,)—3cosh(2 4, )sin(2 ) — 4 cos(4,,) sinh(4,,)

+sinh(2 2,)[1-3cos(2 4,)] +4 4, [cos(4,,) +cosh(4, )2 )/ (4 [sin(4,,) + sinh(4, )]*)

72 o 2 A2 sin*(A4,,)sinh*(1 )
[sin(4,)+sinh(1 )T

[2? = '14

b) pour m # i

1% =(44, (2 [-cosh(4,)sin(4,)+cos(4,)sinh(4,)]
[ —cosh(4,,)sin(4,,) + cos(4,, ) sinh(4, )] +
2 4, sin(4, ) sinh(4,,)[ 1+ cos(4,) cosh(4,)] — 4, A2 [sin(4, ) +sinh(4,)]
[sin(4,,) +sinh(4,, )]+ 22, sin(4, ) sinh(4, ) [1+ cos(4,, ) cosh(,,)] )/

(Isin(4,)+ sinh(4, )][sin(4,,)+sinh(4,, )] (2 — )

4 A, sin(4,) sinh(4; )[cosh(4,,) sin(4,,) — cos(4,,) sinh(4,,)] _n
[sin(4,) + sinh(4,)][sin(4,,) + sinh(4,)] "

02
]mi -
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1 = (4 4, 4, (& sin(4,,) sinh(4, ) [cosh(4, ) sin(4,) — cos(4, ) sinh(4,)]
— A2 4, sinh(4,,) [cos(4,) +cosh(2,)][ sin(4,, )+ sinh(4,,)] )
+ 4, A2 sinh(4,, ) [cos(4, )+ cosh(4, ][ sin(A, ) +sinh(4,)]

+ 22, sin(4,) sinh(4, ) [~ cosh(4, ) sin(4,, ) +cos(4,, ) sinh(4,,)] )) /

([sin(/?,t. )+sinh(4, )][sin(4,,) +sinh(2 (1} — 2} ))

12 =(4 4, 2, (4 4* sin(4,) sinh(4, ) sin(4, ) sinh(4, )
+ 4 22 22 (1—cos(4,) cos(4,,) + cosh(4,, ) [ - cos(4,) +cos(4, )]
+cosh (4,) (cos (4,) — cos (4,)+ cosh(4,,)[~1+cos (4,)cos (4,)]) )/
(Isin(4,) +sinh(2, ][sin(4,,) +sinh(4, ] (& — 2, )

A.7 Cas de la poutre libre aux deux extrémités

Dans ce cas, les deux premiers modes de vibration sont des modes rigides (pompage et
tangage respectivement). Les déformées propres sont données par :

X(u)=1

X,) =2W3-)
X ,,(u) = cos(4,u)+cosh(4,u) + 7, [sin(A,u) +sinh(A, u)] m=345 ..

Avec :
_sin(4,,) +sinh(4,,)
e cos(4,,)—cosh(4,)
Et 4, sont les solutions de I'équation : cos(4,,)cosh(4_)=1 pour m=34}5....

Les valeurs numériques des racines 4, pour les dix premiers modes sont résumées au
tableau suivant :

M 1 3 4 5 6 7 8 9 10

[N

A 0 0 4,73 | 7,85 | 10,99 | 14,13 | 17,28 | 20,42 | 23,56 | 26,7

m

Les intégrales adimensionnelles sont exprimées par :

- 141 -



a) pour m =i =]

1=

I8 =1 =1 =12 =12 =0
b)pourm=leti=2

Iy =do, =12 =0

[%=2.3
c)pourm=leti=>3

1 =12=0

1o _ 2[ sin(4)sinh(4,) 1J
cos(A4,) —cosh(4;)

12 [sin(l,.)[cosh(/%,.) —~1]+sinh(2, ) [cos(4, )-1]}

cos(A,)—cosh(4,)
d)pourm=2eti=1

Iy =I2 =11 =12 =9
e)pourm=2eti=2

doe =1

I =12

IN=I2-12_12_9
flpourm=2eti=3

Iy =2+/3 (1+[sin(4) sinh(4, ) /(cos(4,) - cosh(4,))])

12 2 ﬁ[ 2 [o0s(4) - cosh(4,) ~sin(4,)]
cos(4,) —cosh(4,)

2 sin(4;) +sinh(4,) +sin(4,) cosh(4,)+sinh(4,) cosh A, ]

c0s(4,)—cosh(4.)
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I, = 4+/3 ([sin(4, ) sinh(2, ) /(cos(4,) — cosh(4, )] - 1)

12 = 44/3 2, (sin(4,) cosh(4,) + sinh(1, ) coshA, —[sin(4,) +sinh(4,)])/ [cos(4, ) — cosh(4,)]

g)pour m>3eti=1
101=[02__[l[__[12_0
nii mi ~ i T i T

h) pour m>3eti=2

I =l =2 =0

1%y = 43 ((sin(4,,) sink(A,,) /[cos(4,,) - cosh(4,)])- 1)

h)pour m>3eti>3
h)-1m=1i
I =1

mm

I =0

L= (/1,,, (4 cosh(4,,)sin(4,,)+3sinh(2 4, ) - cos(2 4,,) sinh(2 1,,) — 4 cos(4,,) sinh(4,,)

+sin(2 4,,) [-3+cosh(2 4,)] - 4 4, [sin(4,, ) +sinh(4,, )I* )/ (4 [cos(4,,) - cosh(4,,)]?)

1., =(4, (3(4cosh(4,)sin(4,) + sin(2 4, )[-3+cosh(2 4, )] 4 cos(4,, ) sinh(4, )
+3sinh(2 4,) - cos(2 4,,)sinh(2 4,,)) +4 4, [sin(4,,) +sinh(4, )] ) /

(4 [cos(4,,)—cosh(A )] )
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h-2m#i
1% = 4 (4 (lcos(4,) — cosh(4,)] [~ cos(4,, ) + cosh(4,,)] + sin(4,, ) sinh(4,, ) sin(4, ) sinh(4, ))
+ A2 A% [-1+cos(4,) cosh(,)] [~ 1+ cos(A,, ) cosh(A,, )])/

([cos(4,) - cosh(4,)][cos(4,, ) — cosh(4, )] (4 — 4))

It = % (4 4,(~[cos(4,) - cosh(4,)][sin(4,)+sin h(4,)]
+sin(4,,) sinh(4,, ) [cosh(4, ) sin(4,) — cos(4,) sinh(4, )])
+4 4, ([cos(4,) — cosh(4,)] [sin(4,,) + sin h(4,)]
— sin(4,) sinh(4,) [cosh(4,, ) sin(4,,) — cos(4, ) sinh(4,)]) )/

([cos(l,. ) —cosh(4,)][cos(4,,) — cosh(A, )] (A} — 2} ))

I = 2,4, (-4 £([cos(4,) - cosh(4,)][sin(4,) + sin h(4,)]
~sin(2,) sinh(4,) [cosh(4,,) sin(4,,) - cos(4,,) sinh(4,,)])
+4 2 ([~ cos(4,,) +cosh(2, )] [sin(4, ) + sin h(A, )]
+sin(4,,) sinh(4,, ) [cosh(4, ) sin(4, ) — cos(4, ) sinh(4.)]) )/

([cos(}i, ) —cosh(4,)][cos(4,,) — cosh(A, )] (4 - 4} ))

1% = 224, (£(~4 sin(4,)[sin(4,)+sinh(1,)] +2 sinh(4,) (~2sinh(2, )
+2sinh(4,,) (~1+cos (4,)[cos (4,) +cosh (4,)])+sinh(2 2,,) [cos (4,) +cosh (4,)]))
~2 224, sinh>(4,) (1+2 cos(4,) cosh(4, ) + cosh(2 4, ) + 2 sin(4, ) sinh( 4, ))
+4 2, 22 cosh(4,) cosh(4,) [sin(4,)+ sin h(4,)][sin(4, ) +sinh(2, )]
-2 4 sinh®(4,) (1+2 cos(4, ) cosh(4,,) + cosh(2 4, ) + 2 sin(4,_)sinh(A_)))/

([lcos(4,) + cosh(2, )1 [cos(4,, ) + cosh(4, )] (A* - %))
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Tableaux comparatifs des fréquences propres calculées sous marlab et en calcul de
structures sous I-DEAS pour une plaque symétrique sous différentes combinaisons de
conditions aux limites

Tableau B.1 Comparaison des fréquences propres de la plaque AEEE calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous I-DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | £, - /£, o
analytiquement structures T (%)
1 1,1 163,66473 162,8394 0,82533 0,51
2 1,2 309,76398 308,3327 1,43128 0,46
3 2.1 393,25229 391,0931 2,15919 0,55
4 1,3 493,75099 490,6736 3,07739 0,63
5 22 582,28319 578,7061 3,57709 0,62
6 1,4 709,41198 703,8405 5,57148 0,79

Tableau B.2 Comparaison des fréquences propres de la plaque EAEA calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous I-DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | f, - g o
analytiquement structures _—fm— (%)
1 1,1 176,49828 175,9443 0,55398 0,31
2 1,2 271,78990 270,5672 1,2227 0,45
3 13 442 40662 440,5823 1,82432 041
4 2,1 447,19649 445,206 1,99049 045
5 2.2 556,50318 552,5992 3,90398 0,71
6 1.4 661,13453 657,271 3,86353 0,59

Tableau B.3 Comparaison des fréquences propres de la plaque AAEE calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous I-DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | £ - f, b
analytiquement structures T (%)
1 1.4 149,33838 148,5278 0,81058 0,56
2 12 27555817 274,1121 1,44607 0,53
3 . 383,31063 381,3683 1,94233 0,51
4 13 456,19956 453,6556 2.54396 0,56
5 2,2 537,83803 534,085 3,75303 0,70
6 1.4 665,19922 660,0536 5,14562 0,78
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Tableau B.4 Comparaison des fréquences propres de la plaque EELE calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous I-DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | 1, -1, %
analytiquement structures T (%)
1 1.1 102,28773 101,7064 0,58133 0,57
2 2.1 214,85126 213,1281 1,72316 0,81
3 1.2 264,03181 262,1253 1,90651 0,73
4 22 369,30549 366,5602 2,74529 0,75
5 21 478,47798 474,6721 3,80588 0,80
6 15 504,93083 500,8604 4,07043 0,81

Tableau B.5 Comparaison deo fréquoncos propres de Ia plaque EAEL calculées sous Metlul
el ublenues en caleul de structures sons -DFAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | £ - £, o
analytiquement structures T (%)
1 1,1 149,97145 149,04500 0,92645 0,62
2 1,2 201,36280 199,81360 1,5492 0,77
3 1,3 318,38134 315,78400 2,59734 0,82
4 2,1 409,17248 405,60850 3,56398 0,88
3 2.2 476,84468 472,70900 4,13568 0,87
6 14 506,71864 502,48720 423144 0,84

Tableau B.6 Comparaison des fréquences propres de la plaque AAAA calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous I-DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | £, - £, "
analytiquement structures =)
1 1,1 109,45521 108,4683 0,98691 0,91
2 1,2 224,40871 2226418 1,76691 0,79
3 2.1 313,22109 311,1272 2,09389 0,67
4 1,3 388,67356 385,6491 3,02446 0,78
5 22 464,05946 459.8468 421266 0,91
6 2,3 583,57898 577,8641 5,71488 0,99
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Tableau B.7 Comparaison des fréquences propres de la plaque AAEA calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous I-DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | £, - £, o
analytiquement structures T (%)
1 1.1 138,03277 136,8143 1,21847 0,89
2 12 245,41035 2430334 2,37695 0,98
3 2,1 375,10782 372,596 2,51182 0,67
4 1.3 416,93717 413,7223 3,21487 0,78
5 % 502,88945 4970955 5,79395 1,16
6 1,4 62266295 616,0713 6,59165 1,07

Tableau B.8 Comparaison des fréquences propres de la plaque EALK calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous -DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | £ - £, o
analytiquement structures Cr (%)
1 1,1 75,65758 75,09660 0,56098 0,75
2 2.1 193,54738 192,40570 1,14168 0,59
3 12 223,72668 221,10400 2,62268 119
4 22 335,52348 332,52160 3,00188 0,90
5 15 431,00183 427.,96470 3,03713 0,71
6 3,1 475,19271 469,93600 5,25671 L12

Tableau B.9 Comparaison des fréquences propres de la plaque EALA calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous I-DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | £, -/, .,
analytiquement structures T (%)
1 1,1 62,29617 61,63588 0,66029 1,07
2 1,2 167,72873 167,04850 0,68023 0,41
3 21 207,91621 204,93540 2,98081 1,45
4 2,2 306,86685 304,56860 2,29825 0,75
5 1,3 382,34240 378,77200 3,57040 0,94
6 3.1 468,90331 464.,26700 463631 1,00
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Tableau B.10 Comparaison des fréquences propres de la plaque EELL calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous I-DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | £ - f, %
analytiquement structures Cf (%)
1 1,1 41,57844 4124547 0,33297 0,81
2 12 111,56936 110,6672 0,90216 0,82
4 2,1 172,69017 171,214 1,47617 0,86
4 1,3 238,36208 236,2957 2,06638 0,87
3 2.2 290,78289 287,4013 3,38159 1,18
6 3,1 390,87184 386,5544 431744 1,12

Tableau B.11 Comparaison des fréquences propres de la plaque ELEL calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous I-DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | £, - f, %
analytiquement structures f—m‘ (%)
1 1,1 144,80366 144,01100 0,79266 0.55
2 1.2 161,34627 159,76200 1,58427 0,99
3 1.3 233,65800 231,27540 2,3826 1,03
4 14 365,70013 362,23430 3,46583 0,96
5 2,1 407,93137 404,05120 3,88017 0,96
6 22 422,62070 417,48830 5,1324 1,23

Tableau B.12 Comparaison des fréquences propres de la plaque AALE calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous I-DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | £, -7, o
analytiquement structures _Zg_ (%)
1 1,1 69,675493 69,04308 0,632413 0,92
2 21 165,58704 163,6384 1,94864 1,19
3 1,2 213,17613 211.1161 2,06003 0,97
4 2.2 306,06451 302,7922 327231 1,08
5 3,1 402,96311 398,2557 4,70741 1,18
6 1,3 432,25207 4283718 3,88027 0,90
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Tableau B.13 Comparaison des fréquences propres de la plaque ALEL calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous I-DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | 1, -/, o
analytiquement structures f—m (%)
1 L1 97,281391 96,56136 0,720031 0,75
2 1,2 123,86347 122,1273 1,73617 1,42
3 1.3 201,37353 198,4224 2,95113 1,49
4 24 314,26112 311,5997 2,66142 0,85
5 14 3519195 347,1079 48116 1,39
6 22 358,14824 353,568 4,58024 1,29

Tableau B.14 Comparaison des fréquences propres de la plaque AALA calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous I-DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | . -1, .,
analytiquement structures - (%)
1 1,1 53,953072 53,1185 0,834572 1.57
2 2,1 149,54793 148,2455 1,30243 0,88
3 1,2 184,56749 181,4348 3,13269 1,73
4 2.2 278,69941 275,262 3,43741 1,25
5 13 370,51258 367,6506 2,86198 0,78
6 3,1 404,54375 398,373 6,17075 1,55

Tableau B.15 Comparaison des fréquences propres de la plaque EALL calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous I-DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | £, - £, o
analytiquement structures f—c.s (%)
1 1.1 34,16848 33,92330 0,24518 072
2 1.2 89,21419 88,338460 0,87573 0,99
3 2.1 166,17032 164,70540 1,46492 0,89
4 1.5 205,71709 204,19020 1,52689 0,75
5 22 261,63112 257,60530 4,02582 1,56
6 1.4 356,83907 352,80940 4,02967 1,14
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Tableau B.16 Comparaison des fréquences propres de la plaque AALL calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous I-DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | £, - £, .
analytiquement structures T o)
1 1,1 16,913497 16,68013 0,233367 1,40
2 1.2 74,083403 73,4896 0,593803 0,81
3 2,1 125,91892 124,443 1,47592 1,19
<4 1,3 182,45373 180,6315 1,82223 1,00
5 2,2 236,06872 232,845 323572 1,38
6 3,1 316,89763 312,875 4,02263 1,28

Tahlean R 17 Coamparaison des fréquences propres de 1a plaque ALAL calculées sous Matlab
ool bl v vl el salewslueey souy LI AY

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | £, - £, o
analytiquement structures T (%)
1 L1 64,42581 63,80925 0,61656 0,97
2 1.2 91,770404 90,07124 1,69916 1,89
3 1.3 172,06997 169,5674 2,50257 1,48
4 21 255,69847 253,755 1,94347 0,77
5 2.7 29940171 2943187 5,08301 1,73
6 1.4 317,88707 313,8452 404187 1,29

Tableau B.18 Comparaison des fréquences propres de la plaque ELLL calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous I-DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | £, - £, o
analytiquement structures T (%)
1 11 21,57403 2147500 0,09903 0,46
2 1,2 48,78090 48,25790 0,52300 1,08
3 1,3 118,03811 116,85600 1,18211 1,01
4 2,1 139,58792 138,50330 1,08462 0,78
5 22 187,74801 184,44200 3,30601 1,79
6 1.4 253,97664 252,13050 1,84614 0,73
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Tableau B.19 Comparaison des fréquences propres de la plaque ALLL calculées sous Matlab
et obtenues en calcul de structures sous I-DEAS

fréquences propres | fréquences propres Ecart relatif
Modes | Déformées calculées obtenues en calcul de | Ecart (Hz) | £ — 7. o
analytiquement structures _fm— (%)
1 1l 0 0 0 -
2 1.2 34,05916 33,59099 0,46817 1,39
3 2.1 97,77048 96,61924 1,15124 1,19
4 13 108,81391 108,0666 0,74731 0,69
5 2.2 154,11625 150,6346 3,48165 231
6 1,4 228,64944 226,0994 2,55004 1,13

- 151 -




ANNEXE C

ées

tales des plaques test

.

r

¢ponses expérimen

Spectres des r

TTTE vonensyuo) —*g/296/0] 1 anbeyd ef op sexpoads 1)

z Jutod ne opinsaw asuodai e] op snoedg

9 Jutod ne opmsawr dsuodor e[ ap anoadg

6 urod ne apmsow asuodpi e[ ap enoadg

(zH) souanbaiy

ap spmyjdury

(zH) sousnba.y

00F ([0} - 00¢ h 2

o O O O O O O
o N o= T
gp apnjwjduny

(zH) @ouanbgiy

0¢-

0z-
o.—w ' 00z |00 E..W
| _ : 0o F
| g
| 0l o
m

0e

(113

7 urod ne oginsau asuodr e op snadg

(zH) @ouanbagiy

- Oml
L gz-
207 00% ooz ||V ooY 01-
: : : 0

0l
0z
o€

ap spryjdury

¢ yurod ne 9pmsaur asuodar e op ax0adg

8 Jutod ne spmsow asuodas €] op anoadg

(zH) asuanbaig

og-

oc-
00¥ j ooz ot S,m
[ L L L 0 m“
| 0l o
m

0z

oc

(zH) @0uanbaiy

00¥% = 0=

o
gp apnyjduwry

[ jurod ne opinsour asuodi ] op anoadg

t urod ne opmssw asuodsr e op ax0adg

C 00% ooz || oot 0}~

(zH) @ouanbaiy

0g-
o - QNI

0l
02
og

o
gp apmydury

(zH) souanbaiy

ooV [$10}% 00¢

!
o oo o o
. T8

T

gp apryjduwy

e
R e

o
o~

o
3

£ yurod ne apnsowr asuodpi ef op onoadg

(zH) souanbaiy

gp apnyjdury

-152 -



Annexe C

TTTA uoyeinyuo) —*[06/%0/06] 7 anbeyd ej ap soxpoadg 7°)

¢ utod ne spmsau asuodai ] op a10adg

{zH) @ausnbaiy

8[

{- ON‘
1
06 (3 002 001 = 03
L 1 L 1 o m
| &
0b o
@

0z

o

9 utod ne apmsaw asuodar ef op anoadg

6 Jutod ne saunsowr osuodgir ey op anoadg

(zH) @susanbaiy (zH) @ouanbaiy
og- oe-
L oz -0z o
' ot~ W - 01 2
7 00E 00z 0o} -1 oow ooe 0o} =
L , ; i 0o F ; ; X ) 0 W
(=%
o a | o
& |
oe ¥ 0z
oe

¢ yurod ne spmsowr asuodgi e[ op anoadg

¢ Fred ne apmsaw osuodsi ] op anoadg

8 Jurod ne spansawr asuodor ef op anoadg

(zH) aousnbgug (zH) asusnba.4 (zH)aousnbaiq

oe- 0&- og-

- 0z - 02- - 0z
oo} 008 [poe 00} Ot .m 0% 008 00z 0% j 0L M ooF | ooe 002 00F gk dw
L 1 = 1 1 o m |- 1, 1 1 c m-. L 1 1 1 o m.“
_ - ol a o a
3] W & o

0z 0z
oe 0 o8

| qutod ne spmsaw asuodgr ef op anoadg

p -urod ne spsaw osuodai ] op snoadg

£ turod ne spinsowr asuodai g] op anoadg

(zH) sousnbauy

ooF! 00E 002 00k 0L

(=]
gp sprydury

(zM) sousnbgiy

:
=]
§ 3

[=]
-
[

0o¥ 00% V-o0g ()3
1

L 1

g (=]
gp aprdury

o
o~

o
(2]

{zH) e2usnbaiy

|
(=]
]

=
—

o
re
! -
1
oo
gp epnyduwry

(=]
[

8

- 153 -



Annexe C

TATE vone.msyuo) — *[o/%06/0] 1 anbeyd ef ap soazoeds ¢

¢ jutod ne spmsaur asuodar ] op anoadg

9 urod ne 9unssw ssuodas ey ap anoadg

(zH) sousnbaiy

oe-

— 02~

oL

0oL

0

oL

ap apmydury

0z

[

009 003 oor oo0e 0oz 00l
. . L 0
B

{2H) Bausnbipay

0€-

ol

ol

14

0t

6 Jutod ne sgmsow asuoder ] ap anoedg

(zH) @ouanbgiy

oe-
L oz

1 oL
w0  o0s  oor  ooc' ooz il oot

0

oL

ap apnyjdwy

0z

- 0E

¢ Jurod ne ogimsaw asuodar e op a1302dg

¢ Jurod ne apinsawr asuodoi ] 9p an0adg

(zH) aouanbaiq

8

&
;

[=]

=

=
-
o
i

009

oog ooz oaL

gp spnydury

o
-

o
™

oe

(zH) @ouanbaiy

oe-

0z-

ak-
00z 00k p

0

oL

ap sprydwy

0z

0E

8 Jurod ne apmsow ssuodar [ op anoadg

(zH) aouanbaiy

og-
- oz~

ot~

009 00s &v ooe | oozl oo
: y _ N . "

oL

gp spnyjdwy

0z

oe

[ urod ne aginsow asuodar e op anoadg

t yurod ne spunsow asuodeai ey op andadg

£ urod ne spmsaw asuodpr ] op an0adg

(zH) @ousnbgiy

k=3
ap spnydury

0z

oe

(ZH) ousnbauy

o
?

(=3
o

=
-
v

o
gp spryjduny

009 008 oop e g0z o0l

(=]
-

(=
~

(=3
(o]

(ZH) sousnbg.4

- 0z~

oL
009 008 §< 08— 002 0ot

- . 0

ol

ap apmijduy

0z

- 154 -



Annexe C

TATA uoneandyuo) —*|06/%0/06] 7 2nbeyd ej op soxyoeds p)

€ nod ne opinsawr asuodsr e ap anoadg

6 jutod ne aginsow asuodar ] ap anoadg

6 Jutod ne spmsow asuodai vf ap anoadg

(zH) a9ousnbaiy (zH) @ouanbaiy (2H) souanbgiy

0g- 0g- og-

oe- x - 0e- 0z-
f | o & 08 005 00r 006 O 0% 0i- w, 005 005 | oov  00E 0oF ot ,m
) Sm; oov ! ooe oot g — : _ _ _ 0o E N , i 0o F
i i : X . 0 2 a
| o b g 0 o
o @ g

- 02 0z

0¢ 0g (114

¢ Wrod ne spmsow osuodg e] op ax0adg

¢ jurod ne agmsaw asuodar e[ op anoadg

8 Jutod ne sgmsaw asuodar ef op anoadg

(zH) aouanbaiy (zH) aouanbaiy (zH) souanbaiy

og- 0g- 0g-

- 0z- W - 02- r 02-
| Hd o- & 05 005 OoF 3 z |l oor 04 m. 005 pos ¥ oor fobe oot 04 ,m
009 Fom 00V ooe 00k g L . . A L 0 & \ L L . 1 . 0o &
L L L L . c %- wl w
o 0} A 0l o
w w w

ot 0z 4

0z 0g 0¢

1 urcd ne apmsaw asuodai ] op a10adg

t jutod ne sgmsaw asuodai e[ op anoadg

£ yutod ne oginsowr asuodi v op an0adg

(ZH) aouanbg.y (zH) @ouanbgiy (zH) sousnhguy
0¢- 0g- 0g-
A r 0g- - 02- W
005 @5 ok 0oE 4| ST S-M 00: 005 OoF  o0e  gpe || 00 S-M 009 005 fjor  00e 00F o8
L L L L L L 0 W L L L 1 L L 0 m.c L . -_ g " 1 0 m..
0 a 0 g o a
W W
0¢ (174 174
0g o€

og

- 155-



Résumé

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressé a I’étude du comportement vibratoire
expérimentale et numérique des plaques stratifiées en composites. Le travail réalisé est
présenté en trois grandes parties :

La premiére est consacrée a I’étude bibliographique sur les stratifiés, suivi par un
développement détaillé de la formulation du comportement vibratoire des plaques stratifices.

La deuxi®me est réservée a la détermination des fréquences et modes propres non amorties en
appliquant le programme de calcul élaboré sous Matlab et validé en calcul des structures par
éléments finis sous le code de calcul I-DEAS a des plaques rectangulaires symétriques minces
pour différentes conditions aux limites possibles. Une solution exacte est exposée dans le cas
de la plaque orthotrope simplement appuyée sur ses quatre cotés. Pour tous les autres cas, les
solutions sont déterminées par la méthode de Rayleigh-Ritz en utilisant les fonctions poutres
comme fonctions d’approximation.

La troisiéme partic traite la détermination expérimentale des fréquences propres et des
amortissements modaux des plaques stratifiées étudiées. Une étude comparative des trois
méthodes : analytique, calcul de structures par éléments finis et expérimentale en termes de
fréquences propres pour deux types de stratifications dans les configurations ELLL et ELEL
est abordée. Cette partie est suivie par la détermination expérimentale de I’amortissement
modal et couronnée par I’évaluation de la réponse amortic d’une plaque stratifice en
composiles soumise & une excitation sinusoidale.

Mots clés : Composites stratifiés, Comportement dynamique, Plaques, Vibrations de flexion,
Fréquences et modes propres, Méthode de Rayleigh-Ritz, Calcul de structures, Analyse

modale expérimentale.



