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Abstract

In this memory we studie problems of �nancial asset assessments with stochastic

volatility, and we explain the presence of smile on markets of rates, stocks and currencies

pushed operators to �nd processes of di¤usion of the underlying that allow them to

explain the phenomenon of smile. Also, we studie three models of smile : the ba ed log

model, that as one will see it can be interpreted as a linear combination of a normal

model and a log - normal model, the model �Dupire� to local volatility depending of

the time and the level of the underlying asset and in short the SABR model where the

volatility depends on the underlying but also of a stochastic parameter non correlated

with the underlying asset.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions les problèmes d�évaluations d�actifs �nanciers avec

volatilité stochastique, et expliquons la présence de smile sur les marchés des taux, des

actions et de change, ceci a poussé les opérateurs à trouver des processus de di¤usion des

sous-jacents qui leur permettent d�expliquer le phénomène .

Nous étudions, également trois modèles à smile : le modèle log-décalé, qui comme

on le verra peut s�interpréter comme une combinaison linéaire d�un modèle normal et

d�un modèle log-normal, le modèle �Dupire�à volatilité locale dépendant du temps et du

niveau du sous jacent et en�n le modèle SABR où la volatilité dépend du sous-jacent

mais également d�un paramètre stochastique non corrélé avec le sous jacent.
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Introduction

En 1973, F. Black, M. Scholes [3] etRMerton [14] ont opéré une avancée majeure

en matière d�évaluation d�option en proposant un modèle avec formule fermée. Ils ont

pour cela supposé que le sous-jacent suivait le modèle suivant :

dS = �Sdt+ �SdW

où la variable �, supposée constante, représente la volatilité de l�actif et � son espérance

de rentabilité, dW est un processus de Wiener standard. En temps discret, la variation

�W durant un court intervalle de temps de longueur �t s�écrit : �W = �
p
�t où � suit

une loi normale N (0; 1) et les valeurs de �W pour deux intervalles de longueur �t sont

indépenantes.

On note U (S1; S2; t) = exp (�r(T � t))E� (P0(S1; S2; T )=Ft) et on peut à l�aide du

lemme d�Itô, se ramener à l�Équation aux Dérivées Partielles (EDP) suivante :

@tU +
�2

2
S2@2ssU + rS @sU � rU = 0

où r est le taux d�intérêt supposée constant. D�un point de vue probabiliste, cette solution

peut s�écrire sous une certaine probabilité : U = e�r(T�t)E [P0] où P0 est la condition

�nale, i.e. le Payo¤.

Cette équation parabolique peut, après changement de variables, se ramener à l�équa-

tion de la chaleur, qui nous permet ainsi d�obtenir par le noyau de la chaleur une formule
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fermée pour le calcul d�un call européen (formules de Black-Scholes). Elle peut également

être résolu par les méthodes usuelles de l�analyse numérique, en particulier les méthodes

de Monte-Carlo, les di¤érences �nies ou les éléments �nis.

La volatilité est un paramètre essentiel en �nance. C�est une mesure du risque de

variation du rendement d�un actif sous-jacent, ou encore de la variation du cours du sous-

jacent et se révèle dans la pratique très di¢ cile à évaluer car non directement observable.

Néanmoins, ce terme englobe plusieurs aspects. On parle en e¤et de volatilité implicite,

historique.

Plus la volatilité est élevée, plus la probabilité d�un écart entre le cours actuel du

sous-jacent et le cours prochain est importante. Pour le possesseur d�un stock (ou sous-

jacent) cela importe peu ; en e¤et, les risques de variation à la hausse comme à la baisse

se compensent en moyenne.

Cependant, ce n�est pas le cas pour le détenteur d�une option, telle un call ou un

put. Prenons par exemple le cas d�un call dont le prix d�exercice (strike est à la monnaie

c�est-à-dire au même prix que le prix du sous-jacent ou spot). Le détenteur de l�option

exercera sa possibilité d�acheter le spot que si le prix de celui-ci est supérieur au prix

d�exercice de l�option. Ainsi, plus le prix sera élevé plus il gagnera d�argent. Dans le cas

contraire, c�est-à-dire si le prix de l�action est inférieur au prix d�exercice, les pertes sont

limitées au prix de l�option.

La volatilité est donc un élément clef pour les produits structurés. Et on comprend

bien la nécessité d�avoir des modèles s�approchant au maximum de la réalité.

Lorsque l�on observe pour un même sous-jacent, les prix de plusieurs options de

strike et de maturité di¤érents, et que l�on calcule la volatilité implicite associée, on

obtient des valeurs di¤érentes. Pourtant le modèle de Black-Scholes suppose une volati-

lité constante. C�est un des principals défauts du modèle de Black-Scholes : il n�y a pas

une unique volatilité pour un même sous-jacent mais plusieur qui di¤érent en fonction du

strike et de la maturité de l�option. La variation de la volatilité implicite du sous-jacent

par rapport au strike à maturité constante est connu comme le phénomène de Smile
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(Derman E: and I: Kani; (1994) [6]).

Ce phénomène peut s�expliquer par l�interprétation du risque par le vendeur. En e¤et,

plus le risque sera perçu comme grand, plus la volatilité sera grande.

L�existence du smile montre les limites du modèle de Black-Scholes et d�autres modèles

plus complexes ont été introduits pour palier à cette dé�cience. Les modèles à volatilité

stochastique considèrent donc la volatilité comme suivant un processus stochastique.

Le but de notre travail est d�expliquer les modèles de smiles (modèle log-décalé, modèle

"Dupire" et modèle SABR), et de calculer leurs volatilités stochastiques implicites.

Notre travail est composé de trois Chapitres :

Chapitre 1 : Nous introduissons les notions de calcul stochastique, les �ltration,

les martingales, les temps d�arrêts et l�intégral stochastique etc..., on va citer quelques

resultats : théorèmes d�arrêts de Doob et décompostion de Doob.

Chapitre 2 : Nous nous consacrons à la construction du modèle de Black-Scholes et

traitons les résultats importants pour l�évaluation et la couverture de l�option européenne

dans un modèle du marché complet.

Chapitre 3 : Nous expliquons les modèles à smile (modèle log-décalé, modèle "Du-

pire" et modèle SABR) et calculons leurs volatilités stochastiques implicites.
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Chapitre 1

Rappel du calcul stochastique

1.1 Martingales à temps discret

1.1.1 Filtration et temps d�arrêt

Une �ltration sur un espace probabilisé (
;F ; P ) est une suite croissante (Fn)n2N de

sous tribus de F .

Notons que n représente le temps, ses valeurs seront applées dates ou instants et Fn
s�interprète comme la liste des événements dont à la date n ou plus tard on saura s�il se

réalisent ou non.

Dé�nition 1.1 Un processus X = (Xn; n 2 N) est adapté à la �ltration Fn si pour

chaque n la variable aléatoire Xn est Fn�mesurable:

Dé�nition 1.2 Soit Y un processus tel que chaque variable Yn soit intégrable. Le pro-

cessus X = (Xn)n�0 dé�ni par Xn
:
= E (Yn j Fn) est la meilleure approximation de Y ;

X = (Xn)n2N sera appellé la projection adaptée de Y .

Théorème 1.1 Une variable aléatoire X est intégrable si et seulment si 8 " > 0, il

existe M > 0 tel que
R
fjXj>Mg jXj dP < ":
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Dé�nition 1.3 Soit (Xn)n�0 une suite des variables aléatoires intégrable. On dit que

(Xn)n�0 est uniformiment intégrable si pour tout " > 0; il existe une suite Mn > 0 telle

que
R
fjXnj>Mng jXnj dP < ", où Mn est indépendent de n.

Dé�nition 1.4 Soit (
;F ;P ) un espace probabilisé et (Fn)n�0 une �ltration de cet es-

pace. Une famille adaptée (Xn)n�0 de variable aléatoires intégrables, ( c�est- à - dire

véri�ant E (jXnj) <1 pour tout n) est :

- une martingale (resp ; sousmartingale, surmartingale) si Xn = E[Xn+1 jFn ];(resp ; Xn �

E[Xn+1 jFn ]; Xn � E[Xn+1 jFn ]) .

Notons que :

- Les martingales forment un espace vectoriel sur R.

- les sousmartingales et surmartingales forment un cône convexe.

- La multiplication par un réel négatif échange les sousmartingales et surmartingales.

- Si X et Y sont deux surmartingales (resp ; sousmartingale) il en va de même pour X ^

Y , inf(X; Y )
�
resp ;X _ Y , sup(X; Y

�
)

- Si X est une sousmartingale, f une fonction convexe croissante et f �X est intégrable

alors f �X est une sousmartingale.

- SiX est une martingale, f convexe et f �X intégrable alors f �X est une sousmartingale.

- Si X est une martingale alors, jXj est une sousmartingale.

Dé�nition 1.5 Un temps d�arrêt pour une �ltration (Fn)n2N, est une variable aléatoire

T à valeurs dans N � N[f1g tel que l�évènement fT � ng soit dans Fn.

Dé�nition 1.6 Un processus X est dit prévisible s�il est adapté, et si pour tout n 2 N

la variable aléatoire Xn est Fn�1 - mesurable, avec la convention (F�1 = F0):

Théorème 1.2 (transformée de martingale) Soit X une martingale ( resp ; surmar-

tingale, sousmartingale)

i) pour tout processusH prévisible et borné ( resp ; borné positif, borné négatif) le processus
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H:X dé�ni par :

(H:X)n = H0:X0 +H1: (X1 �X0) +H2: (X2 �X1) + ::::+Hn: (Xn �Xn�1)

est une martingale ( resp ; surmartingale, sousmartingale).

ii) Soit T un temps d�arrêt, le processus dé�ni par XT�n , X jT
n est une martingale (resp ;

surmartingale, sousmartingale):

Preuve. i) Soit Y = HX qui est intégrable ( car X est une martingale); donc adaptée

et intégrable et H borné.

E [Yn+1 jFn ]� Yn = E [Yn+1 � Yn jFn ] = E
�
(H:X)n+1 � (H:X)n jFn

�
=

E

24 H0X0 +H1 (X1 �X0) +H2 (X2 �X1) + ::::+Hn+1 (Xn+1 �Xn)�H0X0�

H1 (X1 �X0)�H2 (X2 �X1)� :::�Hn (Xn �Xn�1) jFn

35
= E [Hn+1 (Xn+1 �Xn) jFn ]

= Hn+1 [E [(Xn+1 �Xn) jFn ]�Xn] = 0

en e¤et E [Xn+1 jFn ] = Xn; d�où E [Yn+1 jFn ] = Yn .

Si X est une surmartingale, H bornée positive (X intégrable, adapté et H borné) alors

Y est intégrable

E [Yn+1 jFn ]� Yn = E [Yn+1 � Yn jFn ]

= E [Hn+1: (Xn+1 �Xn) jFn ]

= Hn+1 (E [(Xn+1 �Xn) jFn ])

� Hn+1 (E [Xn+1 jFn ]�Xn)

� Hn+1 [Xn �Xn] = 0

donc E [Yn+1 jFn ]� Yn � 0 alors E [Yn+1 jFn ] � Yn; d�où Y est une surmartingale. Même

raisonnement quand X est une sousmartingale.
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ii) Si T est un temps d�arrêt on suppose Hn (!) = 1[0;T (!)] (n) un processus borné pré-

visible car 8n � 1 alors Hn = 1fT>n�1g est mesurable pour Fn�1: (H:X)n = Xn:Hn =

Xn:1fT>n�1g = Xn:1fT�ng = Xn^T = X
jT
n = (H:X)n ; H prévisible et borné, X une

martingale alors X jT est une martingale.

Proposition 1.1 Soit (Mn)0�n�N une martingale et soit (Hn)0�n�N une suite prévisible

par rapport à la �ltration (Fn)0�n�N : On pose �Mn =Mn �Mn�1: La suite (Xn)0�n�N

dé�nie par :

X0 = H0M0

Xn = H0M0 +H1�M1 + :::+Hn�Mn pour n � 1

est une martingale par rapport à (Fn)0�n�N .

(Xn) est parfois appelée � tranformée de la martingale (Mn) par la suite (Hn)�.

Preuve. Il est clair que (Xn) est une suite adaptée. De plus, pour n � 0, on a :

E (Xn+1 �Xn jFn ) = E (Hn+1 (Mn+1 �Mn) jFn )

= Hn+1E (Mn+1 �Mn jFn ) car Hn+1 est Fn prévisible

= 0

D�où :

E (Xn+1 jFn ) = E (Xn jFn ) = Xn

ce qui prouve que (Xn) est une martingale.

La proposition suivante donne une caractérisation des martingales qui nous sera utile

par la suite.

Proposition 1.2 Une suite adaptée de variables aléatoires réelles (Mn)n�0 est une mar-

tingale si et seulement si pour toute suite prévisible (Hn), on a :
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E

 
NX
n=1

Hn4Mn

!
= 0:

Preuve. Si (Mn) est une martingale, il en est de même, de la suite (Xn) dé�nie par :

X0 = 0 et, pour n � 1, Xn =
PN

n=1Hn4Mn, pour toute suite prévisible (Hn). On a donc

E (XN) = E (X0) : Réciproquement, on remarque que si j 2 f1; :::; Ng, à tout événement

Fj-mesurable A, on peut associer la suite (Hn) dé�nie par Hn = 0 pour n 6= j + 1 et

Hj+1 = 1A. Il est clair que la suite (Hn) est prévisible et l�égalité

E

 
NX
n=1

Hn4Mn

!
= 0

donne :

E (1A (Mj+1 �Mj)) = 0

et par conséquent E (Mj+1 jFj ) =Mj.

Théorème 1.3 (Décomposition de Doob ) [12] Tout processus adapté et intégrable

X s�écrit d�une façon unique comme somme d�une martingale et d�un processus prévisible

nul en zéro (appelé compensateur de X ).

Pour que X soit une martingale (resp ; sousmartingale, surmartingale ) il faut et il su¢ t

que son compensateur soit nul (resp ; croissant, décroissant ).

Preuve. Unicité : Soit X un processus adapté intégrable. A processus prévisible tel

que A0 = 0: X s�écrit : X =M + A

Xn+1 �Xn =Mn+1 �Mn + An+1 � An
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E [Xn+1 �Xn jFn ] = E [Mn+1 �Mn jFn ] + E [An+1 � An jFn ]

= 0 + An+1 � An

= An+1 � An

E [Xn+1 jFn ]�Xn = An+1 � An

Existence : On dé�nit un processus prévisible A par A0 et An+1�An
1
= E [Xn+1 jFn ]�

Xn le processus M = X � A qui est adapté intégrable véri�e :

Mn+1 �Mn = Xn+1 �Xn � (An+1 � An)

= Xn+1 �Xn � (E [Xn+1 jFn ]�Xn)

= Xn+1 �Xn � E [Xn+1 jFn ] +Xn

= Xn+1 � E [Xn+1 jFn ]

E [Mn+1 �Mn jFn ] = E [Xn+1 jFn ]� E [Xn+1 jFn ] = 0

et donc si X est une martingale, M = X �A alors A = 0 et An+1�An = E [Xn+1 jFn ]�

Xn = 0; alors (An) est nulle si X est une sousmartingale c�est à dire [E [Xn+1 jFn ]�Xn]

� 0 alors .An+1 � An � 0; d�où (An) est croissant si [E [Xn+1 jFn ]�Xn � 0] c�est à dire

X est une surmartingale, d�où (An) est décroissante . La réciproque est vraie.

1.2 Généralités sur les processus à temps continu

1.2.1 Mouvement brownien

Nous donnons quelques éléments mathématiques nécessaires à la compréhension des

modèles à temps continus. En particulier, nous introduirons le mouvement Brownien,

qui est l�outil majeur du modèle de Black et Scholes et sert à construire la plupart des

modèles d�actifs en �nance. Puis nous étendrons la notion de martingale au cas du temps

continu, en�n nous construirons l�intégrale stochastique d�Itô et nous introduirons le cal-
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cul di¤érentiel qui lui est associé .

Un exemple particulièrement important de processus stochastique est le mouvement

Brownien. Il servira de base pour la construction de la plupart des modèles d�actifs

�nanciers et de taux d�intérêt.

Dé�nition 1.7 On appelle mouvement brownien tout processus stochastique (Xt)t�0 à

valeurs réelles, qui est un processus à accroissements indépendants et stationnaires dont

les trajectoires sont continues. Ce qui signi�e que :

-continuité : P ps la fonction s! Xs (!) est une fonction continue.

-indépendance des accroissements : si s � t, Xt � Xs est indépendant de la tribu Fs =

� (Xu;u � s) :

-stationnarité des acroissements : si s � t, la loi de Xt � Xs est identique à celle de

Xt�s �X0.

Dé�nition 1.8 1- Soit (
;F ; P ) un espace de probabilité, une �ltration (Ft)t�0 est une

famille croissante de sous tribus de F .

La tribu Ft représente l�information dont on dispose à l�instant t. On dit qu�un processus

(Xt)t�0 est adapté à (Ft)t�0, si pour chaque t, Xt est Ft-mesurable.

2- On appelle temps d�arrêt par rapport à une �ltration (Ft)t�0 toute variable aléatoire T

à valeurs dans R+ [ f+1g telle que, pour tout t � 0 :

fT � tg 2 Ft

On associe à un temps d�arrêt T une tribu que l�on note FT , dé�nie par :

FT = fA 2 F , pour tout t � 0, A \ fT � tg 2 Ftg

Cette tribu représente les informations disponibles avant l�instant aléatoire T .

Dé�nition 1.9 Une martingale est un processus tel que la valeur à t est égale à l�espé-
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rance de la valeur future, conditionnelement à l�information disponible :

Xs = E [Xt jFs ] s < t:

De façon équivalente, l�espérance conditionnelle d�accroissement d�une martingale est

nulle.

- On dit qu�un processus M adapté, et continu à droite à limite à gauche (càdlàg) est

une martingale locale, s�il existe une suite croissante des temps d�arrêt fTng tel que :

lim
n!1

P fTn = Tg = 1, et le processus fM (t ^ Tn) ; 0 � t � Tg est une martingale pour

chaque n , donc le processus M est appelés processus arrété à l�instant Tn.

Lemme 1.1 [9] Un processus positif X est une martingale si et seulement si X est une

surmartingale et E (XT ) = X0:

1.2.2 Quelques résultats

- Toute martingale locale positive est une surmartingale .

En e¤et : d�après le lemme de fatou conditionnel, on a :

lim
n!1

infM
jTn
s =Ms = lim

n!1
inf E

�
lim
n!1

infM
jTn
t jFs

�
� E

�
lim
n!1

infMTn
t jFs

�
= E (Mt jFs )

d�où E (Mt jFs ) �Ms 8s � t

- Une martingale locale M , est une martingale si et seulement si : E (MT ) =M0

Ce ci découle du lemme 1.1.

Dé�nition 1.10 Un processus A = fAt; 0 � t � Tg est dit de classe VF ( à variation

�ni ) s�il est adapté et càdlàg et de trajectoires à variation �nie .

Dé�nition 1.11 Un processus X est dit semimartingale s� il admet la décomposition

suivante : X =M +A où M est une martingale locale et A est un processus à variation

�nie.
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Dé�nition 1.12 Un processusH est dit localement borné s�il existe une suite de constantes

fcng et une suite croissante de temps d�arrêts fTng tel que : lim
n!1

P fTn = Tg = 1 et,

jHtj � cn pour 0 � t � Tn; n = 1; 2; ::::::

1.2.3 Variation quadratique

Dé�nition 1.13 Soit M = (Mt)t�0 2 M2 ( sup
t
E (M2

t ) < 1). D�aprés l�inégalité de

Doob on a : M�
1 = sup

t
jMtj 2 L2: Alors M2 est une sousmartingale uniformiment

intégrable (M2 classe (D)) voir [2]. D�après la décomposition de Doob- Meyer il existe un

unique processus prévisible croissant noté par : hM;Mi ou hMi, tel que M2 �hMi 2 M0

( oùM0 est l�espace des martingales uniformément intégrables nulles en zéro).

hMi est appellé la variation quadratique prévisible de M: Soient M;N 2M2; on pose :

hM;Ni = 1
2
[hM +Ni � hMi � hNi] :

On appelle hM;Ni covariation prévisible de M;N:

Dé�nition 1.14 Soient M;N 2M2: On pose :

[M;N ] =M0N0 + hM c; N cit +
X
s�t
�Ms�N ; t � 0 (1.1)

oùM c; N c sont les parties continues de martingalesM et N respectivement. Alors [M;N ]

est un processus adaptée à variation intégrable. [M;M ] est notée tout simplement par

[M ] où [M ] est un processus croissant, intégrable, adapté, et [M ] est appelé la variation

quadratique de M:

[M;N ] est appelé la covariation de M;N:

Remarque 1.1 La formule (1.1) est équivalante à :

[M;N ] =M0N0 + lim
n

2nX
i=0

�
M
�
tni+1
�
�M (tni )

	�
N
�
tni+1
�
�N (tni )

	
(1.2)

où tni =
it
n
pour n = 1; :::; 2 et la série

P
s�t�Ms�Ns est absolument convergente.
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Dé�nition 1.15 Etant donné un prcessus X intégrable sous la probabilité P , on dit

que X est localement intégrable s�il existe une suite de temps d�arrêt fTng telle que

lim
n!1

P fTn = Tg = 1 et fX (t ^ Tn) ; 0 < t � Tg est intégrable pour chaque n.

1.2.4 Intégrale stochastique et calcul d�Itô

Dans le cas des modèles à temps discret, la valeur actualisée d�un portefeuille de

valeur initiale V0 et géré selon la stratégie auto�nancée � = (Hn)0�n�N s�écrit :

V0 +

nX
j=1

Hj

�eSj � eSj�1� :
Cette valeur apparait comme une transformée de martingale sous une probabilité pour

laquelle le prix de l�actif actualisé
�eSn�

0�n�N
est une martingale. Dans le cas des mo-

dèles à temps continu, nous allons généraliser cette formule à l�aide d�intégrales du typeR t
0
HsdeSs:

1.2.5 Construction de l�intégrale stochastique

Soit (Wt)t�0 un Ft -mouvement brownien standard sur un espace probabilisé �ltré

(
;F ; (Ft)t�0 ; P ): Nous allons donner un sens à
R t
0
f (s; !) dWs pour une classe de pro-

cessus f (s; !) adaptée à la �ltration (Ft)t�0. On va commencer par construire l�intégrale

stochastique sur un ensemble de processus dit élémentaire.

Dé�nition 1.16 On appelle processus élémentaire (Ht)0�t�T un processus de la forme :

Ht (!) =

pX
i=1

�i (!)1]ti�1;ti] (t)

où 0 = t0 < t1 < ::: < tp = T et �i est Fti�1 -mesurable et borné.

L�intégrale stochastique d�un processus élémentaire H est alors, par dé�nition, le proces-

17



sus continu (I (H)t)0�t�T dé�ni par, si t 2 ]tk; tk+1]

I (H)t =
X
1�i�k

�i
�
Wti �Wti�1

�
+ �k+1 (Wt �Wtk) :

Noton que I (H)t peut s�écrire :

I (H)t =
X
1�i�p

�i
�
Wti^t �Wti�1^t

�

ce qui prouve la continuité de la fonction t ! I (H)t. On notera
R t
0
HsdWs pour I (H)t.

On a alors le résultat essentiel suivant :

si (Ht)0�t�T est un processus élémentaire :

-
�R t

0
HsdWs

�
0�t�T

est une Ft-mesurable,

-E
��R t

0
HsdWs

�2�
= E

�R t
0
H2
sds
�

-E
�
sup
t�T

���R t0 HsdWs

���2� � 4E�R T0 H2
sds
�
:

1.2.6 Calcul d�Itô

Nous allons maintenant introduire un calcul di¤érentiel sur ces intégrales stochas-

tiques .

On appelle ce calcul �calcul d�Itô�et l�outil essentiel en est la �formule d�Itô�. La formule

d�Itô donne, en particulier, la façon de di¤érencier t! f (Wt) si f est une fonction deux

fois continûment di¤érentiable. Commençons par préciser la dé�nition de la classe des

processus pour laquelle on peut énoncer la formule d�Itô.

Dé�nition 1.17 Soient
�

;F ; (Ft)t�0 ; P

�
un espace probabilisé muni d�une �ltration et

(Wt)t�0 un Ft -mouvement brownien. On appelle processus d�Itô, un processus (Xt)0�t�T

à valeurs dans R tel que :

8t � T Xt = X0 +

Z t

0

Ksds+

Z t

0

HsdWs P: p:s;
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avec :

-X0 variable aléatoire F0 -mesurable.

-(Kt)0�t�T et (Ht)0�t�T des processus adaptés à Ft
-
R T
0
jKsj ds < +1 P p:s:

-
R T
0
jHsj2 ds < +1 P p:s

Proposition 1.3 Soit (Mt)0�t�T une martingale continue telle que :

Mt =

Z t

0

Ksds; avec P p s,
Z T

0

jKsj ds < +1;

alors

P p s 8t � T; Mt = 0:

Ceci entraîne que :

-La décomposition d�un processus d�Itô est unique. Ce qui signi�e que si :

Xt = X0 +

Z t

0

Ksds+

Z t

0

HsdWs = X
0

0 +

Z t

0

K
0

sds+

Z t

0

H
0

sdWs

alors :

X0 = X
0

0 dP p s; Hs = H
0

s ds� dP p p; Ks = K
0

s ds� dP p p

-Si (Xt)0�t�T est une martingale de la forme X0 +
R t
0
Ksds +

R t
0
HsdWs, alors Kt = 0

dt� dP p p:

Théorème 1.4 Soit (Xt)0�t�T un processus d�Itô :

Xt = X0 +

Z t

0

Ksds+

Z t

0

HsdWs;

et f une fonction deux fois continûment di¤érentiable, on a :
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f (Xt) = f (X0) +

Z t

0

f
0
(Xs) dXs +

1

2

Z t

0

f
00

(Xs) d hX;Xi ,

où, par dé�nition :

hX;Xi =
Z t

0

H2
sds

et : Z t

0

f
0
(Xs) dXs =

Z t

0

f
0
(Xs)Ksds+

Z t

0

f
0
(Xs)HsdWs:

De même si (t; x) ! f (t; x) est une fonction deux fois di¤érentiables en x et une fois

di¤érentiable en t, et ces dérivées sont continues en (t; x) (on dit dans ce cas que f est

de classe C1;2), on a :

f (t;Xt) = f (0; X0) +

Z t

0

f
0

s (s;Xs) ds+

Z t

0

f
0

x (s;Xs) dXs +
1

2

Z t

0

f
00

xx (s;Xs) d hX;Xis :

1.3 Théorème de Girsanov

1.3.1 Changement de probabilité

Proposition 1.4 Soint P et Q deux probabilités sur (
;FT ):On suppose P et Q équi-

valentes. Alors il existe (Lt; t � T ), P � (Ft)�martingale strictement positive telle que

Q = LTP sur FT et Q=Ft = LtP=Ft, c�est-à-dire telle que EQ(X) = Ep(LtX) pour tout

variable X Q�intéqrable Ft�mesurable pour t � T:De plus, L0 = 1 et Ep(Lt) = 1; 8t �

T

Preuve. Si la restriction de P et Q à FT sont équivalentes, il existe une v.a. LT
FT�mesurable telle que Q = LTP sur FT (Théorème de Radon-Nikodym). On dit que

LT est la densité de Q par rapport à P et EQ(X) = Ep(LTX) pour toute variable X

FT�mesurable et Q-intégrable. En particulier, LT est strictement positive et Ep(LT ) = 1:

Soit Lt = Ep(LT=Ft): Par construction (Lt; t � T ) est une martingale et est la den-

sité Ft�mesurable de Radon-Nikodym de Q par rapport à P sur Ft: En e¤et, si X est
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Ft�mesurable et Q intégrable ( par exemple bornée),

EQ(X) = Ep(LTX) = Ep [Ep(XLT=Ft)] = Ep [XEp(LT=Ft)] = Ep(XLt)

Il est à remarquer que dans ce cas, on a P = (LT )
�1Q et Ep(Y ) = EQ(L

�1
T Y ) et

(L�1t ; t � T ) est une Q-martingale.

On parlera de la loi d�une variable (d�un processus) sous P ou sous Q suivant que

l�espace est muni de la probabilité P ou Q:Une propriété vraie P � p:s: est vraie Q� p:s:

Il convient de faire attention aux propriétés d�intégrabilité, une v.a. P intégrable n�est pas

nécessairement Q-intégrable

Proposition 1.5 On a équivalence entreM est Q�martingale et LM est une P�martingale.

Preuve. Soit M une Q�martingale. En utilisant la formule de Bayse et la propriété

de P�martingale de L;on obtient, pour s � t;

Ms = EQ(Mt=Fs) =
Ep(LtMt=Fs)

Ls

D�où le résultat. La réciproque résulte de la formule de Bayes:

1.3.2 Théorème de Girsanov

On peut démontrer le résultat suivant, connu sous le nom de théorème de Girsanov

Théorème 1.5 Soit (Bt; t � 0) un mouvement brownien sur un espace (
;F ; P ) et (Ft)

sa �ltration canonique. soit

Lt = exp

�Z t

0

�sdBs �
1

2

Z t

0

�2sds

�
; t � T

où � est un processus (Ft)�adapté (autrement dit dLt = Lt�tdBt): On suppose E(LT ) =

1: soit dQ=FT
def
= LTdP=FT : le processus Bt s�écrit Bt = fBt + R t0 �sds où eB est un

Q�mouvement brownien.
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Sous la condition de Novikov Ep(exp 12
R T
0
�2sds) h 1; LT est une variable postive d�es-

pérance 1 sous P et L est une P�martingale.

Si L n�est pas d�espérance 1; L est une surmartingale d�espérance strictement plus

petite que 1:

Nous verrons plus loin pourquoi nous utilisons des martingales L de cette forme.

Preuve. Dans le cas � = m(constante) on utilise la caractérisation du Brownien par

la propriété de martingale de exp
�
�Bt � �2

2
t
�
; il faut donc montrer que exp

�
� eBt � �2

2
t
�

est une Q�martingale, ou que

Lt exp

�
�(Bt �mt)�

�2

2
t

�
= exp

�
(�+m)Bt �

1

2

�
2m�+ (m2 + �2)

�
t

�

est une P�martingale, ce qui est évident. Dans le cas général, on peut facilement

véri�er que eB est une Q�martingale, car eBL est une P�martingale. Le crochet de la
Q�semi martingale B est le même que celui de sa partie martingale, soit celui de la

Q-martingale eB . Le crochet ne dépendant pas du choix de la probabilité, le crochet de

B est t, et le crochet de eB est aussi t: On peut également véri�er que eB2t � t est une
Q�martingale, car

�fB2t � t�Lt est une P martingale.
Une façon d�utiliser le théorème de Girsanov est la généralisation suivante.

Proposition 1.6 Soit Z une P�martingale locale continue et Q dé�nie sur Ft par

dQ = exp(Zt �
1

2
hZit)dP = LtdP:

On suppose que Q est une probabilité. Si N est une P�martingale locale continue, le

processus
�
Nt � hN;Zit = Nt � 1

Lt
hN;Lit; t � 0

�
est une Q�martingale locale continue

de crochet hNit:

Preuve. La martingale Lt = exp(Zt � 1
2
hZit) véri�e dLt = LtdZt: le processus

(Nt � hN;Zit; t � 0) est une Q�martingale locale : il su¢ t de véri�er que (LtNt � LthN;Zit; t � 0)

est une P�martingale locale par application de la formule d�Itô. Le crochet de N ne dé-

pend pas de la probabilité sous laquelle on travaille (sous réserve que cette probabilité
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soit équivalente à la probabilité de départ); car le crochet est dé�ni comme limite des

variations quadratiques.

Une autre façon d�écrire ce résultat est de se placer sur l�espace canonique. On obtient

ainsi l�absolue continuité deW (loi du Brownien) etW(�) (loi du Brownien de drift v):

W(�)=Ft = exp

�
�Wt �

�2

2
t

�
W=Ft (1:3)

Quelques mots d�explication. Dans le membre de droite, W est l�application canonique.

Elle est notée W pour faire penser au Brownien mais pourrait être notée X comme nous

allons le faire (comme dans une intégrale, la variable muette peut s�appeler x ou y). Cette

écriture traduit que

W(�) (F (Xu; u � t)) =W
�
exp(�Xt �

�2

2
t)F (Xu; u � t)

�

pour toute fonctionnelle F:

Regardons le cas particulier F (Xu; u � t) = f(Xt): le terme W(�)(F (Xu; u � t)) est

alors W(�)(f(Xt)) = E(f(Wt + vt)) où dans le terme de droit W est un brownien. (et

donc (Wt + vt; t � 0) un Brownien de drift v):le termeW (exp(vXt� �2

2
t)F (Xu; u � t))

est W(exp(vXt � v2

2
t)f(Xt)) = E(exp(vWt � v2

2
t)f(Wt)) où dans le terme de droit W

est un brownien. Le théorème de Girsanov nous dit que si W est un brownien sous P et

dQ=Ft = exp(vWt � v2

2
t)dP=Ft ; alors

Ep(exp(vWt �
v2

2
t)f(Wt)) = EQ(f(Wt)) = EQ(f(fWt + vt))

où fW est un Brownien sous Q: c�est exactement l�écriture (1:3):

Remarquer que ceci se généralise au cas où t est un temps d�arrêt et aussi au cas où

le changement de probabilité est de la forme exp
�R t

0
�sdWs � 1

2

R t
0
�2sds

�
:

On parle de formule de Cameron-Martin quand � est déterministe.

Remarque 1.2 En utilisant les formules exponentielles, on remarque que L est solution
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de dLt = Lt�tdBt; L0 = 1: il convient de remarquer que P s�obtient en fonction de Q par

dP = L�1T dQ;avec

L�1T = exp

�
�
Z T

0

�(s)dBs +
1

2

Z T

0

�2(s)ds

�
:

Cette formule est souvent utile, mais il faut se souvenir que B est un brownien sous

P: Si l�on veut écrire L en terme de Brownien sous Q, on obtient

L�1T = exp

�
�
Z T

0

�(s)d eBs + 1
2

Z T

0

�2(s)ds

�

Le processus (L�1t ; t � 0) est une Q martingale, et si X 2 FT on a Ep(X) =

EQ(L
�1
T X):
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Chapitre 2

Evaluation en temps continu

2.1 Modèle de Black et Scholes (B.S).

Le problème traité par Black et Scholes dans [3] est l�évaluation et la couverture d�une

option de type européen (call ou put ) sur une action ne distribuant pas de dividendes,

Dans ce chapitre, nous donnons une présentation actualisée des travaux de Black et

Scholes.

2.1.1 Discription du modèle

L�évolution des cours

Le modèle proposé par Black et Scholes pour décrire l�évolution des cours est un

modèle à temps continu avec un actif risqué ( une action de prix St à l�instant t ) et

un actif sans risque ( de prix S0t à l�instant t ). On suppose l�évolution de S
0
t régie par

l�équation di¤érentielle (ordinaire) suivante :

dS0t = rS
0
t dt (2:1)

où r est une contante positive. Cela signi�e que le taux d�intérêt sur le marché des

placements sans risque est constant et égale à r. On posera S00 = 1, de sorte que S
0
t = e

rt,
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pour t � 0:

On suppose que l�évolution du cours de l�action est régie par l�équation di¤érentielle

stochastique suivante :

dSt = St (�dt+ �dBt) (2:2)

où � et � sont deux constantes et (Bt) un mouvement brownien standard. Le modèle à

étudier sur l�intervalle [0; T ] ; où T est la date d�échéance de l�option à étudier.

Déterminons la solution de l�équation (2:2)

Pour déterminer St nous faisons d�abord un calcul formèl. Posons : Yt = logSt où St

est la solution de l�équation (2.2), St est un processus d�Itô où K = �St et Ht = �St:

Appliquons la formule d�Itô à f (x) = log x d�où

logSt = logS0 +

Z t

0

1

Su
dSu �

1

2

Z t

0

1

S2u
d hS; Siu

= logS0 +

Z t

0

udu+

Z t

0

�dBu �
1

2

Z t

0

�2du

= logS0 +

Z t

0

�
u� 1

2
�2
�
du+

Z t

0

�dBu;

d�où

St = S0 exp

��
u� 1

2
�2
�
t+ �Bt

�
où S0 est le cours observé à la date 0:

Véri�ons que c�est bien la soulution de (2).St = f (t; Bt) où

f (t; x) = x0 exp

��
u� 1

2
�2
�
t+ �x

�
;

d�où

St = f (t; Bt) = f (0; B0) +

Z t

0

f
0

s (s; Bs) ds+

Z t

0

f
0

x (s; Bs) dBs +
1

2

Z t

0

f
00

xx (s; Bs) ds
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) St = S0 +

Z t

0

�
u� 1

2
�2
�
Ss dS +

Z t

0

�SsdBs +
1

2

Z t

0

�2SsdS

) St = S0 +

Z t

0

uSs dS +

Z t

0

�SsdBs

) dSt = St (�dt+ �dBt) :

Cette solution est évidement unique. Il en résulte en particulier que, selon ce modèle, la

loi de St est une loi log-normale (c�est à dire que son logarithme suit une loi normale).

Plus précisément, on voit que le processus (St) véri�e une équation de type (2.2) si

et seulement si le processus (log (St)) est un mouvement brownien (non nécessairement

standard). Compte tenu de la dé�nition (1.7) du premier chapitre, cela signi�e que le

processus (St) vér�e les propriétés suivantes :

- continuité des trajectoires,

- indépendance des accroissements relatifs : si u � t, St
Su
ou (ce qui revient au même),

l�accroissement relatif (St�Su)
Su

est indépendant de la tribu � (S� ; � � u), stationnarité des

accroissements relatifs : si u � t, la loi de (St�Su)
Su

est identique à celle de (St�u�S0)
S0

2.1.2 Stratégies auto�nancées

Une stratégie sera dé�nie par un processus � = (�t)0�t�T = (H0
t ; Ht), à valeurs

dans R2, adapté à la �ltration naturelle (Ft) du mouvement brownien, les composantes

H0
t et Ht de �t dennant, à l�instant t les quantités d�actif sans risque et d�actif risqué

respectivement détenues en portefeuille. La valeur du portefeuille à l�instant t est alors

donnée par :

Vt (�) = H
0
t S

0
t +HtSt:

Dans les modèles discrets, nous avons caractérisé les stratégies auto�nancées par l�égalité :

Vn+1 (�) � Vn (�) = �n+1 (Sn+1 � Sn). La transposition de cette égalité à temps continu
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conduit à écrire la condition d�auto�nancement sous la forme suivante :

dVt (�) = H
0
t dS

0
t +HtdSt:

Pour que cette égalité ait un sens on imposera la condition :

Z T

0

��H0
t

�� dt < +1 ps et
Z T

0

H2
t dt < +1 ps:

Alors l�intégrale : Z T

0

H0
t dS

0
t =

Z T

0

H0
t re

rtdt;

est bien dé�nie, ainsi que l�intégrale stochastique :

Z T

0

HtdSt =

Z T

0

(HtSt�) dt+

Z T

0

�HtStdBt;

puisque la fonction t! St est continue, donc borné sur [0; T ], presque sûrement.

Dé�nition 2.1 Une stratégie auto�nancée est dé�nie par un couple � de processus adapté

(H0
t )0�t�T et (Ht)0�t�T véri�ant :

1) jH0
t j dt+

R T
0
H2
t dt < +1 ps

2) H0
t S

0
t +HtSt = H

0
0S

0
0 +H0S0 +

R t
0
H0
t dS

0
u +

R t
0
HudSu ps; pour tout t 2 [0; T ] :

2.2 Théorème de représentation des martingales brow-

niennes

Soit (Bt)0�t�T un mouvement brownien standrad construit sur un espace probabi-

lisé (
; F;P) et soit (Ft)0�t�T sa �ltration naturelle. Rappelons que si (Ht)0�t�T est un

processus adapté tel que E
�R T

0
H2
t dt
�
h1, le processus

�R t
0
HsdBs

�
est une martingale

de carré intégrable, nulle en 0. Le théorème suivant montre que toutes les martingales

browniennes peuvent se représenter à l�aide d�une intégrale stochastique.
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2.2.1 Théorème

Soit (Mt)0�t�T une martingale de carré intégrable, par rapport à la �ltration (Ft)0�t�T .

il existe un processus adapté (Ht)0�t�T tel que

E
�R T

0
H2
sds
�
h+1 et :

8t 2 [0; T ] Mt =M0 +

Z t

0

HsdBs p:s: (2:3)

Notre que cette représentation n�est possible que pour les martingales de la �ltration

naturelle du mouvement brownien.

Il résulte du théorème que si U est une variable aléatoire FT - mesurable de carré

intégrable, on peut l�écrire sous la forme :

U = E (U) +

Z T

0

HsdBs p:s:

où (Ht) est une processus adapté tel que E
�R T

0
H2
t dt
�
h+1. Il su¢ t pour cela de

considérer la martingale Mt = E (U=Ft). On démontre aussi que si (Mt)0�t�T est une

martingale (non nécessairement de carré intégrable) il existe une représentation du type

(2.3) mais avec un processus véri�ant seulement
R T
0
H2
t ds h 1 p.s.

2.3 Evaluation et couverture des options dans le mo-

dèle de Black et Scholes

2.3.1 Determination d�Une probabilité sous laquelle
�eSt� est

une martingale

Nous allons montrer qu�il existe une probabilité équivalente à la probabilité initiale

P , sous laquelle le prix actualisé eSt = e�rtSt de l�action est une martingale. Daprès (2.2)
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on a :

deSt = �re�rtStdt+ e�rtdSt
= eSt ((�� r) dt+ �dBt)

et par conséquent, si on pose Wt = Bt +
��r
�
t,

deSt = eSt�dWt (2:4)

D�aprés le théorème 2.1, posant �t =
��r
�
t, il existe une probabilité P � équivalente à P

sous laquelle (Wt)0�t�T est un mouvement brownien standard. On admetra, par la suite,

que la dé�nition de l�intégrale stochastique est invariante par changement de probabilité

équivalente. Alors si on place sous la probabilité P �, on déduit de l�égalité 2.4 que
�eSt�

est une martingale et que : eSt = eS0 exp(�Wt �
�2t

2
):

2.3.2 Pricing

Dans ce partie, nous nous limiterons aux options européennes. Une option européenne

sera dé�nie par une variable aléatoire FT -mesurable, positive X : Le plus souvent, X est

de la forme f (ST ), où f (x) = (x�K)+, dans le cas d�un call, et f (x) = (K � x)+ dans

le cas d�un put . Comme dans le cas discret, nous allons dé�nir la valeur de l�option en la

simulant . Pour des raisons techniques que nous avons déjà montionnées, nous limiterons

la classes des stratégies admissibles de la façon suivante :

Dé�nition 2.2 Une stratégie � = (H0
t ; Ht)0�t�T est admissible si elle est auto�nancée

et si la valeur actualisée eVt (�) = H0 + Ht eS du portefeuille correspondant est de carré
intégrable sous P � et pour tout t; eVt (�) � 0 . On note par �� le classe de toutes les

stratégies �nancées admissibles.
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Dé�nition 2.3 On appelle actif contingent toute variable aléatoire positive, et à carré

intégrable sous la probabilité P �. De plus on dira que :

- L�actif contingent est dit simulable s�il existe une stratégie admissible � 2 ��, tel queeVT (�) = �XT . Dans ce cas � est dite génératrice de X et � = eV0 (�) est appellé le prix
associé à X, à l�instant t = 0:

Proposition 2.1 L�unique prix � associé à l�actif simulable X est donné par E� (�TX) :

Commentaire : C�est un résultat direct de la dé�nition de l�actif contingent qui est

simulable.

Dé�nition 2.4 Le marché est dit complet si tout X 2 L2 (
;F ; P �) est simulable .

Corollaire 2.1 Si P est singleton, alors le marché est complet .

Théorème 2.1 Dans le modèle de Black et Sholes, toute option dé�nie par une variable

aléatoire X positive, FT -mesurable et de carré intégrable sous P � est simulable et la

valeur à l�instant t de tout portefeuille simulant est donnée par :

Vt = E�
�
e�r(T�t)X jFt

�
:

La valeur de l�option à l�instant t est donc dé�nie de façon naturelle par l�expression :

E�
�
e�r(T�t)X jFt

�
:

Preuve. Supposons tout d�abord qu�il existe une stratégie admissible (H0; H) simu-

lante l�option . La valeur à l�instant t du potefeuille (H0; H) est donnée par :

Vt = H
0
t S

0
t +HtSt

et l�on a, par hypothèse VT = X. Soit eVt = e�rtVt = H0
t + Ht

eSt où eVt est la valeur
actualisée. Puisque la stratégie est auto�nancée, daprès le théorème 2.1 et l�égalité (2.3),
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on trouve :

eVt = V0 + Z t

0

HudeSu
= V0 +

Z t

0

Hu� eSudWu:

Sous la probabilité P �, eVt est de carré intégrable, d�après la dé�nition des stratégies, et
l�égalité qui précéde fait apparaître le processus

�eVt� comme une intgérale stochastique
par rapport à (Wt). Il en résulte que

�eVt� est, sous P �, une martingale de carré intégrable.
D�où : eVt = E� �eVT jFt� ;
et par conséquent :

Vt = E�
�
e�r(T�t)X jFt

�
:

cqfd.

2.3.3 Formule de Black et Scholes

Lorsque la variable aléatoire X est de la forme f (ST ) on peut expliciter la valeur VT

de l�option à l�instant t comme fonction de t et St, en e¤et :

Vt = E�
�
e�r(T�t)f (ST ) jFt

�
on a

ST = e
rTS0e

0@�WT�
�2

2
T

1A

et

St = e
rtS0e

0@�Wt�
�2

2
t

1A

32



eST = eSte�� (WT �Wt)�
�2

2
(T � t)

�
d�où

Vt = E�

2664e�r(T�t)f
0BB@er(T�t)Ste

0@�(WT�Wt)�
�2

2
(T�t)

1A
1CCA jFt

3775 ;
la variable aleatoire St est Ft�mesurable et, sous P �, WT �Wt est indépendant de Ft on

a donc Vt = F (t; St) avec

F (t; St) = E�

2664e�r(T�t)f
0BB@er(T�t)Ste

0@�(WT�Wt)�
�2

2
(T�t)

1A
1CCA
3775 (2:5)

sous P �, WT �Wt est une gaussienne centrée de variance (T � t ). Si on pose :

WT �Wt = y
p
T � t = y0 ) dy

0
= dy

p
T � t

dans (2:5) on obtient

F (t; St) = e
�r(T�t)

Z 1

�1
f

0BB@Ste
0@r��2

2

1A(T�t)+�y0
1CCA e

�y02
2

p
T � t

p
2�
dy

0

= e�r(T�t)
Z 1

�1
f

0BB@St e
0@r��2

2

1A(T�t)+�ypT�t
1CCA e

�y2
2

p
2�
dy:

Nous nous limitons au calcule de F dans le cas du call qui nous permet d�en déduire le

cas du put .

f (x) = (x� k)+ ;
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alors :

F (t; x) = e�r(T�t)
Z 1

�1
f

0BB@xe
0@r��2

2

1A(T�t)+�ypT�t
�K

1CCA
+

e

�y2
2

p
2�
dy;

alors :

er(T�t)xe

0@r��2
2

1A(T�t)+�ypT�t
�K � 0

() e

0@r��2
2

1A(T�t)+�ypT�t
� K

x
e�r(T�t)

() y �
log

K

x
+

�
�2

2
� t
�
(T � t)

�
p
T � t

:

On pose

�1 =

log
K

x
+

�
�2

2
� t
�
(T � t)

�
p
T � t

;

d�où

F (t; x) =

Z ��1

�1
xe

0@�ypT�t��2
2
(T�t)

1A
e

�y2
2

p
2�
dy �

Z ��1

�1
Ke�r(T�t)

e

�y2
2

p
2�
dy:

On note par

A =

Z ��1

�1
xe

0@�ypT�t��2
2
(T�t)

1A
e

�y2
2

p
2�
dy
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et

B =

Z ��1

�1
Ke

�r(T�t) e

�y2
2

p
2�
dy

d�où

B = Ke
�r(T�t)

N (��1)

et

A =
xp
2�

Z ��1

�1
e

0BB@
�
y � �

p
T � t

�2
2

1CCA
dy:

Soit

z = y � �
p
T � t

car

��2 = ��1 � �
p
T � t

A = xN (��2) ; d�où

F (t; St) = StN (��2)�Ke
�r(T�t)

N (��1)

où K est le prix d�éxercice et x est le prix de l�actif . Maintenant si on a un put, le même

calcul pour

f (x) = (K � x)+

nous donne

F (t; St) = Ke
�r(T�t)N (�2)� StN (�1) :

2.3.4 Couverture des calls et des puts

Dans la démonstration du théorème 2.1, on a utilisé le théorème de représentation

des martingales browniennes pour montrer l�existence d�un portefeuille simulant.
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Dans la pratique on peut construire le portfeuille simulant pour couvrir une option et on

ne peut pas se contenter d�utiliser un seul théorème d�existence.

Si l�option est dé�nie par la variable aléatoireX = f (ST ) on peut expliciter le portefeuille

de couverture . A chaque instant t le portefeuille simulant doit avoir une valeur actualisée

égale à eVt = e�rtF (t; St) (2:6)

où F est dé�nie par la relation (2:5).

Dans le cas du call et du put et avec les formules qu�on a vu F 2 C1 ([0; T [� R) : si on

pose eFt (t; x) = e�rtF �t; xert� ;
et eVt = eFt �t; eSt� pour t < T de la formule d�Itô :

eFt �t; eSt� = eFt �0; eS0�+Z t

0

@ eF
@x

�
u; eSu� deSu+Z t

0

@ eF
@t

�
u; eSu� du+1

2

Z t

0

@2 eF
@x2

�
u; eSu� dDeS; eSE

u

où

d
DeS; eSE

u
=
D
dfSu; deSuE = DeSu�dWu; eSu�dWu

E
= eS2u�2 hdWu; dWui = eS2u�2d hW;W iu = eS2uu �2du:

Donc

eFt �t; eSt� = eFt �0; eS0�+Z t

0

@ eF
@x

�
u; eSu� deSu+Z t

0

@ eF
@t

�
u; eSu� du+1

2

Z t

0

@f2F
@x2

�
u; eSu� dDeS; eSE

u

= eFt �0; eS0�+ Z t

0

@ eF
@x

�
u; eSu� eSu�dW +

Z t

0

"
@ eF
@t

�
u; eSu�+ 1

2

Z t

0

@f2F
@x2

�
u; eSu� eS2u�2

#
du
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= eFt �0; eS0�+ Z t

0

@ eF
@x

�
u; eSu� eSu�dW +

Z t

0

Kudu;

comme eVt: = eFt �t; eSt� est une martingale sous P � , Ku = 0 d�après la proposition (1.3)

d�où

eFt �t; eSt� = eFt �0; eS0�+ Z t

0

@ eF
@x

�
u; eSu� eSu�dW = eFt �0; eS0�+ Z t

0

@ eF
@x

�
u; eSu� deSu:

Le processus de couverture est

Ht =
@ eF
@x

�
t; eSt� = @F

@x
(t; St) ;

et comme

eVt = �0t + �t eSt = eFt �t; eSt�
alors

H0
t =

eFt �t; eSt�� �t eSt
d�où le portefeuille (H0

t ; Ht) est auto�nancé et sa valeur actualisée est bien

eVt: = eFt �t; eSt� :
Remarque 2.1 Le raisennement qui précéde montre qu�on peut traiter les options de la

forme f (St) sans utiliser le théorème de représentation Brownienne.

Remarque 2.2 Dans le cas du call avec les notations précédentes

@F

@x
(t; x) = N (��2)

et dans le cas du put
@F

@x
(t; x) = �N (��1)
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2.4 Théorème de valorisation dans le cas multidi-

mensionnel et avec coe¢ cients de di¤usion sto-

chastiques

Soit un marché composé de d+ 1 actifs.

� un actif sans risque dont la di¤usion sous la probabilité historique P est donnée par

dM�

M�

= r�d�

� d actifs risqués qui sous P ont la di¤usion suivante :

dSi�
Si�

= �i�d� +
dX
j=1

�i;j� dW
p
j

ou avec des notations vectorielles

dSi�
Si�

= �i�d� +
�!
�i�

Tr :
��!
dW p

avec W = (W p
1 ; :::;W

p
j :::;W

p
d ) brownien d-dimmensionnel. On note F� la �ltration

naturelle associée à W .On suppose par ailleurs que

� r; � et � sont mesurables, F� -adaptés, uniformément bornés sur [t; T ]�
; r est positif.

� La matrice �� est inversible, son inverse est borné pour tout � 2 [t; T ] ; �� est

prévisible.

� une stratégie auto�naçante est le d+1-uplet (�i)0�i�d = (�0; (�i)1�i�d) de processus

F� adaptés et tels que si l�on note
�!�� le vecteur formé des d dernières coordonnées de �!��

et X� = �
0M� +

�!�� Tr :
�!
S� la valeur en � de la stratégie on ait

dX� = �
0
�dM� +

�!�� Tr :
��!
dS�
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Théorème 2.2 Dans le marché tel que dé�nit précédemment on demontre que :

�9 probabilité Q équivalente à P telle

dSi�
Si�

= r�d� +
dX
j=1

�i;j� dW
Q
j

soit avec des notations vectorielles

dSi�
Si�

= r�d� +
�!
�i�

Tr :
���!
dWQ

� quelque soit Z variable FT�mesurable et telle que EQ
h
e�

R T
t rsdsZ=Ft

i
alors

il existe une stratégie auto�nançante fondée sur les actifs de base (activ sans risque et

les d actifs risqués) qui �nance Z.

� et dont la valeur pour tout � 2 [t; T ] est donnée par :

C� = E
Q
h
e�

R T
� rsdsZ=F�

i
� la di¤usion de C� sous P peut s�écrire

dC�
C�

= �c�d� +
�!
�C�

Tr :
��!
dW p

avec �C� = r� +
�!
�C� :
�!
�� avec

�!
�� vecteur de prime de risque indépendant de l�actif C.

Preuve. � on pose �!�� = ��1� :
h�!�� � r��!1 i :Les hypothèses faites sur ��;�!�� et r� im-

pliquent que
�!
�� est borné. On peut alors appliquer le théorème de Girsanov multidimen-

tionnel qui montre qu�il existe probabilité Q équivalente à P sous laquelle on a :

dSi�
Si�

= r�d� +

dX
j=1

�i;j� dW
Q
j
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avec (dWQ
j )j brownien sous Q.

� sous cette probabilité Q les stratégies auto�naçantes véri�ent :

dX� = �
0
�dM� +

�!�� Tr :
�!
dS�

= �0�dM� +
i=aX
i=1

�i� � dSi�

= �0�r�M�d� +

i=dX
i=1

�i�S
i
�r�dr +

i=dX
i=1

�i�S
i
�

"
dX
j=1

�i;j� dW
Q
j

#
= X�r�d� +

�!
�� Tr :

h
�� :
��!
dWQ

i
avec

�!
� =

���������������

�1 � S1

�2 � S2

:::

�d�1 � Sd�1

�d � Sd

puis en posant

R� = e
�
R �
t rsds(=

1

M�

)

on obtient :

d(X�R� ) = R (�)
�!
�� Tr :

h
�� :
���!
dWQ

i
soit encore :.

X�R� = XtRt +

Z �

t

Rs
�!
�s Tr :

h
�s:
��!
dWs

Q
i

� on pose N� = EQ
h
e�

R T
t rsdsZ=F�

i
. N� est une martingal sous Q; d�après le théorème

de représentation des martingales il existe un processus
�!
h� tel queN� = Nt+

R �
t

�!
h� Tr :

��!
dWQ.
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En identi�ant N�à X�R� , on pose :

�!
�� =

�
�Tr�
��1�!

h�

R�

et l�on obtient : N� = Nt +
R �
t
Rs
�!
�s Tr :

h
�s:
��!
dWs

Q
i
avec NT = e�

R T
t rsdsZ:

On conclut en posant 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

8i 2 f1; 2; ::; dg

�i =
�i
Si

et

�0� =

N�
R�

�
Pd
1 �iSi

M�

et en véri�ant que la stratégie obtenue est e¤ectivement auto�nançante et que sa valeur

est X� avec

X� = E
Q
h
e�

R T
� rsdsZ=F�

i

2.4.1 rappel

Le théorème de représentation des martingales qui a été utilisé ici est une extension

du théorème classique. Nous rappellerons ici l�énoncé, de cette extension :

Soit (Bs)t�0 un P-mouvement brownien, soit Ft = �(Bs; s � t) sa �ltration. soit Lt

un densité de Girsanov s�écrivant

Lt = e

0@R t
0 h(s)dBs�

1

2
R t
0 h

2(s)ds

1A

avec h bornée. On sait que fBs = Bs � R t0 h(s)ds est un Q-mouvement brownien.
En général, la �ltration eFt = � �fBs; s � t� n�est pas égale à Ft. Cependant on peut

montrer que le théorème de représentation prévisible des martingales est encore véri�é

sous Q :
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Tout Q� Ft martingale continue s�écrit
R t
0
�(s)dfBs, où � est un processus prévisible

satisfaisant : Z t

0

�2(s)ds h +1 P-p.s. (ou P-p.s.)

Dé�nition 2.5 Prix d�une obligation zéro coupon ou "strip" Une obligation zéro coupon

est un actif qui verse un �ux �xe à une date future T . On peut résumer cet actif plus

généralement

N �B(t; T )

avec N le notionnel de l�obligation Zéro-coupon et B(t; T ) le prix zéro-coupon.

Introduisons la notion corollaire de taux Zéro-coupon R(t; T ), qui est le taux de ren-

dement actuariel du Zéro-coupon. la formule qui le dé�nit est la suivante :

B (t; T ) =
1

(1 +R(t; T ))(T�t)

Remarque 2.3 Les taux qui prévalent à chaque instant sur le marché résultent d�un

équilibre entre l�o¤re et la demande de liquidité immédiate et à terme. Ils sont le re�et d�un

équilibre macro économique qui s�établit entre les intervenants prêteurs et les intervenants

emprunteurs.

2.4.2 Formule BS avec taux d�intérêt stochastique

On se place à nouveau dans la con�guration d�un call sur un actif ne versant pas de

dividendes. Nous allons calculer la formule BS lorsque le taux court est stochastique. Sup-

posons que dans notre monde multidimensionnel nous avons l�actif sans risque M , l�actif

risqué et le Zéro-coupon maturant en T . D�après le théorème de valorisation précédent

nous avons

Ct = E
Q
h
e�

R T
t rsds (ST �K)+ =Ft

i
(2:7)
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Avec sous Q :

dS�
S�

= r�d� +
�!�s
��!
dWQ

dB�
B�

= r�d� +
�!�B
��!
dWQ

dM�

M�

= r�d� (2:8)

avec donc, cette fois, r� stochastique.

Notons �� = e
R �
0 rsds:En appliquant Itô on montre facilement que :

d
S�
��
S�
��

= �!�s
��!
dWQ

d
B�
��
B�
��

= �!�B
��!
dWQ (2:9)

posons maintenant :

L� =
B�
��

1

B0

(2.9) implique que L� est une martingale sous Q strictement positive. par ailleurs Lt =

EQ(LT�F0) = 1:LT peut donc s�interpréter comme une densité de Radon Nycodym
dQT

dQ
caractérisant une probabilité QT dite probabilité forward neutre associée à la maturité

T . par ailleur on remarque que :

dL�
L�

=

d
B�
��
B�
��

= �!�B
��!
dWQ

et donc

L� = e

24R �
t
�!�B
��!
dWQ�

1

2
R �
t

����!
k�Bk2ds
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Ainsi en appliquant le théorème de Girsanov on a

��!
dW�

QT =
��!
dW�

Q ��!�Bd�

avec
��!
dW�

QT brownien sous QT . L� s�écrit également en fonction de
��!
dW�

QT

L� = e

hR �
t
�!�B
��!
dWQ+ 1

2

R �
t

����!
k�Bk2ds

i

Montrons maintenant que
S�
B�

et
��
B�

ainsi que
M�

B�
sont martinguales sous QT :

EQ
T

�
S�
B�
=Fs

�
=

EQ
�
dQT

dQ

S�
B�
=Fs

�
EQ
�
dQT

dQ
=Fs

�

=

EQ
�
B�
��

1

B0

S�
B�
=Fs

�
EQ
�
B�
��

1

B0
=Fs

�

=

1

B0
EQ
�
S�
��
=Fs

�
1

B0
EQ
�
B�
��
=Fs

�
=

Ss
B�

Un calcul similaire nous montre que
��
B�

ainsi que
M�

B�
sont également martingales

sous QT . On en déduit alors rapidement :

d
S�
B�
S�
B�

= [�!� S ��!� B]
��!
dWQT (2:10)
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ainsi que

d
��
B�
��
B�

= ��!� B
��!
dWQT (2:11)

Reformulons notre équation de valorisation (2.7)

Ct = E
Q
h
e�

R T
t rsds (ST �K)+ =Ft

i

=

EQ
T

�
dQ

dQT
e�

R T
t rsds (ST �K)+ =Ft

�
EQT

�
dQ

dQT
=Ft

�
Calculons les deux termes de ce ratio. Au nominateur :

EQ
T

�
dQ

dQT
e�

R T
t rsds (ST �K)+ =Ft

�
= EQ

T

�
1

LT
e�

R T
t rsds (ST �K)+ =Ft

�

= EQ
T

2664 1
BT
�T

1

B0

e�
R T
t rsds (ST �K)+ =Ft

3775
= B0E

QT
�
(ST �K)+ =Ft

�

en remarquant que BT = 1: Au dénominateur :

EQ
T

�
dQ

dQT
=Ft

�
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= EQ
T

�
1

LT
=Ft

�
= EQ

T

"
1

BT
�T

1
B0

=Ft

#

= B0E
QT
�
�T
BT
=Ft

�
d�après l�équation (2.11)

EQ
T

�
�T
BT
=Ft

�
=
�t
Bt

d�où

EQ
T

�
dQ

dQT
=Ft

�

=
�t
Bt
�B0

ainsi :

Ct = EQ
h
e�

R T
t rsds (ST �K)+ =Ft

i
(2:12)

= BtE
QT
�
(ST �K)+ =Ft

�
= BtE

QT

"�
ST
BT

�K
�+
=Ft

#

que l�on peut résoudre avec la connaissance de la di¤usion de
S�
B�

sous QT qui nous

est justement donnée par (2.10). Si l�on suppose que �!� S ��!� B n�est pas stochastique on

obtient

Ct = Bt

�
St
Bt
N(d1)�KN(d2)

�
avec

� d1 =
ln( St

Bt
=K) + 1

2
�2(T � t)

�
p
T � t
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� d2 = d1 � �
p
T � t

� � = k�!� s ��!� Bk

Soit si l�on pose ST� =
S�
B�

Ct = Bt
�
STt N(d1)�KN(d2)

�
avec

� d1 =
ln(STt =K) +

1
2
�2(T � t)

�
p
T � t

� d2 = d1 � �
p
T � t

2.4.3 Prix Forward d�un actif

Le prix forward en t d�un actif pour un contrat forward maturant en T est tel que le

prix en t des �ux en T induits par le contrat forward est 0.

Soit, en notant P f ce prix forward :

EQ
h
e�

R T
t rsdsP f=Ft

i
= EQ

h
e�

R T
t rsdsST=Ft

i
Or d�aprés le théorème de valorisation de la section (2.4)

EQ
h
e�

R T
t rsdsP f=Ft

i
= P fEQ

h
e�

R T
t rsds=Ft

i
= P fEQ

h
e�

R T
t rsdsB(T; T )=Ft

i
= P fB(t; T )

et

EQ
h
e�

R T
t rsdsST=Ft

i
= St

En conclusion :

P f =
St

B(t; T )
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Où B(t; T ) est le prix en t du zéro-coupon maturant en T .

Un des traits majeurs du modéle de Black-Scholes (et une des raisons de son succés)

est que les formules de prix obtenues, de même que les formules de couverture que nous

donnerons plus loin, dépendent d�un seul paramétre non directement observable : le

paramétre �, appelé "volatilité" par les praticiens ( le paramétre de dérive � disparait

sous l�e¤et du changement de probabilité ).Dans la pratique, deux méthodes sont utilisées

pour évaluer � :

1- la méthode historique : dans le cadre du modèle, �2T est la variance de

log(ST ) et les variables log(ST�S0), log(S2T�ST ),..., log(SNT�S(N�1)T ) sont indépen-

dantes équidistribuées.Dés lors, on peut, à partir des valeurs du cours observées dans le

paasé, estimer � par des voies statistique ( par exemple à l�aide de variances empiriques

).

2-la méthode "implicite" : certaines options sont cotées sur des marchés organisés

et le prix des options (call et puts ) étant une fonction strictement croissante de �,

à chaque options cotée, on peut associer une volatilité "implicite", par inversion de la

formule de Black-Scholes.le modèle ainsi identi�é peut ensuite être utilisé pour les calculs

de couverture.

Dans ces questions de volatilité, on se heurte vite aux imperfections du modèle de

Black-Scholes : on constate des di¤érences importantes entre volatilité historique et volati-

lité implicite et la volatilité implicite semble dépendre du prix d�exercice et de l�échéance.

Malgré ces incohérences, le modèle constitue une référence indispensable pour les

praticiens.
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Chapitre 3

Modèle de Smile

La présence de smile sur les marchés des taux, des actions et du change ont poussé

les opérateurs à trouver des processus de di¤usion des sous-jacents qui leur permettent

d�expliquer le phénomène de "smile". l�objectif est double : il s�agit de pouvoir donner un

prix à des payo¤s où la réplication statique n�est pas enviseageable mais aussi de mieux

se couvrir. Nous alons étudier 3 modèles à smile : le modèle" log-décalé", qui comme

on le verra peut s�interpréter comme une combinaison linéaire d�un modèle normal et

d�un modèle log-normal, le modèle "Dupire" à volatilité locale dépendant du temps et du

niveau du sous jacent et en�n le modèle" SABR" où la volatilité dépend du sous-jacent

mais également d�un paramètre stochastique non corrélé avec le sous jacent.

3.1 Volatilité Black-Scholes implicite et smile

Pour une date de maturité T (date �xée à l�avance) donnée sont côtés sur le marché

un certain nombre de calls et de puts pour di¤érents niveaux de strike K (le prix �xé

d�avance ). Or les cotations ne sont pas données en prix mais en terme de volatilité

Black-Scholes, dite "volatilité implicite".
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Si l�on note FKBS(�) la fonction telle que :

FKBS(�) = CBS(t; T; r; S;K; �)

alors la volatilité implicite d�un call de strike K et de prix PK est la valeur de

�BS implicite telle FKBS(�) = PK .On a donc :

�BS implicite = FK�1BS (PK)

Or sur de nombreux marchés on s�aperçoit la volatilité implicite dépend de K. Ce

phénoméne est appelé "smile" du fait de forme de la fonction �BS implicite(K). Nous en

donnons un exemple numérique sur la �gure 01.

Figure 01 : Smile
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un tel phénomène vient contre dire l�hypothèse de di¤usion que nous avions donnée à

savoir que sous la probabilité historique on a :

dS�
S�

= �d� + �dW p

dM�

M�

= rd�

avec des coe¢ cients �,r et � non stochastique. Le marché continue d�adhérer à la

formalisation BS, sait qu�elle est fausse et apport des corrections qui se traduisent par

l�apparition de smile.

Ce phénomène est très présent sur le marché des action, sur le marché des changes

mais aussi sur le marché des taux d�intérêt.

3.2 Modèle log-décalé

On se place sous la probabilité forward neutre QT associé à la maturité T. Sous cette

probabilité le prix forward de l�actif est martingale. La di¤usion du sous-jacent s�écrit de la

manière suivante :

dST�
ST� +m

= �dWQT (3:1)

oùm est un paramétre constant. Soit

encore
dST�
ST�

= �loc(S
T
� )dW

QT

avec
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�loc(S
T
� ) = � �

ST� +m

ST�

3.2.1 Valorisation d�un call.

On se place dans le cadre du paragraphe �formule BS avec taux d�intérêt stochastique�

et l�on reprend le calcul de valorisation du call à partir de l�équation (2:12) :On pose

L� = S
T
� +m

On a : � Lt = STt +m

� LT = STT +m

� dL�
L�

= �dWQT

� Ct = Bt EQ
T
h�
STT �K

�+
=Ft

i
= BtE

QT
�
(LT � (K +m))+ =Ft

�

et donc : Ct = Bt [LtN (d1)�KN (d2)]

= Bt
��
STt +m

�
�N (d1)�KN (d2)

�
avec

d1 =

ln

�
STt +m

K +m

�
+
1

2
�2 (T � t)

�
p
T � t

d2 = d1 � �
p
T � t

3.2.2 Lien avec le modèle de taux Ho et Lee

Description du modèle de taux Ho et Lee [5]

Le modèle est binomial : chaque état et est suivi par deux états. notés (et; 1) et

(et; 0) :Ainsi un état à t est caractérisé par une suite de t "chocs" égaux à 1 ou 0.
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Quelque soit l�état t � 1; il existe un zéro-coupon pour toute maturité � : Nous sup-

poserons que les prix ne dépendent pas de l�ordre des chocs mais seulement du nombre

des chocs 1 et 0 qui se sont produits. Aussi, si l�état et comprend n chocs 1 le prix d�un

zéro-coupon de maturité � dans cet état sera noté p (et; �) ou p (t; n; �) : Cette hypothèse

sera appelée condition d�indépendance.

Le prix dans l�état (t; n) d�un zéro-coupon de maturité � est relié au prix à terme de

la date précédente par les formules :

8>>>>><>>>>>:
p (t; n; �) =

p (t� 1; n; � + 1)
p (t� 1; n; 1) � h�(�)

et

p(t; n+ 1; �) =
p (t� 1; n; � + 1)
p (t� 1; n; 1) � h(�)

Ainsi le prix au comptant dévie par rapport au prix à terme de la date précédente

uniquement en fonction de la maturité et du choc : il s�obtient en multipliant le prix à

terme par un facteur h(�) ou h�(�) suivant que le choc a été 1 ou 0:Puisque le prix d�un

coupon de maturité 0 est égal à 1, h(0) et h�(0) doivent être égaux à 1:

Cette hypothèse restrictive mais simple semble bien adaptée au cas des zéro-coupons

car la sensibilité de leur prix dépend principalement de leur maturité. Remarquons en-

�n que le processus suivi par le prix d�une action dans le modèle binomial ne peut en

aucun cas être retenu pour un zéro-coupon : le prix de l�action peut prendre de plus

en plus de valeurs di¤érentes quand t augmente, alore que le prix d�un zéro-coupon est

nécessairement égal à 1 à sa date de liquidation, quel que soit l�état.

Nous sommes en t. On cherche à valoriser un cap sur taux �M maturant en T.

On se place dans le cadre �pre �xing post payment,

c�est-à-dire que payo¤du cap �xe en Tmais le payment est e¤ectué en T+� On noteC�

la valeur du cap en � .On a :. Ct = E
Q
h
exp

�
�
R T
t
rsds

�
� (YT �K) �B (T; T + �) =Ft

i

= EQ
h
exp

�
�
R T+�
t

rsds
�
� (YT �K) =Ft

i
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= B (t; T + �)EQ
T+�
[(YT �K) =Ft]

Le taux �M en T est donné par :
1

1 + �Y T
= B (T; T + �)

soit YT =
1

�

�
1

B (T; T + �)
� 1
�

posons Y T� =
1

�

�
B (� ; T )

B (� ; T + �)
� 1
�

(il s�agit du taux forward).On a

� Y T� = YT

� dY T�
1 + �Y T�

=

d

�
B (� ; T )

B (� ; T + �)

�
B (� ; T )

B (� ; T + �)
Dans le cadre du modèle Ho and Lee les prix zéro-coupon suivent sous la probabilité

risque neutre la di¤usion :

dB (� ; T )

B (� ; T )
= r�d� + �HL � (T � �) dWQ

On montre aisément en utilisant des raisonnements analogues à ceux développés dans

le paragraphe �formule BS avec taux d�intérêt stochastique� que
B (� ; T )

B (� ; T + �)
est une

martingale sous QT+�. On en déduit que sous QT+� on a :

d
B (� ; T )

B (� ; T + �)

B (� ; T )

B (� ; T + �)

= ��HL � � � dWQT+�

et donc
dY T�
1 + �Y T�

= ��HL � � � dWQT+�

soit encore
dY T�

1=� + Y T�
= ��HL � �2 � dWQT+Q

Remarques et exemples numériques
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Remarque 3.1 Une bonne approximation des volatilités implicites est donnée par :

�BS
�
STt ; K

�
= �loc

�
STt +K

2

�
�

26641 + 1

24
�
�"loc

�
STt +K

2

�
�loc

�
STt +K

2

� � �STt �K�2
3775 (3:2)

Remarque 3.2 L�équation de di¤usion (3.1) peut également s�écrire :

dST� = qe�dWQT + (1� q)ST� e�dWQT

avec m = qe� et (1� q) e� = �
Exemples numériques : cf �gures 2 et 3.
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Figure 02 Log-Décalée : Modèle de taux Ho& Lee
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Figure 03 : Log-Décalée
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3.3 Modèle à volatilité locale non paramétrique : mo-

dèle dit de �Dupire�

3.3.1 Formule de Tanaka

La formule de Tanaka est une extension du lemme d�Itô que l�on applique aux distri-

butions. Soit f(t; x) une fonction et X un processus d�Itô qui s�écrit

dXt = �tdt+ �tdWt

On a :

df(t;Xt) =
@f(t;Xt)

@t
dt+

@f(t;Xt)

@Xt

dXt +
1

2

@2f(t;Xt)

@X2
t

�2tdt

Où
@f(t;Xt)

@Xt

et
@2f(t;Xt)

@X2
t

sont à prendre, si nécessaire, au sens des distributions.

3.3.2 Application

Equation de Focker-Plank

On prend f(t;Xt) = �x(Xt) et

dXt = �(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dWt

On obtient :

d�x(Xt) =

�
�0x(Xt)�(t;Xt) +

1

2
�00x(Xt)�

2(t;Xt)

�
dt+ �0x(Xt)�(t;Xt)dWt

équation à laquelle on applique l�opérateur Espérance :

d't(x) =

�
@'t(x)�(t;x)
@x

+
1

2

@2't(x)�
2(t;Xt)

@x2

�
dt
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Or 't(x) = E [�x(Xt)]

et donc

't(x) =
@'t(x)�(t;x)
@x

+
1

2

@2't(x)�
2(t;Xt)

@x2

soit l�équation de Focker-Plank régissant la densité du processus Xt:

EDP suivi par le prix des calls et équation de la volatilité locale [8]

On prend f(t;Xt) = (Xt �K)+ et

dXt = �(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dWt

L�application de la formule de Tanaka nous donne :

d(Xt �K)+ = 1fXt>KgdXt +
1

2
�K(Xt)�

2(t;Xt)dt

soit, en appliquant l�opérateur espérance :

dE (Xt �K)+ =
1

2
't(K)�

2 (t;K) dt

On note C (t;K) le prix au temps 0 d�un call de strikeK maturant en t. En supposant

les taux à zéro on a C (t;K) = E (Xt �K)+ :L�équation précédante s�écrit :

@C(t;K)

@t
=
1

2
't(K)�

2 (t;K)

En utilisant le fait que

't(K) =
@2C(t;K)

@K2
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On obtient :

� (t;K) =

vuuuut2
@C(t;K)

@t
@2C(t;K)

@K2

3.4 Modèle SABR (Sigma Alpha Beta Rho)

Le modèle SABR propose de ne pas réduire la stochasticité de volatilité locale à

la seule dépendance de cette volatilité au sous jacent et ajoute une source de bruit

supplémentaire. Le forward suit la di¤usion suivante :

� dF = F ���dW 1

� d�� = ���dW 2

� hdW 1dW 2i = �

L�impact des paramètres sur la forme des smiles implicites est illustré par les �gures

4 et 5.

Une augmentation du paramètre �� induit une translation du smile vers le haut. Une

diminution du paramètre � accroit le �skew�de même qu�une diminution du paramètre

�. En�n une augmentation du paramètre �, la volatilité de la volatilité �� accroit la

convexité du smile. L�ajout d�une dimension stochastique pour la volatilité permet donc

d�atteindre des smiles convexes qui n�étaient pas accesibles sous des modèles du type �log-

décalé�. Mais ce que permet surtout l�utilisation du SABR c�est un hedge plus compatible

avec la dynamique du smile. À partir d�une analyse simple de la formule (3.2 ) pour le

modèle log-décalé, l�évolution du forward, à paramètre m inchangé, fait évoluer le smile

d�une façon qui peut être incompatible avec l�évolution réelle du smile de marché et

induire un delta hedge moins e¢ cace qu�un delta hedge évalué à partir d�un simple

modèle BS.
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Figure 04 : Smile SABR 1

61



Figure 05 : Smile SABR 2
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