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Abstract

In this memory we studie problems of financial asset assessments with stochastic
volatility, and we explain the presence of smile on markets of rates, stocks and currencies
pushed operators to find processes of diffusion of the underlying that allow them to
explain the phenomenon of smile. Also, we studie three models of smile : the baffled log
model, that as one will see it can be interpreted as a linear combination of a normal
model and a log - normal model, the model > Dupire’ to local volatility depending of
the time and the level of the underlying asset and in short the SABR model where the
volatility depends on the underlying but also of a stochastic parameter non correlated

with the underlying asset.



Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions les problémes d’évaluations d’actifs financiers avec
volatilité stochastique, et expliquons la présence de smile sur les marchés des taux, des
actions et de change, ceci a poussé les opérateurs a trouver des processus de diffusion des
sous-jacents qui leur permettent d’expliquer le phénomeéne .

Nous étudions, également trois modeéles & smile : le modeéle log-décalé, qui comme
on le verra peut s’interpréter comme une combinaison linéaire d’'un modeéle normal et
d’un modéle log-normal, le modéle "Dupire’ & volatilité locale dépendant du temps et du
niveau du sous jacent et enfin le modele SABR ou la volatilité dépend du sous-jacent

mais également d’'un parametre stochastique non corrélé avec le sous jacent.



Introduction

En 1973, F. Black, M. Scholes [3] et R Merton [14] ont opéré une avancée majeure
en matiére d’évaluation d’option en proposant un modeéle avec formule fermée. Ils ont

pour cela supposé que le sous-jacent suivait le modele suivant :

dS = pSdt + o SdW

ol la variable o, supposée constante, représente la volatilité de l'actif et ;1 son espérance
de rentabilité, dI est un processus de Wiener standard. En temps discret, la variation
OW durant un court intervalle de temps de longueur dt s’écrit : 6W = e/ dt ou € suit
une loi normale N (0,1) et les valeurs de 0W pour deux intervalles de longueur 6t sont
indépenantes.

On note U (S, Ss,t) = exp (—r(T —t)) E* (Py(S1, 52, T)/F;) et on peut a 'aide du

lemme d’Ito, se ramener a ’'Equation aux Dérivées Partielles (EDP) suivante :

2
a,U + %528350' Y8 OU —1U =0

ou r est le taux d’intérét supposée constant. D’un point de vue probabiliste, cette solution
peut s’écrire sous une certaine probabilité : U = e "T=YE [Py] ou Py est la condition
finale, i.e. le Payoff.

Cette équation parabolique peut, aprés changement de variables, se ramener & I’équa-

tion de la chaleur, qui nous permet ainsi d’obtenir par le noyau de la chaleur une formule



fermée pour le calcul d’un call européen (formules de Black-Scholes). Elle peut également
étre résolu par les méthodes usuelles de I’analyse numérique, en particulier les méthodes
de Monte-Carlo, les différences finies ou les éléments finis.

La volatilité est un paramétre essentiel en finance. C’est une mesure du risque de
variation du rendement d’un actif sous-jacent, ou encore de la variation du cours du sous-
jacent et se révele dans la pratique tres difficile & évaluer car non directement observable.
Néanmoins, ce terme englobe plusieurs aspects. On parle en effet de volatilité implicite,
historique.

Plus la volatilité est élevée, plus la probabilité d’un écart entre le cours actuel du
sous-jacent et le cours prochain est importante. Pour le possesseur d’un stock (ou sous-
jacent) cela importe peu; en effet, les risques de variation a la hausse comme & la baisse
se compensent en moyenne.

Cependant, ce n’est pas le cas pour le détenteur d’'une option, telle un call ou un
put. Prenons par exemple le cas d'un call dont le prix d’exercice (strike est a la monnaie
c’est-a-dire au méme prix que le prix du sous-jacent ou spot). Le détenteur de I'option
exercera sa possibilité d’acheter le spot que si le prix de celui-ci est supérieur au prix
d’exercice de I'option. Ainsi, plus le prix sera élevé plus il gagnera d’argent. Dans le cas
contraire, c’est-a-dire si le prix de I'action est inférieur au prix d’exercice, les pertes sont
limitées au prix de 'option.

La volatilité est donc un élément clef pour les produits structurés. Et on comprend
bien la nécessité d’avoir des modeéles s’approchant au maximum de la réalité.

Lorsque l'on observe pour un méme sous-jacent, les prix de plusieurs options de
strike et de maturité différents, et que 'on calcule la volatilité implicite associée, on
obtient des valeurs différentes. Pourtant le modéle de Black-Scholes suppose une volati-
lité constante. C’est un des principals défauts du modéle de Black-Scholes : il n’y a pas
une unique volatilité pour un méme sous-jacent mais plusieur qui différent en fonction du
strike et de la maturité de I'option. La variation de la volatilité implicite du sous-jacent

par rapport au strike a maturité constante est connu comme le phénoméne de Smile



(Derman E. and I. Kani, (1994) [6]).

Ce phénomeéne peut s’expliquer par 'interprétation du risque par le vendeur. En effet,
plus le risque sera percu comme grand, plus la volatilité sera grande.

L’existence du smile montre les limites du modeéle de Black-Scholes et d’autres modéles
plus complexes ont été introduits pour palier a cette déficience. Les modéles & volatilité
stochastique considérent donc la volatilité comme suivant un processus stochastique.

Le but de notre travail est d’expliquer les modéles de smiles (modele log-décalé, modele
"Dupire" et modele SABR), et de calculer leurs volatilités stochastiques implicites.

Notre travail est composé de trois Chapitres :

Chapitre 1 : Nous introduissons les notions de calcul stochastique, les filtration,
les martingales, les temps d’arréts et 'intégral stochastique etc..., on va citer quelques
resultats : théorémes d’arréts de Doob et décompostion de Doob.

Chapitre 2 : Nous nous consacrons a la construction du modeéle de Black-Scholes et
traitons les résultats importants pour I’évaluation et la couverture de I’option européenne
dans un modeéle du marché complet.

Chapitre 3 : Nous expliquons les modeéles a smile (modéle log-décalé, modele "Du-

pire" et modele SABR) et calculons leurs volatilités stochastiques implicites.



Chapitre 1

Rappel du calcul stochastique

1.1 Martingales 4 temps discret

1.1.1 Filtration et temps d’arrét

de

Une filtration sur un espace probabilis¢ (€2, F, P) est une suite croissante (F,), oy
sous tribus de F.

Notons que n représente le temps, ses valeurs seront applées dates ou instants et F,
s'interpréte comme la liste des événements dont a la date n ou plus tard on saura s’il se

réalisent ou non.

Définition 1.1 Un processus X = (X,, n € N) est adapté a la filtration F, si pour

chaque n la vartable aléatoire X,, est F,,—mesurable.

Définition 1.2 Soit Y un processus tel que chaque variable Y, soit intégrable. Le pro-
cessus X = (Xy),>q défini par X, = E (Y, | F,) est la meilleure approzimation de Y ;
X = (Xy),en Sera appellé la projection adaptée de'Y .

Théoréme 1.1 Une variable aléatoire X est intégrable si et seulment si Ve > 0, il

existe M > 0 tel que f{‘X|>M} | X|dP < e.



Définition 1.3 Soit (X,),-, une suite des variables aléatoires intégrable. On dit que
(Xn)nzo est uniformiment intégrable si pour tout € > 0, il existe une suite M, > 0 telle

que | X, |dP < €, ou M, est indépendent de n.

f{IXn|>Mn}

Définition 1.4 Soit (Q2, F,P) un espace probabilisé et (F,),~, une filtration de cet es-
pace. Une famille adaptée (X,),, de variable aléatoires intégrables, ( c’est- a - dire
vérifiant E (| X,|) < oo pour tout n) est :

- une martingale (resp ; sousmartingale, surmartingale) si X,, = B[X _, |F,], (resp; X, <

BX, 1 [Fnl, Xn 2 BIX, 4 [Fa]) -

Notons que :
- Les martingales forment un espace vectoriel sur R.
- les sousmartingales et surmartingales forment un cone convexe.
- La multiplication par un réel négatif échange les sousmartingales et surmartingales.
- Si X et Y sont deux surmartingales (resp ;sousmartingale)il en va de méme pour X A
Y £inf( X,Y) (resp;X VY = sup(X, Y))
- Si X est une sousmartingale, f une fonction convexe croissante et f o X est intégrable
alors f o X est une sousmartingale.
- Si X est une martingale, f convexe et f oX intégrable alors f o X est une sousmartingale.

- Si X est une martingale alors, | X| est une sousmartingale.

Définition 1.5 Un temps d’arrét pour une filtration (F,), oy, est une variable aléatoire

T & valeurs dans N = NU {oo} tel que l'événement {T =n} soit dans F,.

Définition 1.6 Un processus X est dit prévisible s’il est adapté, et si pour tout n € N

la variable aléatoire X, est F,_1 - mesurable, avec la convention (F_1 = Fy).

Théoréme 1.2 (transformée de martingale) Soit X une martingale ( resp ; surmar-
tingale, sousmartingale)

i) pour tout processus H prévisible et borné ( resp ; borné positif, borné négatif) le processus



H.X défini par :
(HX), =HoXo+ Hi. (X1 — Xo)+ Ho. (Xo — X1)+ ... + Hy (X, — X09)

est une martingale ( resp; surmartingale, sousmartingale).
i1) Soit T un temps d’arrét, le processus défini par Xoa, = XJLT est une martingale (resp ;

surmartingale, sousmartingale).

Preuve. i) Soit Y = HX qui est intégrable ( car X est une martingale), donc adaptée

et intégrable et H borné.

E Yo |Fo] = Yo =B Yo — Y| F] =B [(HX),,, — (HX),|F] =
HoXo+ Hy (X1 — Xo) + Hy (Xo — X1) + oo + Hyg (X1 — X)) — HoXo—
Hy (Xy — Xo) — Hy (X — X1) — .. — Hy (X — Xp1) | P
=E [Hn+1 (Xn+1 - Xn) |'7:n}
= Hyp1 [B[(Xpi1 — X)) [Fa] = Xa] =0

en effet E[X, 11 |F,] =X, douE[Y,11 |F.] =Y, .
Si X est une surmartingale, H bornée positive ( X intégrable, adapté et H borné) alors

Y est intégrable

E Y1 |Ful = Y =E Yo — Yo | F)
=E[Hp1. (Xnp — Xn) [Fn]
= Hop1 (BE[(Xps1 — Xo) [Fn])
< Hpp (B (Xt |[Fa] — Xa)
< Hpot [X — X =0

donc E [Y,41|Fn] =Y, <0alors E[Y, 1 |F,] <Y,, dou Y est une surmartingale. Méme

raisonnement quand X est une sousmartingale.
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ii) Si T est un temps d’arrét on suppose H, (w) = L r() (n) un processus borné preé-
visible car Vn > 1 alors H,, = 1{r>,_13 est mesurable pour 7, ;. (H.X), = X,.H, =
Xodiron 1y = Xndirsmy = Xoar = X = (H.X),, H prévisible et borné, X une

martingale alors X7 est une martingale. m

Proposition 1.1 Soit (M,),.,<y une martingale et soit (H, )., <y une suite prévisible
par rapport a la filtration (F)oc, < - On pose AM,, = M, — M,,_1. La suite (Xn)oc,<n
définie par :

Xo = HoMo

Xn = H()MO + HlAMl + ...+ HnAMn pour n 2 1

est une martingale par rapport a (fn)Oénﬁ N-

(X,) est parfois appelée “ tranformée de la martingale (M,,) par la suite (H,)”.

Preuve. 1l est clair que (X,,) est une suite adaptée. De plus, pour n > 0, on a :

E (Xn+1 - Xy |~7:n) =E (Hn+1 (Mn—l-l - Mn) |~7:n)
= H, 1B (M, — M, |F,) car H, 1 est F, prévisible

=0

D’ou :
E (X1 |Fy) =B (X, |F) = X,
ce qui prouve que (X,,) est une martingale. m

La proposition suivante donne une caractérisation des martingales qui nous sera utile

par la suite.

Proposition 1.2 Une suite adaptée de variables aléatoires réelles (M,),~, est une mar-

tingale si et seulement si pour toute suite prévisible (H,), on a :

11



N
E (Z HnAMn> = 0.
n=1

Preuve. Si (M,,) est une martingale, il en est de méme, de la suite (X,,) définie par :
Xo=0et,pourn>1,X, = Zf:[:l H,/\M,, pour toute suite prévisible (H,). On a donc
E (Xy) = E(Xp) . Réciproquement, on remarque que si j € {1,..., N}, a tout événement
F;-mesurable A, on peut associer la suite (H,) définie par H, = 0 pour n # j + 1 et

H;i1 =14. I est clair que la suite (H,,) est prévisible et 1’égalité

donne :

et par conséquent E (M4, |F;) =M, m

Théoréme 1.3 (Décomposition de Doob ) [12] Tout processus adapté et intégrable
X s’écrit d’une fagon unique comme somme d’une martingale et d’un processus prévisible
nul en zéro (appelé compensateur de X ).

Pour que X soit une martingale (resp ; sousmartingale, surmartingale ) il faut et il suffit

que son compensateur soit nul (resp; croissant, décroissant ).

Preuve. Unicité : Soit X un processus adapté intégrable. A processus prévisible tel

que Ag =0. X sécrit : X =M+ A

Xn+l - X, = MnJrl - M, + An+1 - An

12



E[Xpi1 — Xp | Fn] = E[Myy1 — My |F] + E[Apsr — A |Fo]
=04 Ay — A,
= A1 — Ay

B [Xpi1 |Fn] = X = Apir — 4y

Existence : On définit un processus prévisible A par Ag et A1 — A, iR (X1 |[Fn] —
X, le processus M = X — A qui est adapté intégrable vérifie :

Mn+1 - M, = Xn+1 - X, — (An+1 - An)
= An41 — Xn - (E [Xn+1 |fn] - Xn)
- n+1_Xn_E[Xn+1 ‘fn]—i_Xn

= Ant+l1 — E [Xn—l—l |an]

E [Mn+1 - M, |fn] =K [Xn-H |~’Tn] —E [Xn+1 |~7:n] =0

et donc si X est une martingale, M = X — A alors A=0et A\ — A, = B[ X1 |Fn]—
X,, =0, alors (A,,) est nulle si X est une sousmartingale c’est & dire [E [X,4+; |F,, ] — X,,]
>0 alors .A,11 — A, > 0,d’ou (A,) est croissant si [E[X,1|F,] — X, < 0]c’est a dire

X est une surmartingale, d’ou (A4,) est décroissante . La réciproque est vraie. m

1.2 (Généralités sur les processus a temps continu

1.2.1 Mouvement brownien

Nous donnons quelques éléments mathématiques nécessaires & la compréhension des
modeles & temps continus. En particulier, nous introduirons le mouvement Brownien,
qui est 'outil majeur du modele de Black et Scholes et sert a construire la plupart des
modeles d’actifs en finance. Puis nous étendrons la notion de martingale au cas du temps

continu, enfin nous construirons I'intégrale stochastique d’Itd et nous introduirons le cal-

13



cul différentiel qui lui est associé .
Un exemple particulierement important de processus stochastique est le mouvement
Brownien. 1l servira de base pour la construction de la plupart des modeéles d’actifs

financiers et de taux d’intérét.

Définition 1.7 On appelle mouvement brownien tout processus stochastique (Xt)tZD a
valeurs réelles, qui est un processus a accroissements indépendants et stationnaires dont
les trajectoires sont continues. Ce qui signifie que :

-continuité : Pps la fonction s — X, (w) est une fonction continue.

-indépendance des accroissements : si s < t, Xy — X, est indépendant de la tribu F, =
o (Xyu<s).

-stationnarité des acroissements : st s < t, la loi de X; — X, est identique a celle de

Xi—s — Xo.

Définition 1.8 1- Soit (2, F, P) un espace de probabilité, une filtration (F;),s, est une
famille croissante de sous tribus de F.

La tribu F; représente l'information dont on dispose a linstant t. On dit qu’un processus
(Xt)ys0 est adapté a (Fy),sq, si pour chaque t, Xy est Fi-mesurable.

2- On appelle temps d’arrét par rapport a une filtration <-7:t)t20 toute variable aléatoire T

a valeurs dans RT™ U {400} telle que, pour toutt > 0 :
{T<t}eF
On associe a un temps d’arrét T une tribu que l’on note Fr, définie par :
Fr={Ae€F, pour toutt >0, AN{T <t} € F;}

Cette tribu représente les informations disponibles avant l'instant aléatoire T .

Définition 1.9 Une martingale est un processus tel que la valeur a t est égale a l’espé-

14



rance de la valeur future, conditionnelement a l'information disponible :
X, =B[X;|F] s<t.

De facon équivalente, ’espérance conditionnelle d’accroissement d’une martingale est
nulle.

- On dit qu’un processus M adapté, et continu & droite a limite & gauche (cadlag) est
une martingale locale, s’il existe une suite croissante des temps d’arrét {T,,} tel que :
lim P{T, =T} = 1, et le processus {M (t N'T,) ;0 <t <T} est une martingale pour

n—oo

chaque n , donc le processus M est appelés processus arrété a l’instant T, .

Lemme 1.1 [9] Un processus positif X est une martingale si et seulement si X est une

surmartingale et B (X7) = X.

1.2.2 Quelques résultats

- Toute martingale locale positive est une surmartingale .

En effet : d’apres le lemme de fatou conditionnel, on a :

Tim inf MJ™ = M, = lim inf B ( Tim inf M{" ]]-"s) >E ( Tim inf M |]-“s> — B (M, |F,)
dou E (M, |Fy) < M,Vs <t

- Une martingale locale M, est une martingale si et seulement si : E (My) = M,

Ce ci découle du lemme 1.1.

Définition 1.10 Un processus A = {A;;0 <t < T} est dit de classe VF ( & variation

fini ) s’ il est adapté et cadlag et de trajectoires a variation finie .

Définition 1.11 Un processus X est dit semimartingale s’ il admet la décomposition

sutvante : X = M + A ou M est une martingale locale et A est un processus a variation

finie.

15



Définition 1.12 Un processus H est dit localement borné s’il existe une suite de constantes
{cn} et une suite croissante de temps d’arréts {T,,} tel que : lim P{T,, =T} = 1et,

|Hy| < ¢ pour 0 <t<T, n=12,....

1.2.3 Variation quadratique

Définition 1.13 Soit M = (M,),5, € M? ( supE (M?) < oc). D’aprés linégalité de
Doob on a : MY = sup|M| € L?. Alors M2t est une sousmartingale uniformiment
intégrable ( M? classe (lt)) ) woir [2]. D’aprés la décomposition de Doob- Meyer il existe un
unique processus prévisible croissant noté par : (M, M) ou (M), tel que M? — (M) € M,
( ot My est l'espace des martingales uniformément intégrables nulles en zéro).

(M) est appellé la variation quadratique prévisible de M. Soient M, N € M?, on pose :
(M,NY = L [(M + N) = (M) — (V).

On appelle (M, N) covariation prévisible de M, N.

Définition 1.14 Soient M, N € M?. On pose :

[M, N] = MoNo + (M€, N°), + > AM,AN; t>0 (1.1)
s<t
ot M€, N¢ sont les parties continues de martingales M et N respectivement. Alors [M, N|
est un processus adaptée & variation intégrable. [M, M| est notée tout simplement par
[M] ou [M] est un processus croissant, intégrable, adapté, et [M] est appelé la variation
quadratique de M.
[M, N| est appelé la covariation de M, N.

Remarque 1.1 La formule (1.1) est équivalante & :
277,

[M, N] = MyN, + 1171312 (M (7)) — M ()} {N (t7,) = N ()} (1.2)

ot t? =% pourn=1,..,2 et la série Y, ., AM,AN; est absolument convergente.

16



Définition 1.15 FEtant donné un prcessus X intégrable sous la probabilité P, on dit
que X est localement intégrable s’il existe une suite de temps d’arrét {T,} telle que

lim P{T, =T} =1et{X (tANT,);0 <t <T} estintégrable pour chaque n.

n—o0

1.2.4 Intégrale stochastique et calcul d’Ito

Dans le cas des modéles a temps discret, la valeur actualisée d’un portefeuille de

valeur initiale Vj et géré selon la stratégie autofinancée ¢ = (H,),., < sécrit :

Vo S8 (5 - 54).
j=1

Cette valeur apparait comme une transformée de martingale sous une probabilité pour
laquelle le prix de 'actif actualisé <§n) est une martingale. Dans le cas des mo-
0<n<N
déles a temps continu, nous allons généraliser cette formule a I'aide d’intégrales du type

Jy HydS,.

1.2.5 Construction de l’intégrale stochastique

Soit (W}),so un F; -mouvement brownien standard sur un espace probabilisé filtré
(92, F, (Ft)y=0» P)- Nous allons donner un sens & fot f (s,w) dWs pour une classe de pro-
cessus f (s,w) adaptée a la filtration (F;),,. On va commencer par construire I'intégrale

stochastique sur un ensemble de processus dit élémentaire.

Définition 1.16 On appelle processus élémentaire (Ht)ogth un processus de la forme :

Ht (w> = Z (bz (w> 1]ti—1,t1:] (t)

ot 0=ty <ty <..<t,=T et ¢, est Fy, , -mesurable et borné.

L’intégrale stochastique d’un processus élémentaire H est alors, par définition, le proces-
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sus continu (I (H),)yc,qp défini par, sit € |ty, tpyi]

I (H)t = Z gbz (Wtz - Wti—l) + ¢k+l (Wt - Wtk) :

1<i<k

Noton que I (H), peut s’écrire :

I (H>t = Z ¢z (Wti/\t - Wti—l/\t)
1<i<p
ce qui prouve la continuité de la fonction t — I (H),. On notera f(f HydW pour I (H),.
On a alors le résultat essentiel suivant :

81 (Hyt)g<y<p €st un processus élémentaire :

-(fot HSdWS> est une Fi-mesurable,

E (( I HSdI;ZSS% — B (Jy H2ds)

E (sup o HedW, 2) <48 (f, H2ds).

t<T

1.2.6 Calcul d’Ito

Nous allons maintenant introduire un calcul différentiel sur ces intégrales stochas-
tiques .
On appelle ce calcul “calcul d’It6” et I'outil essentiel en est la “formule d’It6”. La formule
d’Itd donne, en particulier, la fagon de différencier t — f (W) si f est une fonction deux
fois contintiment différentiable. Commencons par préciser la définition de la classe des

processus pour laquelle on peut énoncer la formule d’Ito.

Définition 1.17 Soient (Q, F, (.7-})%0 , P) un espace probabilisé muni d’une filtration et
(W) un Fi -mouvement brownien. On appelle processus d’It6, un processus (Xt)oc;<p

a valeurs dans R tel que :

t t
V¢ <T Xt:X0+/ sts—l—/ H,dW, P.p.s,
0 0
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avec :
-Xo variable aléatoire Fo -mesurable.

“(Kt)o<i<r €t (Hi)oeycp des processus adaptés a F;
—fOT |Ks|ds < 400 Pp.s.

-fOT |Hy|*ds < +00 Pp.s

Proposition 1.3 Soit (Mt)ogth une martingale continue telle que :
t T
M, = / K.ds, avec Pp s, / | K| ds < 400,
0 0

alors

Ppsvt<T, M;=0.

Ceci entraine que :

-La décomposition d’un processus d’Ito est unique. Ce qui signifie que si :

t t t t
X; = X0+ / K,ds + / H,dW, = X, + / K.ds + / H.dW,
0 0 0 0

alors :

Xo=X,dPps, Hi=H.ds x dP pp, K, = K,ds x dPpp

-S1 <Xt)0§t§T est une martingale de la forme Xg + fg K.ds + fot H,dW, alors K; = 0
dt x dP pp.

Théoréme 1.4 Soit (X)yc,<p un processus d’Ito :
t t

X; = Xp —|—/ sts—i—/ Hy,dW,
0 0

et f une fonction deux fois continiment différentiable, on a :
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F (X)) = f(Xo) + /f dX+/f X)),

ou, par définition :

t
(X, X) = / H?ds
0

/f s)dXs = /f de—l—/f s) HydWs.

De méme si (t,z) — f(t,x) est une fonction deuz fois différentiables en x et une fois

et :

différentiable en t, et ces dérivées sont continues en (t,x) (on dit dans ce cas que f est

de classe C*?), on a :

FX) =080+ [ LX) ds+ [ LX)+ [ L X)),

1.3 Théoréme de Girsanov

1.3.1 Changement de probabilité

Proposition 1.4 Soint P et Q deux probabilités sur (Q, Fr).On suppose P et Q équi-
valentes. Alors il existe (Li,t < T), P — (F;)—martingale strictement positive telle que
Q = LrP sur Fr et Q/r, = LiP)r,, c’est-a-dire telle que Eg(X) = E,(L:X) pour tout
variable X Q—intégrable Fy—mesurable pour t < T.De plus, Ly =1 et E,(L;) =1, Vt <
T

Preuve. Si la restriction de P et (Q a Fr sont équivalentes, il existe une v.a. Ly
Fr—mesurable telle que QQ = L P sur Fr (Théoréme de Radon-Nikodym). On dit que
Ly est la densité de QQ par rapport & P et Eg(X) = E,(LrX) pour toute variable X
Fr—mesurable et QQ-intégrable. En particulier, Ly est strictement positive et E,(Ly) = 1.

Soit Ly = E,(Ly/F;). Par construction (L, t < T) est une martingale et est la den-
sité Fy—mesurable de Radon-Nikodym de Q) par rapport a P sur F;. En effet, si X est
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Fi—mesurable et Q) intégrable ( par exemple bornée),
EqQ(X) = Ey(LrX) = E, [E,(XLr/F)] = E, [XEy(Lr/ )] = Ep(X Ly)

Il est a remarquer que dans ce cas, on a P = (Ly)7*Q et E,(Y) = Eg(L;'Y) et
(Lt < T) est une Q-martingale.

On parlera de la loi d’une variable (d’un processus) sous P ou sous Q) suivant que
I’espace est muni de la probabilité P ou (). Une propriété vraie P — p.s. est vraie Q) — p.s.
1l convient de faire attention aux propriétés d’intégrabilité, une v.a. P intégrable n’est pas

nécessairement ()-intégrable m
Proposition 1.5 On a équivalence entre M est Q—martingale et LM est une P—martingale.

Preuve. Soit M une (Q)—martingale. En utilisant la formule de Bayse et la propriété

de P—martingale de L,on obtient, pour s < ¢,

E,(LiM;)F)

M, = Eqg(M;)F;) = 7

D’oul le résultat. La réciproque résulte de la formule de Bayes. m

1.3.2 Théoréme de Girsanov

On peut démontrer le résultat suivant, connu sous le nom de théoréme de Girsanov

Théoréme 1.5 Soit (B, t > 0) un mouvement brownien sur un espace (2, F, P) et (F;)

sa filtration canonique. soit

t 1 t
Ltzexpv Hsst——/Qids},t < T
0 2 0

ot 0 est un processus (F;)— adapté (autrement dit dL, = L,0,dBy;). On suppose E(Ly) =
1. soit dQ/, def LydP/x,. le processus By s’écrit By = E + fot Osds ou B est un

QQ—mouvement brownien.
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Sous la condition de Novikov E,(exp % fOT 0%ds) ( 0o, Ly est une variable postive d’es-
pérance 1 sous P et L est une P—martingale.

St L n’est pas d’espérance 1, L est une surmartingale d’espérance strictement plus
petite que 1.

Nous verrons plus loin pourquoi nous utilisons des martingales L de cette forme.

Preuve. Dans le cas 0 = m(constante) on utilise la caractérisation du Brownien par
la propriété de martingale de exp (/\Bt — ’\7275) , 1l faut donc montrer que exp ()\Et — ’\7215)

est une QQ—martingale, ou que

2

Ly exp (A(Bt —mt) — %t) = exp ((A +m)B; — % [2mA + (m® + \?)] t)

est une P—martingale, ce qui est évident. Dans le cas général, on peut facilement
vérifier que B est une QQ—martingale, car BL est une P—martingale. Le crochet de la
QQ—semi martingale B est le méme que celui de sa partie martingale, soit celui de la
Q—martmgaleé . Le crochet ne dépendant pas du choix de la probabilité, le crochet de
B estt, et le crochet de B est aussi t. On peut également vérifier queéf — t est une

Q—martingale, car (B,? — t) L; est une P martingale.

Une fagon d’utiliser le théoréme de Girsanov est la généralisation suivante. m

Proposition 1.6 Soit Z une P—martingale locale continue et () définie sur F; par

1
dQ = eXp(Zt — §<Z>t)dp = Ltdp

On suppose que QQ est une probabilité. St N est une P—martingale locale continue, le
processus (Nt — (N, Z)y = Ny — L%(N, L)t >0 ) est une Q—martingale locale continue
de crochet (N);.
Preuve. La martingale L; = exp(Z; — %(Z )t) vérifie dL, = LidZ;. le processus
(Ny — (N, Z),t > 0) est une Q—martingale locale : il suffit de vérifier que (LyN; — Ly(N, Z);,t > 0)
est une P—martingale locale par application de la formule d’Ito. Le crochet de N ne dé-

pend pas de la probabilité sous laquelle on travaille (sous réserve que cette probabilité
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soit équivalente o la probabilité de départ), car le crochet est défini comme limite des
variations quadratiques.
Une autre fagon d’écrire ce résultat est de se placer sur l’espace canonique. On obtient

ainsi l’absolue continuité de W (loi du Brownien) et W) (loi du Brownien de drift v).

2

W /2 = exp <1/VVt - %t) W/x (1.3)

Quelques mots d’explication. Dans le membre de droite, W est l’application canonique.
Elle est notée W pour faire penser au Brownien mais pourrait étre notée X comme nous
allons le faire (comme dans une intégrale, la variable muette peut s’appeler x ou y). Cette

écriture traduit que

1/2

W (F(X,,u <t)=W (exp(VXt - 325)F(Xu, u < t))

pour toute fonctionnelle F.

Regardons le cas particulier F(X,,u <t) = f(X;). le terme W (F(X,,u < t)) est
alors W (f(X,)) = E(f(W; + vt)) ou dans le terme de droit W est un brownien. (et
donc (W, +vt,t > 0) un Brownien de drift v).le terme W (exp(vX,; — ”;t)F(Xu, u <t))
est W (exp(v Xy — ”—;t)f(Xt)) = E(exp(vW; — %t)f(Wt)) ot dans le terme de droit W
est un brownien. Le théoréme de Girsanov nous dit que si W est un brownien sous P et

dQ/r = exp(vW; — %t)dp/]-'t, alors

2

Ey(exp(oW; — ) f(Wh) = Eq(f(W3)) = Eq(f (W, + vt)

ou W est un Brownien sous Q). c’est exactement l’écriture (1.3).

Remarquer que ceci se généralise au cas ot t est un temps d’arrét et aussi au cas ot
le changement de probabilité est de la forme exp (fot 0,dW, — %fot 9§d8> .

On parle de formule de Cameron-Martin quand 6 est déterministe.

Remarque 1.2 En utilisant les formules exponentielles, on remarque que L est solution
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de dLy = L;0,dBy, Ly = 1. il convient de remarquer que P s’obtient en fonction de () par
dP = L;'dQ,avec

L7 =exp {— /OTe(s)st + % /OT QQ(S)dS} :

Cette formule est souvent utile, mais il faut se souvenir que B est un brownien sous

P. Si l’on veut écrire L en terme de Brownien sous (), on obtient

L;' = exp {— /0 T@(s)d§8+% /0 TQQ(S)dS}

Le processus (Lt_l,t > 0) est une Q martingale, et si X € Fr on a E,(X) =
Eqo(L7'X).
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Chapitre 2

Evaluation en temps continu

2.1 Modéle de Black et Scholes (B.S).

Le probléme traité par Black et Scholes dans [3] est I’évaluation et la couverture d’une
option de type européen (call ou put ) sur une action ne distribuant pas de dividendes,
Dans ce chapitre, nous donnons une présentation actualisée des travaux de Black et

Scholes.

2.1.1 Discription du modéle

L’évolution des cours

Le modéle proposé par Black et Scholes pour décrire I’évolution des cours est un
modele & temps continu avec un actif risqué ( une action de prix S; a l'instant ¢ ) et
un actif sans risque ( de prix S? a l'instant ¢ ). On suppose I'évolution de S? régie par

I’équation différentielle (ordinaire) suivante :
dsSp = rSpdt (2.1)

ol 7 est une contante positive. Cela signifie que le taux d’intérét sur le marché des

placements sans risque est constant et égale a r. On posera S{ = 1, de sorte que S? = e,
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pour ¢t > 0.
On suppose que I’évolution du cours de I'action est régie par ’équation différentielle
stochastique suivante :

ol 4 et o sont deux constantes et (B;) un mouvement brownien standard. Le modéle a
étudier sur l'intervalle [0, T, ou T est la date d’échéance de I'option & étudier.
Déterminons la solution de I’équation (2.2)

Pour déterminer S; nous faisons d’abord un calcul formel. Posons : Y; = log.S; ou S,
est la solution de I’équation (2.2), S; est un processus d’Ito ou K = uS; et H; = 05;.
Appliquons la formule d’It6 & f (z) = logz d’ou

log S; =1 S+/t1d3—1/t1d(55>
0g oy = 10g op OSUUZOSQ% y

t t 1 t
= log Sy + / udu + / odB, — —/ oldu
0 0 2 /o

t 1 t
= log Sy + / (u — —02> du + / odB,,
0 2 0

d’ou
L, . N
Sy = Spexpl | u— 50 t+o0B; p ou Sy est le cours observé a la date 0.
Veérifions que c’est bien la soulution de (2).S; = f (¢, By) ou

f(t ) :xoexp{<u—%a2)t+0m},

d’ou

l/

5= F8) = £0.850+ [ fisB)ds+ [ Ls.B)aB+5 [ B ds
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t 1 t 1 t
=5, =5+ / u——o%)S,dS + / 0S,dB, + —/ 0%5,dS
0 2 0 2 Jo

t t
= 5y = Sy —1—/ uSs d5+/ 0S,dB;
0 0
= dSt = St (Mdt + O'dBt) .

Cette solution est évidement unique. Il en résulte en particulier que, selon ce modéle, la
loi de S; est une loi log-normale (c’est a dire que son logarithme suit une loi normale).
Plus précisément, on voit que le processus (S;) vérifie une équation de type (2.2) si
et seulement si le processus (log (S:)) est un mouvement brownien (non nécessairement
standard). Compte tenu de la définition (1.7) du premier chapitre, cela signifie que le
processus (S;) vérfie les propriétés suivantes :

- continuité des trajectoires,

- indépendance des accroissements relatifs : si u < ¢, g—; ou (ce qui revient au méme),

—(Stgu‘g“) est indépendant de la tribu o (S,; v < u), stationnarité des

% est identique a celle de %

l’accroissement relatif

accroissements relatifs : si u < ¢, la loi de

2.1.2 Stratégies autofinancées

Une stratégie sera définie par un processus ¢ = (¢,)ocycr = (HY, Hy), & valeurs
dans R?, adapté a la filtration naturelle (F;) du mouvement brownien, les composantes
HY et H; de ¢, dennant, a l'instant ¢ les quantités d’actif sans risque et d’actif risqué
respectivement détenues en portefeuille. La valeur du portefeuille & I'instant ¢ est alors

donnée par :

Vi(o) = H?SS + HySp.

Dans les modeles discrets, nous avons caractérisé les stratégies autofinancées par I’égalité :

Vi1 (@) = Vi (@) = ¢ppq (Snp1 — Sn). La transposition de cette égalité a temps continu
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conduit & écrire la condition d’autofinancement sous la forme suivante :
dV; (¢) = HydS} + H,dS;.
Pour que cette égalité ait un sens on imposera la condition :

T T
/ |Ht0‘ dt <400 ps et / HPdt < +oo ps.
0 0

T T
/ HYdSY = / Hlre™dt,
0 0

est bien définie, ainsi que l'intégrale stochastique :

Alors l'intégrale :

T T T
/ thSt = / (HtSt,lL> dt ‘I— / UHtStdBt,
0 0 0

puisque la fonction ¢ — S; est continue, donc borné sur [0, 7], presque stirement.

Définition 2.1 Une stratégie autofinancée est définie par un couple ¢ de processus adapté

(Hto)ogth et <Ht)0§t§T vérifiant :
1) |HY|dt + fOTHfdt < +00 ps
2) HYSP + HyS; = HYS§ + HoSo + [y HYdSS + [y HudS, ps, pour tout t € 0,77

2.2 Théoréme de représentation des martingales brow-
niennes

Soit (Bi)y<;<r un mouvement brownien standrad construit sur un espace probabi-
lise (2, F, P) et soit (F})y,<p sa filtration naturelle. Rappelons que si (Hy)oc,<p est un
processus adapté tel que E ( fOT HEdt) (00, le processus ( fg Hsst> est une martingale
de carré intégrable, nulle en 0. Le théoréme suivant montre que toutes les martingales

browniennes peuvent se représenter a ’aide d’une intégrale stochastique.
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2.2.1 Théoréme

Soit (M;),<,<p une martingale de carré intégrable, par rapport a la filtration (F})g<,<p-
il existe un processus adapté (H;),,.r tel que

E (fOT Hfds) (400 et :

t
Vte[0,T] M, = M, +/ H.dB, p.s. (2.3)
0

Notre que cette représentation n’est possible que pour les martingales de la filtration
naturelle du mouvement brownien.
Il résulte du théoreme que si U est une variable aléatoire Fr- mesurable de carré

intégrable, on peut I’écrire sous la forme :

T
U=E() +/ HdBs  p.s.
0

ou (H;) est une processus adapté tel que E < fOT Hfdt) (+00. Il suffit pour cela de
considérer la martingale M; = E (U/F;). On démontre aussi que si (M), .., est une
martingale (non nécessairement de carré intégrable) il existe une représentation du type

(2.3) mais avec un processus vérifiant seulement fOT H?ds ( oo p.s.

2.3 Evaluation et couverture des options dans le mo-

déle de Black et Scholes

2.3.1 Determination d’Une probabilité sous laquelle (gt) est

une martingale

......

P, sous laquelle le prix actualisé S; = e~S, de Daction est une martingale. Dapres (2.2)
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on a :

dS; = —re "' S,dt + e~ dS,

=S ((u—r)dt+ odBy)

et par conséquent, si on pose W = By + £t

d§t - gtO'th (24)

D’aprés le théoréme 2.1, posant 0, = #-"t, il existe une probabilité P* équivalente a P
sous laquelle (W}) o, est un mouvement brownien standard. On admetra, par la suite,
que la définition de 'intégrale stochastique est invariante par changement de probabilité
équivalente. Alors si on place sous la probabilité P*, on déduit de I'égalité 2.4 que (:9;)
est une martingale et que :

ot

gt = §0 eXp(O'Wt — 7)

2.3.2 Pricing

Dans ce partie, nous nous limiterons aux options européennes. Une option européenne
sera définie par une variable aléatoire Fr-mesurable, positive X . Le plus souvent, X est
de la forme f (Sr), ot f (z) = (¢ — K) ., dans le cas d'un call, et f (z) = (K — ), dans
le cas d’un put . Comme dans le cas discret, nous allons définir la valeur de ’'option en la
simulant . Pour des raisons techniques que nous avons déja montionnées, nous limiterons

la classes des stratégies admissibles de la fagon suivante :

Définition 2.2 Une stratégie ¢ = (HY, Hy)oo,op est admissible si elle est autofinancée
et si la valeur actualisée‘z (¢) = Hoy + Ht§ du portefeuille correspondant est de carré
intégrable sous P* et pour tout t, ‘7} (¢) > 0. On note par ®* le classe de toutes les

stratégies financées admissibles.
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Définition 2.3 On appelle actif contingent toute variable aléatoire positive, et a carré
intégrable sous la probabilité P*. De plus on dira que :

- L’actif contingent est dit simulable s’il existe une stratégie admissible ¢ € ®*, tel que
Vi (¢) = BXy. Dans ce cas ¢ est dite génératrice de X et m = Vy (¢) est appellé le prix

associé a X, a linstant t = 0.
Proposition 2.1 L’unique priz m associé & Uactif simulable X est donné par B* (8;X) .

Commentaire : C’est un résultat direct de la définition de ’actif contingent qui est

simulable.
Définition 2.4 Le marché est dit complet si tout X € L? (Q, F, P*) est simulable .
Corollaire 2.1 5i P est singleton, alors le marché est complet .

Théoréme 2.1 Dans le modéle de Black et Sholes, toute option définie par une variable
aléatoire X positive, Fr -mesurable et de carré intégrable sous P* est simulable et la

valeur a l'instant t de tout portefeuille simulant est donnée par :
Vi =E (e " IX 7).
La valeur de loption a linstant t est donc définie de facon naturelle par l'expression :
E* (e T X | 7).

Preuve. Supposons tout d’abord qu’il existe une stratégie admissible (H°, H) simu-

lante 'option . La valeur a I'instant ¢ du potefeuille (H°, H) est donnée par :
Vi = HSY + H.S,

et I'on a, par hypothése V;r = X. Soit \N/t = e "V, = HY + Htgt ol ‘N/t est la valeur

actualisée. Puisque la stratégie est autofinancée, dapres le théoreme 2.1 et 1’égalité (2.3),
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on trouve :

i=tot [ s,
ot )
=W —l—/o H,0S,dW,.
Sous la probabilité P*, ‘7} est de carré intégrable, d’apres la définition des stratégies, et
I’égalité qui précéde fait apparaitre le processus (‘7}) comme une intgérale stochastique
par rapport a (). Il en résulte que (‘7,5) est, sous P*, une martingale de carré intégrable.
D’ou :

V,=E <‘7T |7:t> ;

et par conséquent :

V,=E (e"TIX 7).

cqfd. m

2.3.3 Formule de Black et Scholes

Lorsque la variable aléatoire X est de la forme f (St ) on peut expliciter la valeur Vi
de loption a 'instant ¢ comme fonction de ¢ et S}, en effet :
% — E* (e—r(T—t)f(ST ) |f;§)

on a

()
oWpr——T
ST = €TT50€ 2

et



St = Sie (0 (Wp — W) — "; (T — t))

d’ou

g
O'(WT_Wt)_E(T_t)

2
% — E* efr(Tft)f er(Tt)St€< ) ’ft

Y

la variable aleatoire S; est F;—mesurable et, sous P*, Wy — W, est indépendant de F; on

a donc V; = F'(t,S;) avec

W —W, 02
o(Wp—Wy)— 5 (T-t)

F(t,8) =8 |[e"TDf eT(T_t)Ste< (2.5)

sous P*, Wy — W, est une gaussienne centrée de variance (7' — ¢ ). Si on pose :

Wr—Wy=yVT —t=y =dy =dyyT —t

dans (2.5) on obtient

o ,
oo r——— | (T—t)+oy 2
F(tS) = e’“(Tt)/ Se( 2) R
( t) - f t T — /o Yy

_y2

o
00 r—— | (T—t)+oyv/T—t 2
__—r(T—t) S ( 2) € d
—e e .
/_ N f15S o Y

2

Nous nous limitons au calcule de F' dans le cas du call qui nous permet d’en déduire le

cas du put .
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alors :

-y
2

0.2
oo (r—;) (T—t)+oyvT—t
xre

F(t,z)=e @D / - K dy,
(t,z) - f s 0y
+
alors :
o2
(r—;) (T—t)+oyV/T—t
" TN ge —K >0
(-5 )e-orowr
r——— | (T —t)+oyv/T—t
—s e 2 > Eefr(Tft)
T
2
log — + %—t) (T —1t)
=y >
oV —t
On pose
o2
log—+ <?—t) (T—t)
a1 = P
oI —t
d’ou
( 2 ) 2 v
—oq oy T —t———(T—t) 2 -1
2 € —r(T—t €
F(t,x)= xe dy — Ke (Tt d
)= [ =i [ —y

On note par
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et

d’ou
B=Ke "N (~ay)
et )
((y —ovT — t) )
x o 2
V2T )0 Y
Soit
z=y—oVT —t

car

A =2xN (—az),dou
F (t,St> = StN <—052) — Ke

ol K est le prix d’éxercice et x est le prix de 'actif . Maintenant si on a un put, le méme

calcul pour

nous donne

F(t,8)=Ke " T IN (ag) — S;N (1) .

2.3.4 Couverture des calls et des puts

Dans la démonstration du théoréme 2.1, on a utilisé le théoréme de représentation

des martingales browniennes pour montrer I’existence d’un portefeuille simulant.
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Dans la pratique on peut construire le portfeuille simulant pour couvrir une option et on
ne peut pas se contenter d’utiliser un seul théoréeme d’ existence.

Si 'option est définie par la variable aléatoire X = f (S7) on peut expliciter le portefeuille
de couverture . A chaque instant ¢ le portefeuille simulant doit avoir une valeur actualisée
égale a

V,=e M (t,S)) (2.6)

ou I est définie par la relation (2.5).
Dans le cas du call et du put et avec les formules qu’on a vu F' € C* ([0, 7] x R) : si on

pose

F, (t,z) =e "'F (t, me”) ,

et ‘N/t = }7} <t, §t> pour t < T de la formule d’'It6 :

Fi(e8) =R (05)+ OF (,5,) a3t / OF (1 5,) dur / P (45 a(3.5)
ou
d <[§ §> - <d§;, d§u> - <§ugqu, §uo—qu> = $202 (dW,, dW,)) = $20%d (W, W), = S2o2du.

Donc

A(n5) =R (0.8) [ OF (5, o / OF (8, e / O (18 a(3.5)

_F @,@)%%(u,a) §uadW+/0t
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_F <0, §0) n /Ot g (u §u) S,odW + /Ot K, du,

comme ‘7,5 = ﬁt (t, §t) est une martingale sous P*, K, = 0 d’aprés la proposition (1.3)

d’ou

A(n8)=R(05)+ [ OF (1 8) Sty = B (0.5) + / OF (45, dS,

Le processus de couverture est

OF  ~\ OF
Ht — % <t,St> - %(t,St),

et comme

Vi=¢) +¢,5 = F <t7 St)
alors
Hto = ﬁt (ta §t> - ¢t§t
d’ott le portefeuille (H?, H;) est autofinancé et sa valeur actualisée est bien
‘7;. = ﬁt (t, gt) .
Remarque 2.1 Le raisennement qui précéde montre qu’on peut traiter les options de la

forme f (S;) sans utiliser le théoréme de représentation Brownienne.

Remarque 2.2 Dans le cas du call avec les notations précédentes

or
£ (t,z) = N (—az)

et dans le cas du put
OF

5 () = =N (—a)
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2.4 Théoréme de valorisation dans le cas multidi-

mensionnel et avec coefficients de diffusion sto-
chastiques

Soit un marché composé de d + 1 actifs.

- un actif sans risque dont la diffusion sous la probabilité historique P est donnée par

dM,
VA =r.dr

- d actifs risqués qui sous P ont la diffusion suivante :

; d
asi g
SS = pbdr +> oW dW?

=1
ou avec des notations vectorielles

ds? . -
;T = ptdr + ot Tr . dWP

T

avec W = (WY, .., W?...,W}) brownien d-dimmensionnel. On note F; la filtration
naturelle associée a WW.0On suppose par ailleurs que

-1, ;u et o sont mesurables, F-adaptés, uniformément bornés sur [¢, T']*£2; r est positif.

- La matrice o, est inversible, son inverse est borné pour tout 7 € [t,T],0, est
prévisible.

- une stratégie autofinagante est le d + 1-uplet (1')y,.; = (7%, (7"),<;,) de processus
F, adaptés et tels que si I'on note 7, le vecteur formé des d derniéres coordonnées de 7

—
et X, =M, +7.7.S. la valeur en 7 de la stratégie on ait

dX, = 1%dM, + 7. 7.dS,
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Théoréme 2.2 Dans le marché tel que définit précédemment on demontre que :

-3 probabilité ) équivalente a P telle

dst
Si =r.dr + ; o ’]dWQ

soit avec des notations vectorielles

dsS:
Si

T

= rodr + 0L T AW

. quelque soit Z variable Fr—mesurable et telle que E© |e~ I rsds 7/ | alors
il existe une stratégie autofinancante fondée sur les actifs de base (activ sans risque et
les d actifs risqués) qui finance Z.

- et dont la valeur pour tout T € [t,T] est donnée par :
Cr = B9 e F oz R |

- la diffusion de C. sous P peut s’écrire

dC;
C,

= pdr + O’CTT de

H H H . . . .
avec p€ = r. + o€\, avec \, vecteur de prime de risque indépendant de 'actif C.

N —1 — - N . — .
Preuve. - on pose A\, = o ". [NT —r, 1} .Les hypotheéses faites sur o, p. et r, im-
ﬁ
pliquent que A, est borné. On peut alors appliquer le théoréeme de Girsanov multidimen-

tionnel qui montre qu’il existe probabilité () équivalente & P sous laquelle on a :

dst

S =r.dr + Za ’]dWQ

7j=1
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avec (deQ)j brownien sous ().

- sous cette probabilité () les stratégies autofinacantes vérifient :

dX, = r%dM, + 77.dS,

= m9dM, + Yl x dS!
=1

i=d i=d d
= 7% M,d, + Z T Sty dr + Z TSt [Z Ui’dejQ]
i=1 i=1 j=1

= X,r.dr + H—T)TT. [O’T.WQ}

avec
7wl % St
w2 % S?
—
0 =
7Td71 * Sdfl
% S

puis en posant

r 1
R, = — [l rsds(_

¢ =)
on obtient :

d(X,R) = R (7) 0., [aT.m}

soit encore :.

T = —
X, R. = X;R, +/ R0, [as.dWsQ}
t

-on pose N, = E¢ [e_ I TstZ/FT} . N, est une martingal sous Q, d’apres le théoreme

. . . . — T T e
de représentation des martingales il existe un processus h, tel que N, = N+ j; hTr dWQ.
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En identifiant N,a X, R,, on pose :

et T'on obtient : Ny = Ny + [ R,0,™. |o,.dW,2| avee Ny = e~ i retoz,

On conclut en posant
.

Vie{l,2,.,d}
;i E
] et
T d
=B

et en vérifiant que la stratégie obtenue est effectivement autofinancante et que sa valeur

est X, avec

X, = B9 [e_ I s g

2.4.1 rappel

Le théoréme de représentation des martingales qui a été utilisé ici est une extension
du théoréme classique. Nous rappellerons ici I’énoncé, de cette extension :
Soit (Bs),so un P-mouvement brownien, soit F; = o(Bs, s < t) sa filtration. soit Ly

un densité de Girsanov s’écrivant

1
( JEh(s)dBs——= [i h2(s)ds>
I, — 2
t — €
avec h bornée. On sait que B, = B, — fot h(s)ds est un Q-mouvement brownien.
En général, la filtration E =0 (BZ, s < t) n’est pas égale a F;. Cependant on peut
montrer que le théoréme de représentation prévisible des martingales est encore vérifié

sous @ :
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Tout ) — F; martingale continue s’écrit fot gb(s)d/Bz , Oll ¢ est un processus prévisible

satisfaisant :

/Ot ¢*(s)ds ( + oo P-p.s. (ou P-p.s.)

Définition 2.5 Priz d’une obligation zéro coupon ou "strip” Une obligation zéro coupon
est un actif qui verse un flur fire a une date future T'. On peut résumer cet actif plus

généralement

N % B(t,T)

avec N le notionnel de l’obligation Zéro-coupon et B(t,T) le priz zéro-coupon.
Introduisons la notion corollaire de taux Zéro-coupon R(t,T), qui est le taux de ren-

dement actuariel du Zéro-coupon. la formule qui le définit est la suivante :

1
(14 R(t,T))"

B(t,T) =

Remarque 2.3 Les tauxr qui prévalent a chaque instant sur le marché résultent d’un
équilibre entre l'offre et la demande de liquidité immédiate et a terme. Ils sont le reflet d’un
équilibre macro économique qui s’établit entre les intervenants préteurs et les intervenants

emprunteurs.

2.4.2 Formule BS avec taux d’intérét stochastique

On se place a nouveau dans la configuration d’un call sur un actif ne versant pas de
dividendes. Nous allons calculer la formule BS lorsque le taux court est stochastique. Sup-
posons que dans notre monde multidimensionnel nous avons ’actif sans risque M, l'actif
risqué et le Zéro-coupon maturant en 7. D’apres le théoréme de valorisation précédent

nous avons

C, = EQ [e= ™ (S — K)T /F, (2.7)
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Avec sous @) :

dS—ST = ’I“TdT—i—O—')SdI—/I}Q
dB
T o= pdr 4+ GpdWe
B,
M
er = r.dr (2.8)

avec donc, cette fois, 7, stochastique.

Notons 3, = eJo 745 En appliquant It6 on montre facilement que :

IS8
=5

=

oW
=

— GpdWe (2.9)

|

posons maintenant :
B 1

8. By

(2.9) implique que L, est une martingale sous () strictement positive. par ailleurs L; =
T

E?(Lr/ Fy) = 1.L peut donc s’interpréter comme une densité de Radon Nycodym vl

L

caractérisant une probabilité Q7 dite probabilité forward neutre associée & la maturité

T. par ailleur on remarque que :

e
dL. B
e
B,
et donc
ST as’dTv’Q—ﬁ I llosl2ds
L,=e



Ainsi en appliquant le théoréme de Girsanov on a
— —_—
dW,Q" = dW,9 — ggdr
- oT . T IS . - oT
avec dW,Q" brownien sous Q' . L, s’écrit également en fonction de dW,@

e
—e [ftT U—B)dWQJF% ftT ||UB||2d5]

L.

S, B, . g . -

Montrons maintenant que E et — B ainsli que B sont martinguales sous @ :
T

E Q7 E
= (&%) Egg%$W)>

B, 15,
<Eaaﬂ)

N o M- , .
Un calcul similaire nous montre que o ainsi que T sont également martingales

T T

sous Q7. On en déduit alors rapidement :

Br _ 15s — @y aWe” (2.10)
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ainsi que

8
d==
B,

—
= gdWe"

8-
B,

Reformulons notre équation de valorisation (2.7)

Cy = B9 [e i et (57— ) /F]

Q"
o { 49 /Ft]

EQT |: dQ e’ftTTSdS (ST _ K)+ /Pvt:|

Q"

Calculons les deux termes de ce ratio. Au nominateur :

EQT [ﬁe_ftT'rsds (ST_K)+/E:|

aQT
r| 1 T
= E° [—e‘ft rads (Sp — K)* /Ft]
T
_oger | b yTras (Sr— K)*/F,
&i T t
B By

= BoEY [(Sr - K)' /F)]

en remarquant que By = 1. Au dénominateur :

r | dQ
B | T
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1
- B9 | —/F,
[LT/ t}
1
T
— E° —&A/Ft
Br Bo

_ p,E" |2
el

d’apres I’équation (2.11)

By B,
d’ol
. [ dQ
£ [dQT ]
= %tt * BO
ainsi :
C, = E° [e- Jreds (g Y /Ft] (2.12)

— BE?" [(Sp— K) /F)]
()

T

— B,EY

Sy
que 'on peut résoudre avec la connaissance de la diffusion de 5 Sous Q" qui nous
T

est justement donnée par (2.10). Si I'on suppose que T g — 0 g n'est pas stochastique on

obtient
S
C, = B, [EtN(dl) — KN(dQ)]
t
avec
p ln(g—i/K)+%J2(T—t)
cdy =

oI —t
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. dgzdl—U\/T—t

0= ”?s _?B”

St

B,

Cy = By [S{N(d1) — KN(dy)]

Soit si 'on pose ST =

avec

L In(ST/K) + Jo*(T — 1)
L oV —t

. dgzdl—U\/T—t

2.4.3 Prix Forward d’un actif

Le prix forward en t d’un actif pour un contrat forward maturant en 7" est tel que le
prix en t des flux en T induits par le contrat forward est 0.

Soit, en notant P/ ce prix forward :

EQ e K rtepl /)] = @ [e= I 5y [,

Or d’aprés le théoréme de valorisation de la section (2.4)

QeI mpIR] = PIEQ[e Il rt/F]
= P/E° [e_ I rsds B(T, T)/Ft]
= PIB(t,T)

et

En conclusion :




Ou B(t,T) est le prix en ¢ du zéro-coupon maturant en 7.

Un des traits majeurs du modéle de Black-Scholes (et une des raisons de son succés)
est que les formules de prix obtenues, de méme que les formules de couverture que nous
donnerons plus loin, dépendent d’un seul paramétre non directement observable : le
paramétre o, appelé "volatilité" par les praticiens ( le paramétre de dérive u disparait
sous l'effet du changement de probabilité ).Dans la pratique, deux méthodes sont utilisées
pour évaluer o :

1- la méthode historique : dans le cadre du modele, 02T est la variance de
log(St) et les variables log(S7,/So), log(Sar,/St),s-., log(Snr,/S(nv-1)r) sont indépen-
dantes équidistribuées.Dés lors, on peut, a partir des valeurs du cours observées dans le
paasé, estimer o par des voies statistique ( par exemple a 'aide de variances empiriques
).

2-la méthode "implicite" : certaines options sont cotées sur des marchés organisés
et le prix des options (call et puts ) étant une fonction strictement croissante de o,
a chaque options cotée, on peut associer une volatilité "implicite", par inversion de la
formule de Black-Scholes.le modeéle ainsi identifié peut ensuite étre utilisé pour les calculs
de couverture.

Dans ces questions de volatilité, on se heurte vite aux imperfections du modéle de
Black-Scholes : on constate des différences importantes entre volatilité historique et volati-
lité implicite et la volatilité implicite semble dépendre du prix d’exercice et de I’échéance.

Malgré ces incohérences, le modéle constitue une référence indispensable pour les

praticiens.
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Chapitre 3

Modéle de Smile

La présence de smile sur les marchés des taux, des actions et du change ont poussé
les opérateurs a trouver des processus de diffusion des sous-jacents qui leur permettent
d’expliquer le phénomeéne de "smile". I'objectif est double : il s’agit de pouvoir donner un
prix a des payoffs ou la réplication statique n’est pas enviseageable mais aussi de mieux
se couvrir. Nous alons étudier 3 modeéles & smile : le modeéle" log-décalé", qui comme
on le verra peut s’interpréter comme une combinaison linéaire d’'un modeéle normal et
d’un modele log-normal, le modele "Dupire" a volatilité locale dépendant du temps et du
niveau du sous jacent et enfin le modele" SABR" ou la volatilité dépend du sous-jacent

mais également d’'un parameétre stochastique non corrélé avec le sous jacent.

3.1 Volatilité Black-Scholes implicite et smile

Pour une date de maturité 7' (date fixée a 'avance) donnée sont cotés sur le marché
un certain nombre de calls et de puts pour différents niveaux de strike K (le prix fixé
d’avance ). Or les cotations ne sont pas données en prix mais en terme de volatilité

Black-Scholes, dite "volatilité implicite".
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Si 'on note Fi¢(o) la fonction telle que :

ng(a) =Cpgs(t,T,r, S, K,0)

alors la volatilité implicite d’un call de strike K et de prix Px est la valeur de

O-BS implicite teue ng,<0') = PK .On a dOIlC :

BS implicite __ K-1
o = Fpg (Pk)

Or sur de nombreux marchés on s’apercoit la volatilité implicite dépend de K. Ce

phénoméne est appelé "smile" du fait de forme de la fonction o2 "mPlicite( () Nous en

donnons un exemple numérique sur la figure 01.

prix du marché
prix BS calculé avec la vol ATM

spot 110

T4 2

discount 09

vl strike =] 95 100 105 110 115 120 130
vol de marché (vol BS implicite) 1630 1380 1240 1170 1,50 1180 1280 18,71

M72 2633 21108 1714 1364 1081 878 632
2918 2451 2084 1706 1384 1065 511 4.38

vol de marche (vol BS implicite)

2

S 1500

E 14,00 AN / — ol de marché (vol
% 12,00 \\- _-/ BS implicite)

= 10,00 : :

z 85 105 125

strike

Figure 01 : Smile
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un tel phénomeéne vient contre dire I’hypotheése de diffusion que nous avions donnée a

savoir que sous la probabilité historique on a :

dgT = pdr + odW?

dM,

T

=rdr

avec des coefficients p,r et o non stochastique. Le marché continue d’adhérer a la
formalisation BS, sait qu’elle est fausse et apport des corrections qui se traduisent par
I’apparition de smile.

Ce phénomeéne est tres présent sur le marché des action, sur le marché des changes

mais aussi sur le marché des taux d’intérét.

3.2 Modéle log-décalé

On se place sous la probabilité forward neutre Q7 associé & la maturité T. Sous cette
probabilité le prix forward de I’actif est martingale. La diffusion du sous-jacent s’écrit de la

maniére suivante :

dST
ST _’_T = UdWQT (3~1)
S+ m
ou m est un paramétre constant.
encore
dST
57 = Oloe(ST)AW Y
avec

o1



ST +m
oT

T

010e(ST) = 0 %
3.2.1 Valorisation d’un call.

On se place dans le cadre du paragraphe 'formule BS avec taux d’intérét stochastique’

et 'on reprend le calcul de valorisation du call & partir de ’équation (2.12) .On pose
L,=S"+m
Ona:‘Lt:S;T—i‘m

dL.
. = odW@"

T

. C, =B, B [(5% —K)? /Ft] = BE? [(Ly — (K +m))" /F]

et donc : Cy = By [LyN (d1) — KN (d2)]
= B, [(ST +m) * N (d) — KN (dy)]

T
In (St +m) +102 (T —t)
dlz

avec

K+m 2
oI —t

dgzdl—U\/T—t

3.2.2 Lien avec le modéle de taux Ho et Lee

Description du modéle de taux Ho et Lee [5]
Le modeéle est binomial : chaque état e; est suivi par deux états. notés (e 1) et

(e1,0) .Ainsi un état a t est caractérisé par une suite de ¢ "chocs" égaux a 1 ou 0.
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Quelque soit I'état ¢t > 1, il existe un zéro-coupon pour toute maturité 7. Nous sup-
poserons que les prix ne dépendent pas de 'ordre des chocs mais seulement du nombre
des chocs 1 et 0 qui se sont produits. Aussi, si I’état e; comprend n chocs 1 le prix d’un
zéro-coupon de maturité 7 dans cet état sera noté p (e;, 7) ou p (¢,n, 7). Cette hypothese
sera appelée condition d’indépendance.

Le prix dans I’état (¢,n) d’un zéro-coupon de maturité 7 est relié au prix a terme de

la date précédente par les formules :

.
p(t—1,n7+1)

t = h*
T NN VL
et

p(t_17n77—+1)
t 1 = h

Ainsi le prix au comptant dévie par rapport au prix a terme de la date précédente
uniquement en fonction de la maturité et du choc : il s’obtient en multipliant le prix a
terme par un facteur h(7) ou h*(7) suivant que le choc a été 1 ou 0.Puisque le prix d’un
coupon de maturité 0 est égal & 1, h(0) et h*(0) doivent étre égaux a 1.

Cette hypotheése restrictive mais simple semble bien adaptée au cas des zéro-coupons
car la sensibilité de leur prix dépend principalement de leur maturité. Remarquons en-
fin que le processus suivi par le prix d’une action dans le modéle binomial ne peut en
aucun cas étre retenu pour un zéro-coupon : le prix de l'action peut prendre de plus
en plus de valeurs différentes quand ¢ augmente, alore que le prix d’'un zéro-coupon est
nécessairement égal a 1 a sa date de liquidation, quel que soit 1’état.

Nous sommes en t. On cherche & valoriser un cap sur taux M maturant en T.

On se place dans le cadre "pre fixing post payment,

c’est-a-dire que payoff du cap fixe en T mais le payment est effectué en T+6 On note C';

la valeur du cap en 7.0n a:. C; = E9 [exp (— ftT rsds) x (Yr — K)«B(T, T +0) /Ft]

— EQ [exp <— Jre Tsd.s) « (Yo — K) /Ft}
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=B(t,T+0)EX" [(Yr— K) /F]
Le taux M en T est donné par :

1
— B(T, T+
14+ 0yr ( )
1 1
Y= |- 1
it ¥r =5 [B(T,Tw) }
1[ B(r,T)
yr = |22
(il s’agit du taux forward).On a
YT =Y
d B<T7T)
Ay’ B B(r,T+0)
1+ 0yr B(r,T)
B(r, T +46)

Dans le cadre du modéle Ho and Lee les prix zéro-coupon suivent sous la probabilité

risque neutre la diffusion :

dB (t,T
On montre aisément en utilisant des raisonnements analogues a ceux développés dans
B(r,T
le paragraphe ’formule BS avec taux d’intérét stochastique’ que & est une
B(r,T+0)
martingale sous Q7. On en déduit que sous Q”*? on a :
B(r,T)
B (7—, T + 9) . QT+9
T,T,) = —O0g[L * 0 x dW
B(r, T +0)
et donc
dYT T+6
T = — 0 % dW®?
1 n (9YTT OfgL * 0%
soit encore
dYT T+Q
— == 62 s dW®
1/ +yr LT

Remarques et exemples numériques
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Remarque 3.1 Une bonne approrimation des volatilités implicites est donnée par :

2 (StTJrK)
ST+ K 1 T
O-BS(StT’K):O'loc< ¢ 5 >* 1+ﬂ* ST+K *(StT—K)Q (32)
Uloc( L )
2

Remarque 3.2 L’équation de diffusion (3.1) peut également s’écrire :
dST = qadW?" + (1 — q) STedw "

avecm=gqo et (1—q)og=o0

Exemples numériques : cf figures 2 et 3.
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=, 5% |strike 3,50% 4,00% 4,500 £,00% £.50% &,00% E.50% 7.00% 7.5
T-1 Z]prix 1.386% DelE %% O,E75% 0,£11% O,Z25% 0. 10%% 0,045% 0,017 0,00
discaunt 0.9]BE Impliad wol 19.2T8% 15,88% TO9E%  16,220% 15473%  14.807% 14.20@2% 13,6685% 13,19
i 10,2%% |proxy (AT 16,20%
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Figure 02 Log-Décalée : Modele de taux Ho& Lee
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Figure 03 : Log-Décalée
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3.3 Modzéle a volatilité locale non paramétrique : mo-
déle dit de ’Dupire’

3.3.1 Formule de Tanaka

La formule de Tanaka est une extension du lemme d’It6 que I’on applique aux distri-

butions. Soit f(t,z) une fonction et X un processus d’Tto6 qui s’écrit

dX, = p,dt + o dW,

8f(taXt>dt + af(tht) dXt + 182f(tht)

aie, Xi) = =5, 0X, 2 0X?

oldt

N af(ta Xt) an(t7Xt)
Ou e et X2

sont & prendre, si nécessaire, au sens des distributions.

3.3.2 Application

Equation de Focker-Plank

On prend f(t, X;) = 0,(X;) et

dXt = [L(t, Xt)dt + U(t, Xt)dVVt

On obtient :

5, (X,) = {5;()@)“@,&) + %5Z(Xt)02(t,Xt)] dt + 8. (X,)o(t, X,)dW,

équation a laquelle on applique 'opérateur Espérance :

dpy(x) =

D, (wyuttr) | 10%p,(x)a(t, X)
[ Ox * 2 O0x? dt
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Or () = B [02(X1)]

et donc

Op,(@)uta) 1 0%p,(x)0?(t, Xy)
o () = 90,(8):/;( ) + 5 t = t

soit I’équation de Focker-Plank régissant la densité du processus Xj.

EDP suivi par le prix des calls et équation de la volatilité locale [§]

On prend f(t,X;) = (X; — K)" et
dXt = M(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dVVt

L’application de la formule de Tanaka nous donne :

1
A(Xy = K)* = Lix,. X+ 50x(X0)o™ (¢ X )t

soit, en appliquant ’opérateur espérance :

1
dE (X, — K)" = §@t(K)0'2 (t, K)dt
On note C (¢, K) le prix au temps 0 d’un call de strike K maturant en ¢. En supposant

les taux & zéro on a C (t, K) = E (X; — K)" .I’équation précédante s’écrit :

o0t K) 1 ;
o 5%([{)0 (t,K)
En utilisant le fait que
9?C(t, K)
P (K) = Rz
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On obtient :

oC(t, K)

9Ot
0?C(t, K)

0K?

3.4 Modéle SABR (Sigma Alpha Beta Rho)

Le modeéle SABR propose de ne pas réduire la stochasticité de volatilité locale a
la seule dépendance de cette volatilité au sous jacent et ajoute une source de bruit

supplémentaire. Le forward suit la diffusion suivante :

- dF = Fﬁagdwl
~dog = ozagdW2
. (dWldWZ) =p

L’impact des parameétres sur la forme des smiles implicites est illustré par les figures
4 et 5.

Une augmentation du parameétre og induit une translation du smile vers le haut. Une
diminution du parametre 3 accroit le 'skew’ de méme qu’une diminution du paramétre
p. Enfin une augmentation du parametre o, la volatilité de la volatilité os accroit la
convexité du smile. L’ajout d’une dimension stochastique pour la volatilité permet donc
d’atteindre des smiles convexes qui n’étaient pas accesibles sous des modeéles du type "log-
décalé’. Mais ce que permet surtout 'utilisation du SABR c’est un hedge plus compatible
avec la dynamique du smile. A partir d’une analyse simple de la formule (3.2 ) pour le
modele log-décalé, ’évolution du forward, & paramétre m inchangé, fait évoluer le smile
d’une facon qui peut étre incompatible avec 1’évolution réelle du smile de marché et
induire un delta hedge moins efficace qu'un delta hedge évalué a partir d’'un simple

modeéle BS.
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Figure 04 : Smile SABR 1
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Figure 05 : Smile SABR 2
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