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Résumé

Le projet de ce mémoire présenté ici a pour objectif principal l’étude du comportement

asymptotique lorsque t �→ +∞, des solutions des problèmes de Cauchy associés aux équa-

tions de transport avec des conditions aux bords abstraites. Il s’agit d’équations de type

neutronique apparaîssant en cinétique des gaz complétées par des conditions aux bords qui

sont modélisées par un opérateur frontière borné défini sur des espaces de traces convenables.

Notre approche utilise les techniques de Jörgens-Vidav basées sur des résultats de compacité

des restes de la série de Dyson-Phillips.

Mots clés : Théorie de transport, Théorie de génération, comportement asymptotique.
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Abstract

The project of this thesis presented here aims at mainly the study of the time asympto-

tic behaviour of the Cauchy problems associated to the transport equations whith abstract

boundary conditions. They are equations of neutronic type which are modelled by a boun-

ded operator defined on a suitable spaces for traces. Our approach uses the techniques of

Jôrgens-Vidav based on the compactness results of the remainders in the Dyson-Phillips

expansion.

Key words : Transport theory, Generation theory, comportement asymptotic.
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Chapitre 1

Introduction Générale

Le projet de ce mémoire présenté ici a pour objectif principal l’étude du comportement

asymptotique lorsque t �→ +∞, des solutions des problèmes de Cauchy associés aux équa-

tions de transport avec des conditions aux bords abstraites. Il s’agit d’équations de type

neutronique apparaîssant en cinétique des gaz complétées par des conditions aux bords qui

sont modélisées par un opérateur frontière borné défini sur des espaces de traces convenables.

Notre approche utilise les techniques de Jörgens-Vidav basées sur des résultats de compacité

des restes de la série de Dyson-Phillips. Afin de rendre ce travail plus autonome et de limiter

les renvois systématiques à la littérature, nous avons rappelé dans le chapitre 2 quelques

résultats classiques et définitions dont nous ferons usage dans ce travail.

CHAPITRE 3

Dans ce chapitre, on étudie la bien position du problème de Cauchy suivant dans les espaces

Lp(1 ≤ p < +∞)





∂ψ
∂t
(x, v, t) + v∇xψ(x, v, t) = Φ(ψ)(x, v, t), (x, v) ∈ Ω× V, t > 0 (1.1)

ψ(x, v, 0) = ψ0(x, v), (x, v) ∈ Ω× V, (1.2)

ψ|Γ− (x, v, t) = H (ψ|Γ+ ) (x, v, t) , (x, v) ∈ Γ− , t > 0 . (1.3)

Où Ω est un ouvert régulier de Rn (n ≥ 1), V est le support d’une mesure de Radon dµ sur

Rn et ψ0 ∈ L
p(Ω×V, dxdµ (v)) (1 ≤ p <∞). L’opérateur Φ à droite de (1.1) est un opérateur

linéaire borné défini sur Lp(Ω× V, dxdµ (v)).
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Dans (1.3), Γ− (respectivement Γ+) désigne la partie rentrante (respectivement sortante) du

bord de l’espace des phases Ω× V

Γ∓ = {(x, v) ∈ ∂Ω× V ; ∓ v.η(x) > 0}.

Où η(x) est la normale extérieure unitaire au point x ∈ ∂Ω. Les conditions aux bords (1.3)

expliquent que le flux rentrant ψ|Γ− est relié au flux sortant ψ|Γ+ par un opérateur linéaire

borné H défini sur des espaces de traces convenables. Le modèle cinétique (1.1) intervient

dans différents domaines des sciences appliquées.

PHYSIQUIE MATHEMATIQUE :

Dans la théorie cinétique des gaz ou bien en théorie du transport, l’inconnue ψ(x, v, t) re-

présente la densité des particules (neutrons, molécules des gaz, etc) ayant la position x ∈ Ω

et la vitesse v ∈ V en un temps t ≥ 0. Dans ce cas, Φ(ψ) représente l’interaction entre les

particules et le milieu dûe aux collisions ([21] , [22] , [58]).

BIOLOGIE MATHEMATIQUE :

En dynamique des populations, la fonction ψ(x, v, t) est la fonction de distribution des cellules

ayant l’état (x, v) en un temps t > 0 ; Φ(ψ) représente donc la transition d’un état à un autre.

On renvoie à [57] pour les équations de transport intervenant dans le contexte de la dynamique

des populations et plus généralement à [11] pour des modèles cinétiques généraux.

Dans ce chapitre, on va focaliser notre attention sur l’influence de l’opérateur aux bords H

sur la bien position du problème de Cauchy (1.1). On va considérer seulement le cas Φ = 0

"sans collisions". On va adopter ici le cadre des semi-groupes et on va montrer que pour des

opérateurs aux bords H tel que ‖H‖ < 1, l’opérateur d’advection TH (de domaine incluant

les condition aux bords (1.3))

THψ(x, v) = −v∇xψ(x, v)
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engendre un semi-groupe de classe C0 dans l’espace Lp(Ω × V, dxdµ(v)) (1 ≤ p < ∞) [27] .

Le cas multiplicatif (‖H‖ ≥ 1) est plus compliqué. Ce cas intervient naturellement dans le

cadre de la dynamique des populations.

En effet dans ce cas l’opérateur aux bords H modélise la loi de naissance de la population

cellulaire. La question de la bien position ou non du problème (1.1) à été traitée par plu-

sieurs auteurs, (voir par exemple [13] , [14] , [33]). Dans ce chapitre, on va présenter plusieurs

approches pour attaquer cette question. Plus précisémemt, on va déterminer des conditions

suffisantes sur l’opérateur aux bords H pour lesquelles l’opérateur d’advection TH engendre

un semi-groupe de classe C0. Cette étude est faite à la fois dans le cadre monodimension-

nel et multidimensionnel. Ces résultats vont être appliqués au cas des conditions aux bords

intervenants dans des situations pratiques.

CHAPITRE 4

Compacité des restes R2 (t) dans le cadre monodimensionnel réflexif.

La préoccupation de ce chapitre est l’étude du comportement asymptotique (t �→ +∞) des

solutions du problème de Cauchy (1.1) lorsque l’opérateur frontièreH modélise des conditions

aux limites réflexives (cadre monodimensionnel).

En théorie du transport l’étude du comportement asymptotique remonte aux travaux de J.

Lehner et M. Wing [37] et K. Jörgens [30] , quant à la littérature concernant le sujet, elle est

vaste (voir par exemple [2] , [3] , [4] , [9] , [27] , [33] , [36]).

Pour l’analyse du comportement asymptotique des solutions du problème (1.1), on dispose

essentiellement de deux approches. La première consiste à exprimer la solution comme trans-

formée de Laplace inverse de la résolvante de l’opérateur de transport TH +K comme cela

a été fait pour des modèles particuliers [36]. Cette technique a été systématisée par M.

Mokhtar-Kharroubi [44]. Elle est basée sur deux arguments :

• ∃m ∈ N tel que
[
(λ− TH)

−1K
]m

est compact pour (Reλ > η) (1.4)

• lim
|Imλ|�→+∞

∥∥∥
[
(λ− TH)

−1K
]m∥∥∥ = 0 uniformément sur {λ : Reλ ≥ ω, ω > η} (1.5)
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Où η est le type du semi-groupe
(
etTH , t ≥ 0

)
. Ainsi si (1.4) et (1.5) sont satisfaites, il est

possible de décrire le comportement asymptotique des solutions (t �→ +∞) pour des données

initiales régulières.

La seconde approche, dite du semi-groupe, dûe à Jörgens-Vidav [30] et [51] et est basée sur la

compacité d’un reste de la série de Dyson-Phillips. Cette approche a l’avantage de n’imposer

aucune condition sur la donnée initiale.

Dans ce chapitre, on va établir la compacité du reste d’ordre deux de la série de Dyson-

Phillips moyennant l’expression explicite du semi-groupe dans le cadre monodimensionnel

réflexif.



Chapitre 2

Résultats préliminaires

2.1 Théorie spectrale des semi-groupes

Dans ce chapitre, on va rappeler quelques résultats et définitions dont on aura besoin dans

la suite. Dans ce qui suit, on considère un espace de Banach X dont la norme est notée ‖.‖.

Définition 2.1.1 [47] :On appelle C0 semi-groupe T (t)t≥0 une famille d’opérateurs linéaires

bornés sur X tels que :

• T (0) = I (l’opérateur identité).

• T (t+ s) = U (t)U (s) pour t, s ≥ 0 (propriété de semi-groupe).

• lim
t �→0

‖T (t) x− x‖ = 0 ∀ x ∈ X (continuité forte ).

A ce C0 semi-groupe on peut associer un générateur A défini par

Ax = lim
t�→0

T (t)x− x

t

de domaine

D (A) =

{
x ∈ X : lim

t�→0

T (t) x− x

t
existe

}
.

Remarque 2.1.1 Le semi-groupe T (t)t≥0 admet un unique générateur sur X.

Proposition 2.1.1 [47] Soit T (t)t≥0 un C0 semi-groupe sur X. Alors il existe deux constantes

ω ≥ 0 et M ≥ 0 telles que

‖T (t)‖ ≤Meωt ∀t ≥ 0.
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De plus, ∀x ∈ X, l’application t �→ T (t)x, est continue de R+ dans X. Si ω = 0, le C0

semi-groupe T (t)t≥0 est dit uniformément borné. De plus, si M = 1, on dit que T (t)t≥0 est

un semi-groupe de contraction. Le nombre ω est le type du semi-groupe T (t)t≥0 . Il est défini

par :

ω = inf
t≥0

[
log ‖T (t)‖

t

]

= lim
t�→+∞

log ‖T (t)‖

t
.

On note que si A est un opérateur linéaire sur X, l’ensemble résolvant A est un ouvert du

plan complexe défini par :

ρ (A) = {λ ∈ C; λ− A : D(A) −→ X est bijectif et

(λ− A)−1 : X �→ X est borné
}
.

Le complémentaire, dans le plan complexe de ρ (A) est le spectre de A, σ (A) = C/ρ (A) .

Pour λ ∈ ρ (A) , on note R (λ,A) la résolvante de A au point λ et

R (λ,A) = (λ−A)−1 .

La fonction λ �→ R (λ,A) est holomorphe dans ρ (A) et à valeurs dans L (X) .

On appelle borne spectrale de A (s (A)), le nombre

s (A) = sup {Reλ; λ ∈ σ (A)} .

avec la convention s (A) = −∞ si σ (A) = ∅ et s (A) = +∞ si l’ensemble {Reλ; λ ∈ σ (A)}∩

[0,+∞[ est non borné. On note que le type ω du semi-groupe T (t)t≥0 possède les propriétés

suivantes :

a) rσ (T (t)) = e
ωt (t ≥ 0) , où rσ (T (t)) est le rayon spectral de T (t) , c’est le rayon de la plus

petite boule de centre 0 contenant le spectre de T (t) i.e :

rσ (T ) = max {|λ| : λ ∈ σ (T )}

b) s (A) ≤ ω et donc

{λ ∈ C tel que Reλ ≥ 0} ⊆ ρ (A) .
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c) ∀λ ∈ C, Reλ > ω,

R (λ,A) x =

∫ +∞

0

e−λsT (s)xds (x ∈ X) .

On note que la propriété c), qui dit que la résolvante de A est la transformation de Laplace

du semi-groupe peut être le point de départ vers la caractérisation des générateurs des C0

semi-groupes. C’est le théorème de Hille-Yosida qui donne cette caractérisation (voir, par

exemple, [29] , [47]).

Théorème 2.1.1 (Hille−Yosida) : A est un générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe

T (t)t≥0 vérifiant ‖T (t)‖ ≤ Me
ωt ∀t ≥ 0 si et seulement si :

i) A est fermé et D (A) = X

ii) ]ω,+∞[ ⊆ ρ (A)et

‖R (λ,A)n‖ ≤
M

(Reλ− ω)n
( Reλ > ω, n ≥ 0).

Théorème 2.1.2 ( Théorème de Lumer Phillips ) Soit A un opérateur de domaine

D (A) dans un espace de Banach X; les propositions suivantes sont équivalente :

i) A est un opérateur m-dissipatif de domaine dense dans X;

ii) A est le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe de contraction.

Rappelons qu’un opérateur A dans X = Lp (Ω) (1 < p < +∞) est m−dissipatif s’il vérifie

les condition suivantes : 


i) A est dissipatif

ii) Im (I − A) = X.

On dit que, A est un opérateur dissipatif dans X = Lp (Ω) (1 < p < +∞) si et seulement si :

∫

Ω

|ψ|p−2 ψAψdx ≤ 0, ∀ψ ∈ D (A)

Si X = L1 (Ω) , Ω un ouvert de Rn alors A est un opérateur dissipatif si et seulement si :

∫

Ω

sign ψAψdx ≤

∫

[ψ=0]

|Aψ| dx
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tel que :

sign ψ (x) =





1 si ψ (x) > 0
0 si ψ (x) = 0
−1 si ψ (x) < 0

Définition 2.1.2 Un C0 groupe sur X est une famille d’opérateurs (T (t), t ∈ R) ⊆ L (X)

vérifiant les conditions de la définition (2.1.1 ) avec R+ remplacé par R. Le générateur A

d’un C0 groupe (T (t), t ∈ R) sur X est défini par

Ax = lim
t�→0

T (t)x− x

t

de domaine

D (A) =

{
x ∈ X : lim

t�→0

T (t) x− x

t
existe

}
.

Théorème 2.1.3 On note que A est un générateur d’un C0 groupe (T (t), t ∈ R) si et seule-

ment si : ±A engendrent des C0 semi-groupes T± (t) . Dans ce cas,

T (t) =

{
T+ (t) , t ≥ 0
T− (t) , t ≤ 0

On rappelle maintenant le théorème classique de Phillips [10] et un résultat de comparaison

des rayons spectraux des semi -groupes perturbés.

Théorème 2.1.4 (Théorème de Phillips) Soient X un espace de Banach et A le généra-

teur infinitésimal d’un C0 semi-groupe T (t)t≥0 sur X vérifiant ‖T (t)‖ ≤Meωt. Si β ∈ L (X) ,

alors A+ β engendre un C0 semi-groupe (S (t))t≥0 sur X vérifiant

‖S (t)‖ ≤Me(ω+M‖β‖)t ∀t ≥ 0

De plus , ∀x ∈ X et t ≥ 0 on a :

S (t)x = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s) βS (s)xds (2.1)

On note que le semi-groupe (S (t))t≥0 est donné, en itérant l’équation (2.1), au moyen de la

série de Dyson-Phillips

S (t) =
+∞∑

j=0

Tj (t) (2.2)
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où

T0 (t) = T (t)

et

Tj (t) =

∫ +∞

0

T (s)βTj−1 (t− s) ds (j ≥ 1) .

La série (2.2) converge dans L (X) uniformément sur les intervalles bornés. De plus le reste

d’ordre n de cette série est donné par

Rn (t) =
+∞∑

n

Tj (t)

et

Rn (t) =

∫

s1+s2+....+sn≤t

T (s1) β....T (sn) βS

(
t−

n∑

i=1

si

)
ds1...dsn, si ≥ 0 (2.3)

Soit C ∈ L (X) . Le rayon spectrale essentiel de C est défini par

re (C) = sup {|λ| ; λ ∈ σ (C) n’est pas une valeur

propre de multiplicité algébrique finie}

Le comportement asymptotique du semi-groupe (S (t))t≥0 (t �→ +∞) peut être décrit en

analysant directement son spectre, une telle démarche permettre d’obtenir des estimations

portant sur son type essentiel et son rayon spectral essentiel qu’on définit, respectivement,

par

ωe (S (t)) = inf {ω ∈ R; ∃Pj ∈ L (X) une projection de rang fini qui commute

avec (S (t))t≥0 , ∃M ≥ 1; ‖(I − Pj)S (t)‖ ≤Me
ωt
}
.

On note que ωe ∈ [−∞, ω] et

re (S (t)) = e
ωet t ≥ 0

(voir [45] ou [53]). On énonce maintenant le résultat suivant de comparaison.

Théorème 2.1.5 [45] On suppose que X est isomorphe à un certain Lp (1 ≤ p ≤ +∞) où à

C (Σ) avec Σ un compact. Alors, avec les notations ci-dessus, si un certain reste de la série

de Dyson-Phillips Rn (t) est compact pour t ≥ t0, alors

re (S (t)) = re (T (t)) ∀t ≥ 0



2.2 Cadre fonctionnel 10

2.2 Cadre fonctionnel

Soit

Xp = L
p(Ω× V, dxdµ(v)) (1 ≤ p <∞).

où Ω est un ouvert régulier de Rn (n ≥ 1) . La frontière de l’espace des phases ∂Ω × V est

donnée par :

∂Ω× V = Γ− ∪ Γ+ ∪ Γ0

où

Γ± = {(x, v) ∈ ∂Ω× V ; ± v.η(x) > 0}

et

Γ0 = {(x, v) ∈ ∂Ω× V ; v.η(x) = 0} .

On définit l’espace de Sobolev partiel par :

Wp = {ψ ∈ Xp; v.∇xψ ∈ Xp} .

Les espaces des traces appropriés sont définis par :

LP± = LP (Γ±, |v.η(x)| dγ(x)dµ(v)).

Pour tout ψ ∈WP ,on peut trouver ψ|Γ± /∈ L
p
± : pour cela on définit :

W̃p =
{
ψ ∈WP ; ψ|Γ± ∈ L

P
±

}
.

Soit H ∈ L(LP+, L
P
−) ( 1 ≤ p < +∞). On lui associe l’opérateur libre d’advection

{
TH : D(TH) ∈ XP �→ XP

ϕ �→ THϕ(x, v) = −v.∇xϕ(x, v)

de domaine

D(TH) =
{
ψ ∈ W̃P ; ψ|Γ− = H(ψ|Γ+ )

}
.

Un rôle crucial va être joué dans la suite par ce qu’on appelle le temps de Séjour de la

particule dans Ω.
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Définition 2.2.1 Pour tout (x, v) ∈ Ω× V, on définie

t(x, v) = sup {t > 0; x− sv ∈ Ω, ∀s, 0 < s < t}

= inf {s > 0, x− sv /∈ Ω} .

Pour la convenance, on pose

t(x, v) = τ(x, v) si (x, v) ∈ ∂Ω× V.

D’aprés le point de vue heuristique, t(x, v) est le temps mis par un neutron, ayant la position

x ∈ Ω et la vitesse −v ∈ V, pour atteindre (pour la première fois) le bord ∂ Ω. D’autre part

[54] montre que τ(x, v) = 0 pour tout (x, v) ∈ Γ− et si v.η(x) > 0, τ (x, v) > 0.

En particulier,

{(x, v) ∈ Γ+; τ(x, v) = 0 } = {(x, v) ∈ Γ+; v.η(x) = 0} .

de plus, ∀(x, v) ∈ Ω× V.

(x− t (x, v) v, v) ∈ Γ−.

Etablissons maintenant la résolvante de TH . ∀ λ ∈ C tel que Reλ > 0, on définit




Mλ : L

p
− �→ L

p
+

u �→Mλu(x, v) = u(x− τ(x, v)v, v)e
−λ.τ(x,v), (x, v) ∈ Γ+




Bλ : Lp− �→ Xp

u �→ Bλu(x, v) = u(x− t(x, v)v, v).e
−λt(x,v), (x, v) ∈ Ω ×V





Gλ: : Xp �→ L
p
+

ϕ �→ Gλϕ(x, v) =

∫ τ(x,v)

0

ϕ(x− sv, v)e−λsds, (x, v) ∈ Γ+

et 



Cλ : Xp �→ Xp

ϕ �→ Cλϕ(x, v) =

t(x,v)∫

0

ϕ(x− tv, v)e−λtdt, (x, v) ∈ Ω× V.
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En utilisant l’inégalité de Hölder, tous ses opérateurs sont bornés. Plus précisément, pour

Reλ > 0 on a :

‖Mλ‖ ≤ 1,

‖Gλ‖ ≤ (qReλ)−
1
q

‖Bλ‖ ≤ (pReλ)−
1
p ,

‖Cλ‖ ≤ (Reλ)−1,
1

p
+
1

q
= 1.

La résolvante de TH est donnée par la proposition suivante :

Proposition 2.2.1 Soit H ∈ L(Lp+, L
p
−) tel qu’il exist λ0 avec rσ(MλH) < 1 ∀ Reλ > λ0.

Donc, pour Reλ > λ0

(λ− TH)
−1 = BλH(I −MλH)

−1Gλ + Cλ.

pour plus de détails voir [8]



Chapitre 3

Propriétés de génération de
semi-groupes

Dans ce chapitre, on va étudier la bien position de problème de Cauchy (0.1) avec des condi-

tions aux bords abstraites. On commence d’abord par le cadre contractif ‖H‖ < 1.

3.1 Cas contractif

On rappelle ici le résultat bien connu de génération concernant les conditions aux bords de

contractions. On peut trouver sa preuve dans [8]. On donne ici une preuve classique de ce

résultat qui va jouer un rôle important dans la suite.

Théorème 3.1.1 Soit H ∈ L(LP+, L
P
−) ( 1 ≤ p < +∞) tel que ‖H‖ < 1. Alors, TH engendre

un C0 semi-groupe de contraction dans Xp.

Preuve. La preuve consiste à montrer que TH est dissipatif. Il s’ensuit de la proposition

(2.1.1), que {λ ∈ C , Reλ ≥ 0} ⊆ ρ (TH), où ρ (TH) désigne l’ensemble résolvant de TH (en

particulier TH est fermé). Considérant d’abord le cas 1 < p <∞.

Soit ψ ∈ D(TH), on a

v .∇x(|ψ|
p)(x, v) = p |ψ|p−2 (x, v)ψ(x, v)(v.∇xψ(x, v))

on obtient :

〈
THψ, |ψ|

p−2 ψ
〉

=

∫

Ω×V

|ψ|p−2 (x, v)ψ(x, v)(−v.∇xψ(x, v))dxdµ(v)

= −
1

p

∫

Ω×V

v .∇x (|ψ|
p) (x, v)dxdµ(v).



3.1 Cas contractif 14

La formule de Green donne

〈
THψ, |ψ|

p−2 ψ
〉

= −
1

p

∫

∂Ω×V

|ψ|p (x, v)v.η(x)dγ(x)dµ(v)

=
1

p

∫

Γ−

∣∣∣ψ|Γ− (x, v)
∣∣∣
p

|v.η(x)| dγ(x)dµ(v)

−
1

p

∫

Γ+

∣∣∣ψ|Γ+ (x, v)
∣∣∣
p

|v.η(x)| dγ(x)dµ(v)

=
1

p
(
∥∥∥ψ|Γ−

∥∥∥
p

LP−

−
∥∥∥ψ|Γ+

∥∥∥
p

LP+

).

Puisque H est contractif et ψ|Γ− = H(ψ|Γ+ ), on déduit que

〈
THψ, |ψ|

p−2 ψ
〉
< 0.

Pour P = 1, on montre d’une façon analogue que

〈THψ, sign ψ〉 < 0 ∀ψ ∈ D(TH).

Maintenant, soit ψ ∈ D(TH) et Reλ > 0 est fixé. Posons

ϕ = (λ− TH)ψ

on note

ψ∗ =

{
|ψ|p−2 ψ si 1 < p <∞
sign ψ si p = 1.

On a

Reλ ‖ψ‖p = Re 〈λψ, ψ∗〉 .

De plus

Reλ ‖ψ‖p ≤ Re 〈λψ,ψ∗〉 − 〈THψ, ψ
∗〉

= Re 〈λψ − THψ, ψ
∗〉 ≤ ‖ϕ‖ ‖ψ‖p−1 .

Ce qui montre que, pour tout Reλ > 0,

‖ψ‖ ≤
‖ϕ‖

Reλ
,

C’est à dire que :
∥∥(λ− TH)−1

∥∥ ≤ 1

Reλ
(Reλ > 0) (3.1)
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La preuve découle donc du théorème de Lumer-Phillips. �

Remarque 3.1.1 Notons que, si on remplace la condition de contraction par

‖Hψ‖ = ‖ψ‖ ∀ψ ∈ LP+,

l’inégalité (3.1) reste valable, dans la preuve du théorème précédent. En effet

〈THψ, ψ
∗〉 = 0 ∀ψ ∈ D(TH).

Malheureusement, ce n’est pas une condition suffisante de montrer que TH engendre un C0

semi-groupe dans Xp. Comme le montre l’exemple suivant dû à J. Voigt [8] .

Exemple 3.1.1 considérons le modèle de transport suivant dans L1.

On définit

Ω = ]0, 1[ et V = [0,+∞[

et on suppose que dµ est la mesure de Lebesgue sur V. Alors

Γ+ = {1} × V

et

Γ− = {0} × V,

donc

LP± = L1([0,∞[, vdv).

Et soit l’opérateur de trace

H(ψ(1, .)) = ψ(0, .) ∀ψ ∈W1.

On va prouver que TH n’est pas un opérateur fermé dans X1. Soit h ∈ L
1([0,+∞[, dv) tel

que
+∞∫

0

|h(v)| vdv =∞ . (3.2)

Par exemple

h (v) =
1

1 + v2
.



3.2 L’approche de l’espace des phases (cadre monodimensionnel) 16

Pour tout n ∈ N on désigne

ϕn(x, v) =

{
h(v)

0

si 0 < v < n

sinon
.

Il est clair que ϕn ∈W1 pour tout n ∈ N et, puisque

∫ n

0

|h(v)| vdv < +∞ ∀n ∈ N.

On obtient

ϕn |
LP
±

∈ L1± et ϕn ∈ D(TH) pour tout n ∈ N.

Maintenant, on peut montrer que

ϕn �→ ϕ et THϕn �→ 0 (n �→ ∞).

Avec

ϕ(x, v) = h(v)

pour presque tout (x, v) ∈ Ω× V, ϕ ∈ X1. D’aprés (3.2)

ϕ|Γ− = h /∈ L1−.

Ceci prouve que ϕ /∈ D(TH) et par suite TH n’est pas un opérateur fermé dans X1 .

Remarque 3.1.2 L’exemple précédent montre que pour ‖H‖ = 1, TH n’est pas toujours

fermé. Donc il ne peut pas être un générateur d’un C0 semi-groupe dans Xp.

3.2 L’approche de l’espace des phases (cadre monodi-

mensionnel)

On commence cette section par l’étude de l’opérateur libre d’advection dans la géométrie

monodimensionnelle mono énergétique. Ce cas particulier a une importance historique et a

suscrité un intérêt particulier pendant la dernière décennie (voir par exemple [14] , [49] ).

Précisément, soit

Ω× V = ]−a, a[× [−1, 1] (a > 0)
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et

Xp = L
P (]−a, a[× [−1, 1] , dxdξ) (1 ≤ p < +∞).

Dans ce cas, les parties rentrantes et sortantes de Ω× V sont :

{
Γ− = {−a} × [0, 1] ∪ {a} × [−1, 0]
Γ+ = {−a} × [−1, 0] ∪ {a} × [0, 1]

(3.3)

Pour tout H ∈ L(LP+, L
P
−), l’opérateur d’advection est donné par :

THψ(x, ξ) = −ξ
∂ψ

∂x
(x, ξ) (ψ ∈ D(TH))

avec

D(TH) =
{
ψ ∈Wp; H(ψ|Γ+ ) = ψ|Γ−

}
, R(TH) ⊂ Xp.

On a donc :

Théorème 3.2.1 ∀ H ∈ L(LP+, L
P
−), l’opérateur libre d’advection TH engendre un C0semi-

groupe {UH(t); t ≥ 0}dans Xp ( 1 ≤ p < +∞). De plus,

‖UH(t)‖ ≤ max {1, ‖H‖} etmax{
1
2a
ln‖H‖,0} t ≥ 0. (3.4)

Ce théorème a été démontrer indépendamment par plusieurs auteurs. On cite par exemple

les travaux ([13] , [49]) dans lesquels les auteurs ont montré le résultat dans le cas p = 1 en

utilisant le théorème de Batty-Robinson [7] (pour plus des détails sur le résultat de Batty-

Robinson, voir l’appendice). Récemment, M. Boulanouar a montré ce résultat en utilisant un

processus de renormalisation (voir [14]).

Le résultat précédent est surprenant car il affirme que pour n’importe quel opérateur aux

bords H, l’opérateur d’advection TH engendre un C0 semi-groupe dans Xp ( 1 ≤ p < +∞ )

en géométrie monodimensionnelle. L’inconvénient de ce résultat est qu’il ne fournit aucune

information de ce qui peut se produire dans l’autre cas de géométrie et laisse dans l’obscurité

la véritable difficulté mathématique. En effet, le théorème (3.2.1) est une simple conséquence

du cadre général qui va être étudié dans la suite.
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3.3 L’approche générale de l’espace des phases

Cette section illustre le fait que la géométrie de l’espace des phases joue un rôle important

dans la bien position des équations cinétiques (voir [15] , [50]).

Théorème 3.3.1 On suppose que l’espace des phases Ω× V satisfait

τ0 = inf essτ (x, v) > 0 (x, v) ∈ Γ+. (3.5)

Donc, pour tout H ∈ L(LP+, L
P
−), TH engendre un C0 semi-groupe {UH(t); t ≥ 0} dans Xp

(1 ≤ p < +∞ ) tel que

‖UH(t)‖ ≤ max {1, ‖H‖} e
tmax

{
ln

‖H‖
τ0

,0
}

t ≥ 0 . (3.6)

Remarque 3.3.1 En utilisant la terminologie de [15], l’espace des phases Ω×V qui satisfait

(3.5) est dit régulier.

Les équations de transport dans le cadre monodimensionnel vérifient (3.6) car l’espace de

phase ]−a, a[× [−1, 1] est régulier. En effet, pour tout

(x, ξ) ∈ ]−a, a[× [−1, 1]

t(x, ξ) =

{
inf {s > 0; x− ξs ≤ −a} si ξ > 0
inf {s > 0; x− ξs ≤ a} si ξ < 0

,

c’est à dire :

t(x, ξ) =
x− sign (ξ)a

|ξ|
(x, ξ) ∈ ]−a, a[× [−1, 1] ξ �= 0.

Ce qui donne

τ0 = inf ess
(x,ξ)∈ Γ+

τ (x, ξ) = 2a > 0 . (3.7)

Ce qui prouve que l’espace des phases est régulier.

Remarque 3.3.2 On montre que l’estimation (3.4) se déduit de (3.7) et (3.6). Comme

conséquence, le théorème (3.2.1) devient un cas très simple du théorème (3.3.1) .

Le théorème (3.3.1) illustre le fait important que le temps de séjour est la quantité à mani-

puler pour traiter le cas de la bien position des équations cinétiques. Malheureusement, dans
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les situations pratiques, ce théorème est applicable seulement dans le cas de la géométrie

monodimensionnelle et dans des cas particuliers de la dynamique de populations (modèle de

Rotenberg avec la vitesse de maturation bornée [17]). Prenons par exemple, ce qui suit :

Pour un domaine convexe Ω ⊂ RN(N ≥ 2), si

V = SN−1 = {v/ |v| , v ∈ V, v �= 0} (la sphère unité de RN).

On peut facilement vérifier que

inf {τ (x, v), (x, v) ∈ Γ+} = 0

c’est à dire que Ω× V n’est pas un espace de phase régulier (il est non régulier).

3.4 L’influence de l’opérateur aux bords

Les résultats de la section précédente illustrent le fait que, pour prouver la bien position

des équations cinétiques associées aux opérateurs aux bords multiplicatifs (qui ne sont pas

de contraction), la difficulté majeure est liée au fait que pour des domaine convexes Ω ⊂ RN

avec (N > 1), le temps de Séjour des particules peut être suffisamment petit. Rappelons

que le théorème (3.3.1) affirme que, pour un espace de phase régulier aucune condition sur

l’opérateur de trace est montionnée. Ce n’est plus le cas dans le cadre général comme l’illustre

l’exemple suivant :

Exemple 2.4.1 (Les réflexions rebondissantes en arrière ) : SoitΩ un ouvert convexe et

régulier de RN (N ≥ 1) et soit V = RN équipé avec la mesure de Lebesgue. Considérons l’opé-

rateur aux bords

H(ψ)(x, v) = αψ(x,−v) (x, v) ∈ Γ−, ψ ∈ L
P
+

avec α > 1, il est clair que H ∈ L(LP+, L
P
−) et ‖H‖ = α > 1. Dans [41], le spectre de

l’opérateur libre d’advection TH est

σ(TH) ⊂ ∪
K∈Z
Ress(FK)

tel que Ress(FK) est l’image essentielle de la fonction mesurable

FK : (x, v) ∈ Ω× V �−→ FK(x, v) =
ln α− 2iKπ

t(x, v) + t(x,−v)
, (K ∈ Z).
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Par conséquence

s(TH) = sup {Reλ;λ ∈ σ(TH)}

= sup ess
ln α

t(x, v) + t(x,−v)

= +∞ (x, v) ∈ Ω× V.

Ce qui montre que le spectre de TH n’est pas contenu dans aucun demi-plan. En particulier,

TH n’est pas un générateur d’aucun C0 semi-groupe dans Xp (1 ≤ p < +∞).

L’exemple précédent montre que, pour les espaces de phase non réguliers, les hypothèse

sur l’opérateur aux bords sont établies pour montrer que l’opérateur libre d’advection TH

engendre un C0 semi-groupe dans Xp. De plus, le théorème (3.3.1) indique intuitivement que

l’opérateur TH engendre un C0 semi-groupe dans Xp à condition qu’on "ne tient pas compte

de trop de l’ensemble"

{(x, v) ∈ Γ+, τ(x, v) = 0} .

Rendons plus précis ce que nous voulons dire par ceci. Pour tout ε > 0, on note χε l’opérateur

de multiplication dans Lp+ par la fonction caractéristique de l’ensemble

{(x, v) ∈ Γ+, τ (x, v) ≤ ε} ,

c’est à dire χε ∈ L(L
P
+) est donné par :

χεu(x, v) =

{
u(x, v) si τ (x, v) ≤ ε
0 sinon

pour tout u ∈ LP+. Notre résultat principal est le suivant :

Théorème 3.4.1 Soit H ∈ L(LP+, L
P
−). Si

lim sup
ε �→0

‖Hχε‖L(LP+,LP−) < 1 (3.8)

alors TH engendre un C0 semi-groupe {UH(t); t ≥ 0} dans Xp (1 ≤ p < +∞). De plus, il

existe C ≥ 1 telle que

‖UH(t)‖ ≤ Ce
tmax

(
1
ε0
ln‖H‖,0

)

∀t ≥ 0 (3.9)
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où

ε0 = sup {ε > 0; ‖Hχε‖ < 1} .

Remarque 3.4.1 En général l’hypothèse (3.9) est une petite hypothèse sur H dans le voisi-

nage de l’ensemble

{(x, v) ∈ Γ+; τ(x, v) = 0} = {(x, v) ∈ Γ+, v.η(x) = 0} .

Ceci signifie que les vitesses tangentielles sont faiblement prises en considération par H in-

dépendamment de sa norme.

Expliquons maintenant la stratégie à suivre pour démontrer ce résultat. Notre objectif est de

montrer que le problème d’évolution suivant :





∂ψ
∂t
(x, v, t) + v.∇xψ(x, v, t) = 0

ψ|Γ− = H(ψ|Γ+ )

ψ(x, v, 0) = ψ0(x, v)

(3.10)

où ψ0 ∈ Xp (1 ≤ p < +∞), est gouverné par un C0 semi-groupe dans Xp. On va utiliser un

changement de variables convenable dans l’esprit de celui utilisé dans [42] (voir [27] chapitre

XII). Cette nouvelle variable satisfait donc un problème d’évolution équivalent, qui sous la

condition (3.8) fait intervenir un opérateur aux bords de contractions.

Introduisons maintenant quelques définitions qui seront utilisées dans la suite. ∀ 0 < q < 1,

définissons l’opérateur de multiplication suivant sur Lp+ (1 ≤ p < +∞) :

Mq : u ∈ Xp �−→Mqu(x, v) = q
τk(x,v)u(x, v) ∈ LP+,

où

τ k(x, v) = min {τ (x, v); k} , (x, v) ∈ Γ+,

k est un nombre réel positif fixé. Soit Bq l’opérateur défini par :

Bq : ϕ ∈ Xp �−→ Bqϕ(x, v) = q
tk(x,v)ϕ(x, v) ∈ Xp,
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avec

tk(x, v) = min {t(x, v); k} , (x, v) ∈ Ω× V.

Comme Mq ∈ L(L
P
+), il est possible de définir l’opérateur d’absorption associé à l’opérateur

aux bords HMq ∈ L(L
P
+, L

P
−).




THq : D(THq) ⊂ Xp �→ Xp

ϕ �−→ THqϕ(x, v) = −v.∇xϕ(x, v)− (ln q)ϕ(x, v)

où

D(THq) =
{
ψ ∈ W̃p; ψ|Γ− = HMq(ψ|Γ+)

}
.

Les opérateurs non bornés TH et THq sont liés par les relations :

Lemme 3.4.1 Pour tout 0 < q < 1,

B−1q D(TH) = D(THq)

et

TH = BqTHqB
−1
q .

Preuve. Soit 0 < q < 1 fixé. Il est facile de voir que Bq est une bijection continue de Xp

dans Xp, son inverse est donné par :

B−1q : ϕ ∈ Xp �−→ B
−1
q ϕ(x, v) = e

−tk(x,v) ln qϕ(x, v) ∈ Xp.

Notons que B−1q ∈ L(Xp) car

sup {tk(x, v), (x, v) ∈ Ω× V } ≤ k.
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Maintenant soit ϕ ∈ D(TH) et ψ = B−1q ϕ. Montrons tout d’abord que ψ ∈ Wp. En effet,

pour presque tout (x, v) ∈ Ω× V

v.∇xψ(x, v) = lim
s�→0

ψ(x+ sv, v)− ψ(x, v)

s

= lim
s�→0

e−tk(x+sv,v) ln qϕ(x+ sv, v)− e−tk(x,v) ln qϕ(x, v)

s
.

Puisque, pour presque tout (x, v) ∈ Ω× V ,

t(x+ sv, v) = s+ t(x, v) ∀0 ≤ s < t(x, v),

on obtient donc

tk(x+ sv, v) = s+ tk(x, v) ∀0 < s < k − tk(x, v)

et

v.∇xψ(x, v) = e
−tk(x,v) ln q lim

s �→0

e−s ln qϕ(x+ sv, v)− ϕ(x, v)

s
.

En utilisant le fait que ϕ ∈Wp, on aura

v.∇xψ(x, v) = e
−tk(x,v) ln q(− ln qϕ(x, v) + v.∇xϕ(x, v)). (3.11)

Donc ψ ∈Wp. De plus

tk(x, v) = 0 ∀(x, v) ∈ Γ−,

Il est clair que

ϕ|Γ− = ψ|Γ−

et

ψ|Γ+ (x, v) = e
−τk(x,v) ln qϕ|Γ+ (x, v), (x, v) ∈ Γ+,

donc

ψ|Γ± ∈ L
P
±

et

ψ|Γ− = HMq(ψ|Γ+ ).

Ce qui montre que ψ ∈ D(THq), c’est à dire

B−1q D(TH) ⊂ D(THq).
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De la même manière l’inclusion inverse est établie. Finalement, pour ϕ ∈ D(TH) et d’après

(3.11) , on a :

THqB
−1
q ϕ(x, v) = −v.∇x(e

−tk(x,v) ln q)(ϕ(x, v))− ln qe−tk(x,v) ln qϕ(x, v)

= e−tk(x,v) ln q(ln qϕ(x, v)− v.∇xϕ(x, v))

et par suite, on a :

BqTHqB
−1
q ϕ(x, v) = −v.∇xϕ(x, v)

= THϕ(x, v) �

et comme conséquence, on a la proposition suivante.

Proposition 3.4.1 Pour tout 0 < q < 1, THq engendre un C0semi-groupe
{
VHq(t); t ≥ 0

}

dans Xp si et seulement si TH engendre un C0 semi-groupe {UH(t); t ≥ 0} dans Xp. De plus,

UH(t) = BqVHq(t)B
−1
q (t ≥ 0).

En d’autres termes, la proposition (3.4.1) indique que le problème d’évolution suivant :





∂ϕ
∂t
(x, v, t) + v.∇xϕ(x, v, t) + (ln q)ϕ(x, v, t) = 0

ϕ|Γ− = HMq(ϕ|
Γ+
)

ϕ(x, v, 0) = e−tk(x,v) ln qψ0(x, v)

(3.12)

est équivalent au problème d’évolution (3.10) en utilisant le changement de variable

ϕ(x, v, t) = .e(−tk(x,v) ln qψ(x, v, t).

On est maintenant dans la position de prouver le théorème (3.4.1) .

Preuve du théorème 3.4.1. En utilisant le théorème (3.1.1), il suffit d’établir le résultat

pour ‖H‖ ≥ 1. On définit l’ensemble

Q = {0 < q < 1; ‖HMq‖ < 1} .



3.4 L’influence de l’opérateur aux bords 25

En combinant la proposition (3.4.1) et le théorème (3.1.1) , on déduit que si Q �= φ alors TH

engendre un C0 semi-groupe {UH(t); t ≥ 0} tel que

UH(t) = BqVHq(t).B
−1
q t ≥ 0, q ∈ Q (3.13)

où
{
VHq(t); t ≥ 0

}
est le C0 semi-groupe engendré par THq (q ∈ Q) . En tenant compte de

l’hypothèse (3.8) , soit 0 < ε < k fixé tel que

‖Hχε‖ < 1.

Alors, pour tout 0 < q < 1,

‖HMq‖ ≤ ‖HχεMq‖+ ‖H(I − χε)Mq‖

≤ ‖Hχε‖+ ‖H‖ ‖(I − χε)Mq‖ .

De plus

‖(I − χε)Mq‖ = sup
{
eτk(x,v) ln q; (x, v) ∈ Γ+ et τk(x, v) ≥ ε

}

≤ eε ln q.

Il s’ensuit que

‖HMq‖ ≤ ‖Hχε‖+ ‖H‖ e
ε ln q

et, si

eε ln q <
1− ‖Hχε‖

‖H‖
(2.14) .

Donc q ∈ Q. Ceci montre que Q �= φ et TH engendre un C0 semi-groupe {UH(t); t ≥ 0} dans

Xp. D’autre part, il est clair que

∥∥VHq(t)
∥∥ ≤ e− ln qt ∀t ≥ 0, q ∈ Q

et il est facile de voir que

‖Bq‖ ≤ 1 et
∥∥B−1q

∥∥ ≤ e−k ln q ≤ e−ε ln q

Donc (3.13) implique

‖UH(t)‖ ≤ e
−ε ln qe− ln qt ∀t ≥ 0, q ∈ Q.
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On déduit alors de (3.14) l’estimation suivante :

‖UH(t)‖ ≤ ‖H‖ e
ln (1−‖Hχε‖)e

t
ε
ln‖H‖ t ≥ 0.

Pour tout 0 < ε < k tel que ‖Hχε‖ < 1, ce qui termine la preuve. �

Remarque 3.4.2 Les résultats de la section précédente sont des corollaires simples du théo-

rème (3.4.1) . En effet, supposons que

τ0 = inf ess
(x,v)∈Γ+

τ(x, v) > 0.

Donc, pour tout opérateur borné H ∈ L(LP+, L
P
−), on a

‖Hχε‖ =

{
0 si 0 < ε < τ 0
‖H‖ si ε ≥ τ0

(3.14)

Il s’ensuit que, le théorème (3.3.1) découle directement du théorème (3.4.1) et l’hypothèse

(3.8) est satisfaite par tout opérateur borné H. On note aussi que l’estimation (3.6) découle

de (3.15) et (3.9).

3.5 Exemples de conditions aux bords

On présente dans cette section quelques exemples des conditions aux bords intervenants

en applications. Ces exemples proviennent de la théorie cinétique des gaz ou bien de la

dynamique des populations. L’intérêt de ces derniers est dû à leur caractère non-local, tandis

que les conditions aux bords locales apparaîssant dans le cadre de la cinétique des gaz.

3.5.1 Les conditions aux bords locales

Considérons dans cette section le cas des conditions aux bords de Maxwell qui jouent un rôle

important en cinétique des gaz et en théorie de transport neutronique ([22] , [59]). Pour la

simplicité, on suppose le long de cette section que dµ (.) est une mesure de Lebesgue avec

un support V ⊂ RN(N ≥ 1). La classe naturelle des opérateurs aux bords intervenants en

théorie cinétique des gaz est l’une des opérateurs aux bords locaux par rapport à x ∈ ∂Ω.

Typiquement, un tel opérateur s’écrit sous la forme

H
(
ψ|Γ+

)
(x, v) =

∫

{v′∈V ; v′.η(x)>0}

ψ|Γ+dΠ(x,v)(v
′) (x, v) ∈ Γ−.
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Où, pour presque par tout (x, v) ∈ Γ−, dΠ(x,v)(.) est une mesure de Radon bornée et posi-

tive sur l’ensemble {v′ ∈ V ; v′.η(x) > 0} . Précisément, dΠ(x,v)(v
′) est la probabilité qu’une

particule (molécule de gaz, neutron, ...) frappant la frontière ∂Ω au point x avec une vitesse

entre v′ et v′ + dv′ réapparaît (pratiquement) au même point avec une vitesse entre v et

v+ dv (voir pour [21] , [22] , [59] plus des détails). Un modèle particulier et intéressant est le

suivant :

Exemple 3.5.1 On suppose que les fractions α (0 < α < 1) qui subissent une réflexion

spéculaire tandis que le reste 1 − α est répandue (diffusée) moyennant une distribution de

Maxwell de la paroi qu’on note Mω

Mω(v) =
1

(2πθ0)N/2
e
− v2

2θ0 v ∈ V (3.15)

θ0 est la température de la surface ∂Ω (qui est supposée constante). Donc

dΠ(x,v)(.) = αdδ(v
′ − v + 2(v.η(x)η(x)) + (1− α) Mω(v)Iv

′.η(x)Idv′, (x, v) ∈ Γ− .

Où dδ(.) est la masse de Dirac centré en 0. Ceci correspond au modèle classique de Maxwell,

adapté en théorie cinétique des gaz [21] .

Généralement, introduisons la définition des conditions aux bords réflexives régulières dûe à

A. Palezewski [46] .

Définition 3.5.1 Soit R ∈ $(Lp+, L
p
−). On dit que R est un opérateur aux bords de réflexion

régulière s’il existe une application de classe C1 par morceaux γ : Γ− �→ R
N tel que :

1− pour tout (x, v) ∈ Γ−, (x, γ(x, v)) ∈ Γ+

2− |γ(x, v)| = |v | pour tout (x, v) ∈ Γ−

3− |η(x).v | = |η(x).γ|
∣∣det ∂γ

∂v
(x, v)

∣∣ , (x, v) ∈ Γ−

4− γ(x, λv) = λγ(x, v) pour tout (x, v) ∈ Γ− et λ > 0

5− R(ϕ)(x, v) = ϕ(x, γ(x, v)) ∀(x, v) ∈ Γ−, ϕ ∈ L
p
+.
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Exemple 3.5.2 En situation pratiques, les conditions réflexives régulières sont fréquentes

comme par exemple :

a)−les conditions aux bords réflexives spéculaires qui correspondent à

γ(x, v) = v − 2(v.η(x)).η(x) (x, v) ∈ Γ−

b)−les conditions aux bords réflexives rebondissantes en arrière pour lesquelles

γ(x, v) = −v, (x, v) ∈ Γ−

et V est symétrique par rapport à 0.

L’importance de cette classe est dûe au fait qu’ils sont conservatifs, c’est à dire pour tout

opérateur de réflexion régulière R :

‖Rϕ‖ = ‖ϕ‖ ∀ ϕ ∈ Lp+ (3.16)

Définition 3.5.2 On dit qu’un opérateur aux bords H ∈ $(Lp+, L
p
−) est de type de Maxwell

si :

H(ψ|Γ+ )(x, v) = K(ψ|Γ+ )(x, v) + C (ψ|Γ+ )(x, v) (x, v) ∈ Γ−

avec C ∈ $(Lp+, L
p
−) donné par :

C(ψ|Γ+ )(x, v) = α(x)R(ψ|Γ+ )(x, v)

où α(.) ∈ L∞ (∂Ω) est positive, R est un opérateur de réflexion régulière, et

K(ψ|Γ+ )(x, v) =

∫

{v′∈V ; v′.η(x)>0}

h(x, v, v′)ψ|Γ+ (x, v
′) |v′.η(x) | dv′, (x, v) ∈ Γ−

tel que h(., ., .) ≥ 0 est mesurable.

Remarque 3.5.1 Si C = 0, l’opérateur aux bords est dit diffusif. Généralement, l’opérateur

K est la partie diffusive de H.
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3.5.2 Les conditions aux bords non-locales

Pour les équations de transport intervenants en dynamique des populations, les conditions

aux bords ne sont pas locales (pour plus de détails voir [34] , [35] , [57] et [56]). Comme

l’illustre l’exemple suivant :

Exemple 3.5.1 Soit le modèle de la dynamique des populations proposé par Lebowitz et

Rubinow [35].





∂ϕ
∂t
(a, ℓ, t) + ∂ϕ

∂a
(a, ℓ, t) + µ(a, ℓ)ϕ(a, ℓ, t) = 0

ϕ(0, ℓ) =

∫ ℓ2

ℓ1

K(ℓ, ℓ′)ϕ(ℓ′, ℓ′)dℓ′ + cϕ(ℓ, ℓ)

ϕ(a, ℓ, 0) = ϕ0(a, ℓ) ∈ Xp

(3.17)

où

Ω =
{
(a, t) ∈ R2; 0 < a < ℓ, ℓ1 < t < ℓ2

}

avec µ ∈ L∞(Ω). Ceci est un modèle de prolifération d’une population cellulaire avec des

propriétés héritées. La variable ℓ est la longueur du cycle des cellules, qui est le temps entre

la naissance des cellules et leur division. Il est supposé déterminer à la naissance. La variable

a représente l’age de la cellule individuelle. Tandis que, à la division a = ℓ. La constante

ℓ1(respectivement ℓ2) désigne la longueur minimal du cycle (respectivement maximal). L’in-

connue ϕ(a, ℓ, t) disigne la densité de la population cellulaire avec un age a et la longueur

de cycle ℓ en un temps t ≥ 0. La fonction µ(., .) est le taux de mortalité de la cellule qui est

supposé borné et positif. La condition aux bords décrit une loi de naissance (la transition de

la longueur du cycle mère à la longueur du cycle fille). Pour ce modèle, l’espace de vitesse

est réduit au singleton V = {(1, 0)} équipé avec la masse de Dirac centré au point (1, 0). On

a donc

Xp = L
p(Ω, dadℓ) (1 ≤ p < +∞),

Γ− = {(0, ℓ), ℓ1 < ℓ < ℓ2}

et

Γ+ = {(ℓ, ℓ), ℓ1 < ℓ < ℓ2} .
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Considérons le cas biologique ℓ1 = 0. L’opérateur libre d’advection TH est donné par

THϕ(a, ℓ) = −
∂ϕ

∂a
(a, ℓ),

de domaineD (TH) donné. Dans l’équation (3.18) l’opérateur aux bords H ∈ $(Lp(]0, ℓ2[ , dℓ)

(1 ≤ p < +∞) est non-local par rapport à x ∈ Ω :

H(ψ|Γ+ )(ℓ) =

∫ ℓ2

0

K(ℓ, ℓ′)ψ|Γ+ (ℓ
′)dℓ′ + Cψ|Γ+ (ℓ) 0 < ℓ < ℓ2.

En tenant compte de l’expression de H, on peut introduire les opérateurs aux bords de

Maxwell non-locaux.

Définition 3.5.3 Soit H ∈ $(Lp+, L
p
−), on dit que H est un opérateur aux bords de Maxwell

non-local si H s’écrit sous la forme :

H = K + C

où C ∈ $(Lp+, L
p
−) est un opérateur aux bords de contraction et K ∈ $(Lp+, L

p
−) est un

opérateur intégral non-local .

3.6 Application aux conditions aux bords de Maxwell

On va brièvement montrer comment les résultats de la section 3.5 s’appliquent aux condi-

tions aux bords décrites dans la section précédente.

Commençons par les conditions aux bords introduites dans la section précédente. Pour p = 1,

on a :

Proposition 3.6.1 On suppose que p = 1 et soit H ∈ $(L1+, L
1
−) un opérateur aux bords de

Maxwell donné dans (3.5.2) . Si

lim sup ess
ǫ �→0 τ(x,v′)≤ǫ

∫

{v′.η(x)>0}

h (x, v, v′) |v′.η (x)| dv′ < 1− sup ess
x∈∂Ω

α (x) .

Alors TH engendre un C0 semi-groupe dans X1.
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Preuve. Il est facile de voir que

‖Hχε‖L(L1+,L1−)
≤ sup ess
τ(x,v′)≤ǫ

∫

{v′.η(x)>0}

h (x, v, v′) |v′.η (x)| dv′ + sup ess
x∈∂Ω

α (x)

ε > 0. Donc, le théorème (3.4.1) donne le résultat. �

Proposition 3.6.2 On suppose que 1 < p < ∞ et soit H ∈ $(Lp+, L
p
−) un opérateur aux

bords de Maxwell donné dans (3.5.2) . Si

lim sup ess
ǫ �→0 τ(x,v′)≤ǫ

∫

{v.η(x)>0}

|v.η (x)| dv×




∫

{v′.η(x)>0}∩{τ(x,v′)≤ǫ}

|h (x, v, v′)|
q
|v′.η (x)| dv′




p

q

< 1−sup ess
x∈∂Ω

α (x) .

alors TH engendre un C0 semi-groupe dans Xp.

Preuve. La preuve est une application directe du théorème (3.4.1) (pour les détails voir

[39]). �

Pour les situations pratiques (voir exemple (3.5.1) ), on établit le résultat suivant :

Proposition 3.6.3 supposons que H = K + C avec C donné dans la définition (2.5.2) et

K(ψ|Γ+ )(x, v) = β(x)

∫

{v′.η(x)>0}

h (v, v′)ψ|Γ+ (x, v
′) |v′.η (x)| dv′,

pour tout (x, v) ∈ Γ−, où β(.) ∈ L
∞(∂Ω) est positif. De plus, si 1 < p < +∞, on suppose que

sup
x∈Ω

∫

{v.η(x)<0}

|v.η(x)| dv(

∫

{v′.η(x)>0}

|k(x, v)|q |v′.η(x)| dv′)
p
q < +∞, (3.18)

où 1
p
+ 1

q
= 1. Alors TH engendre un C0 semi-groupe dans Xp (1 ≤ p < ∞) pour vu que

sup ess
x∈∂Ω

α(x) < 1.

Preuve. La preuve consiste à montrer que la partie diffusive K satisfait

lim
ε→0

‖Kχε‖ = 0 (3.19)

On définit pour tout ε > 0 :

fε(x) =

∫

{v.η(x)<0}

|v.η(x)| dv(

∫

{v′.η(x)≥0}∩{τ(x,v′)≤ǫ}

|k(x, v)|q |v′.η(x)| dv′)
p

q (x ∈ ∂Ω) .
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Il est clair que pour tout 0 ≤ ε < ε′,

0 ≤ fε(x) ≤ fε′(x) ≤ f0(x) (x ∈ ∂Ω), (3.20)

où

f0(x) =

∫

{v.η(x)≤0}

|v.η(x)| dv(

∫

{v′.η(x)≥0}

|k(x, v)|q |v′.η(x)| dv′)
p

q .

Notons que f0 ∈ L
∞(Ω) (en tenant compte de (3.19)). De plus, en utilisant la continuité de

η(.) et τ (., .) (voir [54]), il est possible de montrer [39, p. 194, 195]que fε(.) est continue sur

∂Ω (ε ≥ 0). Maintenant, pour presque tout (x, v) ∈ Γ−

lim
ε→0

∫

{v′.η(x)≥0}∩{τ(x,v′)≤ǫ}

|k(x, v)|q |v′.η(x)| dv′ =

∫

{v′.η(x)≥0}∩{τ(x,v′)=0}

|k(x, v)|q |v′.η(x)| dv′

=

∫

{v′.η(x)=0}

|k(x, v)|q |v′.η(x)| dv′ .

Donc, en utilisant (3.19) avec le théorème de la convergence dominée

lim
ε→0
fε(x) = 0 p.p x ∈ ∂Ω.

En utilisant (3.21) et la continuité de fε(.), le théorème de Dini donne

lim
ε→0

sup
x∈∂Ω
fε(x) = 0.

Maintenant, puisque

‖Hχε‖L(L1+,L1−)
≤ ‖β‖∞ ‖fε‖

1
p
∞ .

On obtient (3.20). Finalement, puisque

‖C‖ ≤ sup ess
x∈∂Ω

α(x) < 1,

Le théorème (3.4.1) donne le résultat. �

Remarque 3.6.1 Le fait principal de la proposition (3.6.2) est que les résultats de génération

dans ce cas sont satisfaites pour une fonction pouvant prendre des valeurs larges β(.). Ceci

provient du fait que β(.) dépend de position et ne prend pas compte les vitesses tangentielles.
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Exemple 3.6.1 Considérons le modèle de Maxwell décrit précédemment. Précisément, on

suppose que, ∀ψ ∈ LP+,

H(ψ|Γ+ )(x, v) = α(x)ψ|Γ+ (x, v − 2(v.η(x))η(x))

+(1− α(x))Mω

∫

{v′.η(x)≥0}

ψ|Γ+ (x, v
′) |v′.η(x)| dv′

où α ∈ L∞(∂Ω) est positif et Mω est le Maxwellien de la paroi donné par (3.16) . On vérifie

facilement de la proposition (3.6.2) que, si

sup
x∈∂Ω
α(x) < 1,

alors TH engendre un C0 semi groupe dans Xp (1 < p < +∞). Le cas des condition aux bords

non locales décrites dans la définition (3.5.3) est couvert par le résultat suivant quand p = 1.

Théorème 3.6.1 Soit p = 1, on suppose que H = K + C où ‖C‖ < 1 et K ∈ L
(
L1+, L

1
−

)

est donné par :

K (ψ) (x, v) =

∫

Γ+

k(x, v, y, v′)Ψ(y, v′) |v′.η(y)| dγ(y)dµ(v′), (x, v) ∈ Γ−.

où k(., ., ., .) ≥ 0est mesurable et dγ(.) est la mesure de Lebesgue sur ∂Ω. Si

lim sup
ǫ�→0


 sup ess
{τ(y,v′)≤ε}

∫

Γ

k(x, v, y, v′) |v′.η(x)| dγ(x)dµ(v′)


 < 1− ‖C‖ ,

alors TH engendre un C0 semi-groupe dans X1.

Preuve. La preuve découle du théorème (3.4.1) et du fait que

‖Kχε‖L(L1+,L1−) = sup ess
{τ(y,v′)≤ε}

∫

Γ−

k(x, v, y, v′) |v′.η(x)| dγ(x)dµ(v′)

tel que k(., ., ., ) est positif. Pour 1 < p < +∞, on a le résultat suivant, basé sur les arguments

de compacité. �

Théorème 3.6.2 Soit 1 < p < +∞, on suppose que

H = K + C

tel que K : LP+ �→ L
P
− est compact et ‖C‖ < 1 alors TH engendre un C0semi groupe dans Xp.
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Preuve. Notons que :

‖Hχε‖ ≤ ‖Kχε‖+ ‖C‖

= ‖χεK
∗‖+ ‖C‖ ∀ε > 0

avec K∗ ∈ L(LP+, L
P
−) désigne l’opérateur dual de K (1 < p < +∞). Puisque l’opérateur de

troncature χε tend vers 0 quand ǫ �→ 0 ( par conséquence sur chaque ensemble compact de

Lq− ), il s’ensuit de la compacité de K∗ que

lim
ε�→0

‖χεK
∗‖

L(L
q
−,L

q
+)

= 0

Donc

lim sup
ε�→0

‖Kχε‖ ≤ ‖C‖ < 1,

ce qui termine la preuve, d’après le théorème (3.4.1). �

Exemple 3.6.2Revenons à l’exemple (3.5.3) . SoitH l’opérateur aux bordsH ∈ $(Lp(]0, ℓ2[ , dℓ)

(1 ≤ p < +∞) est donné par :

H(ψ|Γ+ )(ℓ) =

∫ ℓ2

0

K(ℓ, ℓ′)ψ|Γ+ (ℓ
′)dℓ′ + Cψ|Γ+ (ℓ) 0 < ℓ < ℓ2.

Si p = 1, on déduit du théorème (2.6.1) que, pour vu que

lim
ε→0

(sup ess
ℓ′∈]0,ε[

∫ ℓ2

0

k(ℓ, ℓ′)dℓ) < 1− ǫ.

alors TH engendre un C0 semi-groupe dans X1.

Pour (1 < p < +∞) , il est possible de montrer la bien position de (3.18) en utilisant le

théorème (3.6.2) .

3.7 Appendice

Dans cette section, on va donner quelques résultats fondamentaux qui ont permi d’établir

des résultats de génération dans L1.

Commençons par le cadre abstrait du théorème de J. K. Batty et D. W. Robinson [7]. Soit

X un espace de Banach ordonné ayant un cône positif engendrant et normal c’est à dire,

X = X+ +X−
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et

X∗ = X∗
+ +X∗

−

où X± (resp X∗
±) désigne le cône positif et négatif de X (resp de X∗).

Un opérateur A sur X est dit à résolvante positive, s’il existe ω ∈ R tel que

]ω,+∞[ ⊂ ρ(A)

(l’ensemble résolvant de A) et (λ− A)−1 ≥ 0 pour tout λ > ω.

Théorème 3.7.1 (Batty −Robinson)Soit A un opérateur à domaine dense et à résolvante

positive dans X. S’il existe λ0 > s(A) et c > 0 tels que

∥∥(λ0 −A)−1ϕ
∥∥ ≥ c ‖ϕ‖ (3.21)

alors A est le générateur d’un C0 semi-groupe positif surX .

Notons que pour les situations pratiques, l’espace de Banach X est l’espace L1.

L’utilisation du théorème de Batty-Robinson en théorie cinétique des gaz est dûe à G. Borgioli

et S. Totaro dans l’ordre de prouver le théorème (3.2.1) dans L1. Précisément, ce résultat a été

utilisé par plusieurs auteurs ([30] , [33]). En particulier, K. Latrach et M. Mokhtar-Kharroubi

[33]ont donné une version particulière du théorème (3.4.1) pour p = 1.

Théorème 3.7.2 (Latrach−Mokhtar−Kharroubi) Soit H un opérateur aux bords

satisfaisant (3.8) et les conditions suivantes :

H ≥ 0 (3.22)

et

‖Hψ‖ ≥ ‖ψ‖ ∀Ψ ∈ L1+ (3.23)

alors TH engendre un C0 semi groupe dans L
1(Ω× V ).

En tenant compte de la remarque (3.4.2) , il existe λ0 > 0 tel que

rσ(MλH) < 1 ∀λ > λ0.
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Maintenant, il suffit d’appliquer la proposition (2.2.1) avec (3.23) pour assurer que pour tout

λ > λ0, (λ− TH)
−1 existe et positif.

Montrons à présent l’estimation (3.22). Suivons la stratégie de [33, théorème (5.2)]. Soit

λ > λ0 et soit ϕ ∈ X1, ϕ ≥ 0.

On pose

ψ = (λ− TH)
−1 ϕ

la solution non négative de

λψ(x, v) + v.∇xψ(x, v) = ϕ(x, v) (x, v) ∈ Ω× V.

En intégrant par rapport à x et par rapport à v et en utilisant le théorème de Green, on

obtient :

λ ‖ψ‖+

∫

Γ+

ψ(x, v) |v.η(x)| dγ(x)dµ(v)−

∫

Γ−

ψ(x, v) |v.η(x)| dγ(x)dµ(v) = ‖ϕ‖

qui n’est autre que

λ ‖ψ‖+ (
∥∥∥ψ|Γ+

∥∥∥−
∥∥∥∥Hψ|Γ+

∥∥∥∥) = ‖ϕ‖ .

Donc, en tenant compte de (3.24) , on a

∥∥(λ− TH)−1 ϕ
∥∥ ≥ 1

λ
‖ϕ‖

ce qui donne l’estimation (3.22) .



Chapitre 4

Compacité du reste d’ordre R2 (t)
(cadre réflexif monodimensionnel)

4.1 Préliminaires

Soit a un réel strictement positif. Désignons par D = ]−a, a[ × [−1, 1] , l’espace des phases.

Les parties rentrantes et sortantes de la frontière de D sont données par

Di = Di
1 ∪D

i
2 = {−a} × [0, 1] ∪ {a} × [−1, 0]

Do = Do
1 ∪D

o
2 = {−a} × [−1, 0] ∪ {a} × [0, 1]

En utilisant ces notations, alors les espaces aux bords s’écrivent sous la forme :

X i
p = Lp

(
Di, |ξ| dξ

)
∼ Lp

(
Di
1, |ξ| dξ

)
× Lp

(
Di
2, |ξ| dξ

)

= X i
1,p ×X

i
2,p,

muni de la norme

∥∥ψi,X i
p

∥∥ =
(∥∥ψi1,X i

1,p

∥∥p +
∥∥ψi2,X i

2,p

∥∥p) 1p

=

[∫ 1

0

|ψ (−a, ξ)|p |ξ| dξ +

∫ 0

−1

|ψ (a, ξ)|p |ξ| dξ

] 1
p

.
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Xo
p = Lp (Do, |ξ| dξ) ∼ Lp (Do

1, |ξ| dξ)× L
p (Do

2, |ξ| dξ)

= Xo
1,p ×X

o
2,p,

muni de la norme

∥∥ψo, Xo
p

∥∥ =
(∥∥ψo1, Xo

1,p

∥∥p +
∥∥ψo2, Xo

2,p

∥∥p) 1p

=

[∫ 0

−1

|ψ (−a, ξ)|p |ξ| dξ +

∫ 1

0

|ψ (a, ξ)|p |ξ| dξ

] 1
p

.

Où ∼ est le signe d’identification de ces espaces.

En général, les conditions aux limites

ψ|
Di

= H
(
ψ|

D0

)

dans le cadre monodimensionnel (N = 1) , sont représentées par une matrice 2×2 d’opérateurs

H = (Hij) (1 ≤ i, j ≤ 2)

reliant le flux rentrant

(
ψ (−a, ξ > 0)
ψ (a, ξ < 0)

)

au flux sortant

(
ψ (−a, ξ < 0)
ψ (a, ξ > 0)

)
.
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On note que les conditions aux bords auxquelles nous nous intéressons dans ce chapitre sont

données de façon abstraite au moyen de l’opérateur suivant :





H : Xo
p �→ X i

p

u �→ Hu

Hu =

(
H11 0
0 H22

)(
u1
u2

)

où {
H11 : X

o
1,p �→ X

i
1,p

ψ (−a, ξ) �→ ψ (−a,−ξ)

{
H22 : X

o
2,p �→ X

i
2,p

ψ (a, ξ) �→ ψ (a,−ξ)

Remarque 4.1.1 Il est clair que H est un opérateur inversible. D’autre part, si

(
u1
u2

)
∈ X0

p

alors

‖Hu‖p = ‖H11u1‖
p + ‖H22u2‖

p

=

∫ 0

−1

|u1 (−a,−ξ)|
p |ξ| dξ +

∫ 1

0

|u2 (a,−ξ)|
p |ξ| dξ

= ‖u1‖
p
Xo
1,p

+ ‖u2‖
p
Xo
2,p

= ‖u‖pXo
p
.

D’où H est un opérateur frontière conservatif.

L’opérateur d’advection TH est donné par :
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TH : D (TH) ⊆ Xp �→ Xp

ψ �→ −ξ ∂ψ
∂x

(x, ξ)− σ (ξ)ψ (x, ξ)

avec

D (TH) =

{
ψ ∈ Xp, ξ

∂ψ

∂x
(x, ξ) ∈ Xp, ψ|

Di
= ψi ∈ X i

p, ψ|Do = ψ
o ∈ Xo

p et ψi = Hψo
}

où σ (.) ∈ L∞ [−1, 1] , ψo = (ψo1, ψ
o
2)
⊥ et ψi =

(
ψi1, ψ

i
2

)⊥
avec ψo1, ψ

o
2, ψ

i
1 et ψ

i
2 sont données

par





ψo1 : ξ ∈ [−1, 0] �→ ψ (−a, ξ) ;

ψo2 : ξ ∈ [0, 1] �→ ψ (a, ξ) ;

ψi1 : ξ ∈ [0, 1] �→ ψ (−a, ξ) ;

ψi2 : ξ ∈ [−1, 0] �→ ψ (a, ξ) ;

Remarque 4.1.2 On signale que la dérivée de ψ dans la définition de TH est prise au sens

des distributions. On note que D (TH) est dense dans Xp parce ce qu’il contient l’espace

C∞0 (]−a, a[× [−1, 1]) (l’espace des fonctions indéfiniment dérivables à supports compacts).

On considère maintenant l’équation de la résolvante de T :

(λ− TH)ψ = ϕ (4.1)

où λ est un nombre complexe, ϕ ∈ Xp.

Soit

λ∗ := lim
|ξ|�→0

inf σ (ξ) .

Pour Reλ > −λ∗, la solution ψ ∈ D (TH) de (4.1) est donnée formellement par
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ψ (x, ξ) =





ψ (−a, ξ) e(
−[(λ+σ(ξ))|a+x|]

|ξ| ) +

1
|ξ|

∫ x

−a

e

(
−[(λ+σ(ξ))]|x−x′|

|ξ|

)

ϕ (x′, ξ) dx′, ξ ∈ ]0, 1[

ψ (a, ξ) e(
−[(λ+σ(ξ))|a−x|]

|ξ| ) +

1
|ξ|

∫ a

x

e

(
−[(λ+σ(ξ))]|x−x′|

|ξ|

)

ϕ (x′, ξ) dx′, ξ ∈ ]−1, 0[

(4.2)

Soit x = a et x = −a, on obtient :

ψ (a, ξ) = ψ (−a, ξ) e(
−2a(λ+σ(ξ))

|ξ| )

+ 1
|ξ|

∫ a

−a

e(
−[(λ+σ(ξ))]|a−x|

|ξ| )ϕ (x, ξ) dx, ξ ∈ ]0, 1[

(4.3)

ψ (−a, ξ) = ψ (a, ξ) e(
−2a(λ+σ(ξ))

|ξ| )

+ 1
|ξ|

∫ a

−a

e(
−[(λ+σ(ξ))]|a+x|

|ξ| )ϕ (x, ξ) dx, ξ ∈ ]−1, 0[ .

(4.4)

Pour formuler de maniére abstraite les équations (4.2) , (4.3) et (4.4) on introduit les opéra-

teurs suivants :





Mλ : X
i
p �→ X

o
p , Mλ :=

(
M+

λ u1,M
−
λ u2
)

M+
λ u1 (−a, ξ) := u1 (−a, ξ) e

(−2a(λ+σ(ξ))|ξ| ), ξ ∈ ]0, 1[ ;

M−
λ u2 (a, ξ) = u2 (a, ξ) e

(−2a(λ+σ(ξ))|ξ| ), ξ ∈ ]−1, 0[ ;





Bλ : X
i
p �→ Xp, Bλ := χ[−1,0] (ξ)B

−
λ u2 + χ[0,1] (ξ)B

+
λ u1 avec

(
B+λ u1

)
(−a, ξ) := u1 (−a, ξ) e

(−[(λ+σ(ξ))|a+x|]|ξ| ) (0 < ξ < 1) ;

(
B−λ u2

)
(a, ξ) := u2 (a, ξ) e

(−[(λ+σ(ξ))|a−x|]|ξ| ) (−1 < ξ < 0) ;
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Gλ : Xp �→ X
i
p, Gλϕ :=

(
G+λϕ,G

−
λϕ
)

avec

(
G+λϕ

)
:= 1

|ξ|

∫ a

−a

e(
−[(λ+σ(ξ))]|a−x|

|ξ| )ϕ (x, ξ) dx (0 < ξ < 1) ;

(
G−λϕ

)
:= 1

|ξ|

∫ a

−a

e(
−[(λ+σ(ξ))]|a+x|

|ξ| )ϕ (x, ξ) dx (−1 < ξ < 0) ;

et enfin,





Cλ : Xp �→ Xp, Cλϕ := χ[−1,0] (ξ)C
−
λ ϕ+ χ[0,1] (ξ)C

+
λ ϕ avec

(
C+λ ϕ

)
:= 1

|ξ|

∫ x

−a

e

(
−[(λ+σ(ξ))]|x−x′|

|ξ|

)

ϕ (x′, ξ) dx′ (0 < ξ < 1) ;

(
C−λ ϕ

)
:= 1

|ξ|

∫ a

x

e

(
−[(λ+σ(ξ))]|x−x′|

|ξ|

)

ϕ (x′, ξ) dx′ (−1 < ξ < 0) .

Où χ[−1,0] (.) et χ[0,1] (.) désignent les fonctions caractéristiques des intervalles [−1, 0] et [0, 1] .

En utilisant ces opérateurs et le fait que ψ doit satisfaire les conditions aux bords, les équations

(4.3) et (4.4) s’écrivent en fonction des opérateurs ci-dessus comme suivent :




ψ01 =M

−
λ H22ψ

0
2 +G

−
λϕ,

ψ02 =M
+
λ H11ψ

0
1 +G

+
λϕ.

(4.5)

Ceci conduit (par substitution) à




ψ01 =M

−
λ H22ψ

0
2 +G

−
λϕ,

ψ02 = H (λ)ψ02 + F (λ)ϕ.
(4.6)

Où H (λ) := M+
λ H11M

−
λ H22 et F (λ)ϕ := M+

λ H11G
−
λϕ + G

+
λϕ. En vertu de (4.6) et de fait

que ‖H‖ ≤ 1, on obtient, pour Reλ > −λ∗, l’inégalité ‖H (λ)‖ < 1. Par conséquent,




ψ01 =M

−
λ H22 (I −H (λ))−1 F (λ)ϕ+G−λϕ

ψ02 = H (λ)ψ02 + F (λ)ϕ.
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D’autre part, (4.2) s’écrit :

ψ (x, ξ) =




B+λH11ψ

0
1 + C

+
λ ϕ (0 < ξ < 1)

B−λH22ψ
0
2 + C

−
λ ϕ (−1 < ξ < 0)

(4.7)

ce qui donne (via (4.7))

ψ (x, ξ) = R (λ, TH)ϕ (x, ξ)

= θ1R
+ (λ, TH)ϕ (x, ξ) + θ2R

− (λ, TH)ϕ (x, ξ)

où

R+ (λ, TH) =
∑

n≥0

(
B+λH11M

−
λ H22 [H (λ)]n

)
F (λ) +B+λH11G

−
λ + C+λ

R− (λ, TH) =
∑

n≥0

(
B−λH22 [H (λ)]n

)
F (λ) + C−λ

avec θ1 (resp. θ2) est l’opérateur (θ1ψ) (x, ξ) = χ[0,1] (ξ)ψ (x, ξ) (resp. (θ2ψ) (x, ξ) = χ[−1,0] (ξ)ψ (x, ξ)).

4.2 Expression analytique de etTH

Nous nous proposons dans cette section de montrer que TH engendre un groupe fortement

continu dans les espaces Xp, 1≤ p < ∞, et de déterminer son expression lorsque t ≥ 0.

Nous commençons tout d’abord par établir un résultat de génération de groupes fortement

continus lorsque les conditions aux limites sont conservatives. Pour le faire, nous aurons

besoin de l’hypothèse suivant :

‖Hu‖ = ‖u‖ ∀u ∈ Xo
p . (4.8)

Remarque 4.2.1. Nous notons que les conditions aux limites périodiques et réflexives véri-

fient (4.8) .
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Nous commençons notre étude par le résultat suivant.

Théorème 4.2.1 supposons que l’hypothèse (4.8) est satisfaite. Si H est inversible, alors TH

engendre un C0−groupe sur Xp.

La preuve de ce théorème nécessite deux lemmes préparatoires.

Désignons par T 0H l’opérateur d’advection libre





T 0H : D (T 0H) ⊆ Xp → Xp

ψ �→ T 0Hψ (x, ξ) = −ξ
∂ψ
∂x

(x, ξ)

Il est aisé de vérifier que T 0H est un opérateur linéaire fermé à domaine dense sur Xp et que

D (T 0H) = D (TH) . Puisque σ (.) ∈ L
∞ [−1, 1] , l’opérateur de multiplication

Mσψ (x, ξ) = σ (ξ)ψ (x, ξ)

est borné. Ainsi, TH = T 0H−Mσ peut être vu comme une perturbation bornée de l’opérateur

T 0H .

Lemme 4.2.1 Si l’opérateur frontière H satisfait (4.8) , alors les opérateurs T 0H et −T 0H sont

dissipatifs.

Preuve. Pour montrer la dissipativité de ±T 0H , nous traitons séparément les cas p = 1 et

1 < p <∞.

i) Soit 1 < p <∞ et considérons ψ ∈ D (TH) , nous avons

(
±T 0Hψ, |ψ|

p−2 ψ
)
= ±

∫ a

−a

∫ 1

−1

|ψ|p−2 ψ

(
−ξ
∂ψ

∂x

)
(x, ξ) dxdξ.

En tenant compte du fait que ξ ∂
∂x
(|ψ|p) = p |ψ|p−2 ψξ ∂ψ

∂x
, nous pouvons écrire
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(
±T 0Hψ, |ψ|

p−2 ψ
)

= ±
1

p

∫ a

−a

∫ 1

−1

ξ
∂

∂x
(|ψ|p) dxdξ

= ±
1

p

[∥∥ψi
∥∥p
Xi
p
− ‖ψo‖pXo

p

]
= 0,

(parce que ‖Hψo‖ = ‖ψo‖).

ii) Considérons maintenant le cas p = 1. Soit ψ ∈ D (TH) .

(
±T 0Hψ, sign ψ

)
=

∫ a

−a

∫ 1

−1

ξ
∂ψ

∂x
(x, ξ) sign ψdxdξ

= ±

∫ a

−a

∫ 1

−1

ξ
∂

∂x
(|ψ|) dxdξ

= ±
[∥∥ψi

∥∥
Xi
1
− ‖ψo‖Xo

1

]
= 0

(parce que ‖Hψo‖ = ‖ψo‖) .

D’où en vertu du théorème de Lumer-Phillips, les opérateurs T 0H et −T 0H sont dissipatifs sur

Xp. �

Lemme 4.2.2 supposons que H satisfait (4.8). Si H est inversible, alors l’opérateur λ± T 0H

est surjectif pour tout λ > 0.

Preuve. Soient ϕ ∈ Xp et λ > 0. Nous considérons l’équation

(
λ+ T 0H

)
ψ = ϕ (4.9)

où ψ est la fonction inconnue. Pour Reλ > 0, la solution de (4.9) est donnée formellement

par



4.2 Expression analytique de etTH

46

ψ (x, ξ) =





ψ (−a, ξ) e
−λ|a+x|

|ξ| +

1
|ξ|

∫ x

−a

e
−λ|x−x′|

|ξ| ϕ (x′, ξ) dx′, ξ ∈ ]0, 1[

ψ (a, ξ) e
−λ|a−x|

|ξ| +

1
|ξ|

∫ a

x

e
−λ|x−x′|

|ξ| ϕ (x′, ξ) dx′, ξ ∈ ]−1, 0[ .

(4.10)

Ceci conduit à

ψ (a, ξ) = ψ (−a, ξ) e
2aλ
|ξ|

+ 1
|ξ|

∫ a

−a

e
−λ|a−x|

|ξ| ϕ (x, ξ) dx, ξ ∈ ]0, 1[

(4.11)

ψ (−a, ξ) = ψ (a, ξ) e
2aλ
|ξ|

+ 1
|ξ|

∫ a

−a

e
−λ|a+x|

|ξ| ϕ (x, ξ) dx, ξ ∈ ]−1, 0[ .

(4.12)

Comme précédemment, nous introduisons les opérateurs bornés suivants :





M̃λ : X
o
p �→ X

i
p, M̃λ :=

(
M̃+

λ u1, M̃
−
λ u2

)

M̃+
λ u1 (−a, ξ) := u1 (−a, ξ) e

−2a λ
|ξ| , ξ ∈ ]0, 1[ ;

M̃−
λ u2 (a, ξ) = u2 (a, ξ) e

−2a λ
|ξ| , ξ ∈ ]−1, 0[ ;





B̃λ : X
i
p �→ Xp, B̃λ := χ[−1,0] (ξ) B̃

−
λ u2 + χ[0,1] (ξ) B̃

+
λ u1 avec

(
B̃+λ u1

)
(−a, ξ) := u1 (−a, ξ) e

−λ
|ξ|
|a+x| (0 < ξ < 1) ;

(
B̃−λ u2

)
(a, ξ) := u2 (a, ξ) e

−λ
|ξ|
|a−x| (−1 < ξ < 0) ;
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G̃λ : Xp �→ X
i
p, Gλϕ :=

(
G̃+λϕ, G̃

−
λϕ
)

avec

(
G̃+λϕ

)
:= 1

|ξ|

∫ a

−a

e
−λ
|ξ|
|a+x|ϕ (x, ξ) dx (0 < ξ < 1) ;

(
G̃−λϕ

)
:= 1

|ξ|

∫ a

−a

e
−λ
|ξ|
|a−x|ϕ (x, ξ) dx (−1 < ξ < 0) ;

et





C̃λ : Xp �→ Xp, C̃λϕ := χ[−1,0] (ξ) C̃
−
λ ϕ+ χ[0,1] (ξ) C̃

+
λ ϕ avec

(
C̃+λ ϕ

)
:= 1

|ξ|

∫ x

−a

e
−λ
|ξ|
|x−x′|ϕ (x′, ξ) dx′ (0 < ξ < 1) ;

(
C̃−λ ϕ

)
:= 1

|ξ|

∫ a

x

e
−λ
|ξ|
|x−x′|ϕ (x′, ξ) dx′ (−1 < ξ < 0) .

En utilisant ces opérateurs, nous pouvons écrire (4.11) et (4.12) sous la forme

ψi = M̃λψ
o + G̃λϕ. (4.13)

D’autre part, comme ψ doit vérifier les conditions aux bords, en utilisant l’inversibilité de H,

(4.13) s’écrit

ψo = H−1M̃λψ
o +H−1G̃λϕ.

Comme
∥∥∥M̃λ

∥∥∥ ≤ e−2aλ (facile à vérifier), nous obtenons
∥∥∥H−1M̃λ

∥∥∥ < 1, et par conséquent

que l’opérateur I −H−1M̃λ est inversible. Un calcul simple montre que

ψo =
∑

n≥0

B̃λ
(
H−1M̃λ

)n
H−1G̃λϕ.

Ensuite, en combinant cette équation avec (4.10) nous obtenons
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ψ =
(
λ+ T 0H

)−1
ϕ =

∑

n≥0

B̃λ
(
H−1M̃λ

)n
H−1G̃λϕ+ C̃λϕ

Ceci achève la preuve. �

Preuve du théorème 4.2.1. Les lemmes (4.2.1) et (4.2.2) et le théorème de Lumer-Phillips

entraînent que l’opérateur TH engendre un C0-groupe de contraction sur Xp. Enfin comme

Mσ ∈ L (Xp) , et TH = T 0H +Mσ, le résultat découle de [29, théorème 13.2.2] . �

Théorème 4.2.2 Soient p ∈ [1,∞[ , σ (.) une fonction paire sur [−1, 1] et supposons que H

est une réflexion. Alors TH engendre un C0-groupe
(
UH (t) , t ∈ R

)
sur Xp donné par

UH (t)ϕ (x, ξ) = e−σ(ξ)t

[
∑

n≥0

ϕ [(sign ξ) 4na+ x− ξt, ξ]χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a
|ξ|

, (sign ξ)x+(4n+1)a
|ξ| ] (t)

+
∑

n≥0

ϕ [− (sign ξ) (4n+ 2) a− x+ ξt,−ξ]χ[ (sign ξ)x+(4n+1)a
|ξ|

,
(sign ξ)x+(4n+3)a

|ξ| ] (t)

]
.

Où t ≥ 0 et ϕ ∈ Xp.

Preuve. Par hypothèse (voir aussi la remarque 4.1.1),

est un opérateur inversible vérifiant le théorème (4.2.1) . Ceci montre que TH engendre un C0-

groupe
(
UH (t) , t ∈ R

)
sur Xp. Pour déterminer l’expression analytique de

(
UH (t) , t ≥ 0

)
,

nous considérons ϕ ∈ Xp et n ∈ N. En utilisant les expressions des différents opérateurs

définis précédemment, nous obtenons

[(
B+λH11M

−
λ H22

)
[H (λ)]n

(
H11M

+
λ G

−
λϕ
)]
(x, ξ) =

1
|ξ|

∫ a

−a

e

(
−[(λ+σ(ξ))((4n+6)a+x+x′)]

|ξ|

)

ϕ (x′,−ξ) dx′,

(4.14)

[(
B+λH11M

−
λ H22

)
[H (λ)]n

(
G+λϕ

)]
(x, ξ) =

1
|ξ|

∫ a

−a

e

(
−[(λ+σ(ξ))((4n+4)a+x−x′)]

|ξ|

)

ϕ (x′, ξ) dx′,

(4.15)
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[(
B+λH11G

−
λϕ
)]
(x, ξ) =

1
|ξ|

∫ a

−a

e

(
−[(λ+σ(ξ))(2a+x+x′)]

|ξ|

)

ϕ (x′,−ξ) dx′,

(4.16)

[(
B−λH22

)
[H (λ)]n

(
H11M

+
λ G

−
λϕ
)]
(x, ξ) =

1
|ξ|

∫ a

−a

e

(
−[(λ+σ(ξ))((4n+4)a−x+x′)]

|ξ|

)

ϕ (x′, ξ) dx′,

(4.17)

et finallement

[(
B−λH22

)
[H (λ)]n

(
G+λϕ

)]
(x, ξ) =

1
|ξ|

∫ a

−a

e

(
−[(λ+σ(ξ))((4n+2)a−x−x′)]

|ξ|

)

ϕ (x′,−ξ) dx′.

(4.18)

En utilisant le changement de variables x′ := ξt − x − (4n+ 6) a nous avons dx′ = |ξ| dt, et

par conséquent (4.14) devient

[(
B+λH11M

−
λ H22

)
[H (λ)]n

(
H11M

+
λ G

−
λϕ
)]
(x, ξ) =

∫ ∞

0

e−(λ+σ(ξ))tϕ (ξt− x− (4n+ 6) a,−ξ)χ[x+(4n+5)a|ξ|
,
x+(4n+7)a

|ξ| ] (t) dt.
(4.19)

De façon analogue, moyennant les changements de variables adéquats, les équations (4.15) ,

(4.16) , (4.17) et (4.18) peuvent s’écrire, respectivement,

[(
B+λH11M

−
λ H22

)
[H (λ)]n

(
G+λϕ

)]
(x, ξ) =

∫ ∞

0

e−(λ+σ(ξ))tϕ (ξt− x− (4n+ 4) a,−ξ)χ[x+(4n+1)a|ξ|
,x+(4n+3)a

|ξ| ] (t) dt,

[(
B+λH11G

−
λϕ
)]
(x, ξ) =

∫ ∞

0

e−(λ+σ(ξ))tϕ (ξt− x− 2a,−ξ)χ[x+a|ξ|
,x+3a
|ξ| ]

(t) dt,
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[(
B−λH22

)
[H (λ)]n

(
H11M

+
λ G

−
λϕ
)]
(x, ξ) =

∫ ∞

0

e−(λ+σ(ξ))tϕ (−x+ (4n+ 4) a+ ξt, ξ)χ[−x+a|ξ|
,−x+3a

|ξ| ] (t) dt,

et

[(
B−λH22

)
[H (λ)]n

(
G+λϕ

)]
(x, ξ) =

∫ ∞

0

e−(λ+σ(ξ))tϕ (x+ (4n+ 2) a− ξt,−ξ)χ[−x+a|ξ|
,−x+3a

|ξ| ] (t) dt.

D’où

R+ (λ, TH)ϕ (x, ξ) =

∫ ∞

0

e−(λ+σ(ξ))t
[∑
n≥0

ϕ (x+ (4n+ 4) a− ξt, ξ)χ[x+(4n+3)a|ξ|
,x+(4n+5)a

|ξ| ] (t)

+
∑
n≥0

ϕ (−x− (4n+ 2) a+ ξt,−ξ)χ[x+(4n+1)a|ξ|
,x+(4n+3)a

|ξ| ] (t)

]
dt+ C+λ

(4.20)

et

R− (λ, TH)ϕ (x, ξ) =

∫ ∞

0

e−(λ+σ(ξ))t
[∑
n≥0

ϕ (x− (4n+ 4) a− ξt, ξ)χ[−x+(4n+3)a|ξ|
,
−x+(4n+5)a

|ξ| ] (t)

+
∑
n≥0

ϕ (−x+ (4n+ 2) a+ ξt,−ξ)χ[−x+(4n+1)a|ξ|
,
−x+(4n+3)a

|ξ| ] (t)

]
dt+ C−λ .

(4.21)

Ainsi, d’après (4.20) et (4.21) la résolvante de l’opérateur TH s’écrit

R (λ, TH)ϕ (x, ξ) =

∫ ∞

0

e−λte−σ(ξ)t
[∑
n≥0

ϕ ((sign ξ) 4na+ x− ξt, ξ)χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a
|ξ|

, (sign ξ)x+(4n+1)a
|ξ| ] (t)

+
∑
n≥0

ϕ (−x− (sign ξ) (4n+ 2) a+ ξt,−ξ)χ[ (sign ξ)x+(4n+1)a
|ξ|

, (sign ξ)x+(4n+3)a
|ξ| ] (t)

]
dt

(4.22)
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Ensuite, en utilisant le fait que TH engendre un C0 semi-groupe
(
UH (t) , t ≥ 0

)
et l’unicité

de la transformation de Laplace (voir, par exemple, [26, Lemme 15, p. 626]), il découle de

(4.22) que

UH (t)ϕ (x, ξ) =

e−σ(ξ)t
[∑
n≥0

ϕ ((sign ξ) 4na+ x− ξt, ξ)χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a
|ξ|

,
(sign ξ)x+(4n+1)a

|ξ| ] (t)

+
∑
n≥0

ϕ (−x− (sign ξ) (4n+ 2) a+ ξt,−ξ)χ[ (sign ξ)x+(4n+1)a
|ξ|

,
(sign ξ)x+(4n+3)a

|ξ| ] (t)

]

Remarque 4.2.2. Lorsque les conditions aux limites sont périodiques, la même démarche

que celle utilisée dans la section précédente conduit à

R+ (λ, TH)ϕ (x, ξ) =
∑

n≥0

B+λH12
[
M+

λ H21
]n
G−λ + C+λ

R− (λ, TH)ϕ (x, ξ) =
∑

n≥0

B−λH21
[
M−

λ H12
]n
G+λ + C−λ .

Moyennant l’unicité de la transformée de Laplace, un calcul analogue à celui ci-dessus permet

de déduire l’expression du semi groupe pour ce type de conditions aux limites, soit

UH (t)ϕ (x, ξ) = e−σ(ξ)t

[∑

n≥0

ϕ ((sign ξ) 2na+ x− ξt, ξ)χ[ (sign ξ)x+(2n−1)a
|ξ|

,
(sign ξ)x+(2n+1)a

|ξ| ] (t)

]
.

4.3 Compacité de RH2 (t)

Nous rappelons que l’opérateur de transport s’écrit sous la forme AH := TH +K où K est

un opérateur borné sur Xp défini par





K : Xp → Xp

ψ (x, ξ)→ Kψ (x, ξ) =

∫ 1

−1

k (ξ, ξ′)ψ (x, ξ′) dξ′
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où le noyau de collision k : [−1, 1]× [−1, 1]→ R est supposé mesurable.

Comme K est un opérateur borné, le théorème (2.1.4) montre que AH engendre un C0 groupe
(
V H (t) , t ∈ R

)
donné par

V H (t) =
m−1∑

j=0

UHj (t) +RHm (t) ,

où UH0 (t) = UH (t) ; UHj (t) =

∫ t

0

UH (s)KUHj−1 (t− s) ds, et le reste d’ordre m RHm (t) peut

être exprimé par

RHm (t) =

∫

s1+s2+....+sm≤t

UH (s1)K....U
H (sn)KV

H

(
t−

m∑

i=1

si

)
ds1...dsm.

Dans la suite, nous sommes concernés par le reste d’ordre deux

RH2 (t) =

∫

s1+s2≤t

UH (s1)KU
H (s2)KV

H (t− s1 − s2) ds1ds2.

Définition 4.3.1 [44] , [45] . Un opérateur borné K, défini comme ci-dessus, est dit régulier

si sa restriction à Lp [−1, 1] est un opérateur compact.

Notre objectif maintenant est de déterminer l’expression explicite deRH2 (t) pour un opérateur

de collision K de rang un, c’est à dire, pour ϕ ∈ Xp

Kϕ (x, ξ) =

∫ 1

−1

f (ξ) g (ξ′)ϕ (x, ξ′) dξ′

où f ∈ Lp [−1, 1] et g ∈ Lq [−1, 1] avec 1
p
+ 1

q
= 1. D’où
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U (s2)Kϕ (x, ξ) = e−σ(ξ)s2
∫ 1

−1

f (ξ) g (ξ′)

[∑

n≥0

ϕ ((sign ξ) 4na+ x− ξs2, ξ
′)χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a

|ξ|
,
(sign ξ)x+(4n+1)a

|ξ| ] (s2) dξ
′

+

∫ 1

−1

f (−ξ) g (ξ′)

∑

n≥0

ϕ (− (sign ξ) (4n+ 2) a− x+ ξs2, ξ
′)χ[ (sign ξ)x+(4n+1)a

|ξ|
,
(sign ξ)x+(4n+3)a

|ξ| ] (s2)

]
dξ′.

Nous supposons de plus la fonction f (.) est paire.

Remarque 4.3.1. Notons qu’en raison de la symétrie de l’intervalle [−1, 1] , cette hypothèse

de parité de la fonction f (.) n’est pas nécessaire. Elle vise uniquement à simplifier les calculs

(qui sont hélas déjà bien compliqués).

En composant avec K nous obtenons

KU (s2)Kϕ (x, ξ) =

∫ 1

−1

e−σ(ξ
′)s2

∫ 1

−1

f (ξ) g (ξ′) f (ξ′) g (ξ′′)

[
∑

n,m≥0

ϕ [x+ (sign ξ′) 4na− ξ′s2, ξ
′′]χ[ (sign ξ′)x+(4n−1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)x+(4n+1)a

|ξ′|

] (s1)

∑
n,m≥0

ϕ [−x− (sign ξ′) (4n+ 2) a+ ξ′s2, ξ
′′]χ[ (sign ξ′)x+(4n+1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)x+(4n+3)a

|ξ′|

] (s2)

]
dξ′dξ′′

(4.23)

Posons h (.) = f (.) g (.) , en composant avec U (s1) , (4.23) devient
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U (s1)KU (s2)Kϕ (x, ξ) = e
−σ(ξ)s1

∫ 1

−1

e−σ(ξ
′)s2dξ′

∫ 1

−1

f (ξ) h (ξ′) g (ξ′′)

[
∑

n,m≥0

ϕ [x+ (sign ξ) 4na+ (sign ξ′) 4ma− ξ′s2 − ξs1, ξ
′′]

χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a
|ξ|

,
(sign ξ)x+(4n+1)a

|ξ| ] (s1)×

χ[ (sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m−1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m+1)a

|ξ′|

] (s2)

+
∑

n,m≥0

ϕ [x+ (sign ξ) (4n+ 2) a− (sign ξ′) (4m+ 2) a+ ξ′s2 − ξs1, ξ
′′]

χ[ (sign ξ)x+(4n+1)a
|ξ|

,
(sign ξ)x+(4n+3)a

|ξ| ] (s1)×

χ[ (sign ξ′)[−x+s1ξ−(sign ξ)(4n+2)a]+(4m+1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)[−x+s1ξ−(sign ξ)(4n+2)a]+(4m+3)a

|ξ′|

] (s2)

+
∑

n,m≥0

ϕ [−x− (sign ξ) (4n+ 2) a+ (sign ξ′) 4ma+ ξ′s2 − ξs1, ξ
′′]

χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a
|ξ|

,
(sign ξ)x+(4n+1)a

|ξ| ] (s1)×

χ[ (sign ξ′)[−x+s1ξ−(sign ξ)(4n+2)a]+(4m+1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)[−x+s1ξ−(sign ξ)(4n+2)a]+(4m+3)a

|ξ′|

] (s2)

+
∑

n,m≥0

ϕ [−x− (sign ξ) 4na− (sign ξ′) (4m+ 2) a− ξ′s2 + ξs1, ξ
′′]

χ[ (sign ξ)x+(4n+1)a
|ξ|

,
(sign ξ)x+(4n+3)a

|ξ| ] (s1)×

χ[ (sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m−1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m+1)a

|ξ′|

] (s2)

]
dξ′′.

(4.24)

Ainsi, il découle de (4.24) que RH2 (t) peut être écrit sous la forme

RH2 (t) =
∑

n,m≥0

Rn,m,H2 (t)
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où

RH2 (t)ϕ (x, ξ) =

∫

s1+s2≤t

e−σ(ξ)s1
∫ 1

−1

e−σ(ξ
′)s2dξ′

∫ 1

−1

f (ξ) h (ξ′) g (ξ′′)

[
∑

n,m≥0

ϕ [x+ (sign ξ) 4na+ (sign ξ′) 4ma− ξ′s2 − ξs1, ξ
′′]

χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a
|ξ|

,
(sign ξ)x+(4n+1)a

|ξ| ] (s1)×

χ[ (sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m−1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m+1)a

|ξ′|

] (s2)

+
∑

n,m≥0

ϕ [x+ (sign ξ) (4n+ 2) a− (sign ξ′) (4m+ 2) a+ ξ′s2 − ξs1, ξ
′′]

χ[ (sign ξ)x+(4n+1)a
|ξ|

,
(sign ξ)x+(4n+3)a

|ξ| ] (s1)×

χ[ (sign ξ′)[−x+s1ξ−(sign ξ)(4n+2)a]+(4m+1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)[−x+s1ξ−(sign ξ)(4n+2)a]+(4m+3)a

|ξ′|

] (s2)

+
∑

n,m≥0

ϕ [−x− (sign ξ) (4n+ 2) a+ (sign ξ′) 4ma+ ξ′s2 − ξs1, ξ
′′]

χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a
|ξ|

,
(sign ξ)x+(4n+1)a

|ξ| ] (s1)×

χ[ (sign ξ′)[−x+s1ξ−(sign ξ)(4n+2)a]+(4m+1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)[−x+s1ξ−(sign ξ)(4n+2)a]+(4m+3)a

|ξ′|

] (s2)

+
∑

n,m≥0

ϕ [−x− (sign ξ) 4na− (sign ξ′) (4m+ 2) a− ξ′s2 + ξs1, ξ
′′]

χ[ (sign ξ)x+(4n+1)a
|ξ|

,
(sign ξ)x+(4n+3)a

|ξ| ] (s1)×

χ[ (sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m−1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m+1)a

|ξ′|

] (s2)

]
ds1ds2dξ

′′.

Soient m, n ∈ N et t > 0. Nous désignons par Stn,m,i (1 ≤ i ≤ 4) les ensembles
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Stn,m,1 =
{
(x, ξ) ∈ ]−a, a[× [−1, 1] tel que t ∈

[
(sign ξ)x+(4n−1)a

|ξ|
, (sign ξ)x+(4n+1)a

|ξ|

]

et t ∈
[
(sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m−1)a

|ξ′|
, (sign ξ

′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m+1)a
|ξ′|

]}

Stn,m,2 =
{
(x, ξ) ∈ ]−a, a[× [−1, 1] tel que t ∈

[
(sign ξ)x+(4n−1)a

|ξ|
, (sign ξ)x+(4n+1)a

|ξ|

]

et t ∈
[
(sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m+1)a

|ξ′|
, (sign ξ

′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m+3)a
|ξ′|

]}

Stn,m,3 =
{
(x, ξ) ∈ ]−a, a[× [−1, 1] tel que t ∈

[
(sign ξ)x+(4n+1)a

|ξ|
, (sign ξ)x+(4n+3)a

|ξ|

]

et t ∈
[
(sign ξ′)[−x+s1ξ−(sign ξ)(4n+2)a]+(4m−1)a

|ξ′|
, (sign ξ

′)[−x+s1ξ−(sign ξ)4na]+(4m+1)a
|ξ′|

]}

Stn,m,4 =
{
(x, ξ) ∈ ]−a, a[× [−1, 1] tel que t ∈

[
(sign ξ)x+(4n+1)a

|ξ|
, (sign ξ)x+(4n+3)a

|ξ|

]

et t ∈
[
(sign ξ′)[−x+s1ξ−(sign ξ)(4n+2)a]+(4m+1)a

|ξ′|
, (sign ξ

′)[−x+s1ξ−(sign ξ)4na]+(4m+3)a
|ξ′|

]}

Il est clair que les ensembles Stn,m,i (1 ≤ i ≤ 4) sont disjoints. Nous avons aussi pour (m,k) �=

(j, l) , Stm,k,i ∩ S
t
j,l,i = c/.

Notons que pour un réel fixé t > 0, il existe n0 ∈ N tel que t < (4n0 − 2) a. Ceci montre que

pour tout n > n0 nous avons

t < (4n0 − 2) a < −a+ (4n− 1) a ≤
(sign ξ) x+ (4n− 1) a

|ξ|

Pour tout (x, ξ) ∈ ]−a, a[ × [−1, 1] . Il en découle que
∑

n,m≥0

Rn,m,H2 (t) est une somme finie,

soit

n0(t)∑

n,m=0

Rn,m,H2 (t)

où Rn,m,H2 (t) est donné par

Rn,m,H2 (t) = Rn,m,H2,1 (t) +Rn,m,H2,2 (t) +Rn,m,H2,3 (t) +Rn,m,H2,4 (t)
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avec

Rn,m,H2,1 (t)ϕ (x, ξ) =

∫

s1+s2≤t

[
e−σ(ξ)s1

∫ 1

−1

e−σ(ξ
′)s2dξ′

∫ 1

−1

f (ξ) h (ξ′) g (ξ′′)

[V (t− s1 − s2)ϕ] [x+ (sign ξ) 4na+ (sign ξ′) 4ma− ξs1 − ξ
′s2, ξ

′′]

χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a
|ξ|

, (sign ξ)x+(4n+1)a
|ξ| ] (s1)

χ[ (sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m−1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m+1)a

|ξ′|

] (s2) dξ”

]
ds1ds2,

Rn,m,H2,2 (t)ϕ (x, ξ) =

∫

s1+s2≤t

[
e−σ(ξ)s1

∫ 1

−1

e−σ(ξ
′)s2dξ′

∫ 1

−1

f (ξ) h (ξ′) g (ξ′′)

[V (t− s1 − s2)ϕ] [x+ (sign ξ) (4n+ 2) a− (sign ξ′) (4m+ 2) a− ξs1 + ξ
′s2, ξ”]

χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a
|ξ|

, (sign ξ)x+(4n+1)a
|ξ| ] (s1)

χ[ (sign ξ′)[−x+s1ξ−(sign ξ)(4n+2)a]+(4m+1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)[−x+s1ξ−(sign ξ)(4n+2)a]+(4m+3)a

|ξ′|

] (s2) dξ
′′

]
ds1ds2,

Rn,m,H2,3 (t)ϕ (x, ξ) =

∫

s1+s2≤t

[
e−σ(ξ)s1

∫ 1

−1

e−σ(ξ
′)s2dξ′

∫ 1

−1

f (ξ) h (ξ′) g (ξ′′)

[V (t− s1 − s2)ϕ] [−x− (sign ξ) (4n+ 2) a+ (sign ξ′) 4ma+ ξs1 − ξ
′s2, ξ

′′]

χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a
|ξ|

, (sign ξ)x+(4n+1)a
|ξ| ] (s1)

χ[ (sign ξ′)[−x+s1ξ−(sign ξ)(4n+2)a]+(4m+1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)[−x+s1ξ−(sign ξ)(4n+2)a]+(4m+3)a

|ξ′|

] (s2) dξ
′′

]
ds1ds2,

Rn,m,H2,4 (t)ϕ (x, ξ) =

∫

s1+s2≤t

[
e−σ(ξ)s1

∫ 1

−1

e−σ(ξ
′)s2dξ′

∫ 1

−1

f (ξ) h (ξ′) g (ξ′′)

[V (t− s1 − s2)ϕ] [−x− (sign ξ) 4na− (sign ξ′) (4m+ 2) a+ ξs1 + ξ
′s2, ξ

′′]

χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a
|ξ|

, (sign ξ)x+(4n+1)a
|ξ| ] (s1)

χ[ (sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m−1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m+1)a

|ξ′|

] (s2) dξ”

]
ds1ds2,
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Théorème 4.3.1 Soient p ∈ [1,+∞[ , σ (.) une fonction paire sur [−1, 1] et supposons que

H est une réflexion. Si K est un opérateur de collision régulier, alors RH2 (t) est compact sur

Xp pour 1 < p <∞, et faiblement compact sur X1.

Comme conséquence, nous avons

re
(
V H (t)

)
= re

(
UH (t)

)

Preuve. Puisque l’opérateur K est régulier, compte tenu du fait que les espaces Lp [−1, 1] ,

p ∈ [1,+∞[ , possèdent la propriété d’approximation, il existe une suite d’opérateurs de rangs

finis qui converge en norme vers l’opérateur K. Il suffit alors d’établir le résultat pour des

opérateurs de rangs finis de noyaux,

k (ξ, ξ′) =
n∑

i=1

ki (ξ, ξ
′) , ki (ξ, ξ

′) = fi (ξ) gi (ξ
′)

où n ∈ N, fi (.) ∈ L
p [−1, 1] , gi (.) ∈ L

q [−1, 1] avec q = p
p−1
. Or la compacité est stable

par sommation, nous pouvons alors restreindre notre preuve à un opérateur de rang un.

pour montrer la compacité de RH2 (t) , il suffit de montrer ceci pour chacun des opérateurs

Rn,m,H2,i (t) (0 ≤ n, m ≤ n0 (t)) (1 ≤ i ≤ 4) plus haut.

Comme ceux-ci possèdent la même structure, il suffit d’établir la compacité pour l’un deux,

par exemple, Rn,m,H2,1 (t) . En effet, remarquons que Rn,m,H2,1 (t) peut s’écrire sous la forme

Rn,m,H2,1 (t) = J n,m,H
1 (t) + J n,m,H

2 (t)

où

J n,m,H
1 (t) =

∫ 1

0

dξ′
∫

s1+s2≤t

[
e−σ(ξ)s1e−σ(ξ

′)s2dξ′
∫ 1

−1

f (ξ) h (ξ′) g (ξ′′)

[V (t− s1 − s2)ϕ] [x+ (sign ξ) 4na+ 4ma− ξs1 − ξ
′s2, ξ

′′]

χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a
|ξ|

, (sign ξ)x+(4n+1)a
|ξ| ] (s1)

χ[ (sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m−1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m+1)a

|ξ′|

] (s2) dξ
′′

]
ds1ds2,
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et

J n,m,H
2 =

∫ 0

−1

dξ′
∫

s1+s2≤t

[
e−σ(ξ)s1e−σ(ξ

′)s2dξ′
∫ 1

−1

f (ξ)h (ξ′) g (ξ′′)

[V (t− s1 − s2)ϕ] [x+ (sign ξ) 4na− 4ma− ξs1 − ξ
′s2, ξ

′′]

χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a
|ξ|

, (sign ξ)x+(4n+1)a
|ξ| ] (s1)

χ[ (sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m−1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m+1)a

|ξ′|

] (s2) dξ
′′

]
ds1ds2.

Par linéarité, il suffit de montrer le résultat pour l’opérateur J n,m,H
1 (t) . Selon [55] , il suffit

d’établir le résultat pour l’opérateur

J n,m,H
1,ǫ (t)ϕ (x, ξ) =

∫

Bǫ

[
e−σ(ξ)s1

∫ 1

0

e−σ(ξ
′)s2dξ′

∫ 1

−1

f (ξ) h (ξ′) g (ξ′′)

× [V (t− s1 − s2)ϕ] [x+ (sign ξ) 4na+ 4ma− ξs1 − ξ
′s2, ξ

′′]

χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a
|ξ|

,
(sign ξ)x+(4n+1)a

|ξ| ] (s1)

× χ[ (sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m−1)a

|ξ′|
,
(sign ξ′)[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m+1)a

|ξ′|

] (s2) dξ
′′

]
ds1ds2

où

Bǫ =
{
(s1, s2) ∈ R

2\ s1 ≥ 0, s2 ≥ ǫ > 0, s1 + s2 ≤ t
}
.

Le changement de variable x′ = x− ξ′s2 − ξs1 + 4ma+ (sign ξ) 4na permet d’écrire

J n,m,H
1,ǫ (t)ϕ (x, ξ) = e−σ(ξ)s1

∫

Bǫ

ds1ds2h
(
x−x′+4ma+(sign ξ)4na−s1ξ

s2

)

∫ a

−a

dx′
∫ 1

−1

s−12 e
−σ

(
x−x′+4ma+(sign ξ)4na−s1ξ

s2

)
s2
χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a

|ξ|
,
(sign ξ)x+(4n+1)a

|ξ| ] (s1)×

χ[
[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m−1)a

|ξ′|
,
[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m+1)a

|ξ′|

] (s2)V (t− s1 − s2)ϕ (x
′, ξ”) dξ”.
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Nous notons que J n,m,H
1,ǫ (t) est un opérateur intégral de noyau

kn,m,1 (x, ξ, s1, s2, x
′, ξ′′) = e−σ(ξ)s1e

−σ

(
x−x′+4ma+(sign ξ)4na−s1ξ

s2

)
s2
s−12 f (ξ)

×h
(
x−x′+4ma+(sign ξ)4na−s1ξ

s2

)
g (ξ”)χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a

|ξ|
,
(sign ξ)x+(4n+1)a

|ξ| ] (s1)

×χ[
[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m−1)a

ξ′(ξ,s1,s2,x′)
,
[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m+1)a

ξ′(ξ,s1,s2,x′)

] (s2) .

De plus, J n,m,H
1,ǫ (t) peut être factorisé sous la forme

J n,m,H
1,ǫ (t) = Gn,m,H1,ǫ .G2.G1

où




G1 : L

p (]−a, a[× [−1, 1])→ Lp (Bǫ × ]−a, a[× [−1, 1])

(G1ϕ) (s1, s2, x, ξ) = V (t− s1 − s2)ϕ (x, ξ)





G2 : L
p (Bǫ × ]−a, a[× [−1, 1])→ Lp (Bǫ × ]−a, a[)

(G2ϕ) (s1, s2, x
′) =

∫ 1

−1

g (ξ′′)ϕ (s1, s2, x
′, ξ′′) dξ′′

et





Gn,m,H1,ǫ : Lp (Bǫ × ]−a, a[)→ Lp (]−a, a[× [−1, 1])

(
Gn,m,H1,ǫ ϕ

)
(x, ξ) =

∫

(sǫ×]−a,a[)

e−σ(ξ)s1e
−σ

(
x−x′+4ma+(sign ξ)4na−s1ξ

s2

)
s2
s−12 f (ξ)

×h
(
x−x′+4ma+(sign ξ)4na−s1ξ

s2

)
χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a

|ξ|
, (sign ξ)x+(4n+1)a

|ξ| ] (s1)

×χ[
[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m−1)a

ξ′(ξ,s1,s2,x′)
,
[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m+1)a

ξ′(ξ,s1,s2,x′)

] (s2)ϕ (s1, s2, x
′) ds1ds2dx

′.

Comme les opérateurs G1 et G2 sont bornés. Nous allons établir la compacité de Gn,m,H1,ǫ . En

effet, soit ϕ ∈ Lp (Bǫ × ]−a, a[) , alors
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∥∥∥
(
Gn,m,H1,ǫ

)
ϕ
∥∥∥
Lp(]−a,a[×[−1,1])

≤

∫

Sn,m,1

∣∣∣∣∣

∫

{Bǫ×]−a,a[}

e−σ(ξ)s1e
−σ

(
x−x′+4ma+(sign ξ)4na−s1ξ

s2

)
s2
s−12 f (ξ)

×h
(
x−x′+4ma+(sign ξ)4na−s1ξ

s2

)
χ[ (sign ξ)x+(4n−1)a

|ξ|
,
(sign ξ)x+(4n+1)a

|ξ| ] (s1)

×χ[
[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m−1)a

ξ′(ξ,s1,s2,x′)
,
[x−s1ξ+(sign ξ)4na]+(4m+1)a

ξ′(ξ,s1,s2,x′)

] (s2)ϕ (s1, s2, x
′) ds1ds2dx

′

∣∣∣∣∣

p

dxdξ.

En utilisant le fait que e−σ(ξ)s1 est une fonction bornée ; il existe une constante M > 0 telle

que

∥∥(Gn,m,Hǫ

)
ϕ
∥∥
Lp(]−a,a[×[−1,1])

≤M

∫

Sn,m,1

∣∣∣∣∣

∫

{Bǫ×]−a,a[}

e
−σ

(
x−x′+4ma+(sign ξ)4na−s1ξ

s2

)

s−12 f (ξ)

×h
(
x−x′+4ma+(sign ξ)4na−s1ξ

s2

)
ϕ (s1, s2, x

′) ds1ds2dx
′
∣∣∣
p

dxdξ.

En prolongeant les fonctions h
(
x−x′+4ma+(sign ξ)4na−s1ξ

s2

)
par 0 en dehors de l’intervalle [−1, 1]

et ϕ (s1, s2, x
′) par 0 en dehors de l’intervalle ]−a, a[ et en tenant compte du fait que la fonction

e
−σ

(
x−x′+4ma+(sign ξ)4na−s1ξ

s2

)
s2
s−12 h

(
x− x′ + 4ma+ (sign ξ) 4na− s1ξ

s2

)
∈ L1 (R)

nous obtenons

∥∥∥
(
Gn,m,H1,ǫ

)
ϕ
∥∥∥
Lp(]−a,a[×[−1,1])

≤M

∫

Sn,m,1

|f (ξ)|p dξ

∣∣∣∣∣

∫

{Bǫ×]−a,a[}

e
−σ

(
x−x′+4ma+(sign ξ)4na−s1ξ

s2

)
s2
s−12

×h
(
x−x′+4ma+(sign ξ)4na−s1ξ

s2

)
ϕ (s1, s2, x

′) ds1ds2dx
′
∣∣∣
p

dx.

Par ailleurs l’inégalité de Young appliquée aux fonctions ϕ et h (voir[18, théorème IV. 30, p. 77])

montre que
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∥∥∥
(
Gn,m,H1,ǫ

)∥∥∥
Lp(]−a,a[×[−1,1])

≤ Cn,m,1 ‖f‖Lp[−1,1] ‖h‖L1(R)

où Cn,m,1 est une constante dépendante de la mesure de l’ensemble Sn,m,1. Ceci montre que

l’opérateur Gn,m,H1,ǫ dépend continûment (pour la topologie de la norme) du couple (f, g) ∈

Lp([−1, 1]×L1 (R)).Alors, en approchant la fonction f (pour la norme de Lp) par des fonctions

bornées à supports compacts, et h (.) (pour la norme de L1) par des fonctions bornées, nous

déduisons que Gn,m,H1,ǫ est une limite (pour la topologie uniforme) des opérateurs intégraux

sur Lp (]−a, a[) à noyaux bornés. Donc Gn,m,H1,ǫ est compact sur Lp (]−a, a[× [−1, 1]) pour

1 < p < ∞ ([29, théorème 16.1, p. 294]) et faiblement compact pour L1 (]−a, a[) si p = 1

([26, corollaire 11, p. 294]). Ceci complète la preuve de la compacité (resp. la faible compacité

dans X1).

La preuve de la seconde assertion découle de la première assertion et du théorème (2.1.5) .

Remarque 4.3.2. En tenant compte de la remarque (4.2.2) une démarche analogue à celle

utilisée ci-dessus permet d’établir la compacité (resp. la faible compacité) de RH2 (t) dans Xp,

1 < p <∞, (resp. X1) lorsque les conditions aux limites sont périodiques.
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