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Symbole Désignation
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Chapitre 1
Introduction et synthése bibliographique

1.1 Introduction

La dynamique des rotors est une branche de la dynamique des systémes tournants
et en particulier des ensembles mécaniques dans lesquels au moins une partie ;
genéralement définie comme rotor; tourne & une vitesse angulaire autour d’une ligne

de rotation.

Suite a la définition de ISO [1], un rotor est un corps animé d’un mouvement de
rotation équipé de tourillons supportés par des paliers. Le tourillon est la partie du
rotor par laquelle il est guidé par rapport a une structure-stator (Fig.1.1). Le centre du
tourillon est le point de I’axe du tourillon 4 égales distances de ces sections extrémes.
L’axe du rotor est la droite qui joint les centres des tourillons. La liaison est 1’élément
qui associe le tourillon & la structure. On distingue les liaisons & fluides (huile, air,...),
a roulements ou magnétiques. Le role des liaisons est essentiel dans le comportement

vibratoire. Une machine tournante est constituée donc d’un rotor, une structure-stator

et des liaisons.

Coussinet Liaison

Axe du rotor
Tourillon

Stator

Rotor

Figure 1.1. Eléments d’une machine tournante
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L’étude de la dynamique des rotors liée aux applications technologiques, a été
commencée & partir du 19°™ siécle lorsque I’augmentation de la vitesse de rotation de
plusieurs éléments de machines devient nécessaire. Ces €léments de machines aux
fonctions, aux formes, aux tailles variées : la fraise du dentiste, le disque compact, le
turboréacteur, le turboalternateur de la centrale nucléaire, ont des vitesses de rotations et de
puissances qui varient dans de vaste domaines : de quelques tours par minute & quelques
centaines de milliers de tours par minute, d’une fraction de Watt a 1500 mégaWatts. Ces
machines doivent assurer leur service en tranquillité pour une longue durée de vie et une

sécurité des hommes.

Plusieurs mathématiciens et mécaniciens ont étudié avec succes la dynamique des
rotors. L’article intitulé "On the centrifugal force on rotating shafts", (Force
centrifuge sur les arbres tournants), publié en 1869 par Rankine [2], est considéré
comme le premier article entiérement consacré a la dynamique des rotors. L’atteur
confirme avec raison qu'un systéme souple qui tourne a une vitesse de rotation ;
définie par l'auteur comme vitesse critique ; subit des vibrations de trés grandes
amplitudes. Toutefois, 1’auteur interpréte incorrectement que le fonctionnement stable

au-dessus de la vitesse critique de rotation est impossible.

Les premiéres tentatives pour construire les turbines & vapeur qui ont commencés a
la fin du 19%™ siécle, conduisent a des vitesses de rotation beaucoup plus élevées. A
ces vitesses, certains problémes dynamiques particuliers sont rencontrés. De Laval
avait résolu ces problémes de maniére appropriée en étudiant le comportement
dynamique d'un rotor en rotation a une vitesse supérieure a la vitesse critique c'est a
dire, dans des conditions supercritiques, tout en concevant son fameux séparateur de
créme, puis sa turbine a vapeur aprés une compréhension approfondie de la dynamique

des rotors.

Une explication théorique du fonctionnement au dessous de la vitesse critique a
été fourni d'abord par Foppl [3], Belluzzo [4], Stodola [5], et Jeffcott dans son
célébre article publié en 1919 [6]. Bien que les premiéres turbines a rotor ont une
conception trés simple et pourrait étre traitée en utilisant des modéles simples de type
connu sous le nom Jeffcott rotor, des machines tournantes plus complexes nécessitent

une modélisation plus détaillée. En effet, méme si une approche simplifiée ; comme



Chapitrel : Introduction et synthése bibliographique

mentionnée ci-dessus Jeffcott rotor ; peut expliquée qualitativement de nombreux
phénoménes importants du comportement réel des rotors. Le plus important étant le
role de l'amortissement du rotor et des piéces statiques de la machine. Il ne parvient
pas a expliquer d'autres aspects tels que la variation des fréquences naturelles du rotor
en fonction de la vitesse de rotation. Surtout le simple Jeffcott rotor ne permet pas
d'obtenir une analyse qualitative précise du comportement dynamique des systemes
complexes par exemple ceux rencontrés dans les turbines & gaz, les turbines a vapeur,

les compresscurs, Ics pompes et de nombreuses autres types de machines.

Pour faire face a la complexité croissante des systemes tournants, les abaqucs de
calcul graphique ont été congus. Elles peuvent étre trouvées dans des livres et des
documents publiés a partir du début du siecle, comme les livres de Belluzzo et
Stodola. Ces abaques sont l'outil de base pour l'analyse dynamique des rotors de
turbines. Un grand nombre de document traitant de la vibration de flexion des rotors et
des arbres tournants ainsi que la vibration de torsion dans les machines & mouvement
alternatifs sont apparus dans les années aprés la premiére guére mondiale. Cette
tendance s'est poursuit pendant de nombreuses années, alimentée par l'augmentation
du pouvoir machines pour la production, de la puissance spécifique des moteurs de

tous types et de I'augmentation de la vitesse de rotation des machines.

Avec le développement de I’outil informatique, les chercheurs ont développé€ des
méthodes numériques trés efficaces pour la dynamique des rotors. En particulier, la
méthode d'Holzer pour les vibrations de torsion des arbres et la méthode de
Myklestadt-Prohl pour le calcul des vitesses critiques en flexion des rotors des
turbines. Ces méthodes ont ét¢ immédiatement automatisées lorsque les ordinateurs

numériques sont devenus disponibles.

L’apparition de la méthode des éléments finis a également et profondément
influencée le domaine de la dynamique des rotors. Au départ, les codes de calcul des
éléments finis ne peuvent pas étre utilisés pour I'analyse de la dynamique des rotors en
raison du manque de considération des effets gyroscopiques. La matrice gyroscopique
peut étre prise en compte dans la formulation éléments finis. Actuellement, plusieurs
fabricants commerciaux utilisent des codes d'éléments finis spécifiques pour la

dynamique des rotors tel que le logiciel Sysrotor. Grice a la modélisation €éléments
e R

Y e i
4

) 3 Ty
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finis, il est possible d'étudier le comportement dynamique des rotors des machines qui
tournent & grandes vitesses et contenant plus de détails et par conséquent d'obtenir des

prédictions quantitatives avec un certain degré de précision élevé.

L’analyse dynamique des rotors n’est pas limitée a la conception : elle peut

fournir des outils indispensables pendant le test et le fonctionnement réel des
machines. Il est essentiel d’acquérir une connaissance approfondie des conditions de

travail et pour effectuer la maintenance préventive,

L'étude de la signature vibratoirc (spectre) d'unc machinc tournantc permet
d'identifier les problémes de fonctionnement méme avant qu'ils deviennent dangereux
et d'éviter le fait que la défaillance d'un composant défectueux peut causé des dégats
ou des dommages a d'autres parties de la machine. Toute déviation dans la signature
vibratoire habituelle est un symptdme. Cette étuae permet donc de prendre. des

interventions nécessaires a temps.

Particuliérement, les machines tournantes a grandes vitesses sont fournies avec
des capteurs, des actionnaires et des systémes de contrdle pour surveiller et
contrdler d’une maniére active, leur comportement dynamique. Ce sont des machines

de plus en plus intelligentes.

Actuellement, la dynamique des rotors est un domaine de recherche tres actif.
Plusieurs chercheurs travail non seulement sur la dynamique linéaire des rotors, mais
aussi dans la dynamique non linéaire des rotors a vitesses variables et dans le control
actif des machines tournantes. Chaque année, de nombreuses conférences et
séminaires scientifiques sur la dynamique des rotors sont déroulés. Ainsi que le
nombre de documents publiés dans des revues scientifiques et des livres augmente

d’une maniére importante.

1.2 Dynamique linéaire des rotors

Les équations décrivant le mouvement d'un solide de masse #2, de moments
principaux d'inertie Js, J,, J, liés & un repére de référence dans l'espace en trois
dimensions, sont effectivement complexes, notamment lorsqu'il s'agit des degrés de

liberté en rotation. Elles ne permettent pas l'utilisation directe d'un modéle linéaire. On

> [I<
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se référant 4 un repére inertiel et un autre tournant lié au solide et qui coincide avec les

axe principaux d’inertie, les 6 équations du mouvement du solide sous 1’effet d’une

force F et d’un moment A peuvent étre écrite sous la forme [1] :

F, =mx M, =Q§J(: +QUQ;»(J¢ _Jn)
Fo=my M, =QJ +Q,0 (J.-J,) (1.1)

F.=mi |M,=0,J,+Q,0,,-J)

Les trois équations pour les degrés de liberté de rotation qui sont bien connues
quations *Enler, sonl non lindaire de la vitesse angulaire O . Toutefois, un certain
nombre de simplifications permettent d’obtenir un modéle linéaire qui conserve les
caractéristiques de base du comportement dynam:ique des systémes tournants et nous
permettent de les décrire correctement a la fois d’une maniére qualitative et

quantitative.

Le rotor a ; dans sa configuration non déformée ; un axe de rotation bien définie
qui coincide avec l'un des axes principaux d'inertie. Cette condition est exactement
vérifiée si que le rotor est parfaitement équilibré et n'est que d'environ vrai, mais dans
la plupart des cas, le déséquilibre (balourd) & savoir, l'excentricité est petite et il est
possible de le traiter comme une petite perturbation. En outre, tous les déplacements et
les vitesses; linéaires et angulaire; peuvent étre supposés petits, a 1’exception de
I’angle de rotation et la vitesse angulaire autour de 1’axe de rotation qui ne sont pas

petites mais, peuvent étre considéré comme imposées par le systéme d’entrainements.

1.2.1 Equations de mouvement

Les deux hypothéses de base, faible déséquilibre et petits déplacements,
permettent la linéarisation des équations du mouvement comme dans la dynamique
des structures. Cependant, méme dans le cas d’un modele discrétisé d’un rotor lin€aire
qui est axialement symétrique autour de son axe de rotation et tourne a une vitesse de
rotation constante, les équations du mouvement linéaire (équations d’équilibre

dynamique), est de la forme générale suivante :

[a]a}+ (C]+ [GDig}+ (K ]+ [H g} = {F} (1.2)

25K
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Ou {q(t)} est un vecteur contenant les coordonnées généralisé€es, [M] est la matrice de
masse symétrique, [C] est la matrice d'amortissement symétrique. [G] est la matrice
gyroscopique antisymétrique, [K] est la matrice de raideur symétrique, [H] est la
matrice circulatoire antisymétrique et {F} est un vecteur dans lequel toutes les forces

sont regroupées.

1.2.2 Systémes tournants

Lorsqu’on parle a des systémes tournants, l'une des vibrations forcées est
habituellement celle provoquée par le balourd résiduel que, bien que petit, ne peut

cependant étre négligé. Les forces de balourds sont harmoniques dans le temps,

d’amplitude proportionnelle a Q% et de fréquence égale & 2 (F, = me Q%).

La matrice gyroscopique contient des termes d'inertie qui, dans le cas de la
dynamique des rotors, sont strictement liés aux moments gyroscopiques agissants sur
les parties tournantes de la machine. Si I'équation est écrite par rapport & un repére non
inertiel, les termes liés a l'accélération de Coriolis sont aussi présents dans la matrice
gyroscopique. La matrice circulatoire contient des termes non conservatifs liés a
I’amortissement des éléments tournants et; si on utilise un modéle linéaire pour les
paliers a fluides; a I’amortissement du filme fluide entourant le tourillon. Il est bien
connu que la présence d'une matrice circulatoire, peut causer l'instabilité, et les rotors

ne font pas exception a cette régle.

Il faut noter que, dans la dynamique des rotors, les matrices gyroscopique et
circulatoire [G] et [H], sont proportionnelles a la vitesse de rotation, et quand (2 tend
vers zéro, les termes anti-symétriques disparaissent et I'équation se réduit a celui d'une
structure non tournante. En outre, les matrices d’amortissement et de rigidité [C] et
[K], peuvent dépendre de la vitesse de rotation, souvent avec (2 ? et [H] peut-étre une

fonction plus complexe de2

L'équation (1,2) est obtenue avec I'hypothése de la symétrie du rotor par rapport
l'axe de rotation. Elle est encore valable lorsque le rotor est & symétrie axiale, mais
fonctionne sur un stator général sans aucune propriété de symétrie particuliére. Au
contraire, si le rotor n’a pas de symétrie axiale, I'étude devient trés compliquée.

> £
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La plupart des rotors flexibles peuvent étre considérés comme des structures
semblables a des poutres. Le comportement latéral d’une poutre peut étre découplé de
son comportement axial et de torsion. Ce découplage est généralement utilis€ dans

dynamique des rotors, a I’exception qu’on ne peut pas découpler entre la flexion dans

les plans principaux.

1.2.3 Coordonnées complexes dans la dynamique des rotors

Si le stator et le rotor sont isotropes par rapport a l'axe de rotation, des modéles
trés simples peuvent é&tre congus par lintroduction de coordonnées complexes.
Supposons que l'axe de rotation coincide avec I'axe (o,z) d'un repere inertiel (Fig.1.2).
Le déplacement de n’importe quel point de I’axe du rotor peut étre décomposé en deux
déplacements suivant les directions (0,x) et (0,y). On peut présenté ce déplacement par
un vecteur déplacement dans le plans (o,x,y). Ce dernier peut étre exprimé sous la

forme d'un nombre complexe :
r(t)=x.(@)+iy.(r) (1.3)

ou i est l'unité imaginaire (i =+-1).

Figure 1.2. Vecteur déplacement du point c et ses composantes. R(0,x,,7) : repére

inertiel, R(0,& 7,2) : repére tournant

27<
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1.2.4 Vibration libre

La solution générale de 1’équation (1,2) est composée de la solution homogéne
(sans second membre) et la solution particuliére. La premiére partie de la solution
générale permet d’étudier le comportement libre du systéme. La solution en vibration

libre est généralement harmonique et peut étre écrite sous la forme :

{g}=1{0}e" (1.4)
Ou
s=0+io (1.5)

est la fréquence complexe. La fréquence naturelle (propre) du mouvement libre
(fréquence circulaire) du systeme est alors la partie imaginaire @ de s, tandis que sa
partie réelle o est le faux de décroissance (c’est-a-dire, le taux a lequel I'amplitude
diminue dans le temps) qui change de signe: une valeur négative de o caractérise un
mouvement qui diminue dans le temps (monvement stable), tandis qu’une valeur
positive caractérise une croissance exponentielle du mouvement dans le temps

(mouvement instable).

1.2.4.1 Fréquences propres en fonction de la vitesse de rotation :
diagramme de Campbell

Comme la vitesse de rotation peut apparaitre explicitement dans les équations du
mouvement (a cause de I’effet gyroscopique dii aux disques et les caractéristiques des
liaisons), les fréquences propres d'une machine tournante peuvent dépendre de la
vitesse de rotation (2. Lorsque cela se produit, le comportement libre du systéme est
généralement résumé par le tragage de 1’évolution des fréquences naturelles @;(€2) =
Im(s;) en fonction de Q. Comme dans de nombreux cas, les fréquences d’excitations
aussi dépendent de la vitesse. Elles peuvent étre tracées dans le méme diagramme en
obtenant ce qu’on appel le diagramme de Campbell. Comme le diagramme de
Campbell est symétrique par rapport aux axes de @ et 2 en méme temps, toutes les
informations sont contenues dans I'un de ses quadrants. Le tragage d’un seul cadrant
est donc suffisant (Fig.1.3.a). Si I'amortissement est présent, un deuxiéme diagramme,
dans lequel la variation du taux de décroissance o en fonction de la vitesse de rotation,

peut étre tracé avec le diagramme de Campbell (Fig.1.3.b).

[
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Figure 1.3. Diagramme de Campbell (uniquement le premier quadrant est présenté), et
le taux de décroissance d'un rotor flexible a symétrie axiale

1.2.4.2 Vitesses critiques

Les vitesses critiques sont les vitesses de rotation du rotor pour lesquelles, en un
point et pour une direction fixée, I’amplitude du déplacement passe par un maximum.
Elles sont particuliérement dangereuses. En [’absence de [’amortissement, une vitesse
critique de rotation coincide exactement avec une fréquence propre du rotor. Les
vitesses critiques peuvent €tre donc déterminées a partir du diagramme de Campbell
par les intersections des courbes relatives aux frécuences naturelles avec celles liées

aux fréquences de rotation (ligne droite @ =¢2). Elles sont généralement désignées

sous le nom de vitesses critiques de flexion (Fig.1.4).

®

0]

P

i
¥
’

0 chl ch2 Q

Figure 1.4. Localisation des vitesses critiques sur le diagramme de Campbell

Si le diagramme de Campbell est sous forme des lignes droites paralléles a l'axe

de 2 c'est a dire, si les fréquences propres sont indépendantes de ia vitesse de rotation,

= 9 S
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les valeurs numériques des vitesses critiques coincident avec ceux des fréquences

propres a l'arrét (Fig.1.5).

(O]

o=

n

I
|
|
|
I

0

Qer

Q

Figure 1.5. Vitesse critique d'un rotor dont le diagrainme de Campbell est horizontal

En plus des vitesses critiques de flexion, les vitesses critiques de torsion peuvent

aussi €tre trés dangereuses, surtout dans le cas des machines & mouvement alternatif.

De nombreux dispositifs dont le but est de réduire l'amplitude des vibrations induites

par les vitesses critiques ont été développés.

1.2.4.3 Trajectoire et type de précision

La trajectoire du centre géométrique ¢ d’un rotor (Fig.1.6), s’appelle : trajectoire

de précision. La précision est dite directe ou positive, si le mouvement de ¢ s’effectue

dans le méme sens de la vitesse de rotation £2. Dans le cas contraire, elle est dite

inverse ou rétrograde.

Disque

S

Trajectoire de ¢

Amp. créte-créte

y
\
s
’ . c i
Précision = \ FFéCiSlOn
directe =7 inverse
e o
/
/ /
/ 0 7 =X
/ y /
f 7
-
L S .
Amp. créte-créte

c : centre géométrique du disque
o : centre de la trajectoire de précision
2 vitesse de rotation du rotor

Figure 1.6. Trajectoire et type de précision
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1.2.4.4 Plages d'instabilité

Les rotors peuvent développés un comportement instable dans des plages de
vitesses de rotation bien définies. Les vitesses auxquelles ce comportement instable se
produit, ne doivent pas étre confondues avec les vitesses critiques de rotation du rotor
car, les deux phénomeénes sont complétement différents.

Il est possible de démontrer qu’un systéme linéaire est asymptotiquement stable
si toutes les solutions en vibration libre présentées par (1.5) sont telles que toutes les
valeurs de s ont une partie réel négative ou nulle, c'est-a-dire o; < 0. 51 l'une ou
plusieurs valeurs de o; sont positives, le systéme est instable.

Pour les machines tournantes, une définition technique de la stabilité a été établie
par Muszynska [1]: Une machine tournante est stable si son rotor effectue un
mouvement de rotation pur autour d'un axe a une vitesse de rotation et ce mouvement
n'est pas accompagnée par d'autres modes de vibrations du rotor, de ses éléments ou
d'autres parties fixes de la machine, leurs amplitudes de vibration ne dépassent pas
des valeurs acceptables admis. La machine stable en rotation est a l'abri de forces
perturbatrices externes. C'est-a-dire, toute perturbation aléatoire ne peut pas changer
radicalement son comportement.

Les plages des vitesses de rotation ou cette croissance d’amplitude se produit
c'est a dire, dans lesquelles des vibrations d’auto excitations peuvent se développer,
sont généralement appelés plages d'instabilité. Pour faciliter la distinction entre les

vitesses critiques et les plages d'instabilité, les caractéristiques suivantes peuvent étre

mentionnées :
Pour les vitesses critiques :

e FElles se produisent a des valeurs bien définies de la vitesse de rotation.

e ['amplitude croit linéairement dans le temps si aucun amortissement n’est
présent.

e L'amplitude peut étre maintenu dans des limites raisonnables, et en tant que
conséquence, une vitesse critique peut étre passée.

e La valeur de la vitesse est fixée, mais celle de I'amplitude maximale dépend de

l'amplitude de vibration. En particulier, les principales vitesses critiques de
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flexions ne dépendent pas de I’amplitude du balourd, mais 1’amplitude
augmente avec |’augmentation du balourd.
Pour les plages d'instabilité :

e Leurs plages sont généralement larges. Souvent, toutes les vitesses de rotation
au-dela du seuil d'instabilité donnent licu & un comportement instable.

e Le seuil d'instabilité; s’il existe; se trouve généralement dans la plage des
vitesses supercritiques.

e L'amplitude de vibration croit de fagon exponentielle dans le temps. Elle croit
de fagon incontrélable et le travail prét du seuil d'instabilité est impossible. Le
rotor doit étre modifié pour porter bien le seuil d'instabilité au-dessus de la

vitesse de travail maximale.

1.2.5 Vibration forcée
1.2.5.1 Réponse due au balourd

En introduisant la force de balourd dans les équations de mouvement (1,2), il est
possible d'obtenir la réponse {q(t)} du systéme, puis de calculer les sollicitations du
rotor et les vibrations induites sur les parties non tournan:es de la machine. Si le rotor a
une symétrie axiale, la réponse due au balourd est harmonique et I’orbite est circulaire
tourbillonnant varie en fonction de la vitesse de rotation de la machine. Dans ce cas, ¢
rotor ne vibre plus mais tourne dans une configuration fléchie et le matériau qui
constitue les piéces en rotation de la machine n'est pas soumis a la fatigue et leurs
amortissements ne jouent aucun rdle dans son comportement [1]. Dans le cas d'un
systéme non amorti, I'amplitude tend vers l'infini a la vitesse critique. En réalité, les
rotors des machines sont toujours amortis. Un pic de vibration apparu a la vitesse
critique de rotation. Pour réduire I’amplitude de ce pic, le concepteur doit augmenter
I'amortissement non tournant [1].

Dans le cas des rotors montés sur roulements anisotropes, la trajectoire
tourbillonnaire devient elliptique et dans certains cas, peut se produire en mouvement
inverse. Si le matériau du rotor est anisotrope, la réponse devient poly-harmonique et

le mouvement est assez complexe.
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La réponse due au balourd est généralement présentée sous forme graphique en
montrant la variation de I'amplitude de I'orbite circulaire en fonction de la vitesse de

rotation, a des positions bien choisies sur le rotor (Fig.1.7).

10 exseszsessness

o
A

0.01

Amplitude [mm]

0.001

0.0001
0 5 10 15

Figure 1.7 : Amplitude de la réponse due & un balourd pour un rotor amortie
a symétrie axiale
1.2.5.2 Réponse due a une force asynchrone
En régime de fonctionnement, la force due au balourd n’est pas la seule qui
agisse sur un rotor. Ce dernier et dans la plus part des cas, peut étre excité par une
force asynchrone, ¢’est-a-dire une force d’amplitude constante qui tourne a une vitesse

différente a celle du rotor de forme »n(2, avec »n est une multiple de la vitesse de

rotation : 2 %, 3 x, 4 x, etc.

1.3 Contenu du mémoire

Le présent chapitre représente une synthese bibliographique sur la dynamique des
rotors et les phénomeénes de base qui caractérisent la dynamique des rotos flexibles.

Le deuxiéme chapitre concerne la détermination des caractéristiques des éléments
de rotors. Il s’agit de la détermination des expressions des énergies cinétiques et de

déformation ainsi que du travail virtuel correspondant aux éléments de rotor : disque,

arbre, palier et balourd.
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Dans le chapitre 3, deux modéles simples de mono- rotors sont utilisés afin de
permettre un développement analytique mettant en évidence les phénoménes de base :
¢volution des fréquences propres en fonction de la vitesse de rotation, type de
précision, vitesses critiques, effet de balourd, effet des forces asynchrones, instabilité

et effet d’amortissement.
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Chapitre 2

Dynamique des rotors flexibles

2.1 Introduction

Les machines tournantes sont présentes dans de nombreux secteurs d’activité. Elles
sont trés diverses : compresseurs, turbines, moteurs d’avion, pompes, alternateurs, etc.
Elles doivent dans un souci de qualité, d’efficacité et de slreté, étres étudiées avec soin
au niveau d’un projet.

Dans une premiére étape, les rotors des machines tournantes sont dimensionnés a
partir de la résistance des matériaux : il s’agit de déterminer un diameétre minimale de
I’arbre pouvant supporter le couple nominal. L’étude du comportement dynamique en
torsion est ensuite effectuée : il s’agit d’éviter un fonctionnement dans une plage de
vitesse comportant une ou des vitesses critiques. Par ailleurs, si des régimes
transitoires existent, par exemple dans le cas d’un moteur électrique lors du démarrage
ou lors d’un court-circuit accidentel, le comportement transitoire doit étre étudié, il
fournit alors un rayon de I’arbre supérieur au rayon minimum défini en statique. La

dynamique des rotors en flexion doit ensuite étre étudiée.

Deux effets particuliers sont généralement présents : I’effet gyroscopique di
aux disques (disque voilé, palier male serré, courroie malle montée, etc.), et ’effet
d’amortissement qui peut-étre trés important dans le cas des paliers hydrodynamique
et qui peut provoquer I’instabilité des rotors. Dans un premier temps, il s’agit de
prévoir 1’évolution des fréquences propres en fonction des vitesses de rotation. Cela
permet de déterminer les vitesses critiques et les possibles instabilités dues aux paliers.
Dans un deuxiéme temps, on calcule en régimes permanant, la réponse a des effets de

balourd et éventuellement & une force asynchrone.

Ce chapitre présente la modélisation des éléments constitutifs d’une machines

tournante et la mis équation. L article de la référence [7] est intensivement utilisé.
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2.2 Détermination des caractéristiques des éléments de rotor

Les ¢léments de basse d’un rotor d’une machine tournante sont : disque, arbre et
palier. Le balourd qui ne peut pas étre complétement évité doit aussi étre prise en
compte. Les expressions de I’énergie cinétique sont nécessaires pour caractériser le
disque, I’arbre et le balourd. L’énergie de déformation est nécessaire pour caractériser
"arbre. L’expression du travail virtuel des forces dues aux paliers permet de
déterminer les forces généralisées. Les équations générales du mouvement d’un rotor

sont obtenues a partir des étapes suivantes :

v' L’énergie cinétique 7, I’énergie de déformation U et le travail Virtuel des
forces extérieures W sont calculés pour tous les éléments du systéme.

v Une méthode numérique est choisie: la méthode de Rayleigh-Ritz ou la
méthode des éléments finis pour des Applications industrielles. ‘

v Les équations du mouvement sont déduites d’une formulation de type éléments

finis suivi de ’application des équations de Lagrange :

d(ar]_ar oU

S + = 4 21
dt\ 8g,) d8q, oq, Q) 20

Avec ¢,(i=1,2,..,N ) sont les coordonnées généralisées indépendantes qui décrivent
complétement le mouvement du systéme étudié, @, sont les forces généralisées, N est

le nombre de degrés de liberté.

2.2.1 Disque
Le modéle de rotor de la figure 2.1 est schématisé sur la figure 2.2 avec les
différents repéres de références utilisés dans I’étude de la cinématique et la dynamique

des rotors flexibles. Ry(O,X,Y,Z) est un repére fixe lié au bati de la machine,
R(c,x,y,z) est un repére finale (inertiel) li€ au disque. L’axe (¢, y) perpendiculaire
au disque, coincide avec 1’axe de rotation du disque a I’état déformée de I’arbre (axe
principale d’inertie). Le systtme de coordonnées (x,y,z)est relié au systéme de
coordonnées (X,Y,Z) par I’intermédiaire des angles y,6 et @. Pour déterminer la

position du disque, on tourne initialement d’un angley anutour de I’axe (c, Z) puis d’un

£
s

’ Lo AN
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angle #autour du nouvel axe (c,x,), en fin d’un angle ¢ autour de 1’axe de rotation

propre du disque (e, y) .

Z
A
Disque rigide
Palier Palier
% /'“‘
c
Q
0 [ By

% Arbre flexible % k/l

/’
X
Iy
I
Figure 2.1 : Modeéle d’un rotor
7
A
w=w(lt)
0 : > ¥
L L= ulyy
X

Figure 2.2 : Repéres de référence du disque rigide sur I’arbre flexible

ST <
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Le vecteur rotation traduisant ’orientation instantanée de la base (X%, »,Z) par

rapport la base (X ,Y, Z) s’écrit (voir annexe 1) :
O(R/R)=FZ+0%, +¢ 7 2.2
Ou 7,X%, et y sont les vecteurs unitaires des axes (c, zi e xs et (ey)

respectivement.

L’énergie cinétique du disque correspondant 4 son mouvement autour du centre de

masse ¢ est calculée en utilisant le repére fixe R. Le vecteur rotation @ (R/R,), exprimé

dans la basse (X,¥,Z) s’écrit (voir annexe 1) :

@, —‘I"cos@singﬁ+6"cos¢»
G(R/R) =10, = é+y sin @ (2.3)
. w cos @ cos ¢ + 0 sin ¢

R
Avec g=Qt et g = Q .
Soient u et w, les déplacements en flexion de ¢ dans les plans (0,X,Y) et (0,Y,Z)
respectivement (flexion dans deux plans). Le mouvement de traction compression

suivant (0,Y) est négligé. Par ailleurs, la masse du disque est notée M,, son tenseur
d’inertie en ¢, comme (c,x),(c,y),(c,z) sont les directions principales d’inertie, a

comme expression :

I, 0 0
[[e/B)]=| 0 1, o0 (2.4)
o 0 I,

Avec 1, est le moment d’inertie polaire du disque par rapport a (¢, ), I,.,1, sont les

moments d’inertie transversaux par rapport a un axe dans le plan (¢,x,z).

L’¢nergie cinétique du disque est la somme de I’nergie cinétique de translation et

I’énergie cinétique de rotation du centre de masse ¢ :

1 2 5 1 =
To= M0 /R)) + o filie/m ), 2.5)
jrc;;;;_dav?mm!aﬁ ;_éncrgie de rmn: -

Avec V(c/R,) est le vecteur vitesse absolue de ¢ exprimé dans R,, obtenu en dérivant

par rapport au temps le vecteur position o¢ avec ¢ =Q constante :
—

ST R
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Pig/Ry={ 22| =2 sl Pewdy=ti Fens 2.6)
dt dt
Remplagons (2.3), (2.4) et (2.6) dans (2.5), I’expression de 1’énergie cinétique du
disque devient alors :

dy "y

Td = %Md (uz +w2)+%(‘[‘£\’a}x2 +I m;’- +]a’za):') (27)

L’expression (2.7) peut étre simplifiée car le disque est symétrique (/,, = 1,,), les angles
@ et y sont petits et la vitesse angulaire (4 =Q)est constante. L’expression (2.7)
devient :

1 . s . .
Le terme 51 dyﬁz n’a pas d’influence sur les équations de mouvement et représente

I’énergie cinétique du disque tournant 4 la vitesse Q dans le cas ou tous les autres

déplacements sont nuls. Le terme /,,Qy76 représente "effet gyroscopique.

2.2.2 Arbre

L arbre est représenté par une poutre de section circulaire, caractérisé par une

énergie cinétique et une énergie de déformation.
2.2.2.1 Energie cinétique de I’arbre

La formulation générale de I’énergie cinétique de I’arbre est une extension de

celle du disque en intégrant sur la longueur de I’arbre :

! ! !
T -1 p S [@ +w2)dy+%pfj(q)2+92)dy+p1192+2pIQJy)9dy (2.9)
0 0 0

3
Avec pest la masse volumique de I’arbre, Sest I’aire de la section droite de ’arbre et
I est le moment d’inertie diamétral (de section).

La premicere intégrale de (2.9) est I’expression classique de I’énergie cinétique
d’une poutre en flexion. La seconde intégrale de (2.9) correspond a I’effet secondaire
de I'inertie de rotation (poutre de Timoshenko). Le terme p//Q? est constant et a une

contribution nulle dans les équations du mouvement. La derniére intégrale de (2.9)

STe<

représente |’effet gyroscopique.
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2.2.2.2 Energie de déformation de I’arbre

Le point o, est le centre géométrique d’une section de la poutre a 1’état déformée,
B(x,z) est un point de cette section droite (Fig.2.3), " et w* sont les déplacements du
centre o; par rapport aux axes (o,x) et (0,z). La déformation longitudinale du point B

s’écrit (voir annexe 2) :

&
£y = —xos (2.10)
X
Figure 2.3 : Section droite de ’arbre, mouvement dans le plan (0,X,2)
L’énergie de déformation de I’arbre a comme expression (voir annexe 2) :
1
U, =§_[/awg”,d1/ (2.11)

Avec V est le volume de la poutre, o;, est la contrainte longitudinale de traction —
compression.
La relation entre la contrainte et la déformation est (voire annexe 2) :

c,=E¢, (Za12)
Avec E est le module d’Young.
Compte tenu de (2.12), I’expression (2.11) devient :

1 2
U, =EEL5H,.:{V (2.13)
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En tenant compte de 1’expression (2.10), I’énergie de déformation s’écrit :

/ Xl 2 * 2
v,=Z] -xa”;—za"‘;stdy
20." ay ay
[ 2. 432 2. 432 2.8 A2 a
S 2|+ 2 2| 425 T2 s 2.14)
238 y ) &y° oy

Par suite de la symétrie de la section de [arbre, [’intégrale correspondant au troisiéme
terme de (2.14) est nulle. En introduisant les inerties diamétrales de la section droite

parrapportaxetazona:

I=[2%s; I, =[x (2.15-2.16)

z

L’énergie de déformation de I’arbre a donc comme expression :

B4 (@Y oy
U= 12[6 = J +1x[ > ] & 2.17)
; ly

De préférable exprimer U, en fonction des déplacement u et w. Le passage de u, w a1

w’ s’écrit (voir figure 2.3) :
u" =ucosQr —wsin Qr (2.13)
w" =usinQr + wcos QU (2.19)

Compte tenu de (2.18) et (2.19), ’expression (2.17) devient alors :

! 2 2 2 2 2 2
8 _E ¥ cosQfa—z;—siana 12} +1 Siang—T;+coth ¢ ? dy (2.20)
20177 dy y v o

Finalement, pour le cas le plus courant d’un arbre symétrique (/, =1, =), I’énergie de

déformation se simplifie a :

EI (%) (o*w)
o2 (2o -

2.2.3 Palier

Les caractéristiques de raideurs et d’amortissements sont supposées connues. Le

travail virtuel 6/ des forces extérieures agissant sur ’arbre se met sous la forme
(fig.2.4):
oW =F, bu+F,éw (2.22)

SR
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F, et F, sont les composants de la force généralisée qui s’expriment sous la forme

matricielle suivante :

{F::} - _l:k,‘c\' kyz :H“}_I:C,\c\' Cxz J{”} (2.23)
£ kae  ky W) Lew €z )W
Fréquemment en particulier dans le cas de palier hydrodynamique : k,, #&,,; ¢,y #cyy;

By 2 Boiis Co #1050

Figure 2.4 : Amortissements et raideurs d’un palier

2.2.4 Balourd
2.2.4.1 Cas d’un seul balourd dans le disque

Le balourd (fig. 2.5) est dii & une masse m, située a la distance d du centre
géométrique du disque ¢ et son énergie cinétique doit étre calculée. La masse reste
dans un plan perpendiculaire a I’axe (O,¥) et sa coordonnée selon cet axe est

constante. Dans le repére R,, les coordonnées de la masse m, sont :

u+dsin Qi
OD=0C+CD= cte (2.24)
w+dcos T
d’ou la vitesse :
- 1+ dQcos Q)
e 3= 22 = 0 2.25)

dr
Ry W —dQsin Qf

Ry

et I’énergie cinétique :

"7
%
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T, =%m,, (? +w? +Q%d* +2Qd (i1 cos Q1 — rsin Q1)) (2.26)

Le terme m,Q°d*/2 est constant et donc sans influence sur les équations du
mouvement. La masse m, est sans commune mesure avec celle du rotor, alors I’énergie

cinétique du balourd peut se mettre sous la forme :
T, = m,Qd(z1cos Qf —wsin Qr) (2.27)

L’application des équations de Lagrange fournit la force tournante du au balourd.

Z
A
mp
D 2
d
C w
& u 0

Figure 2.5 : Paramétrage du balourd élémentaire

2.4.2 Cas d’un balourd réparti dans I’arbre

Le balourd initial est généralement réparti dans ’arbre de maniére continue et

quelconque sur le rotor (fig. 2.6).
A

A

g%w/m\ y

Figure 2.6 : Répartition du balourd sur le rotor

Pour modéliser simplement ce balourd, il est décomposé en masses concentrées
situé€es dans différents plans (fig. 2.7). Les masses sont supposées avoir le méme effet

que le balourd continu sur le comportement dynamique du rotor.

ERE
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z
i

X

Figure 2.7 : Modé¢lisation de la répartition du balourd sur ’arbre

A Darrét, la position D; de chaque masse m,, est défini par :

e Son abscisse sur [’axe (O,))

e Ladistance d, = O,D,,0, étant le centre de la secticn d’ordre i de I’arbre
e L’angle initiale o, que fait la position de la masse m, par rapport au repere

tournant de référence.
Lors de la rotation du rotor, chaque masse m,, est lie & I’arbre en position déformée
(fig. 2.8). Le vecteur position et la vitesse associée s’écrivent :

u, +d,; sin(Qt + ;)
OD, =00, +0,D, = cte (2.28)
W, +d, cos(Qr+a,)|,

" u, +d Qcos(Qt + ;)
% d 0D,
V(D,/R,)= & | = 0 (2.29)
s W, —dQsin(Qr +a,) |

L’énergie cinétique du balourd d’ordre i qui participe & la construction du vecteur
force d’excitation est :

T, = my, d Qfii, cos(Qf + a,) —w, sin(Qf + ;) } (2.30)
L’application des équations de Lagrange permet de déterminer les forces du balourd

d’ordre i dans le cas général :

F” Ve : d sincr.
{ w }:{’"b‘ P, }stinQH{mb’ S f}mcosnr 2.31)

E, —-m,d, sing, m,d, cosa,

B g K
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Figure 2.8 : Paramétrage du balourd répartie
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Chapitre 3

Etude des modéles simples de monorotors

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, deux modéles simples de monorotors mais représentatifs de
situations réelles, sont utilisés afin de permettre un développement analytique mettant
en ¢vidence les phénomenes de base. Il est ainsi possible dans le cas de rotors
symétriques et non symétriques (la non symétrie est due aux caractéristiques des
paliers) d’aborder les aspects suivants : évolution des fréquences en fonction de la
vitesse de rotation, précession, vitesse critique, effet de balourd et de force asynchrone,

instabilité, amortissement, rapport entre fréquences naturelles et vitesses critiques, ete.

3.2 Phénoménes de base de la dynamique des rotors
Les principaux phénomeénes de basse qui caractérisent la dynamique des rotors en
flexion sont les suivants :
® Variation des fréquences propre en fonction de la vitesse de rotation
 Effet gyroscopique du au mouvement de voilement des disques
e Effet d’amortissement généralement du aux paliers
e Effet des forces d’excitation (force de balourd et forces extérieurs)

e Instabilité des rotors généralement due 4 I’amortissement

3.3 Modéle symétrique non amorti
Il s’agit d’'un modéle simple mais réaliste présenté par la figure 3.1. Le rotor est

suppos¢ en appuis rigides a ces deux extrémités. I1 est essentiellement constitué de :

* Un arbre flexible en acier homogéne et symétrique de longueur / = 0.4 m, de
section circulaire constante de rayon R; = 0.01m, de masse volumique p = 7800
kg/m® et de module d’Young E=2x10" N /m?;

e un disque indéformable en acier homogéne et symétrique de rayon intérieur R,=

0.01 m, de rayon extérieur R, = 0.15 m, d’épaisseur # = 0.03 m et de masse

T ——_ 4
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volumique p = 7800 kg/m’, situé 4 une distance sur I’arbre /, = /3 = 0.133 m,

comportant un balourd de masse m, = 107 kg situé aune distance d=0.15m ;

e Deux paliers rigides.

Z
i
hp
//“
O _t------ { --------------------------------------------------------------- -I——- Y
b% T U 0 74
[

Figure 3.1 : Modéle symétrique d’un monorotor

3.3.1 Détermination des équations de mouvement
Pour déterminer les équations de mouvement de ce modéle, nous utilisons les

¢quations de Lagrange. Un seul degré de liberté est utilisé pour chaque direction :
u(y.t) =94 () q,(t) (3113
w(y,0)=¢(¥) q,(t) (3.1.2)
Avec g, et g, sont les coordonnées généralisées indépendantes, ¢ (y) est le premier
mode propre de vibration de flexion d’une poutre appuyée aux deux extrémités
exprimé par :
¢ (y)=sin(z y/I) (3.2)
L’effet gyroscopique est caractérisé par les deux angles de voilement w(y,1) et 8(y,1)

(fig. 3.2). Elles sont approximées par :

00%.1) =22 = 4 (), 0 (3.3.1)
Y
()= 2 =5 (g, (1) (332)
s ay 1 ol
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\lz

Figure 3.2 : Degrés de liberté et angles de voilement

3.3.1.1 Energie cinétique du disque
L’¢énergie cinétique du disque est (voir chapitre 2, expression (2.8)) :
l o e Mo abs o . ] . '
T, =5M, (* +Ww? 451 (& +y%) +51(,y92 +1,Qu6 (3.4)
Avec M,,1,.1, sont la masse et les moments d’inerties du disque respectivement,

elles sont calculées dans ’annexe 3 :

M, =16.46Tkg; I, =9.4273 x107kgm® ; I, =0.186 kgm’ (3.5)
Les déplacements u et w doivent étre évalués a y=/,. Compte tenu des expressions
(3.1.1), (3.1.2), (3.3.1) et (3.3.2), I’énergie cinétique du disque devient (on amis le

terme constant) :
_ 1 ( 2 12 X 2 - 2) 12 i3
T, =5 (M8 )+ 182 ONi +57)- 1), (3:6)

Apreés évaluation des déformés a y = /; et en tenant compte des expressions (3.5),
I’expression (3.6) prend la forme finale suivante :

T, =6.902 (¢} +¢2)-2.8732Q4,q, (3.7)

3.3.1.2 Energie cinétique de I’arbre

L’¢nergie cinétique de I’arbre s’écrit (voir chapitre 2 expression (2.9)) (on omis le

terme constant) :
s ! /! : [
T =% I(;}2+w2)dy+%f((/}2+92)dy+2p]§2j¢?6dy (3.8)
0 0 1]

Avec s et / sont la section et le moment d’inertie diamétral (de section) de ’arbre et

STa<
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! : j
[@* +9)dy = (g7 + @) [#* Oy = (G2 +42) fsm{?“v]dy

= (g7 + ﬁJ{———COS— }dy =(£ i](ql +43) (3.9)

2
7 +6dy = (32 +62) [¢° 0y =| Z | [24 L g2 +42) (3.10)
0 2 [ 2
iy =—g.q, [p> 0y =- 2| [£+L g, (3.11)
0 0 / 2

La section et le moment quadratique d’arbre sont :

zR*

s=7R2=3.142x10"m?> =221 _157x10%m* (3.12)

Remplagons les expressions (3.9), (3.10) et (3.11) dans (3.8), aprés szmphﬁcat]on et

factorisation, on obtient :

T = %p (é—%}[é‘ + ][?J-J (q'rf +q’r§)—2p]§2(?] (é+£)q,q2 (3.13)

Remplagons (3.12) dans (3.13), aprés tout calcul fait on obtient I’expression finale de
’énergie cinétique de I’arbre :

T, =0.0893 (g} + ;) —4.9477x107° Q4,q, (3.14)

3.3.1.3 Energie cinétique du balourd

L’¢énergie cinétique du balourd est (voir chapitre 2, expression (2.27)) :

T, = m, Qd (1 cos Qf —wsin Q) (3.15)
Les déplacements doivent étre évalués 4 y =/, et compte tenu des expressions (3.1.1),
(3.1.2), I’expression (3.15) devient :

T, = m,Qde(l,)(¢, cos Qt — g, sin Qr) (3.16)
Aprés tout calcul fait, on obtient I’expression finale de I’énergie cinétique du balourd :

T, =1.299x107°Q(g, cos Q¢ — g, sin Q) (3.17)

3.3.1.4 Energie cinétique total du systéme

L’¢énergie cinétique totale de system est : 7 = T, +7, + T} . Aprés tout calcul fait,
on trouve :

T =6.9913(4; +4;) —2.8732Q4,q, +1,299x10~°Q (¢, cos Qr — ¢, sin Q) (3.18)
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3.3.1.5 Energie de déformation de ’arbre

L’énergie de déformation de I’arbre est (voir chapitre 2, expression (2.21)) :

EL' (%) (owY
U =—/||| — d 3.19
’ 20(5y’]+[5y2J g e
On remplace les expressions (3.1.1) et (3.1.2) dans (3.19), on obtient :
41
U, =£(q]2+g;) (EJ fsinz(ﬂjdy (3.20)
2 1) !
4
El(x\(1] I
HE)E Heva) (.21)

Apres tout calcul fait, I’expression finale de I’énergie de déformation de I’arbre est :
U, =5.977x10°(¢q? + ¢2) (3.22)
3.3.1.6 Equations de mouvement
Les équations du mouvement sont déduites des équations de Lagrange (voir chapitre
2, expression (2.1)). L’application des équations de Lagrange conduit 4 :
13.98264, —2.8732Q ¢, +1.1954x10°g, =1.299x10~° Q% sin Q¢ (3.23)
13.98264, +2.8732Qq, +1.1954x10°¢, =1.299x107°Q? cos Q¢ (3.24)
Qui sous une forme générale s’écrivent :
mi, —aQdq, + kg, = m,dQ*¢(l,)sin Q¢ (3.25)

mq, +aQq, + kg, = m,dQ*¢(l,) cos Qt (3.26)

3.3.2 Fréquences propres en fonction de la vitesses de rotation : diagramme

de Campbell
Le rotor est tout d’abord étudie en mouvement libre. Seule la solution des équations
(3.25) et (3.26) sans second membres est considérée :
mg, —aQdg, + kg, =0 (3.27)
mg, +aQdq, + kg, =0 (3.28)
Soit sous une forme matricielle :
R n B o S
o — -~

Matrice masse Matrice gyroscopique Matrice raideur
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La deuxiéme matrice représente |’effet gyroscopique. Les deux autres matrices sont les

matrices de masse et de raideur. Les solutions des équations (3.29) sont sous la forme :

¢()=0, " (3.30)
9,(1)=0, " (3.31)
Remplacons (3.30) et (3.31) dans (3.29), il vient :
{k+mr2 —arQZHQ]}:{O} (3.32)
arQ  k+mrt||O, 0

Pour une solution non triviale de (3.32), il faut que le déterminant soit égale a zéro,
d’ou I’équation aux fréquences propres :

m’r* + Rkm+a’Q*)r* +k* =0 (3.33)
A L’arrét (2 =0), les racines r g et r5pde (3.33) sont :
rlé =ry = j2w120 =jlwj =——

D’ou les fréquences propres a ’arrét :

k
@y = Wy = \/; (3.34)

En rotation (Q = 0), les racines de (3.33) sont »; et », qui sont :

I 2y 22
a“Q dm o :
f‘lz =- 0—7120 +_2m_2[1— 1+ azgz]o ]} =_]2&)12 (3.35)
[ 22 2,2
rl=— o+ az‘:; (l—k 1+ 4;&'0 ”=fzwzz (3.36)

D’ou les fréquences propres en rotation :

22 2,22
wl=\/m;+“2;;[1 1+4:;§;°] (3.37)

a O f Am? w3
a)z =\/a)|20 +W[l + 1+ azg;o (3.38)

Les équations (3.35) et (3.36) montrent que 7’ et r; sont des quantités négatives, ainsi

que » et r, sont imaginaires et la solution générale du mouvement reste limité dans le

temps, le mouvement du rotor est stable.

STr<
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La représentation de o, =w,(Q) et o, =w,(Q) est le diagramme de Campbell. En
général, le diagramme de Campbell représente f| et f,
f = 2 (3.39)
fh=w,/27 (3.40)
en fonction de la vitesse de rotation N(tr/min) qui est reliée a (rad/s) par :

N=30Q/7 (3.41)

Q2 et w sont des pulsations et f est une fréquence. Dans ce qui suit, les trois quantités
sont simplement appelées fréquences.

Le diagramme de Campbell (f, = f,(N), f5 = f,(N)) est présenté sur la figure 3.3 et
les intersections de f£,(N) et f,(N) avec les deux droitzs sont indiquées. Les points A
et B correspondent aux intersections avec la droite /= N/60. A ces deux points, une
fréquence propre du rotor égale a une fréquence de rotation. Les points C -et D
correspondent aux intersections avec la droite f=0.5N/60. Ces deux points
correspondent & une fréquence propre du rotor égale a la moitié de la vitesse de
rotation. Il est intéressant d’avoir une expression générale des fréquences

correspondantes aux point A, B, C et D. La relation entre @ et Q est:

a1 =503 (3.42)
ou s=1en A et B, s = 0.5 en C et D, les expressions (3.35) et (3.36) permettent
d’écrire

r=tjo==%jsQ (3.43)
qui substituée dans (3.33) donne :

s (s*m? —a?)Q -2 kms* QP+ K2 =0 (3.44)

Les solutions en fréquences de (3.44) sont :

e ety g (3.45)
s(sm+a) s(sm—a)

et a partir de (3.43)

’ k
@ =8 m (346)

qui correspond aux points A pour s = 1 et au point C pour s =0.5 .

ST
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‘ k
w, =S8 m (347)

qui correspond aux points B pour s = 1 et au point D pour s =0.5 .

f(Hz) 4
100 - W
\I

] 0
50 = y 0-5“16

60 - B - .
48.26 .

40 -
Pr.1

20 -

2620 3280 4822 7753
: e SIS — SRR e —— P

0 1500 3000 4500 6000 7500 g000 N (tr/min)

Figure 3.3: Diagramme de Campbell

Pour I’application considérée, nous avons :

a)ED

e Les fréquences propres a I’arrét : £, =g‘~°~ = fo - 48.26 Hz
T T

e EnA:f,=43.67Hz; N=2620 tr/min
e EnB:f;=54.68 Hz; N=3280 tr/min
e EnC:f;=40.19 Hz; N=4822 tr/min
e EnD:f,=64.61 Hz; N=7753 tr/min

3.3.3 Réponse en vibration libre

Choisissions ’ensemble de conditions initiales suivant :

§,(0)=0; ¢,(0) =g3; ¢,(0) =—@,g5; 4,(0)=0 (3.48)
Remplagons les conditions initiales (3.48) dans (3.30) et (3.31), aprés simplifications,

nous obtenons :
(3.49)

(3.50)

q,(t) =—qq sinajt

q,(t) = q,, cosayt
N ile—r
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Les déplacements u(y,t) et w(y,t)d’un point situé a une distances y de I’origine o

sont donnés par (3.1.1) et (3.1.2), soient :

u(y,1) =—q5 sin%sin ot =-Rsinwt (3.51)

W(Y,1) = g, Sin %cos ot = Reosayt (3.52)

Ces deux expressions entrainent :

R=~[2 () + W (3,1) =y sin? (3.53)

Les points situés sur I’axe du rotor décrivent donc des cercles. Avec I'ensemble des
conditions initiales choisies, I’orbite est décrite (Fig. 3.4), dans un sens opposé au sens

de rotation Q; le rotor est dans la situation de précision inverse (Pr.I).
Z,w

at=10

u v
0.000000E+00  8.660255E-04
-5.480777E-05  8.642094E-04
-1.093958E-04  8.590883E-04
-1.635452E-04  8.504429E-04
-2.170390E-04  8.383878E-04
-2.696626E-04  §.229716E-04
-3.212051E-04  8.042550E-04
-3.714598E-04  7.823156E-04
-4.202252E-04  7.372389E-04
-4.673059E-04  7.291264E-04
-5.125130E-04  6.980906E-04
-5.556654E-04  6.642560E-04
-5.965900E-04  6.277583E-04
-6.351227E-04  5.887438E-04
-6.711091E-04  5.473688E-04

|
|

-0.001 -

Figure 3.4 : Trajectoire du centre géométrique du rotor au niveau du disque (y = //3), Précision
Inverse (Pr.I), N=2620 tr/min.

Choisissions maintenant un autre ensemble de conditions initiales :

7,(0) =410 39,(0) = 0;4,(0) = 0;¢,(0) = —,q,, (3.54)
Remplagons les conditions initiales (3.54) dans (3.30) et (3.31), aprés simplifications,
nous obtenons :

q,(t) = g,, cos o, (3.55)

g,(1) = =gy, Sin oyt (3.56)
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Soit :

u(y,t) =g, sin%cos @, = R cos m,t (3.57)

w(y,t) = —q,,sin %sin @,t = —Rsin w,t (3.58)

Le rotor est dans la situation de précision directe (Pr.D) (Fig.3.5).

u W
.660255E-C4 0.000000E+00
.634377E-04  -6.689917E-05
.556898E-04  —-1.333985E-04
.428280E-04  -1.991007E-04
.249293E-04  -2.636130E-04
.021006E-04  -3.265498E-04
.744783E-04  -3.875351E-04
.422275E-04 -4 .462044E-04
.055411E-04  -5.022070E-04
.646381E-04 -5.552084E-04
.197630E-04  -6.048916E-04
.711842E-04  —6.509599E-04
.191917E-04  -6.931379E-04
.640964E-04  -7.311734E-04
.062276E-04  -7.648394E-04
.459310E-04  -7.939344E-14
.835671E-04  -B8.182847E-04
.195085E-04  -8.377447E-04
.541380E-04 -8.521880E-04
.784641E-05 -8.615585E-04

00 PP G b = U1 U1 0N O = ]~ 00 0D €0 G0 00 O

Figure 3.5 : Trajectoire du centre géométrique du rotor au niveau du disque (y=//3), Précision
Directe (Pr.D), N = 2620 tr/min.

3.3.4 Réponse aux forces d’excitation
Il s’agit ici des réponses en régime permanent. Seule la solution particuliére des

équations complétes (3.25) et (3.26) est considérée.

3.3.4.1 Réponse due au Balourd
Les équations (3.25) et (3.26) avec m" =m,¢(l,), deviennent :
mij, —aQdq, + kg, = m"dQ* sin Qt (3.59)
mij, +aQdg, + kg, = m*dQ2* cos Qt (3.60)
Comme il n’y a pas d’amortissement, les solutions de (3.25) et (3.26) peuvent étre

cherchées sous la forme :
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g, () = O, sin Q¢ (3.61)
q,(t) =0, cosQt (3.62)
En reportant (3.61) et (3.62) dans (3.59) et (3.60), il vient :
—mQ*Q, +aQ’Q, +kQ, = m'dQ’ (3.63)
—mQ2Q, +aQ’Q, +kQ, = m"dQ’? (3.64)
Soit :
00 (365)

La vitesse critique €, qui rend les déplacements infinis et l’annulation du

dénominateur de (3.65) entraine :

Q. = | (3.66)

" Nm-a
Ce résultat montre une seule vitesse critique, elle correspond a la valeur de Q,
donné en (3.45) quand s = 1. La valeur correspondante est celle du point B de la figure
3.3. Comme Q,= O, les orbites décrites par 1’axe du rotor sont des cercles et la
précision est directe. Pour le rotor étudié. la fréquence propre correspondante a la

vitesse critique Q.= 343.47 rad/s est f = 54.68 Hz ; soit N,= 3280 tr/min. II faut

remarquer que lorsque © augment, la valeur limife du déplacement est :

m'd

a—m

|Q1| = IQ2| = (3.67)

Ce qui donne pour le rotor conserné :

0,| =10, =1.282x10 m = 0.001282 mm

L’amplitude Q;, de la réponse est représentée sur la figure 3.6.

SR
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0.001

0.000513 - -

0.0001 -

0.00001

1E-6 -

Amplitude (m)

1E-7

1E-8 -

1E-9

0 1500 3000 4500 6000 7500 9000
N (tr/min)

Figure 3.6 : Réponse due au balourd

3.3.4.2 Réponse due a une force asynchrone
En fonctionnement, le rotor peut étre excité par des forces asynchrones. Une force

asynchrone est une force d’amplitude constante F, tournante a une vitesse

(sQ) différente de celle du rotor. Si cette force esten y=/,, il vient :

F, = Fyg(L,)sin(sQr) = F sin(sQ) (3.68)

F, = Fg(l;)cos(sQt) = F cos(sQr) (3.69)
Donc, les équations a résoudre sont :

mi, —adq, + kg, = F sin(sQt) (3.70)

mé, +aQdq, +kq, = F cos(sQt) (3.71)
Comme il n’y a pas d’amortissement, les solutions sont cherchées sous la forme :

q,(t)= 0, sin(sQxr) (3.80)

g,(t)= O, cos(sQx) (3.81)

Remplagons les expressions (3.80) et (3.81) dans les équations du mouvement (3.70)

et (3.71), apres simplification, on obtient :

¥

391
k+(as —ms*)Q? ( )

Q1:Q2=

La vitesse critique qui rend le déplacement infini est :

k
Q, = /m (3.92)

37 5
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Le résultat montre une seule vitesse critique. elle corresponde a la valeur de Q,=7753

tr/min donnée aussi en (3.45), la valeur corresponde est celle du »oint D de la figure

3.3. La fréquence propre qui correspond a la vitesse critique donnée par I’expression

(3.47) est : w, = 64.61 Hz. Comme O, =0,, les orbites sont des cercles et la précision

est directe.

L’amplitude de la réponse O, est représentée sur la figure 3.7 pour deux amplitudes

différentes de la force appliquée & une position /3 = I/3.

Amplitude (m)
A

0.01
[ Fo=10N

@ = - | 00021 =R O o2 ey e Py R ey A 5
0.001 -
\ i

| - 0.00021 -

0.0001 -
ES | T

7753 tr/min

1E-7 i 1 1 1 1 ‘ 1 >
0 1500 3000 4500 6000 7500 9000 N(tr/min)

Figure 3.6 : Réponse due a une force asynchrone, s = 0.5.

3.4 Mod¢le non symétrique amortis

Les rotors couramment supportés par des paliers hydrodynamiques sont amortis.
L’amortissement, qui peut étre important, est de type visqueux. Le mode¢le utilisé (Fig.
3.7 a et b), Comprend deux raideurs k,, =10°N/m, k, =5x10°N/m et deux
amortissements visqueux différents ¢, =1008, ¢,, =5004, avec S est un paramétre

d’amortissement. Le modele est non symétrique. La non symétrie est introduite par les

raideurs et les amortissements inégaux du palier.
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ZzZ
A
i H1p
—&—
k Czz
/."Q brd
0. Fens 2 Ermmy W e ——— Ga— — ¥V X =
A 777 U kwcm &%/
X
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-
< l > h) Amortissements et raideurs du palier

a) Modele du rotor

Figure 3.7 : Modéle simple de monorotor Amorti

Le travail virtuel des forces extérieures agissantes sur I’arbre au nivaux du palier se
met sous la forme (voir expressions (2.22) et (2.23) du chapitre 2) :
SW=-kyubu—k,,wSw—cyidu—c,,wéu (3.93)
En tenant compte des expressions (3.1.1) et (3.1.2), I’expression (3.93) devient :
SW =~k (10,89, ~ ks (1)0250 — € (1)060, €8> (L)0nBg,  (3.94)
D’ou les forces généralisées :

F, =kt (L)g, — et (L)4, (3.95.1)
F, =~kp9*(1)q, —Cr¢” (1), (3.95.2)
L’utilisation des expressions (3.95.1) et (3.95.2) entraine
k =k+kyo*(1)

k, =k+k,,0*(,)

& = Bl (L)

& =il () (3.96)
Les équations de mouvement (3.59) et (3.60) deviennent alors :

mé, —aQdq, +c¢,q, + k,q, = m"dQ’ sin Qt (3.97)

mi, +aQdg, +c,q, +k,q, =m’dQ* cos Qs (3.98)
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3.4.1 Fréquences naturelles et vitesses critiques
Les équations (3.97) et (3.98) sans second meinbre s’écrivent :
mg, —afdq, +c,q, +kq, =0 (3.99)
mg, +aQdq, +¢,q, + k,q, =0 (3.100)
Les solutions des équations (3.99) et (3.100) sont recherchées sous les formes (3.30) et

(3.31), ce qui conduit a I’équation caractéristique :
m*r® +m(c, +c,)r + (km+kym+cc, +@a*Q)r* + (kye, + ke,))r+kk, =0 (3.101)

En général les valeurs des coefficients d’amortissement ¢, et ¢; sont telles que les

racines de I’équation (3.99) sont des paires de quantités complexes conjuguées qui se

mettent sous la forme r, = o, + jo, et qui donnent ainsi les fréquences propres ,(Q) et
les taux de décroissance o,(Q). L’instabilité, si elle existe, apparait tout naturellement

lorsque o,(Q)_sont positifs.

Nous présentons sur la figure 3.8.a, I'évolution des fréquences propres (f; = @/27),
c'est-a-dire la partie imaginaire de 7; , en fonction de la vitesse de rotation N pour un
faible amortissement du palier (f = 1). Les points A et B correspondent aux
intersections avec la droite f=N/60. A ces deux points, une fréquence propre du
rotor égale a une fréquence de rotation. Le diagramme de Campbell donne I’évolution
des fréquences naturelles en fonction de la vitesse de rotation et permet de visualiser
approximativement les vitesses critiques potentielles & cause de l'amortissemnent.
Les vitesses critiques ne sont vraiment déterminées que lors de la réponse aux balourds
ou de la réponse a une force asynchrone. Autrement, la vitesse critique due a un
balourd ou & une force asynchrone ne correspond pas exactement a I’intersection de

courbe de fréquence avec la droite /= N/60 du diagramme de Campbell.

Nous présentons sur la figure 3.8.b, le taux de décroissance o, c’est-a-dire, la partie
réelle de r; , en fonction de la vitesse de rotation N pour le méme parameétre
d'amortissement (£ = 1). On constate que toutes les valeurs de o sont négatives, alors

le mouvement du rotor est stable.
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Figure 3.8 : Diagramme de Campbell et taux de décroissance pour § =1

Sur les figures 3.9.a et b, on présente respectivement la variation des fréquences
propres et le taux de décroissance en fonction de la vitesse de rotation du rotor pcur un
amortissement important (f = 15). Le diagramme de Campbell est trés différent en
comparaison avec la figure 3.8, et le mouvement est stable.

Sur les figures 3.10 a et b, on présente respectivement, la variation des fréquences
propres et le taux de décroissance en fonction de la vitesse de rotation du rotor pour un
amortissement trés important (f = 26). On ccnstate qu’une fréquence propre
n’apparait pas avant que la vitesse de rotation atteigne une certaine valeur (N = 5250

tr/min). On constate aussi que le comportement du rotor est stable.
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Figure 3.9 : Diagramme de Campbell et taux de décroissance pour g8 =15
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Figure 3.10 : Diagramme de Campbell et taux de décroissance pour S =26

3.4.2 Réponse aux forces d’excitation
3.4.2.1 Balourd

Comme le systéme est amorti, la réponse n’est en générale pas cn phase avec la
force du balourd. Les solutions sont cherchées sous la forme suivante :

q,(t) = A, sinQt + B, cosQt (3.101.1)

g,(t) = A, sinQt + B, cos ¥ (3.101:2)

Ces expressions sont reportées dans les équetions du mouvement (3.97) et (3.98) et
chaque équation conduit a deux équations traduisant 1’égalité des facteurs de sin Qr et

de cosQ¢. Cela donne un ensemble d’équations algébrique linéaire qui s’écrit :
q georiq q

k-mQ*  —¢Q 0 aly’ 4 m'd Q’
;52 k, —mQ? -aQ) 0 B, _ 0 (3.102)
0 —aQ?  k,-mQ? -, | 4 0 '
aQy’? 0 ,Q  k-mQP | B, | |mdQ?

Pour une valeur de £, la résolution de (3.102) donne 4,(Q), B,(2),4,(Q),B,(Q) et

donc Q,(Q) et O,(Q) a partir de :
Q(Q) =4 +B] (3.103.1)
0,(Q) =4, +B, (3.103.2)
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La résolution du systéme d’équations algébrique linéaire (3.102) s’effectue par la
méthode directe de Gauss-Jordan. La programmation s’effectue en langage
FORTRAN.

L’amplitude composante du balourd est présentée dans les figures 3.11, 3.12 et
3.13 pour différentes valeurs de B. Pour la figure 3.11, on observe deux pics
correspondants aux vitesses critiques 2730.5 tr/min et 3450 tr/min. On constate aussi
que I’amplitude maximale de la réponse au balourd correspond a une vitesse de
rotation supérieure a celle obtenue par le diagramme de Campbell figure 3.8, surtout
lorsque 1’amortissement cst important (vorr figures 3.12 et 3.15). Des que
’amortissement est important on n’observe pratiquement plus de vitesse critique

(figure 3.13).
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Figure 3.11 : Amplitude de la réponse au balourd pour =1

STe R




Chapitre 3 : Etude des modéles simples de monortors

Amplitude (m)

e

3.00E-6

2.50E-6

P I

2.00E-6

Pl MV

1.50E-6 —
1.00E-6 -

5.00E-7

D.00E+0 5 v 1 o | T T T T e T T e -
0 1500 3000 4500 6000 7500 9000 10500 12000 13500 15000 N (tr/min)

Figure 3.11 : Amplitude de la réponse au balourd pour =15
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Figure 3.11 : Amplitude de la réponse au balourd pour =26

3.4.2.2 Force asynchrone
Les solutions sont cherchées sous la forme :
g,(t) = A, sin(sQr) + B, cos(sQ) (3.104.1)
q,(t) = A, sin(sQt) + B, cos(sQ) (3.104.2)
Pour déte“miner la répons due a une force extérieure asynchrone, on procéde de la

méme maniere que dans le cas d’une force de balourd.
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Conclusions générales

Ce travail avait pour objectif, la modélisation du comportement dynamique des rotors
flexibles (modéles simples de monorotors), avec la prise en compte de [’effet
gyroscopique.

L’objectif est détudier les principaux phénoménes de base qui caractérisent la
dynamique des rotors flexibles a savoir : variation des fréquences propre en fonction de la
vitesses de rotation; effet gyroscopique; effet d’amortissement; effet des forces

d’excitation et instabilité.

Dans le deuxiéme chapitre, les différentes caractéristiques des €léments de rotors
(arbre, disque, palier, balourd) sont déterminées. Le disque est modélisé par un solide
indéformable, ’arbre est modelisé par une poutre continue, les paliers hydrodynamiques
sont modélisés par un groupe de ressorts et d’amortisseurs. Deux types de balourds sont

modélisés : cas d’un balourd concentré et cas d’un balourd réparti.

Dans le troisiéme chapitre, deux modeéles simples de monorotors sont ¢tudiés : un
modele symétrique non amorti et un modéle non symétrique amorti. Dans les deux cas,
les paliers extrémes sont supposés infiniment rigides, les déformés propre d’une poutre en
flexion simplement appuyée sont alors utilisés pour décomposer les déplacements de

I’axe du rotors.

D’aprés cette étude, nous avons tiré les conclusions suivantes :

v La prise en compte de I’effet gyroscopique di au disque ou a I’arbre ainsi que les
caractéristiques du palier hydrodynamique rond les fréquences propres variant en
fonction de la vitesse de rotation. Le comportement libre du rotor est résumé par le
tragage du diagramme de Campbell.

v" A’partir du diagramme de Campbell, en peut déterminer les vitesses critique de
rotation que se soit en vibration libre ou forcées (balourd et forces extérieures

asynchrone).



Conclusions générales

v" Dans le cas du modéle symétrique, la trajectoire est toujours circulaire.

v" Dans le cas du modéle symétrique non amorti étudié ici, la vitesse critique due au
défaut de balourd coincide exactement avec le point B sur le diagramme de
Campbell (N.,=3280 tr/min). La vitesse critique due a ’application d’une foice
asynchrone de fréquence 0,502 coincide exactement avec le point C sur le
diagramme de Campbell (N, =7753 tr/min).

v" Dans le cas du modéle non amorti étudié ici, la non symétrie est introduite par les
raideurs et les amortissements différents du palier.

v" Avec la présence de I’amortissement, les racines du polynéme caractéristique sont
des paires de quantités complexes conjuguées. Dans ce cas, |’instabilité peut avoir
lieu. Le tragage d’un deuxiéme diagramme (taux de décroissance) est indispensable
pour le cas étudié, le rotor est stable dans les plages de vitesses choisies.

v' Dans le cas du modéle amorti, le diagramme de Campbell permet de visualiser
approximativement les vitesses critique dues aux balourd et & une force asynchrone
qui sont déterminées a partir de la réponse (balourd et force)

v" Le comportement dynamique d’un rotor amorti est totalement déferant a celui d’un
rotor non amorti.

v" Dans le cas d’un modéle non symétrique les orbites sont elliptiques.

v Les vitesses critiques de rotation dues au défaut de balourd, déterminés a partir de
I’amplitude de la réponse sont décalées en amant par rapport 4 celles déterminées

sur le diagramme de Campbell surtout lorsque I’amortissement est important.
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Annexe A : Détermination du vecteur rotation du disque

Annexe A
Détermination du vecteur rotation du disque

1 Systéme d’axe et de coordonnées

Le systeme d’axe et de coordonnées utilisés dans 1’étude de la cinématique et

dynamique des rotors en flexion est présenté par la figure 1 (voir aussi chapitre 2).

%2 £ =g
P A
¢
7 %
A
2=y
g
/\ yl
4
> ¥
27/ \41a
# !
X ¢ Ew=w(l;,t)
X=X i
0 1 2 X . = > ¥
I ! ’,-"l}=u(l‘r,t)

X
Figure 1 : Repéres de référence du disque rigide sur I’arbre flexible

Premiére rotation :
v s > r/,f) oo -
(XaYaZ) _M!—_"_) (X1, Y1:2,=Z2)

X cosy siny O][X
P p=|—siny cosy OKY
Z 0 0 1|2

)

[R]

m




Annexe A : Détermination du vecteur rotation du disque

Deuxiéme rotation :

o rot(8,%) . 2 a4
(x1=y1sz1) ’(xz = xl=y2’zz)

Az
Z)

[N
D

501 o o F
g Y, r=|0 cos@ siné@ [y
To Z,] |0 —sin@ cosé ||z
=5 | TS

Troisiéme rotation :

(%, Py, 2,) —2ED) 5 (3,5 = 3,,7)

A -
2 z
N\l X cos¢ 0 —sing ||X,
Y= 0 |7
7, o Z smgé 0 cos¢ ||Z,
4‘¢\(1/-)y=y2 [&]

D’ou le vecteur rotation :
p=(R/R)=yz +0%,+py

2. Expression de @(R/R,) dans la base (X, ,Z)

X x5 ¥y x
y = [Rz] ¥yp 3 TR ol [R3]I y
z Z 5 £ z

cos¢g 0 sing ||x
= D 1 0 v
—sing 0 cos¢g ||z

Doll: X, =cos¢Xx+singz
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I

x " X X
Vi=[R:][R. 37 = 17, Z[Rz]'r [Rs]‘r ¥
Z zZ A 1 z
X, cosg 0 sing ||cosy -—siny O0][x
=4 i, == 0 1 0 siny  cosy 0|4y
Z, —sing 0 cos¢ 0 0 ||z
cos ¢ 0 sin ¢ x
=| —sinfdsing cos@ -—sinfcos¢g Ky
—cos@sing sinf cosfcosg |(|Z

D’oli: z, = —cosfsing X +siné y +cosfcosg z°
Le vecteur rotation exprimé dans la base (X, y,Z) s’écrit alors:
a*)(R/RO):a//'[— cos & sin ¢£+sin6}+cos6’cos¢Z]+9[cos¢7c+sin¢§]+¢5j:
= (@ cos ¢ —yr cos @sin @)X + (4 +sin 8) § + (sin ¢ +y cos O cos ¢)7
D’ou, on obtient :
—«‘-Pcost?sin¢+9cos¢

w.l’
B(RIR,)={w, ¢ = d+yrsiné
o. yr cos@cosg+Gsin g



Annexe B : Energie de déformation d’'une poutre en flexion

Annexe B

Energie de déformation d’une poutre en flexion

1. Rappels d’élasticité

Considérons une poutre continue repérée dans une base orthonormée (x, y, z), un
point B(x, », z) de ce milieu continu qui subit, a un instant donné ¢, des dépassements

(u,v,w), des déformations &; et des contraintes 0j, Czs grandeurs sont définies et reliées

par les relations suivantes [8] :

z
[}

z| /"

v
N T E / \ v
-~ - U B

=

-
-
-
-
-

/ Figure 2.1 Elément de poutre en flexion

X

Déplacements :

u=u(x,y,z,t)
VTR u, i=1,2,3 (B.1)

w=w(x,y,z,t)

Déformations :

- Ou;
&j =l[—a i u’} (B.2)
2|0x, 0x

Contraintes : Pour un matériau isotrope, la loi de Hooke s’écrit :
o, = A&y, +2Gs, (B.3)
Avec
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du Ov ow . e
B Tl vy, Ve, B2 dZV(u)
» Ox ay Oz
T o
(1+ov)(1-2v) Constantes de Larné
E
G=u=
2(1+v)

E: Module d’¢€lasticité d”Young
v: Coefficient de Poisson

0 :ist i
= {1 L I_?& i _ Symbole de Kronecker
s i=j

2. Energie de déformation par unité de volume

L’énergie de déformation par unité de volume est donnée par :

1

1. .
UZEO-'IE'J ZE[O']'F[E] (B4)
Les contraintes sont liées aux déformations par les relations suivantes (loi de Hooke) :
- 5 b ..
1 e |
) l1-v 1;1) :' (&)
(o e 1 ! 0
= I-v 1—p | o] £,
O, 1 | : h
o.. El-v) |1-m_ d-p._ ' | JE
R T v e — i T =lolie B3
o (1+0)(1-20v) P 0 £,
L 2(1-v) y
P | [-20
- [0] i ; 0 &
o | 2(1-v) -
| z
L0 0 i N
. | 2(1-v)

Avec|[D] est la matrice des coefficients d’élasticité.

De Saint Venant a démonté que [9] :
O- = O-ZZ = O-XZ = 0 (B'6)

Avec cette hypothése, on peut analyser le comportement d’un élément de poutre qui décrit
par les déformations du centre de gravité de la section. La figure 2.2 représente les

contraintes non nulles sur la face d’un élément de la poutre. Avec les I’hypothéses
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définies par lcs relations (B.6), et en tenant compte des relations générales de 1’élasticité,

on montre que (on néglige les déformations dues a o, cta g

ov 8w 8*u

£, =——Z——X— (B.7)
Ty oy o
Avec
% : Résulte de la traction- compression suivant I’axe (o,y)
o*w . 0ou o ) ]
z— et x— : Résultant de la [lexion dans les plans (o, v, 2) €t (0, x. ¥)
(b’ Cb?
z
A v |
2.
N _AB dv
"
/ \ O-,VIV
O'yx E
I
X oA
x
Figure 2.2 : Contraintes non nulles sur une fagade d’un élément
de volume de la poutre
L’énergie de déformation par unité de volume se simplifie a :
1
U= answ (B.8)

Selon I’hypothése de Saint Venant, on peut démonter que (o, =0..=0—¢,=¢.=-vg ):

o, =Ee, (B.9)

3. Energie de déformation totale de la poutre

L’énergie de déformation totale de la poutre est obtenue en intégrant sur son
volume :

U,=jUdV=i”Udsdy
0 s

v

1 (oY b (aw) 1 (Y
=§E5[5[5] dy+§E5[]I[5J dy+5E6'A]z(§] dy (B.10)
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Avec s est la section de la poutre, I, est le moment d’inertie de section par rapport a I’axe
(0, x5 (I = J'szS ), 1. estI’inertie de section par a ’axe (o, z), (I, = Ixzds )

Pour le cas le plus courant d’une poutre symétrique(/, =7, =1), I’énergie de déformation
total se simplifie a :

_EL( &%) (aw)
v, -2 J{[ayg] {@ZJ }dy (B.11)
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Reésumé

travail est une premiére élape dans la

modélisation vibratoire des rotors flexibles.

Deux modeéles mais réalistes de monorotors

sont étudiés : un modéle symétrique non amorti et un modéle
non symétrique amorti. Les différents phénoménes de base qui
caractérisent la dynamiques des rotors flexibles sont étudiés -
I"évolution des fréquences propres en fonction de la vitesse de
rotation, leffet gyroscopique, leffet d’amortissement, [’effet
des forces de balourd, I'effet des forces asynchrones et

Uinstabilité.




