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Le travail réalisé¢ dans ce mémoire de fin d’étude est structuré en: Sommaire ;

Introduction générale ; cinq chapitres ; conclusion générale ; références bibliographiques.
Chapitre 1 : Généralités sur les plaques.

Chapitre II : Méthode des différences finies.

Chapitre III : Calcul d'une plaque circulaire encastrée sur tout son contour.

Chapitre IV : Calcul d'une plaque circulaire reposant sur d'appuis simple sur tout son contour.

Chapitre V : calcul d'une plaque de forme demi circulaire encastrée sur tout son coté linéaire.




Introduction Générale :

Le calcul des structures de plus d dimension telles que les plaques ou les coques

grandes difficultés mathématigues, C’est

une
en statique comme en dynamique est lié a de trés
pourquoi I’adoption de certaines hypothéses simplifiant la tache du calcul est inévitable & nos
Jours. Le calcul statique des plaques circulaires se compligue encore lorsque certains facteurs
entrent dans le calcul a savoir la forme géométrique compliquée de la plaque, le type de la
charge extérieure sollicitant la plaque, le type du matériau composant la plaque, le type des
condition aux limites mmposées etc... Tous ces facteurs influent considérablement sur les
résultats de calcul a savoir les déflexions, les cfforts internes, les contraintes, les déformations
etc.... La prise en compte de certains ou de tous ces facteurs, sans doute, précisera les
résuitats de calcul des différentes grandeurs physiques ce qui les rend plus réeiies. Cependant,
le calcul en considérant tous ces différents facteurs n'est possible, sauf pour certains cas

limités et possible que par des méthodes numériques vu la complexité de la tache.

L’approche proposée dans ce mémoire pour ie caicui statique des piaques circuiaires

de différentes conditions aux limites se base sur 1’application de la méthode des différences
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les trois directions essentielles qui intéressent ’ingénieur: (i) le savoir de la théorie
d'¢lastique; (ii) le savoir des différentes méthodes numériques de calcul; (iii) le savoir de la

construction des codes de caicui.

L arrivée a cette fin, nécessite la discrétisation de la plaque en un nombre d’éléments
finis, le nombre est proportionnel au degré de précision désiré. Ensuite, la modélisation selon
fes aigorithmes appropriés pour chaque cas iraité. La résoiution de T"équation différenticiic
des déflexions de la plaque circulaire de différentes conditions aux limites et soumise aux
différents types de charges extérieures représente travail principal de cette étude.
L introduction des conditions aux iimites et ie type du chargement extérieur diminue Ia tailie
du systéme étudi€ et allége un peu la tiche. Cette opération aboutit & un systéme d’équations
matricielles de vecteur d’inconnues représentant les déflexions de la plaque. La formulation
de ia mairice de rigidité du systéme, ainsi que sa résoiution nécessite ia construction d'un
programme de calcul en utilisant le logiciel Mathematica. Enfin, pour la bonne présentation
des résultats du calcul (graphiquement) on procéde aussi a I’utilisation d’un autre logiciel qui

est Fortran pour fournir Data au iogiciel Viathematica.
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Chapitre I . Généralité sur les plagues
E

L. Généralités sur les plaques :

Les plaques occupent une position particuliére vu leur large application dans les différents
domaines, comme la construction, I’aviation, et certaines parties des diverses machines. .. efc.
L'importance des plaques ne cesse d’augmenter guere. puisque leur utilisation augmente aussi
avec le développement technologique. On peut définir la plaque comme étant un solide

déterminé par une surface de référence (plan xy) et par une épaisseur § petite par rapport aux

autres dimensions (longueur et largeur). Une plaque peut étre constituée d’un matériau
homogeéne ou peut étre obtenue par l'empilement de différentes couches de matériaux

orthotropes.La théorie des plaques est basée sur les hypothéses suivantes: [1, 2, 3, 4, 5,6]:

* L’hypothese dite de section droites (ou planes), les points situés sur une normal 2 la

surface moyenne non déformée restent sur une droite dans la confi guration déformée ;

® L’hypothése des déplacements u et v (suivantx et ¥ ) d’un point quelconque varient
linéairement en z et le déplacement transversal w (suivant z) n’est fonction que dex et y.

Cette hypothése a été initialement proposée pour les plaques isotropes, mais ensuite a été

appliquée aux plaques orthotropes et multicouches :
e L’hypothese du plan neutre ou le plan (xy) noté A est généralement le plan moyen de la

plaque: ~1<z>7, avec t = g et & c’est I’épaisseur de la plaque.

Toutes ces hypothéses conduisent au modéle classique généralement associé au nom de

Kirchhoff I11 Dans 1a théorie des défarmées des plaqnes le plan moven ione nn role important

dans son calcul.

Considérons les axes (ox) et (oy) paralléles aux plan moven de la plaque et ’axe (oz)
perpendiculaire & ce plan et dirige vers le bas. Par conséquent, les déformées du plan moyen

(déplacement verticaux) w sont fonction de x et ¥i

w=w(x,y) (LD)

Cette expression est dite I’expression des déformées du plan moyen de la plaque.
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Fig. L1 : les formées du plan moven de la plague
L’¢épaisseur de la plaque considérablement influe sur la déformation de la plaque. On distingue

trois types de plaques selon le rapport %,

Ou

a . dimension de la plaque dans Ie plag {xy} €l & soni Epaisseur.

Si — <80, alors la plaque est du type épais. Le calcul de ce type de plaque se fait avec la

RO

considération de toutes les composantes des contraintes spatiales. Si le rapportg 280, alors la

plague osi du iype USs mince ou la piague devicsi uie wombiane, Yui iavailie sous condibons

aux limites bien déterminées.
La plus part des plaques, ce qu'on appelle plaques minces, ayant le rapport% suivant:

8....10 < —<80....100. Ce type de plaque peut étre divisé en deux catégories : plaques rigides

RN

et plaques déformables.

S1 le rapport gs 0,2.....0,5, dans ce cas les détormées peuvent €tre négligees et la piaque peut

étre considérée comme étant un solide rigide ;

. w : : s
Si le rapport = 20,5 dans ce cas la plaque travaille a la flexion et se considére comme une

membrane. Par exemple, les plaques en béton armé. en général, des plagues rigides par contre les




Chapitre I : Généralité sur les plaques
toles en acier peuvent &tre considérées comme des plaques rigides ou des plaques déformables,

tout dépend des sollicitations auxquelles on été soumises,

Les forces extérieures peuvent étre considérdes appliquées au plan moyen normalement. Les
contraintes normales O sur tout €lément paralléle au plan moyen peuvent étre négligées par

comparaison aux contraintes o, eto,
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Fige. 1.2 : les contraintes dans la section de la plaque

Le plan moyen ne subit aucune contraction ni extension lors de la flexion de la plague, le

déplacement d’un point du plan moyen se réduit donc & sa seule composante normale w(x,y)
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La tache principale dans le calcyl des plaques est de déterminer les contraintes et les efforts

et
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résoudre ce probléme en tenant compte comme inconnues les fonctions des déformées

w=w(x,y). Aprés la détermination des déformées W, on pourra déterminer le reste des

inconnues (contraintes et efforts internes) en appliquant les lois de la théorie d’*élasticité

exprimée par w.

Si une plaque sollicitée par une charge extérieure 9 =q(x,y), la plaque se déforme et son

plan moyen se détermine aprés déformation par la fonction w — w(x,y).

Coupons de la plaque un élément de dimensions AxA yd (fig.1.3):
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Ax

Fig. 1.3 : Les déformations d U point situé sur Je plan moven de Iq Plagun

D’aprés ’hypothése, e plan moyen ne subit pas de déformations latérales, Ie point O se
déplace uniquement dans le sens vertical par une entité qui définit 1a déformée w, et la normal

w

=— etun
g,
4 ,

angle 4 *
angle A

mn fait une rotation (fig.1.3). D apres fig. 1.3, la normale mn tourne par un angle g = i
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2 2 2
1 ow 5 1_(';7124’;/1’2_é7w= (14)
p, o Axdy

Pour les potitcs délotmatlons, Xx €y, représentent leg courbes des éléments dxdy et y leur

rotation.

Fig 15 : Les paramétres de déformation du plan moyen

OnCainte f ot e dans e

Daprés I’hypothese dans laquelle o.=0, les contraintesax,oy et 7 (fig 1.6) se

déterminent par T'application de 1a 1oj de Hooke:

O-x & El(gx +#£y) = E] (Zx +4u2ry)z>
Y= E(g, +ue,) =B,(x, +ux, )z

(1.5}
v=0, =E (- wxz
i E
g =—nr .
(I-w’)

# : Coefficient de poisson

Ty

: Module d’élasticité
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Fig. 1.6: Représentation des contraintes dans des sections de la plaque

Les contraintes o, au bout de I'¢lément &.Ay aménent au moment de flexion suivant :

% %
2 2
I (6.dzAy) = AYE, (x, + px,) Izzdz =M _ Ay (L6)
% %
Ou
53
e |
M, 12 (x, +px,
Analogiquemcent, on déterminc les cxpressions de A/, ot du moment de rotation H
2 2
AL _ N ..-..-\_r\faw aw\.
.ﬂl'.lx '-L/\.,tx F")’-‘F—U'\:\_2 A 2)’,
(929 oy
’w  &*w
My e D(xy yxx) = —D(ayz a—z), (17)
o’w
My, =D{l= @)g=D{l - p)——,
Oxdy
ES  ES? W
Ou:D=—"—= - s appelle rigidité cylindrique de la plaque.
12 12(1—-w9)
Pour une plague de section rectangulaire AxAy et d’épaisseur §, tel que: AY =Ay=1, les
expressions des contraintes peuvent prendre la forme suivante
121.\!4 ley 12.&.&
= X . o . o
o, =5 z,6, = e ke 5 2, (1.8)




Comme nous avons indigué précédemment qu’il v a une seule fonction inconnue w, donc

I’équation différentielle des déformées de la plague ne fait intervenir qu’une seule variable w |

D’apres les lois fondamentales des résistances des matériaux, les équations d’équilibre d’un
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Ou Q: Ieffort tranchant dans la section de la plaque.

TV:i: crrotdoaaas /T ON TS 15 mrein s ais St s .
L sysieme (1.Y), of consider ap 1ICIC Cquatioil :

71

NN
1)
Qui doit contenir uniquement les inconnues w_Pour déterminer Q_ nous devons utiliser la

deuxieme et Ia troisiéme équation du systeme (1.9)

. M, oH Ja(azw ’w) ol, o]
Y= ot A T Y aa jb— (A= Ei i .11
ox oy (eriax® @ ) oy | oxay ||

Apres simplification, les expressions de O, prennent la forme suivante -

0, =-D2 (v2w),
ox

(I.12.a)
Analogiquement, pour O, on trouve :
: a Fw  dw. e
e = 1.12.b
Q}’ @ ax2 ay2) ( )
Ot

~J




2 2
Viw = d 1: + a_v;v
ox* oy
Reportons I’équation (I.12.a) et (1.12.b) dans I’équation (1.10) on obtient 1’équation (I.13)
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D
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0 O LW A (1.14)
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Cette équation a été obtenue par le savant Frangais : Sophie Germain en 1811
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I’expression suivante :

(a2 1 2 1 a2 \/:32-.,. T TG - LN
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L’introduction des conditions aux limites intervient dans la fonction w pour les différents

types d’appuis sur lesquels la plaque repose. L’expression de I’introduction des conditions aux

limites nécessite un exemple d’application (fig.1.7).

Fig. 1.7 : Introduction des conditions aux limites

£t Yo alsienis st Meaaalio oo $oo Wi & o
Ul ld L!g.i.7, id praque CSt IHUSLICE avee IES JOIHICes suivanies

v =0 — La plaque est encastrée |




- Geénéralité-sur-les plagnes
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Les cotés (x=0 et X = a) — la plaque repose sur un appui simple ;

Le coté (y = b) — ia plaque est libre.

Dans ce cas tous les points de la plaque en contact avec les appuis leurs déplacements sont nuls.
La condition de non rotation des points (y =) s’ajoute a ce type de piaque, ce qui conduit a

écrire :

~
=l
[us—y
(@3
=

(L17)

x=0,x=a>

w=0x=0,x=a; szﬂD(ﬁ 2 +Iu a2
% <

Dans ce cas les appuis simples se considérent rigides ou w=0, la ligne x=a et x=0 ne se

~
s3L

sont nuis, ce qui nous permet d’écrire:

¥ i . Ow
daeiorme pas, ¢ est pourquoi 5 Bl

P ]
=
o
o0

N’

f\]
W=ij

st que les contraintes dans cette

S’agissant du coté lihre (1 = h) une antre condition S’impose ¢’

section sont nulles et par conséquent les efforts internes sont aussi nuls :

5 nil 2 Al v Al
1

Iw_v = V=D;g_v = .y=b5H =U!_v:b'

7N
[
e &
D
(S

Cette derni¢re condition permet de préciser les expressions des efforts tranchants :

oH g =0 L2 ) (1.20)

E Y

v, =0, +
En rapportant "équation (1.20) dans 1’équation (1.19), on obtient :

M, = of i, =l (121)

Exprimons I’équation (1.21) en fonction de w, on obtient :

N2
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Vo=-p 2| S X2y Y]
Ox| ox oy
Enfin, i"équation (1.21) pourra étre exprimée en fonction de w par :
{azw . o*w _ .
2 % Viy=b1
E e (1.23)
8 82w+(2__ )azw _0'
oy | &y’ ) -

Examinons une piaque reciangulaire libre de tous types d appuis e soumise 4 son comour

aux moments fléchissant M et M, tels que :

M, =m, =cst et M, =m, =cst

x

Fig. 1.8 : Plaque soumise a des moments de flexion au niveau de son contour

Pour la détermination des déformées de la plaque w on résout I’équation différentielle -

82w_'_ otw o'w

+2 + =0 (124)
axz 6x26-y2 6)}4
Cette équation est satisfaite si on adopte la solution suivante :
w=0.5Cx*+0.5C,y*. (1.25)

10
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Les coefficients C, et C, se déterminent de la condition M, =m et M, =m,.

DeTéquation (1.7) on a
M, =-D(C, +uC,)= my M, =-D(C, + uC\)=m,; H =, (L26)
D’Oﬁ: Clza‘um?,—m] tuml_mZ.

D(-4*) " D-p2)
Finalement, on obtient :

1 r.' 5.2 . o ] 2]
L\‘Hff.u — fffl Ju L piry iy )y 1

RRETTR 127)

VI.2. Solution sous forme d’une série bi triconométrique

VI.2.a. Chargement particulier :

Si la plaque repose sur des appuis simples le long de tout son contour et chargée verticalement
par une charge du type fig. 1 .9.

S

=y

Fig. 1.9. Plague sollicitée par une charge particuliére

Dans ce cas g(x, y) ayant la forme suivante -

La solution de I’équation différentielle, pour ce cas de chargement, est donnée sous forme

suivante :

w(x, ) =w, sin = sin (1.29)

)

]

L
z

Ou w, paramétre & déterminer.

11
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Reportons 1’équation (1.29) dans I’équation (I.7), on obtient :

7 o 4
s L Bl A o i 1 = ﬂy /T AN
dvi o, — Wylt .L/k ? 111—:11 Loy
71 1\ . F%
J'Lf =w T)i in”cin (1.31)
ur )-_‘ S A Fs

Pour déterminer w, reportons (1.28) et (1.29) dans I’équation différentielle (1.14) ce qui nous

permet, apres simplification, d’avoir

il s N2/ N2, N1
LAY LfmVaY (A 4 (525
" -
Ila) "Aa)la) &) |
Ce qui aboutit au caicui de
_ 9o
Wy = P o (L33)
apf 1,17
La* " 2]
D’apres (17) et (112) on aura les expressions des rectes dec efforte internes |

H=-wy(l1- y):rzDicos 2 cos 2.,
ah h

I
<Qx=w07r3D—l—L y +iJcosEsmﬂ, (L34)
a\a® b? a b
" e df E T,
10y = wom* D—| — +—5 isin "~ cos 2
L b\a®> b°) a b

Les efforts tranchants au niveau des appuis s’expriment par :

V.= (Qx +6—H—J i w0ﬁ3Dl{~l—2—+( = ‘u)]sm
G b’

ala b*
(1.35)
! [ SH\} 3 11r H ‘u) R ) ’
[Vy =LQy +§J 0= Wo T DELbZ = Jsmj.

VI2.b. Charsement séndral:

Dans ce cas la charge extérieure g=gq(x,y) est donnée sous forme d’une série bi

rigonomeétrique, (fig. i.10), suivanie :

2
S
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@K 0
n
axy)=3>q,. sm%sm ;W (136)
n=l m=1

Ou :q,, coefficient de la charge a déterminer.

af 7=4(ny)

¢
] 7
ﬁ»&»ﬁm‘éa&- r o P =7

Fig. 110 : plague sollicitée par une charge générale

Pour déterminer ¢, effectuons ie processus suivant :

L’intégrale sur la surface de la plaque associée a deux termes m.n et m,,n, est:

. ’my nry
int = in n 51 ———dxd .37
. J..fs b a L b y ( )

Prend uniquement deux valeurs -

fint=0, si m, =m et n #n

: ab
lnt:T, Stmy=m el n=n.

Cette propriété d’orthogonalité permet d’écrire la formule de 9 de n’importe quelles charges

. . may .
extérienres g(x, v). Multinlions ’evnrescion sin—"= et intdgrons cur la

""""""" e Sk i - S2us a b
surface de la plaque on obtient :
4 98 mme . nmy
o =~} j q(x, y)sin—""sin = dxdy. (138)
aby sy a b
Aprés avoir détermingé 9 12 selution de Iéquation différentielle est donnde par :

13
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Fig. 112 : Plague rectangulaire encastrée sur deux cotés el simplement appuyée sur les deys autres

chargée unifnrmément

tude des structures ¢lastiques continues sont des probiémies
d’analyse mathématique difficile dont Ia solution formelle ne peut &tre donnée que dans des cas
particnliers Anjnnrd’hni} ces problémes henvent étre réenlug numeérianement grice a la
prodigieuse vitesse de calcul des ordinateurs. I] est nécessaire, pour calculer une structure
continue, de la remplacer par une structure discréte de degré de liberté fini. Le calcyl de la
structure se réduit alors a des probiemes d’aigébre iinéaire faisant intervenir un grand nombre de

variables. L’usage du calcul matriciel allége et facilite grandement leur résolution.

*\ 16
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L. Méthode des différences finies :
e G

Cette méthode de la résolution des équations différenticlles des problémes physiques avec

I"introduction des conditions aux limites s’appelle aussi la méthode des filets.

Attn o Athada Aot Ta crvitrant -
L PINILRRIIAN WFL AN JAEL Y LILEL .

]
4
£,
T
¢
£
€
¢

Tout le domaine étudié : axe d’une poutre, surface d’une plaque, superficialité d’une coque

etc.... se couvrent nar 1n filet da lignes  dans lezquelles lenrs intersections lorment ce an’on
appelle nceuds. Pour cela, il faut construire des formules approchées, substituant les équations
différentielles aux dérivées partielles. Ces formules approchées s’expriment par les coordonnées

des nceuds, opérateurs de dérivées des différences finies, comme Ie montre ia fig.11.1

OO
4 /]| yi| 4
Fig. 111 : Discrétisation de la fonction et des dérivées partielles par la méthode des différences finies.

Ces opérateurs se mettent dans I'équation différentielle ou il faut l'accomplir dans chaque
p q p q

imitac oo fait anocs nar laoc Andratanre Aac AiffiAranna
2 (T i I )

nrand T lintradiistinn Aac nnanditinna ac
LivAacrine LR NS AF MR PRI WSBININILD

 Adink tion conditions any limites se fait anssi par le
finies. Cela conduit & un systéme algébrique d’équation dont le nombre d’équations égale celui
des inconnues. Avec I’apparition des machines de calcul, la taille du systéme d’équations
algébrique ne pose aucun probléme, car ces derniéres permettent de résoudre ce type de
systémes. La méthode des différences finies présente un moyen puissant qui sert a résoudre
beaucoup de problémes de la théorie d’élasticité, de la physique, de la science d’ingénieur B1G: s

Examinons la construction des opérateurs pour les dérivées de la fonction f=f(x), (fig
11.1). On divise la distance(ab)en un nombre d’intervalles €gaux (A) et on développe la
fonction f = f(x) en série de Taylor. Si 1 est continue au voisinage de X,. alors 7 peut
s'écrire:




Chupiire Il : Exposé de lu méihode des différences Jinies

F(xo+A)= fcxo)+f’(xo>A+§f”(xo)A2 — (1)

Posons X, = X, et appliquons I"équation (I.1) pour les points i+1 et i—1:

£omrapiad pia2 s 1 opmps
Jf—l-i—."!".fi"-",.)!,fi-'—' ':!J'-J_l TS
1 1 (I12)
! I A2 a3
fi—l=fi'_f;A+5f,-A —Ef, AN+

Si on néglige les termes de (I1.2) d’ordre supérieure a 3 et ensuite on fait la somme et la

soustraction des deux équations de (II.2) on obtient la premiere et la deuxiéme dérivée aux point

[
J -

f — _fx—é;'fm - —jx-'—15+ fin . (IL.3)
. rg BAE G
f; = f;-l AJZ: +f-|+l (H4)

Le calcul par les formules (I1.3) et (I14) est présenté schématiquement dans la fig. IL1. La

dérivée troisiéme £/ se détermine nar -

@y h.fiil 4+ ,-:_1 _ _(f;.g szi—l +f;)+(.f1 _2.](;41 s i+2)
f,v = (f )i &= A - 7./\/\2

v _=Fm R ~2 e+ L .
= (1L5)

De maniadre o nlng1m on détermine la anatridme dérivés
¢ mManere analooie on getermine 1eme derivee

vaasea S s AS g eSes

s _Jiat Zﬂi + fisz (IL6)

Ji

Les opérateurs obtenus sont symétriques par rapport 4 leur centre c’est pourquoi ils s’appellent
différences finies centralisées. On peut obtenir des operateurs qui s’expriment seulement par les

cordonnées gauches ou droites.
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\

Par exemple :

f_f - ‘3fi +4ff+1 "fi+2
e (IL7)
o _2f % 3 +4 S0z ~Jiss
L= A2

On pccaia A’illactrar la mathade dec différancac finiac an 1ina simnle annlicatinn cnivanta Qnit
SO TRSSSR A Siibones s JOCLI0CE (28 QifTgrences finieg en une saiaapae pPlICON0N Sivante Noat

une poutre reposant sur deux appuis et sollicitée par une charge uniformément répartie (fig.11.2).

Fig. 1.2 : Caleul d’une poutre par la méthode des différences finies

On applique la méthode des différences finies pour déterminer les déformées de la pouire aux

niveaux des points 1 et 2 en résolvant I’équation différentielle suivante:

LT,

Y )

™ s 19 7 & 10 r L. & . 13 1 A 1 2 + r S 4 17 1° 19 ’ f 5 1
FUisyuc | CUUAHO dHHCICHUCHIC o5 J GIUIC 4, aiUis © o5t evideit u appuquci i UpCiduion uy

quatrieme ordre aux points 1 et 2 ce qui nous amene 3 ;

ad )
A
Vo —avy +6v —4v, +v, — ﬁjgj ;’
(b)
gA’
Vo —4v, +6v, — 4y, +v, -y

v —n- - 2

Yo — Vs I V_; — LV, +V

(M =0, =0 =g
0V A
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Apres simplification on tronve - v_, = —v,

On remplace v, par O et v_, par —v, dans (b), on trouve :

6v, —4v, = 40 -
= ©
gy 16y, 9N
VTR T R

La comparaison de ces résultats avec la solution exacte montre que ’erreur de calcul est de 7%.

Cette erreur pourra diminuer en diminuant ie pas A .

Examinons les opérateurs aux dérivées partielles correspondants aux fonctions a double

variables : F = F(x,y) (fig.11.3).

L’expression /= F(x, y) peut se traiter comme une équation d’une superficialité d’un domaine

e . o’f of @ " . -
quelconque. Les dérivées partielles Qf» { 2 a'; alf peuvent étre Déterminées par les
.......... A~ EL AN AT AN T oovw ovamdlimdmanmn: sssesa sl = Vm wmmtcad To mmans
Ui)bla{buib Qo3 b«.iuauuua \.{.i ~Js AC = S RO &, Vh Vi aiot S Lt ayuuu RU-B i} v pPUiit /& St

(aﬂ fa=2fi*].

Ar? A?
N 71T 23
\_.LJ.. U}
O f) Ja=2/i+ 1y
»* ), A
Le schéma correspondant de ces opérateurs est montré dans fig. 11.3.
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Fig. I1.3 : Opérateurs de la méthode des différences finies en 2D

La somme des expressions de (I1.8) donne I’expression pannonique de I’opérateur de Laplace au

point k.

af af)‘ f+fb+f2+fd e (IL9)
6y A

(v f)k_(

Frcd ~

Ce qui est schématisé dans la fig.11.3
L’opérateur bi-harmonique résultant de la double dérivation de 1’opérateur harmonique de
Laplace (I1L.9) est :

Z B+ Z, L4
(V2V2S), = VA(Z), = s Je (IL10)

Ou: Z, =(V2f),,j =abc,d k

Remplagons les opérateurs harmoniques de ces points dans (I1.10) on obtient ’expression de

I’opérateur bi harmonique :

205, =8, + K+ E 4+ F s b + Fp 4 F + B+ (F+F &F, +F)

272
(V'V'F), = : (IL.11)
A
Lc schéma de Popérateur bi-harmoniquc cst illustré dans la fig. 11.4 ct Ic deuxidmce opératcur bi-

harmonique mixte est donné par :
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Chuapitre II : Exposé de la méihode des différences finies

Fig. I1.4 : Schéma de I'opérateur bi harmonique

-1 { aZF}
;f Ké‘xﬁy K

< 1
H e
4
y a
A A '

Fig. I1.5 : Schéma de I'opérateur bi harmonique mixte

II. Application de la méthode des différences finies dans la flexion des plaques :

Le calcul des plaques isotropes a la flexion conduit & résoudre I’équation différentielle des

deformees qui est la fonction des fléches w(x, y) suivanie :

4 4 4
72v72,.0 _aw.q o'w .aw_.q 1T 12\
l\l’ ¥ !)‘fk — :a“4 1 L aA‘zl.z 1 1-4 gone n’ \LL.L-J,
A U_y U}/ i/
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Chapiire II : Exposé de lu méthode des différences firnies
Comme dans les problémes bidimensionnels, la plaque s’est discrétisée en un filet de pas A et
pour chaque nceud k dans lequel w, #0 (k=123.....n), Construisons son équation
différentielle a base de Ia méthode des différences finies en utilisant I'opérateur bi-harmonique

dans I'équation (I1.11):

(V?Vi), = %",k =123..m; (IL14)

environnant le

Tit it

Onr: g, charge extérieure moyenne appliquée sur I'élément de dimensions AxAy

’

neeud k. Siau nceud £ est appliquée une charge concentrée p, alors i = p—f L’introduction

des conditions aux limites dans I’équation (I.4) nécessite ’étude des deux cas d’appuis

SULVALIS .
/] ] - T

/ g -
f 0
A K 18 K A zZ

L S P . _{5
. I 2 I
! I
L% N N S A -

X e
=
| 4y g WeTuy
mf wiur, |~ 228N
A - B8 A ~ .
!3,@)
% 7 ax ) 1
(5 e o2
NE . ol ol
a) appui simple b) encastrement
Fig. I1.6 : Introduction des conditions aux {imites
L] 3 6 .

Dans ce cas le déplacement du point %k, ainsi que son moment sont nuls c'est & dire :

( o*w ; L
w, =0, —| =0 ce qui donne, selon I’équation (I1.4):
23

i Ox

w, —2w, +w,
A2
iy

=0,

> e o
Dou: w, =w,

jAS]
(9]




Chuptire II : Expusé de lu méihode des differences finies

IL.2. Cas d’un encastrement (fig, IL.6.b) :

D’une fagon analogue on a: w, =0,

T1.3. Can d’un entd lihre (fie, 11,70

Dans ce cas deux conditions de force s’imposent M =0 et V, =0. C'est a dire le moment de
flexion M, et I’effort tranchant ¥, au niveau du coté libre de la plaque sont nuls. Ces deux

conditions peuvent étre s’exprimées par :

20+ ww, —w_—w_— u(w, +w,)=0;

¥ 3
=
J—
‘A

S

2034+ M w —w Y+ —iMw —w. —w. —w V+w —w_=0
LS L AN < Tas XN P A e Fid J S’J’ R 4 m iz

Fig 117 Introduction des conditions aux limites au coté libre

Dans ce cas, comme le monire la fig. 1.7, on rajoute deux lignes de neeuds fictifs afin
d’évaluer les déplacements au niveau des nceuds du contour libre. L introduction des équations
(11 5) dang le cuetéme (11 14) comme dnuation comnlémentairee ahoutit 4 1n cvetdme alodhriane
EESEETS TR ON MMYmansy R STNS 0 WOMALASAAN Wl MEMrvALIAL W LLLEAL WLl reeas Sl A we Ay ww weaa o Tase s S i

d’équations dont le nombre d’équations égale au nombre d’inconnues. La solution du systéme

algebrique donne toutes les déformées de la plaque w, (k =1,2,...n).
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Chupiire 11 : Expouse de lu méihode des differences finies

Dans la fig. II.8 sont présentés les opérateurs des moments de flexions A, et M. Les

opérateurs du moment de rotation A , ainsi que ceux des efforts tranchants V_ sont illustrés dans

i 1T Q af i TT 1N
&lb. Li.S WL -L-Le. 2. 2.
ot
I e. Q.
Of-@ @
D o
¥ i Az A A¢
Yy Z SﬁM‘m
! 2‘4 My >0
Fig. I1.8: Schémas des moments de flexion
7
Y €
X
< z Hz0
g 0 D{i-u)
- 44*
X
| i I A |
Fig I1.9: Schéma du moment de torsion
[
2-u -(2-p) %_ V>0
e Iz
q
(DG o H 262
D
< o
20°
4 l 2-u ~(2-pm)
X
| A A 1. A __A :l
= i wje e !

Fig I1.10: Schéma des efforts tranchants
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III. Application de la_méthode des différences finies dans la flexion des plaques en
coordonnées poiaires :

Soit une plaque circulaire discrétisée en coordonnées polaires sous forme d’un filet de nceuds

présenté dans Ia fignre 1111

Fig. I1.11: Discrétisation 2D en coordonnées polaires

Les algorithmes de la méthode des différences finies en coordonnées polaire

¢s appropriés aux
différents opérateurs sont présentés dans les figures suivantes, [7] :

Fig. I1.12: Schéma de I'algorithme de la méthode des différences finies en coordonnées polaires

T Aw
approprié a ['opérateur —

»
—s

Fig. II.13: Schéma de I'algorithme de la méthode des différences finies en coordonnées polaires
2
approprié a ['opérateur

26



Chapitre 11 : Exposé de la méthode des différences finies

\ {* 7
Fig. I1.14: Schéma de I’algorithme de la méthode des différences finies en coordonnées polaires

5 B Aw
approprié a ['opérateur Ao

Fig I1.15: Schéma de I'algorithme de la méthode des différences finies en coordonnées polaires
2
approprié a l'opérateur

Py
&

Fig. I1.16: Schéma de I'algorithme de la méthode des différences finies en coordonnées polaires

approprié a l'opérateur V*w

Fig. I1.17: Schéma de I'algorithme de la méthode des différences finies en coordonnées polaires

sr o 73 s 22
approprfeai'operateur V ¥V W



Chapitre II : Exposé de la méthode des différences finies

Fig. I1.18: Schéma de I'algorithme de la méthode des différences finies en coordonnées polaires du neeud

central approprié a I'opérateur V>w

Fig I1.19: Schéma de I'algorithme de la méthode des différences finies en coordonnées polaires des

heeuds adjacents au neeud central approprié a I'opérateur V*w

4, 22
ﬁ[?m%

Fig. I11.20: Schéma de I'algorithme de la méthode des différences finies en coordonnées polaires du neeud

central approprié a ’opérateur V>V ?w
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Chapitre 11 : Exposé de la méthode des différences finies

Fig. I1.21: Schéma de I'algorithme de la méthode des différences finies en coordonnées polaires des

neeuds adjacents au neeud central approprié a ['opérateur V>V 2w

Fig I1.22: Schéma de I'algorithme de la méthode des différences finies en coordonnées Ppolaires

approprié a I'opérateur du moment radial M,

Fig. 11.23: Schéma de I'algorithme de la méthode des ci’z_‘ﬁérences Jinies en coordonnées polaires

approprié a I'opérateur du moment angulaire M p

Fig. 11.24: Schéma de I'algorithme de la méthode des différences finies en coordonnées polaires

approprié a I'opérateur du moment M of
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Chapitre II : Exposé de la méthode des différences finies

Fig. I1.25: Schéma de I’algorithme de la méthode des différences finies en coordonnées polaires

approprié a l'opérateur de I'effort tranchant radial ),

Fig. 11.26: Schéma de I'algorithme de la méthode des différences finies en coordonnées polaires

approprié a I'opérateur de I'effort tranchant angulaire (),

a)

) ”

Fig. 11.27: Schéma de [’algorithme de la’r/ﬁe’thode des diﬁ'e’frence:'}inies en coordonnées polaires des

=""?""P‘fy7

neeuds adjacent aux neeuds du contour encastré approprié a l'opérateur V>V*w

Fig. I1.28: Schéma de I’algorithme de la méthode des différences finies en coordonnées polaires des

neeuds adjacent aux neeuds du contour linéaire encastré approprié a 'opérateur V2V w
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Chapitre II : Exposé de la méthode des différences finies

11.4. Conclusion:

Le principe de la méthode des différences finies exposé dans ce chapitre est exprimé par de
différents opérateurs et formules, ainsi que leur schéma explicatif. Cela permet la bonne mise en
application de cette méthode pour le calcul des différentes structures. L'utilisation de ces

formules permet le calcul des plaques & définir dans les chapitres suivants.

31

—



CHAPITRE : 111

Calcul d'une

plaques circulaire
encastre sur tout
son contour



Chapitre Il : Calcul d'une plaques circulaire encastré sur tout son contour

I. Introduction:

Le calcul des plaques circulaires avec des conditions aux limites bien déterminées et
soumises & n'importe quel type de charges extérieures nécessite des méthodes de calcul
spécifiques, généralement, des méthodes numériques. La méthode des différences finies permet
le calcul de ce type de plaques du fait qu’elle peut considérer les différents cas de conditions aux
limites, ainsi que les différents types de charges extérieures. Examinons dans ce chapitre un cas

de plaques circulaires de conditions aux limites trés utilisées dans la pratique qui est le cas de la

plaque encastrée sur tout son contour (fig.I11.1).
52

Fig. I11.1:Plague circulaire encastrée sur tout son contour et discrétisée en 61 neeuds

II. probléme posé:

Le probléme posé et a traiter dans ce chapitre est de déterminer les fléches (déflexions) de

la plaque circulaire encastrée sur tout son contour causées par une charge uniformément répartie
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Chapitre 11 : Calcul d'une plaques circulaire encastré sur tout son contour

sur toute la plaque, ainsi que les efforts internes dans ses sections. La méthode de calcul utilisée

est celle des différences finies basée sur le principe de la discrétisation de la plaque (fig.1).

II1. Méthode de calcul:

Afin de procéder au calcul de la plaque, appliquons la méthode des différences finies
exposée dans le chapitre précédent, dans laquelle le probléme se traite par la discrétisation de la
plaque. A cet égard, la plaque se divise en un nombre fini d'éléments ayant la forme d’un secteur
d’anneau (fig. I11.1). Les points d'intersection des lignes radiales et des lignes circonférentielles
forment ce qu'on appelle neeuds. Cette méthode permet de déterminer la fonction inconnue
w(x,y) représentant les déflexions de la plaque uniquement au niveau des nceuds. Selon le
principe de toutes les méthodes numériques, plus le nombre de nceuds augment plus l'erreur du
calcul diminue, c'est-a-dire on se rapproche de la précision et inversement, donc la précision peut

étre obtenue au prix d'un effort de calcul important.

IV. Détermination des déflexions de la plaque dues & une charge uniformément répartie

sur toute la surface de la plaque :

Supposons que la plaque circulaire encastrée sur tout son contour est soumise & une charge
extérieure verticale ¢ uniformément répartie sur toute sa surface xy. Par principe de la méthode
des différences finies, la charge extérieure g est considérée comme étant une charge concentrée
appliquée en chaque nceud. Le maillage de la plaque a €té fait de fagon que le nombre de nceuds
sur chaque ligne circonférentielle est pris égale 12 ce qui rend le nombre total des nceuds sur
toute plaque a 61 (fig. I1I.1). A noter que la numérotation des nceuds est choisie de fagon a
faciliter le programme de calcul. Pour déterminer les déflexions de la plaque, autrement dit les
déplacements verticaux des nceuds il faut résoudre I'équation différentielle des déflexions de la

plaque suivant:

2 2 2 2
[9_+13+1 G ](ﬁ_gmiawjzw (1)

o’ ror r*o0° \or' ror r2099°) D
La résolution de cette équation différentielle de quatrieme degré par la méthode des différences
finies se faite par 1’algorithme illustré dans la figure II1.2. C'est-a-dire pour chaque nceud de la

plaque on détermine la fleche w(i,lc) en appliquant le schéma de la figure IIL.2, [7].
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Kt (T (e >

2
ifc- 18

k+f !
'_ / .. (. RASE 1 V 1 4
k o ) 4"#?'#‘2 IM'M?#F *ﬂ'-%;*:’iﬁ% '4""#;(}"'2"‘7"‘. )? v o : ‘:p 'szpfpiﬂt
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k-2 ~ % i "%""'1“-5

¢-2

Fig II1.2: Algorithme de résolution de I’équation différentielle des déflexions de la plaque circulaire par

la méthode des différences finies

L'introduction des conditions aux limites permet encore de diminuer le nombre d'inconnues
du probléme du fait que la valeur de la fleche au niveau des nceuds du contour de la plaque est
préalablement connue et elle est égale a zéro. Puisque le type de condition aux limites considére
est I'encastrement, alors I’algorithme de résolution de 1’équation différentielle des déflexions de

la plaque des nceuds adjacents aux nceuds du contour est illustré dans la figure I11.3, [7].

o) ' @

4_’{
‘

rrwTrJ
7 i 1\ (8 .o i3
k ' gt mim- v )\ e mtwt dmin® )
k-1 2 2mis
T
D G
£-2 :
-2
2z
-~ 3%, -
4) > "?/?’?y

//. ) Y
~ \

Fig. I11.3: Algorithme de résolution de I'équation différentielle des déflexions de la plague circulaire des

neeuds adjacents aux neeuds du contour encastré par la méthode des différences finies
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Chapitre III : Calcul d'une plaques circulaire encastré sur tout son contour

L’algorithme de résolution de I’équation différentielle des déflexions de la plaque

circulaire par la méthode des différences finies pour les nceuds adjacents au nceud du centre est

illustré dans la figure I11.4, [7].

Fig. I11.4: Algorithme de résolution de I'éguation différentielle des déflexions de la plaque circulaire des
neeuds adjacents au neeud du centre par la méthode des différences finies

Enfin, I’algorithme de résolution de 1’équation différentielle des déflexions de la plaque

circulaire par la méthode des différences finies pour le nceud central est illustré dans la figure

15, [7].

Fig. IIL.5: Algorithme de résolution de I’éguation différentielle des déflexions de la plaque circulaire du

neeud central par la méthode des différences finies
Finalement, la résolution de I’équation différentielle (II1.1) selon tous ces algorithmes de la
méthode des différences finies en coordonnées polaires appliquée pour tous les nceuds abouti a
un systéme d'équations algébriques linéaire sous forme matricielle dont le nombre d'inconnues

w, est égal au nombre d'équation formulées pour chaque nceuds:
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Chapitre II1 : Calcul d'une plaques circulaire encastré sur tout son contour
o e e e T e T D R T B T o N Py S o e i e i e o e ot

Rw=R, (II1.2)
Avec:

R: Matrice de taille (61x61) issue de I'application des différents algorithme de résolution des
figures I11.3, I11.4 et I1I5

Wy
w=1:
Yo
1
4
B =l i
& 1

g : Charge extérieure;
A : Le pas du maillage suivant le rayon de la plaque circulaire;

— s "y . "
D Rigidité cylindrique du matériau de la plaque, donnée par: D = 12(‘?—22);
-V
E : Module d'élasticité du matériau de la plaque;
v: Coefficient de Poisson du matériau de la plaque;
h: Epaisseur de la plaque.
Le calcul numérique par le biais d'un programme en Mathematica et par Fortran a permis de

formuler les éléments de la matrice R et les valeurs des éléments de cette matrice issus du calcul

sont :
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Chapitre III : Calcul d’une plaques circulaire encastré sur tout son contour
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Chapitre I1I : Calcul d'une plaques circulaire encastré sur tout son contour
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Chapitre Il : Calcul d'une plaques circulaire encastré sur tout son contour

N
Les valeurs des éléments du vecteur R, issus du calcul sont :

4
R, = %(1,1,1, LIy

La résolution du systeéme (II1.2) donnant les valeurs des déflexions de la plaque en chaque nceud

en fonction des parametres géométriques et mécaniques de la plaque sont :
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Chapitre 11 : Calcul d'une plaques circulaire encastré sur tout son contour

Les résultats graphiques concernant les déflexions de la plaque encastrée sur tout son contour et

dues a une charge extérieure uniformément répartie sur toute la plaque sont:

Fig. III.3: Vue de dessus de toutes les déflexions de la plaque encastrée sur son contour, en 3D, issues du

programme de caicul

Fig. II1.4: Vue de dessous de toutes les déflexions de la plague encastrée sur son contour, en 3D, issues

du programme de calcul
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Chapitre 111 : Calcul d'une plaques circulaire encastré sur tout son contour

V. Détermination des efforts internes dans les sections de la plaque:

Les efforts internes de Ia plaque circulaire considérés sont les moments fléchissants A

dans les sections de la plaque correspondant 4 la ligne de coupe 11 et A/, dans les sections de la

~

plaque correspondant & la ligne de coupe 22, fig. L5,
—>

Fig. II1.5: Sections de la plaque o les efforts internes sont déterminés

MX\'

2r

Fig. 111.6: Diagramme du moment fléchissant M _, dans les sections de la plaque correspondant a la
ligne de coupe 11

Myy

21




Chapitre III : Calcul d'une plaques circulaire encastré sur tout son contour

Fig. II1.7: Diagramme du moment fléchissant M, dans les sections de la plaque correspondant a la

ligne de coupe 22

VL. Détermination des déflexions de la plague dues & une charge concentrée appliquée au
centre de la plaque :

Considérons la méme plaque de mémes conditions aux limites, de mémes caractéristiques

mécaniques et géométriques et gardons la méme discrétisation, sauf que la plaque est sollicitée
par une charge concentrée appliguée a son centre. On suit la méme procédure de calcul et les
résultats graphiques des déflexions de la plaque encastrée sur tout son contour surgis par ce type

de chargement sont donnés dans les figures suivantes :

Deflexions

Fig II1.8: Vue de dessus de toutes les déflexions de la plaque encasirée sur son contour, en 3D, issues du

programme de calcul

Deflexions
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Chapitre Il : Calcul d'une plaques circulaire encastré sur tout son contour

VII. Comparaison des résultats de calcul:

Pour savoir la fiabilité de la méthode de calcul utilisée et la certitude des résultats obtenus,

on procede a la comparaison suivante:
Pour ce type de plaque de telles conditions aux limites (encastrement sur tout son contour) et de

tel type de charge extérieure (charge uniformément répartie sur toute la surface de la plaque), la

solution analytique est connue [2] et donnée par l'expression suivante:

4 2
w=qR 1—21
64D R

N,
N

NN

1
NN

Fig. II1.10: Plaque circulaire encastrée sur tout son contour et soumise a une charge uniformément
répartie sur toute sa surface

Avec

w: Déplacement vertical du point de la plaque de coordonnées (,8) ;

R : Rayon de la plaque, pour notre cas R=1.

g et D sont définis dans la page 36.

La comparaison des résultats de la méthode des différences finies avec ceux de la méthode

exacte concerne les déflexions de la plaque correspondant a la ligne de la coupe 11 (fig. II1.5). A

noter que ces déflexions sont en fonctions des caractéristiques géométriques et mécaniques de la

plaque circulaire encastrée sur tout son contour et sont dues a une charge uniformément répartie

sur toute sa surface.

;': : :
4 *
t ‘\ Exacte

4 ’
L

Fig. 1. 11: Comparaison des valeurs des déflexions de la plaque circulaire obtenues numériguement et

analytiquement
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Chapitre Il : Calcul d'une plaques circulaire encastré sur tout son contour

D'apres la figures II1.11, on constante une bonne concordance entre les deux méthodes avec une
erreur assez apparente aux alentour de I’encastrement. Cela témoigne la certitude des résultats
1ssus de la méthode des différences finies ce qui permet son application pour des cas ou I’on ne

connait pas la solution analytique.

VIII. Conclusion:

L'application de la méthode des différences finies en coordonnées polaires pour ce type de
plaque montre sa fiabilit¢ en la comparant avec sa solution analytique. Cela permet sa
généralisation pour d'autres types de plaque dont on ne connait pas 1a solution analytique Son
principe se base comme toutes les autres méthodes numériques sur la discrétisation de la plaque
et l'erreur du calcul est inversement proportionnelle au nombre de nceuds considérés. Son
algorithme s'applique facilement aux nceuds ordinaires, par contre les nceuds situant au voisinage
du contour, ainsi que ceux situant au voisinage du centre, certaines attentions doivent étre prises
en considération. Enfin, elle nécessite aussi la construction d'un programme de calcul qui

nécessite de son coté un effort et une concentration trés important.
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Chapitre IV : Calcul d'une plaque circulaire reposant sur d'appuis simples sur tout son contour

L. Introduction:

Examinons dans ce chapitre un cas de plaques circulaires de conditions aux limites trés
utilisées aussi dans la pratique qui est le cas de la plaque de contour entierement reposant sur des

appuis simples (fig.IV.1).

Fig. IV.1:Plaque circulaire reposant sur d'appuis simples sur tout son contour et discrélisée en 61 naeuds

IL probléme posé:

Le probléme posé dans ce chapitre est de déterminer les fleches (déflexions) de la plaque
circulaire reposant sur dappuis simples sur tout son contour causées par une charge
uniformément répartie sur toute la plaque, ainsi que les efforts internes dans ses sections. La
méthode de calcul utilisée est celle des différences finies définie dans le chapitre II et basant sur

le principe de la discrétisation de la plaque (fig. IV.1).
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Chapitre IV : Calcul d'une plaque circulaire reposant sur d'appuis simples sur tout son contour

III. Méthode de calcul:

Selon le principe de la méthode des différences finies, la plaque se divise en un nombre fini
d'éléments ayant la forme d’un secteur d’anneau (fig. IV.1). Les points d'intersection des lignes
radiales et des lignes circonférentielles forment ce qu'on appelle nceuds. Cette méthode permet

de déterminer la fonction inconnue w(x,y) représentant les déflexions de la plaque uniquement

au niveau des noeuds.

IV. Détermination des déflexions de la plaque dues 2 une charge uniformément répartie

sur tonte la surface de plaque :

Supposons que la plaque circulaire reposant sur des appuis simples sur tout son contour est

soumise a une charge extérieure verticale g uniformément répartie sur toute sa surface xy. Par
principe de la méthode des différences finies, la charge extérieure g est considérée comme étant
une charge concentrée appliquée en chaque nceud. Le maillage de la plaque a été fait de fagon
que le nombre de nceuds sur chaque ligne circonférentielle est pris égale 12 ce qui rend le
nombre total des nceuds sur toute plaque a 61 (fig. IV.1). A noter que la numérotation des nceuds
est choisie de fagon a faciliter le programme de calcul. Pour déterminer les déflexions de la
plaque, autrement dit les déplacements verticaux des nceuds il faut résoudre I'équation
différentielle des déflexions de la plaque suivant:
2 2 2 i

La résolution de cette équation différentielle de quatrieme degré par la méthode des différences
finies se faite par 1’algorithme illustré dans la figure IV.2. C'est-a-dire pour chaque nceud de la

plaque on détermine la fleche w(i, k) en appliquant le schéma de la figure IV.2.

42

Fig. IV.2: Algorithme de résolution de I'équation différentielle des déflexions de la plaque circulaire par

la méthode des différences finies
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Chapitre IV : Calcul d'une plaque circulaire reposant sur d'appuis simples sur tout son contour

L'introduction des conditions aux limites permet encore de diminuer le nombre d'inconnues
du probléme du fait que la valeur de la fleche au niveau des nceuds du contour de la plaque est
préalablement connue et elle est égale a zéro. Puisque le type de condition aux limites considére
est le cas des appuis simples au niveau de tout le contour de la plaque, alors I’algorithme de
résolution de 1’équation différentielle des déflexions de la plaque des noeuds adjacents aux nceuds

du contour est illustré dans la figure IV.3

b= o
S
s
R
2 Z*miw
2 2m* -1 1
5= my’ ’ 2141](?:?1—1)2 miy?
2 2m* -1 1
b= m*y? i flr:nZn—l)2 m*y’?
& :I_ﬁt’:-_f

Fig. IV.3: Algorithme de résolution de I'équation différentielle des déflexions de la plaque circulaire des

neeuds adjacents aux neeuds du contour par la méthode des différences finies

L’algorithme de résolution de 1’équation différentielle des déflexions de la plaque
circulaire par la méthode des différences finies pour les nceuds adjacents au nceud central, ainsi

que celui du nceud central sont exposés dans le chapitre IIL
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Chapitre IV : Calcul d'une plaque circulaire reposant sur d'appuis simples sur tout son contour

Finalement, la résolution de 1’équation différentielle (IV.1) selon tous ces algorithmes de la
méthode des différences finies en coordonnées polaires appliqués pour tous les nceuds abouti &

un systeme d'équations algébriques linéaire sous forme matricielle dont le nombre d'inconnues
w, est égal au nombre d'équation formulées pour chaque nceuds:

Rw=R, Iv.2)
Avec:

R : Matrice de taille (61x61) issue de I'application des différents algorithmes de résolution des
figures TV.3, 111.4 et 111.5.

s
w=4:

Wer

1
4

R =94}
D

i

Les définitions de tous les paramétres de ces expressions sont données dans le chapitre IIL

Le calcul numérique par le biais d'un programme en Mathematica et par Fortran a permis de

formuler les éléments de la matrice R et les valeurs des éléments de cette matrice issus du calcul

sont ;
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Chapitre IV : Calcul d'une plaque circulaire reposant sur d'appuis simples sur tout son contour
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Chapitre IV : Calcul d'une plaque circulaire reposant sur d'appuis simples sur tout son contour

Les résultats graphiques concernant les déflexions de la plaque reposant sur des appuis simples
sur tout son contour et dues a une charge extérieure uniformément répartie sur toute la plaque

sont:

Fig. IV 4. Vue de dessus de toutes les déflexions de la plaque reposant sur des appuis simples sur son

contour, en 3D, issues du programme de calcul

Fig. IV.5. Vue de dessous de toutes les déflexions de la plaque reposant sur des appuis simples sur son

contour, en 3D, issues du programme de calcul
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Chapitre IV : Calcul d'une plaque circulaire reposant sur d'appuis simples sur tout son contour

V. Détermination des efforts internes dans les sections de la plaque:

Les efforts internes de la plaque circulaire considérés sont les moments fléchissants A/
dans les sections de la plaque correspondant a la ligne de coupe 11 et A7, dans les sections de la

plaque correspondant 4 la ligne de coupe 22, fig. IV.5.
2>

]
\
<

\_/

Fig. IV 6. Sections de la plaque ot les efforts internes sont déterminés

2r

Fig. 1V. 7. Diagramme du moment fléchissant M , dans les sections de la plaque correspondant & la
ligne de coupe 11

2r

Fig. IV. 8. Diagramme du moment fléchissant M dans les sections de la plaque correspondant a la
ligne de coupe 22
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Chapitre IV : Calcul d'une plaque circulaire reposant sur d‘appuis simples sur tout son contour

VI. Détermination des déformées de la plaque dues 3 une charge concentrée appliquée au
milieu de la plaque :

Considérons la méme plaque de mémes conditions aux limites, de mémes caractéristiques

mécaniques et géométriques et gardons la méme discrétisation, sauf que la plaque est sollicitée
par une charge concentrée appliquée a son centre. On suit la méme procédure de calcul et les
résultats graphiques des déflexions de la plaque reposant sur d'appuis simples sur tout son

contour surgis par ce type de chargement sont donnés dans les figures suivantes :

RS

7
«%4’
N

/|
h-_é% _

|
%ii

e

e

Fig. IV. 9 Vue de dessus de toutes les déflexions de la plaque reposant sur des appuis simples sur son

contour, en 3D, issues du programme de calcul

Deflexians

Fig. IV.10. Vue de dessous de toutes les déflexions de la plague reposant sur des appuis simples sur son

contour, en 3D, issues du programme de calcul

56



Chapitre IV : Calcul d'une plaque circulaire reposant sur d'appuis simples sur tout son contour

VII. Conclusion:

On a montré d’apres ce chapitre que la méthode des différences finies en coordonnées
polaires est applicable aux plaques de différents types de conditions aux limites et soumises aux
différents types de chargements extérieurs. Cela permet sa généralisation pour d'autres types de
plaque dont on ne connait pas la solution analytique. Son principe se base, comme toutes les
autres méthodes numériques, sur la discrétisation de la plaque et I'erreur du calcul pourra se
minimiser en augmentant le nombre de nceuds. Cela est possible grice a la présence des
machines de processeur puissant et grice aussi a 1’algorithme de la méthode qui s'applique

facilement. Mais elle nécessite quand méme un effort et une concentration trés important.
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CHAPITRE : V

Calcul dune plaque
demi circulaire
encastree sur tout
son cote linéaire




Chapitre V : Calcul dune plague demi circulaire encastrée sur tout son coté linéaire

I. Introduction:

Examinons dans ce chapitre un cas particulier de plaques qui peut trouver son application
dans la pratique qui est le cas de la plaque demi circulaire encastrée sur tout son coté linéaire

(fig. V.1).

i 1 2 3 4
S oo NS S S S S S S S

Fig. V.1:Plaque demi circulaive encastrée sur tout son coté linéaire et discrétisée en 36 nceuds

IL. probléme posé:

Le probléme posé et a traiter dans ce chapitre est de déterminer les fleches (déflexions) de
la plaque demi circulaire encastrée sur tout son coté linéaire causées par une charge
uniformément répartie sur toute la plaque, ainsi que les efforts internes dans ses sections. La
méthode de calcul utilisée est celle des différences finies basée sur le principe de la discrétisation

de la plaque (fig. V.1).

HI. Méthode de calcul:

Selon le principe de la méthode des différences finies, la plaque se divise en un nombre fini
d'éléments ayant la forme d’un secteur d’anneau (fig. V.1). Les points d'intersection des lignes
radiales et des lignes circonférentielles forment ce qu'on appelle nceuds. Cette méthode permet

de déterminer la fonction inconnue w(x, y) représentant les déflexions de la plaque uniquement

au niveau des nceuds. Le nombre de neeuds est i€ a la précision désirée.
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Chapitre V : Calcul dune plaque demi circulaire encastrée sur tout son coté linéaire

IV. Détermination des déflexions de la plaque de forme demi cercle dues 2 une charge
uniformément répartie sur toute sa surface :

Supposons que la plaque de forme demi circulaire encastrée sur tout son coté linéaire est
soumise a une charge extérieure verticale ¢ uniformément répartie sur toute sa surface xy. Par
principe de la méthode des différences finies, la charge extérieure g est considérée comme étant
une charge concentrée appliquée en chaque nceud. Le maillage de la plaque a été fait de fagon
que le nombre de nceuds sur chaque ligne radiale est pris égale a 5 ce qui rend le nombre total
des nceuds sur toute plaque a 36 (fig. V.1). A noter que la numérotation des nceuds est choisie de
fagon que le programme de calcul sera facile. Pour déterminer les déflexions de ce type de
plague, o doil tesvudie 'equation dillerentielle

2 2 2 2
P10, 1Y S 1ow 15w)_a0) V)
or ror r°o@ or ror r-o8 D

La résolution de cette équation différentielle de quatrieme degré par la méthode des différences
finies se fait par I’algorithme illustré dans la figure V.2. C'est-a-dire pour chaque nceud de la

plaque on détermine la fleche w(i, k) en appliquant le schéma de cette figure.

Kk ¢2 [ E——
A & e
ke N .
4 NASE ¥ e ¢
- P - o T F -Gt
k-1. ‘ {
. .

Lag

L2
Fig. V.2: Algorithme de résolution de |'équation différentielle des déflexions de la plaque demi circulaire

par la méthode des différences finies

L'introduction des conditions aux limites permet encore de diminuer le nombre d'inconnues
du probléme du fait que la valeur de la fléche au niveau des nceuds situant sur 1’encastrement est
préalablement connue et elle est égale a zéro. Puisque le type de condition aux limites considéré
est le cas d’encastrement au niveau de la partie lin€aire du contour de la plaque, alors
I’algorithme de résolution de 1’équation différentielle des déflexions de la plaque des nceuds
adjacents aux nceuds du contour encastré est illustré dans la figure V.3
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Chapitre V : Calcul dune plaque demi circulaire encastrée sur tout son coté linéaire

Fig. V.3: Algorithme de résolution de I’équation différentielle des déflexions de la plaque demi circulaire

des neeuds adjacents a la partie encastrée du contour par la méthode des différences finies

Finalement, la résolution de 1’équation différentielle (V.1) selon tous ces algorithmes de la
méthode des différences finies en coordonnées polaires appliquée pour tous les nceuds abouti a
un systeme d'équations algébriques linéaire sous forme matricielle dont le nombre d'inconnues

w, est égal au nombre d'équation formulées pour chaque nceuds:
Rw=R, (V.2)
Avec:

R : Matrice de taille (36x36) issue de l'application des différents algorithmes de résolution des
figures V.2, et V.3

W
w=1:

Wei

1
4

B =92
D

1

Le calcul numérique par le biais d'un programme en Mathematica et par Fortran a permis de

formuler les éléments de la matrice R et les valeurs des éléments de cette matrice issus du calcul

sont :
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Chapitre V : Calcul dune plaque demi circulaire encastrée sur tout son coté linéaire
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Chapitre V: Calcul dune plaque demi circulaire encastrée sur tout son coté linéaire

—_
Les valeurs des éléments du vecteur R, issus du calcul sont :

4
R = %(1,1,1,...,1,1,1? |

La résolution du systeme (V.2) donnant les valeurs des déflexions de la plaque de forme demi
circulaire en chaque nceud en fonction des parametres géométriques et mécaniques de la plaque
sont : .0106389
.0187431
.0496189
.0702974
.0951266
.0106389
- 0.031519
0.0792761
0.0904879
-0.164471
0.0242206
- 0.054657
0.0971671
-0.165734
- 0.315786
0.0106389
+ 0.031519
0.0792761
0.0904879
-0.164471
0.0106389
0.0187431

0496189

.0702974

0951266

QOGO @

Les résultats graphiques concernant les déflexions de la plaque de forme demi circulaire

encastrée sur tout son coté linéaire et dues a une charge extérieure uniformément répartie sur

toute la surface de la plaque sont:

Fig. V.4: Vue de dessus de toutes les déflexions de la plaque de forme demi circulaire encastrée sur
tout son coté linéaire, en 3D, issues du programme de calcul
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Chapitre V: Calcul dune plaque demi circulaire encastrée sur tout son coté linéaire

Fig. V.5: Vue de dessous de toutes les déflexions de la plaque de forme demi circulaire encastrée sur

tout son coté linéaire, en 3D, issues du programme de calcul

V. Détermination des efforts internes dans les sections de la plague:

Les efforts internes de la plaque de forme demi circulaire considérés sont les moments

fléchissant M, et M, dans toutes les sections de la plaque dus a une charge uniformément

répartie sur toute la surface de la plaque. Les résultats graphiques sont montrés dans les figures

suivantes :

Fig. V.6: Mosaique du moment fléchissant M ., dans toutes les sections de la plaque de forme demi

circulaire
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Chapitre V : Calcul dune plaque demi circulaire encastrée sur tout son coté linéaire

Fig. V.6: Mosaique du moment fléchissant M, dans toutes les sections de la plaque de forme demi

circulaire

VI. Détermination des déflexions de la plague dues 2 une charge concentrée appliquée au
point situant au centre de gravité de la plaque :

Considérons la méme plaque de mémes conditions aux limites, de mémes caractéristiques

mécaniques et géométriques et gardons la méme discrétisation, sauf que la plaque est sollicitée

x=0
par une charge concentrée appliquée au point situant en son centre de gravité 4R |. On suit
Y=
iz

la méme procédure de calcul et les résultats graphiques des déflexions de la plaque de forme
demi circulaire encastrée sur tout son coté linéaire surgis par ce type de chargement sont donnés

dans les figures suivantes :

Fig. V.8: Vue de dessus de loutes les déflexions de la plaque de forme demi circulaire encastrée sur

tout son coté linéaire, en 3D, issues du programme de calcul
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Chapitre V : Calcul dune plaque demi circulaire encastrée sur tout son coté linéaire
VII. Conclusion:

On a montré d’apres ce chapitre que la méthode des différences finies en coordonnées
polaires est applicable aux plaques de différentes formes et de différents types de conditions aux
limites sollicitées par différents types de chargements extérieurs. Cela permet de conclure un
objectif majeur de cette méthode qui est son application pour d'autres types de plaque dont la

solution analytique est inenvisageable ou pratiquement impossible.
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Conclusion Générale :

L'étude et le calcul des problémes physiques stationnaires ou non stationnaires par voie

: -
analytique n'arrive pas

{204

se réaliser dans la plus part des cas vu leur complexité. Clest
pourquoi la nécessité d'examiner ces problemes numériquement est inévitable a nos jours. Le
traitement de cette tAdche numériquement est devenue aujourd'’hui plus facile grice au

développement des machines de calcul qui permettent un calcul plus rapide et plus fiable.

L’étude apportée dans ce mémoire de fin d’études concernant le calcul statique des
plaques circulaires de différentes conditions aux iimites et soumises aux différents types de
charges extérieures n’est pas tout a fait nouvelle dans le sens global, mais d'un autre coté a
perinis de découvrir et de savoir la possibilité d'examiner des cas ou Yapplication des
méthodes analytiques n'est plus possible. L'application de la méthode des différences finies
pour ces cas assez faciles, peut étre considérée comme un début d'une tiche plus compliquée
et plus importante seion les besoins rencontrés souvent dans ia pratique, comme ie cas des
plaques de forme compliquée ou des coques utilisées dans des différents secteurs de

l'industrie et de la construction.

La tiche réalisée et apporiée dans ce mémoire a permis a 1’étudiant d'acquérir différents
savoirs essentiels pour l'ingénieur qui sont : les différentes lois de la théorie d'élasticité, les

= A 1.1 a1

¥ . oyl 49 . o o tpemt o Do oo _w o o_alt_ o o A_ Y
Ioul, ainsi que ia construction des codes de caicur ¢t

\ﬁ fierenics ﬂi{.o ui{)ﬁbb FEtit ﬂbi i{idb'b CEITE

l'illustration des résultats.

Enfin, cette étude réalisée numériquement peut étre considérée comme €tant une base de
i'étude statique de plaques de forme plus compiiquée ou pour i'‘étude dynamique de ce méme

type de plaque.
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