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1.1 Introduction

Les vibrations dans les structures et les machines constituent un phénomene
généralement indésirable car, il peut provoquer une rupture par fatigue des éléments du
systéme, un manque de fiabilité et une pollution sonore. Afin de faire face a ce probléme et
de s'assurer que les niveaux de vibrations sont suffisamment faibles pour éviter des
dommages et des pertes, beaucoup de travaux de recherches théoriques et expérimentaux

ont été développés [29], [48].

Parmi les structures d'ingénierie, les machines tournantes, telles que les pompes, les
compresseurs, les générateurs et les turboréacteurs, sont largement utilisées dans divers
domaines de l'industrie. Les défaillances dans les machines tournantes en raison de fortes
vibrations entraine d'énormes cofits de réparation et, peut méme mettre la vie humaine en
danger : il est inutile de souligner I’importance de la sécurité des turboréacteurs dans un
avion, ou a quel point ce serait coliteuse une défaillance d’une pale dans une turbine a
vapeur. Une bonne prédiction du comportement dynamique des rotors est donc primordiale

[27].
1.2 Bref historique
L’histoire de la dynamique des rotors s’étale sur prés d’un si¢cle et demi.

Rankine en 1869 a noté¢ et discuté I’existence d’une vitesse critique. Cependant, il a fait la
conclusion erronée qu’un fonctionnement du rotor au-dela de cette vitesse n’est pas
possible. Foppl en 1895, dans un article, publi¢ dans un journal allemand trés peu connu
par la communauté de la dynamique des rotors, a proposé le premier modele de rotor et a
démontré la possibilit¢ d’un fonctionnement supercritique [54]. De leurs parts, De Laval
en 1889 et Dunkerley en 1894 ont montré expérimentalement la possibilité d’un
fonctionnement supercritique du rotor. Kerr en 1916 a publié un résultat expérimental

relevant la présence d'une seconde vitesse critique [6].

En 1919, Jeffcott a été chargé par la « Royal Society of London » pour résoudre le conflit
entre la théorie et la pratique. Il a publi¢ un article dans lequel il a confirmé I'existence de
vitesses supercritiques stables [68]. Depuis, le rotor de Jeffcott a été analysé

analytiquement et numériquement par un trés grand nombre de chercheurs, et beaucoup de
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livres I’ont utilisé pour modele afin d’étudier les différents phénomenes rencontrés dans la

dynamique des rotors [9], [26]-[29], [39], [46].

En 1924, Kimball [37] a utilis¢ I'amortissement interne pour expliquer l'instabilité dans la
région supercritique de certains rotors pratiques. Et en 1925, Newkirk et Taylor [55] ont

décrit une instabilité due aux paliers.

L’étude des rotors dissymétriques a commencé une décennie aprés. Ces systemes dits
paramétriquement excités, ont la propriété d’étre instables pour certaines plages de vitesses
de fonctionnement. Le rapport de Smith (1933) est le premier travail rapporté sur cette
catégorie de rotors [68]. Depuis, les instabilités dues aux différentes dissymétries dans les
systémes rotor-paliers ont été étudiées par un grand nombre de chercheurs [1], [15], [27],

[39], [41]-[43], [51], [56], [57].

L’étude des rotors embarqués est relativement récente. Le premier travail répertorié est
celui de Lin et Meng (2003) [47]. Durant la derniére décennie, ce type de rotors
commence a gagner un intérét de plus en plus accru des chercheurs dans le domaine [4],

[71, [10]- [16], [20]-[23], [32]-[34], [69].

Les phénomeénes instationnaires lors du passage des vitesses critiques ont été étudiés
depuis le rapport de Lewis (1932). Ces études sont classées en deux groupes : des analyses
qui considerent la vitesse de rotation comme imposée selon une loi de vitesse de type
linéaire ou exponentielle [40]. Dans d’autres travaux, la vitesse de rotation est calculée en

fonction du couple moteur [62].
1.3 Phénomeénes rencontrés en dynamique des rotors

1.3.1 Vitesse critique et effet gyroscopique

Dans la dynamique des rotors, la notion de vitesse critique est primordiale. Selon Nelson
[54], I'une des premieres citations remonte a Dunkerley. Elle est définie comme la vitesse
qui produit une résonance. Elle correspond a la vitesse ou 1'excitation par balourd coincide
avec une des fréquences propres du systeme. D’autres vitesses critiques liés au
comportement dynamique des rotors en flexion, et qui sont d’habitude moins dangereuses,

sont appelées souvent vitesses critiques secondaires [27].
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Pour les machines constituées d'organes avec des moments d'inertie polaires importants,
l'on constate une forte dépendance des modes propres vis-a-vis de la vitesse de rotation,
due aux effets gyroscopiques, se traduisant par [40], [66]:

. Une précession directe ou le rotor tourne dans le méme sens que son mouvement de
précession. Alors, sous les effets gyroscopiques, la fréquence naturelle directe croit.

. Une précession rétrograde, ou le rotor tourne en sens inverse par rapport a son
mouvement de précession, ce qui engendre un effet d'assouplissement et un décroissement

de la fréquence naturelle inverse.
1.3.2 Amortissement interne

Le frottement, inévitable dans les systémes a rotor, est généré entre deux parties en
mouvement relatif l'une par rapport a l'autre. Il est classé en deux catégories. La premicre
est le frottement qui a lieu entre une partie mobile et une partie fixe, comme un disque
rotatif et I'air ambiant [68], ou un arbre tournant et ’huile d’un palier hydrodynamique. Ce
type de frottement, appelé frottement externe ou amortissement externe, stabilise
généralement le systéme. La deuxieéme catégorie est le frottement qui a lieu entre deux
parties en rotation telles que : les interfaces entre les disques et les arbres, les joints
d'accouplement constitués d'éléments en caoutchouc, etc. Ce type de frottement, appelé
frottement interne ou amortissement interne, stabilise le systéme dans la plage de vitesses
inférieure a la premicre vitesse critique mais la déstabilise dans la plage post-critique [63].
1.3.3 Instabilité de paliers hydrodynamiques

Newkirk, en 1924, fut le premier & démontrer I’existence d’une vibration induite
uniquement par le support de paliers fluides. Elles apparaissaient lorsque la vitesse de
rotation était voisine du double de la premicre vitesse critique et persistait a fréquence
constante lorsque la vitesse de rotation de I'arbre augmentait. Elle fut appelée fouettement
d'huile (Oil whip). Elle correspond physiquement a un couplage des mouvements excités
par un balourd selon les axes transversaux x et z d’un palier [61].
En 1947, Haag a mis en évidence sur un palier long, peu chargé, un petit tourbillon
naissant de I'équilibre des écoulements du film fluide entrant et sortant (Oil whirl). Cet
équilibre s'établit lorsque la fréquence de précession du rotor est égale a la moiti¢ de sa
fréquence de rotation. En pratique, on observe plutdt le phénomene pour des valeurs

typiquement égales a 0.47-0 .48 donc juste en dessous de I'harmonique 1/2 [61].
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Figure 1.1 Tourbillonnement et fouettement d’huile
1.4 Rotors dissymétriques

La dissymétrie peut se trouver au niveau des parties rotatives du rotor telles que le disque
et ’arbre, ou au niveau des parties non rotatives telles que le palier. Le disque considéré
comme rigide peut posséder des inerties de masse différentes selon ses axes principaux
d’inertie. L’arbre présente une dissymétrie géométrique s’il n’est pas de section circulaire
sur toute sa longueur. C’est, par exemple, le cas de certaines machines électriques qui
possédent des rainures ou des méplats pour permettre I’enroulement des bobinages de
I’inducteur. Ceci entraine principalement une différence d’inerties de section suivant les

axes principaux d’inertie de section de I’arbre.

Le palier est dissymétrique ou anisotrope s’il a des caractéristiques de raideur et
d’amortissement différentes par rapport aux deux directions orthogonales (horizontale et
verticale) [40].

L'influence des dissymétries en raideur des paliers sur la dynamique des rotors est bien
connue [15], [18], [27], [39], [40]. En effet, si les raideurs transversales dans deux
directions principales sont différentes, les modes propres dans les plans vertical et
horizontal, a l'arrét, ont des fréquences naturelles distinctes, contrairement aux rotors a
paliers isotropes. Les modes doubles laissent place a deux modes simples de fréquences

distinctes menant, comme dans le cas axisymétrique, a un mode directe et un mode
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rétrograde [15], [40]. Dans ce cas, les modes rétrogrades sont sollicités par l'excitation
synchrone et le nombre de vitesses critiques est multiplié par 2, par rapport au cas
axisymétrique [27], [39], [40]. De plus, la réponse du rotor a un balourd décrit des orbites
de précession elliptiques et non circulaires. Lors d'une réponse au balourd, on observe donc
non plus un pic de résonance mais deux : le mode rétrograde est aussi excité [40].

Dans le cas ou la dissymétrie géométrique du disque ou de I’arbre est présente
conjointement avec une anisotropie de palier, les équations de mouvement en flexion d’un
rotor sont des équations de type particulier. En effet, une des matrices, au moins, du
systéme étudi¢ posséde des termes variant périodiquement en fonction du temps [15]. Ces
équations sont des équations différentielles a coefficients périodiques qui peuvent étre
producteurs d’instabilité dynamique latérale [6], [27]-[29].

Il faut préciser que les dissymétries dans les rotors peuvent apparaitre au cours du temps
avec la création de fissures dans l'arbre entrainant la modification des caractéristiques
¢lastiques de I’arbre, devenant ainsi anisotropes [41].

Les ¢études traitant de la dissymétrie des rotors remontent a environ un siecle. Selon
Kriamer [39], c’est Prandtl qui publia en 1918, le premier travail sur un rotor de Jeffcott
avec un arbre de section transversale non circulaire. Une étude fondamentale a également
été menée par Smith en 1933. D’autres publications 1’ont suivie dont celle de Taylor en

1940 et de Tondl en 1965. D’autres travaux plus récents sont aussi a signaler, citons :

Genta [30] a développé une approche par éléments finis utilisant des coordonnées
complexes pour 1'é¢tude dynamique de rotors dissymétriques. Dans son article, 1'extension
d'une solution exprimée sous forme de série, basée sur le déterminant infini de Hill a des

systémes avec de nombreux degrés de liberté a été préconisée.

Oncescu et al. [57] ont étudié le mouvement d'un rotor monté sur des paliers anisotropes et
dont la section transversale de l'arbre est non circulaire, en utilisant la méthode des
¢léments finis. Ils ont utilis¢ la théorie de Floquet pour étudier la stabilit¢ du systéme
d'équations différentielles obtenu avec des coefficients périodiques, et ont démontré son

efficacité lorsqu'elle est appliquée aux rotors dissymétriques.

Nandi et Neogy [51] ont traité¢ de la stabilité pour des modeles €léments finis de rotor
dissymétrique. Ils ont proposé un arrangement spécifique des termes dans la méthode

standard de la solution supposée dans I’espace d’état pour éviter le traitement des
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composantes nulles des matrices éparses. Leur travail a montré aussi qu’un amortissement
visqueux isotrope suffisamment élevé peut étre utilisé pour stabiliser le rotor dissymétrique
instable.

Boru [6] a étudi¢ le comportement instable des rotors dissymétriques en utilisant le modéle

de Jeffcott et la méthode des éléments finis. Une étude expérimentale a aussi été réalisée.

En plus de ces travaux de recherches, plusieurs auteurs de livres ont traité la dynamique
des rotors dissymétriques, nous pouvons citer entre autres : Friswell et al. [26], Genta [27],

Kramer [39], Lee [46].
1.5 Rotors embarqués

La prise en compte du mouvement de la base dans la modélisation des rotors est
relativement récente, et commence a intéresser de plus en plus les chercheurs de cette

discipline.

Lin et Meng [47] ont utilisé le modele simple de Jeffcott pour étudier le comportement
dynamique d'un rotor d'un aéronef, tournant a une vitesse angulaire constante ou a une
accélération constante pendant les manceuvres de l'aéronef dans un plan vertical, avec un

angle de tangage égal a I’inclinaison de la trajectoire de vol.

Duchemin [21] a utilis¢ un modele ¢léments finis pour étudier le comportement
dynamique, en régime permanent, des rotors en flexion, excités par le mouvement de leurs
bases, en parallele avec une étude expérimentale qui vise a valider le modéle. Différentes

comparaisons calculs-mesures ont été effectuées.

Duchemin et al. [22] ont étudi¢ le comportement dynamique d'un rotor soumis a une
excitation de la base. Un modele mathématique est développé ou les équations sont
obtenues en utilisant la méthode Lagrange avec I’approximation de Rayleigh-Ritz. La
méthode des échelles multiples a été appliquée pour 1’étude les zones d'instabilité lorsque
la base est soumise a une rotation sinusoidale. Des résultats expérimentaux sont ¢galement

présentés pour valider les résultats analytiques et numériques obtenus.

Driot et al. [20] ont utilis¢ le modele présenté dans [22] pour développer une étude
théorique basée a la fois sur la méthode de multiples échelles et sur l'approche de la forme

normale. Un dispositif expérimental a été développé et la confrontation des résultats
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obtenus a partir des études expérimentale et numérique s’est montrée tout a fait

satisfaisante.

Das et al. [16] ont ¢étudié le controle actif des vibrations avec excitateurs
¢lectromagnétiques d'un systéme rotor-palier monté sur une base mobile. Les résultats des
simulations ont montré que l’action du contréle a permis d’éviter la résonance
paramétrique, de reporter l'instabilit¢ due a 1’amortissement interne et de réduire la

réponse du rotor d’une fagon significative.

Lee et al. [44] ont appliqué la méthode de modélisation par éléments finis a un systéme
rotor-palier considérant une force de choc transféré a la base, avec le schéma d’intégration
numérique de I'espace d'état de Newmark, basé sur le concept de la vitesse moyenne. Une
¢tude expérimentale a aussi été réalisée. Les résultats obtenus par les deux approches sont

en bonne concordance.

El-Saeidy et Sticher [23] ont présenté une formulation pour I'analyse dynamique des rotors
rigides avec des paliers ¢lastiques linéaires ou non linéaires soumis au balourd et a une
excitation harmonique de la base le long ou autour des directions latérales. Des résolutions
analytiques et numériques des équations du mouvement ont été effectuées et les résultats

discutés.

Dakel et al. [10] ont utilis¢é un modele éléments finis basé sur la théorie de poutre de
Timoshenko pour analyser le comportement dynamique en régime permanent de rotors
embarqués montés sur des paliers rigides. Le modéle prend en compte les éventuelles
dissymétries géométriques du disque et/ou de l'arbre. Des exemples numériques de rotors
symétriques et dissymétriques, dont la base rigide est soumise a une vitesse angulaire

constante combinée a un mouvement de translation harmonique, sont étudiés.

Dakel et al. [11] ont étudié, en utilisant la méthode des éléments finis, le comportement
dynamique d'un rotor embarqué monté sur paliers hydrodynamiques en présence de
mouvements de support rigide. Deux modéles de paliers hydrodynamiques sont considérés:
linéaire et non linéaire. L'influence des mouvements sinusoidaux de la base sur la
dynamique du systéme est analysée au moyen de diagrammes de stabilité, des orbites du
rotor, de la réponse temporelle, des transformées de Fourier rapides, des diagrammes de

bifurcation et des cartes de Poincaré.

10



Chapitre 1 Bibliographie et état de I’art

Han et Chu [32] ont étudié le comportement dynamique d’un systéme de rotor-palier
fissuré soumis a des mouvements angulaires harmoniques de la base en utilisant la
méthode de la balance harmonique. Les spectres de réponse, les orbites du centre de l'arbre

et la réponse en fréquence pour le systeme rotor-palier ont été discutées.

Han et Chu [33] ont étudi¢ le comportement dynamique d'un systétme de rotor a
engrenages soumis a des mouvements périodiques en temps de la base. Les effets des
différents mouvements angulaires de la base a la fois sur la réponse en fréquence et les

spectres de réponse ont été discutés.

Han et Chu [34] ont analysé l'instabilité paramétrique d’un systéme rotor-palier sous 1’effet
des mouvements angulaires périodiques de la base. Trois mouvements angulaires de la
base sont considérés : roulis, tangage et lacet. La méthode de la matrice de transition d'état
discret (DSTM) a été utilisée pour déterminer numériquement les régions d'instabilité. Les
effets de la vitesse de rotation, des amplitudes du mouvement de base et des phases entre

deux mouvements de base sur les régions d'instabilité sont discutés.

Yi et al [69] ont étudiés I'effet des mouvements angulaires périodiques de la base sur la
réponse dynamique des rotors dont le disque et l'arbre ont des sections transversales
dissymétriques. Un modele éléments finis a été utilisé pour I’obtention des équations de
mouvement du systéme rotor-palier qui sont de type paramétrique. Les régions d'instabilité
et les orbites du centre du rotor sont comparées a des résultats de référence pour la
validation du modele. Ensuite, les réponses forcées du systéme aux différentes excitations
sont obtenues. Les effets de divers types de mouvements angulaires, les amplitudes et la
fréquence des mouvements de base sur les spectres de réponse et les résonances externes

sont discutés.

1.6 Stabilité

Afin d'étudier la stabilité¢ des systémes de rotors, le critére de stabilité¢ de Routh-Hurwitz
[40], [60], [63] est largement utilisé. Ce critére est bien adapté aux systemes a faible
nombre de degrés de liberté et ne permet pas d’obtenir de maniére analytique la vitesse
pour laquelle I’instabilité¢ apparait [63]. Pour les systémes soumis a une excitation
paramétrique, les méthodes les plus utilisées sont la théorie de Floquet [24] et la méthode
de Hill [35] ainsi que d’autres méthodes dérivées de ces deux méthodes [43], [59]. La
méthode des échelles multiples [52], [53] est une autre alternative a ces méthodes [20]-

[22].
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1.7 Régime instationnaire

Avec une recherche toujours croissante de 1’efficacité, les rotors tendent & devenir de plus
en plus légers et flexibles et a fonctionner a des vitesses de plus en plus élevées avec de
trés petits jeux entre les rotors et les stators. La probabilité de frottement rotor-stator a donc
considérablement augmenté, surtout dans la période de démarrage, lorsque le rotor franchit
une ou plus vitesses critiques [2]. Pour éviter ce contact, la prédiction des déplacements du

rotor est primordiale.

Irretier [36] a discuté les bases des vibrations instationnaires et a présenté les relations
mathématiques les plus importantes pour ce type de vibrations forcées de systémes
linéaires. Les résultats essentiels présentés sont la diminution de l'amplitude a la résonance

et le décalage de la fréquence de résonance.

Allezy A. [3] a étudié I’effet des sollicitations a fréquence variable sur le comportement
dynamique de systéemes mécaniques. Dans son étude, a la fois analytique, numérique et
expérimentale, une attention a été portée sur les phénomenes de résonance observés
lorsque la fréquence d’excitation franchit une ou plusieurs fréquences propres du systéme.
Dans son modgele, il a introduit un amortissement variable issu de la méthode métrique, ce
qui a réduit d’une facon significative, les différences entre calcul et mesure au niveau de la

réponse.

S. Roques S. [62] a étudié¢ le comportement dynamique couplé rotor-stator lors d’un
ralentissement accidentel d’une turbine, suite au détachement d’une ailette. La vitesse de
rotation, qui n’est plus constante, a été calculée en fonction des efforts agissant sur ’arbre.
Le ralentissement, s’effectuant sous I’effet de frottement dii a la présence de fluides dans la

turbine, jusqu’a I’arrét complet de la machine.
1.8 Conclusion

Plusieurs travaux dans la littérature concernent 1’étude du comportement dynamique des
rotors soumis a une excitation paramétrique, comme dans le cas d’un rotor dissymétrique
[1], [6], [26], [27], [51], [56],[57] ou lorsque le rotor est soumis a une excitation de sa base
[15],[21], [34], [69]. Dans ce travail la méthode de Hill est appliquée au modéle de

12
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Rayleigh-Ritz pour ces deux sources d’excitation paramétrique, afin de déterminer les
zones d’instabilité, I’influence de I’amortissement sur ces zones et la réponse du rotor aux

différentes excitations auxquelles il est soumis.

D’un autre coté, des travaux antérieurs [10]-[16], [32]-[33] et [21]-[22] ont étudié la
réponse en régime permanent de rotors embarqués. Dans ce travail, nous analysons le
comportement dynamique de ce type de rotors fonctionnant & une vitesse de rotation
variable, comme il est le cas lors du démarrage ou de l'arrét des machines. Pour cet
objectif, un modele éléments finis de rotor est développé, et un code informatique est
¢laboré, sur la base d'un logiciel accompagnant le livre [26]. Un deuxiéme modele plus
simple basé sur la méthode de Rayleigh-Ritz est aussi développé et implémenté. Ces deux
modeles ont permis d’effectuer des simulations numériques sur deux configurations de
rotor pour différents mouvements de la base, et ceci pour deux lois de variation de la
vitesse de rotation. Des résultats issus des deux modeles sont analysés et commentés. Une

partie de ce travail a fait I’objet d’une publication [7] dans la revue Mechanics&Industry.
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INTRODUCTION GENERALE

Les rotors sont des parties des machines industrielles telles que les turbines, les
compresseurs, les pompes et les moteurs. Ces machines tournantes ont tendance a
fonctionner a des vitesses ¢levées et parfois, dans des situations complexes. Des
vibrations excessives de ces machines peuvent sérieusement affecter leur intégrité. Ainsi,
une prédiction précise de leur comportement dynamique doit €tre faite pour assurer une
conception fiable.

Par ailleurs, les machines toumantes actuelles, peuvent fonctionner a des régimes
supercritiques. Le passage d’une ou de plusieurs vitesses critiques est alors inévitable
pendant la phase de démarrage ou lors de I’arrét de la machine. Le passage d’une vitesse
critique implique un accroissement important des vibrations qui peuvent alors détériorer
la machine. L’étude du comportement dynamique des rotors lors d’une variation de
vitesse est donc dune importance cruciale.

Dans la plus grande majorité des études sur la dynamique des rotors, la base du rotor est
supposée fixe ; cependant dans plusieurs applications technologiques elle subit des
mouvements, comme dans les turbocompresseurs de voitures, les turbines de navires ou
d'avions, etc...Les rotors sont donc excités aussi bien par le balourd que par les
différents mouvements de leur bases. En outre, certains mouvements de la base peuvent
étre la cause d’instabilités paramétriques qu’il faut prendre en considération pendant la

phase de conception.

Dans ce travail de thése, un modele ¢léments finis est développé pour simuler le
comportement dynamique d'un rotor flexible tournant a une vitesse de rotation constante
ou variable et support¢ par des paliers rigides ou flexibles caractérisés par leurs
coefficients de rigidité et d’amortissement. Le tout est monté sur une base rigide qui peut
subir des mouvements déterministes. Un deuxiéme modele plus simple, bas¢ sur
I’approximation de Rayleigh-Ritz est aussi proposé, en vue d’étre utilisé pour 1’é¢tude de
quelques phénomenes rencontrés en dynamique des rotors.

Le travail élaboré dans cette thése se répartit sur quatre chapitres



Introduction générale

Le chapitre 1 présente un bref historique et un état de ’art concernant I’étude du
comportement dynamique des rotors, tout en mettant I’accent sur quelques phénomenes
rencontrés dans cette spécialité.

Le chapitre 2 est consacré a la modélisation des éléments du systéme rotor-palier, en
prenant en compte un mouvement éventuel de sa base et une variation possible de sa
vitesse de rotation. Différentes énergies des composants du systéme sont déterminées :
I’énergie cinétique du disque, de 1’arbre et du balourd ainsi que 1’énergie de déformation
de I’arbre. Les travaux virtuels des forces €lastiques et d’amortissement des paliers ainsi
que les travaux virtuels des poids propres du disque et de 1’arbre sont aussi calculés.

En utilisant la méthode des équations de Lagrange, les équations du mouvement du rotor,
aussi bien pour le modele simplifié¢ basé sur ’approximation de Rayleigh-Ritz que pour
le modéle ¢éléments finis sont déterminées.

Le chapitre 3 étudie le comportement dynamique des rotors soumis a une excitation
paramétrique. Deux causes de ce type d’excitation sont considérées : une dissymétrie du
rotor ou une rotation sinusoidale de sa base. La méthode de Hill est alors appliquée pour
I’étude de la stabilité, la réponse aux excitations de balourd, de la base et du poids propre
du rotor.

Le chapitre 4 présente des simulations du comportement dynamique de rotors embarqués
tournant a une vitesse de rotation constante ou variable (linéaire ou exponentielle), sous
I’effet de I’excitation de balourd et de différents mouvements de la base. Des résultats
issus des deux modeles, a savoir : le modele éléments finis et le modele Rayleigh-Ritz,
sont présentés et commentes.

Enfin cette thése se termine par une conclusion et des perspectives.
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Chapitre 4 Simulation du comportement dynamique des rotors embarqués

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, des simulations numériques utilisant les deux mod¢les obtenus dans le
chapitre 3, a savoir : le modéle éléments finis et le modele de Rayleigh-Ritz, sont effectuées
pour I’étude du comportement dynamique des rotors montés sur une base en mouvement et

tournant a des vitesses de rotation constante ou variable.
4.2 Modeéele éléments finis
4.2.1 Validation dans le cas d’une vitesse de rotation constante

Pour valider le code ¢léments finis développé dans ce travail, plusieurs tests ont été
réalisés sur deux configurations de rotors. Chacune de ces deux configurations consiste en un
systéme constitu¢ d’un seul disque symétrique placé sur un arbre symétrique flexible, supporté
aux extrémités par deux paliers. Le systéme rotor-palier est monté sur une base qui peut étre
fixe ou en mouvement.

La géométrie et les propriétés des matériaux des éléments constituant chacune des deux

configurations de rotor sont données dans les tableaux 4.1 et 4.2.
4.2.1.1 Premiére configuration de rotor

Dans le but de comparer les résultats, la premiére configuration de rotor choisie est
celle utilisée dans [20]-[22]. Les parametres caractérisant le rotor et le palier sont donnés dans

le Tableau 5.1.

Tableau 5.1 Premicre configuration de rotor.
Parametres de simulation du rotor et du palier

Symbole  Quantité Valeur
L Longueur de I’arbre 04 m
R, Rayon de I’arbre 0.005 m
R, Rayon du disque 0.1 m
h Epaisseur du disque 0.01m
E Module de Young 2.05 10" N/m’
P Masse volumique 7800 kg/m’
m,d Balourd résiduel 2.510%kgm
Kyx Rigidité du palier suivant ’axe x;, 2.110° N/m
k4, Rigidité du palier suivant ’axe z 1.2 10°N/m

Cxx = Cz;  Amortissement du palier suivant les axes xpet z, 15000/Q N/m/s
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L’arbre est discrétisé en huit éléments de poutre a deux nceuds de méme longueur. Le
disque, contenant un balourd est situ¢ au nceud 7, et les paliers aux nceuds 1 et 9, comme le

montre la figure 4.1.

Figure 4.1 Discrétisation de la premicre configuration de rotor

La figure 4.2, présente les orbites décrites par le centre de 1’arbre, obtenues en utilisant le code
de calcul développé dans ce travail, pour une vitesse de rotation constante ) = 20 Hz (1200
tr/min) et une rotation sinusoidale de la base autour de I’axe x,,, d’amplitude 2.107rad, et ceci

pour deux fréquences: 60Hz et 80Hz.

x10° ‘ | (x10%
5
Eo Eo
= =
-5t
, ‘ -1 ‘ J
5 0 5 1 0 1
u(m) x 107 u(m) x10*
(@ (b)

Figure 4.2 Orbites du milieu de I’arbre du rotor tournant a 0 = 20 Hz (1200 tr/min) et soumis a une
rotation sinusoidale de la base autour de I’axe x;, d’amplitude 2.107 rad et de fréquence :
(a) 60Hz, (b)80Hz.
Les orbites de la figure 4.3 sont obtenues, pour la vitesse de rotation du rotor L =40 Hz
(2400 tr/min) et pour le méme mouvement de la base que dans le cas précédent, avec les
fréquences: 20Hz et 26.67Hz.

Dans chacun des deux cas, les résultats sont identiques a ceux obtenus dans [22].
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Figure 4.3 Orbites du milieu de I’arbre du rotor tournant a Q = 40 Hz (2400 tr/min) et soumis a une
rotation sinusoidale de la base autour de I’axe x;, d’amplitude 2.107 rad et de fréquence :

(a) 20Hz, (b) 26.67Hz.

4.2.1.2 Deuxieme configuration de rotor

Les parametres de la deuxieme configuration de rotor sont présentés dans le tableau
4.2 ; 1l s’agit de la méme configuration utilisée dans [10].
L’arbre est discrétisé en 12 ¢léments a deux nceuds de méme longueur. Le disque, contenant

un balourd est situé¢ au nceud 5 et les paliers aux nceuds 1 et 13 comme le montre la figure 4.4.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
BP S Sy e S S S——" S S " S S—— S G

Z =i

Figure 4.4 Discrétisation de la deuxiéme configuration de rotor

Cette configuration de rotor est utilisée en vue d’une validation du code élaboré dans un autre
cas du mouvement de la base. Il s’agit de la détermination des orbites décrites par le milieu de
I’arbre tournant a une vitesse de 25 Hz (1500tr/min), dans trois cas de mouvements de la base,

qui consistent en une rotation de vitesse constante de 5 Hz autour de 1’axe y,, combinée a une
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translation sinusoidale verticale d’amplitude 10° m, et ceci pour trois valeurs de sa
fréquence : 100 Hz, 120 Hz et 200 Hz. La Figure 4.5, présente ces orbites; elles sont

identiques a celles obtenues dans [10].

Tableau 4.2 Deuxi¢me configuration de rotor :

Parameétres de simulation

Symbole Quantité Valeur
L Longueur de I’arbre 04 m
R, Rayon de I’arbre 00l m
Ry Rayon du disque 0.15m
h Epaisseur du disque 0.03 m
E Module de Young 210" N/m*
Masse volumique 7800 kg/m’
myd Balourd résiduel 1510%kgm
x10° x10° x10°
1 1 1
0.5 0.5 0.5
E o g o E o
= 2 z
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1
um)  y10° um)  y9° u(m)  y10°
(a) (b) (c)

Figure 4.5 Orbites du milieu de I’arbre du rotor tournant a 25 Hz (1500tr/min) et soumis a un
mouvement combiné de la base : une rotation autour de I’axe y;, de vitesse constante (5 Hz) et une

translation sinusoidale verticale d’amplitude 10°m et de fréquence (a) 100 Hz, (b) 120 Hz, (c) 200 Hz.

4.2.2 Vitesse de rotation variable

Apres la validation du modéle pour une vitesse de rotation constante, nous traitons le
cas d’une vitesse de rotation variable. Deux lois de variation de la vitesse de rotation du rotor

sont considérées : linéaire et exponentielle.
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4.2.2.1 Loi de variation linéaire de la vitesse de rotation

Les parametres de la configuration du rotor utilisée dans les simulations, dans ce cas,
sont donnés dans le tableau 4.1. Le diagramme de Campbell correspondant est présenté dans la

figure 4.6.

Avant d’étudier la réponse du rotor, tournant a une vitesse a variation linéaire et dont
la base subit différents mouvements, considérons tout d’abord sa réponse dans le cas d’une

base fixe.

w=26 Hz
w=24 Hz
w=22 Hz

‘ ‘ -‘\ w=20 Hz
| |
| |

Fréquences naturelles (Hz)

I
| | (6340 - [rse
L 1 L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Vitesse de rotation (tr/min)

Figure 4.6 Diagramme de Campbell pour la premiére configuration de rotor (Tableau 4.1)

Test 1: Rotor monté sur une base fixe tournant & une vitesse a variation linéaire : en
accélération et en décélération.

La figure 4.7 représente la réponse suivant les axes : horizontal et vertical ainsi que
I’amplitude de la réponse au milieu de 1’arbre du rotor décrit dans le Tableau 4.1 et monté sur
une base fixe, tournant, pendant 5s, & une vitesse variable a accélération constante (Figure

4.7a), et 4 décélération constante (Figure 4.7b) égales en valeur absolue (100rad/s?); et dans la
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figure 4.8, les deux graphes représentant I’amplitude de la réponse en accélération et en

décélération en fonction de la vitesse de rotation du rotor sont superposés.
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Figure 4.7 Rotor monté sur une base fixe et tournant a une vitesse variable a :
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Figure 4.8 Amplitude du déplacement en accélération et en décélération
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La figure 4.8 montre clairement que le maximum de la réponse ne se produit pas a la méme
vitesse de rotation en accélération et en décélération. De plus, les amplitudes ne sont pas les
mémes. Ces faits sont bien mentionnés dans la littérature [36], [68].

Test 2: variation linéaire de la vitesse de rotation du rotor avec une rotation sinusoidale de la

base autour de I’axe xp.
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Figure 4.9 Variation linéaire de la vitesse de rotation du rotor (;b(t) = 200t rad/s avec une rotation
sinusoidale de la base autour de ’axe x d’amplitude 2.10™rad pour différentes fréquences :
(a) 18Hz; (b) 20Hz; (c) 24Hz
Dans la figure 4.9 sont présentés les réponses au milieu de I’arbre du rotor, décrit dans le
tableau 4.1, tournant a une vitesse de rotation variant linéairement ¢(t) = 200t rd/s pendant
5s et soumis & une rotation sinusoidale de la base autour de I’axe x, d’amplitude 2.10™ rd pour
différentes fréquences: 18 Hz, 20 Hz and 24 Hz. Nous pouvons remarquer qu’il y a des pics

dont les positions sur I’axe du temps restent inchangées (dans le voisinage de 1s) et ceci
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indépendamment de la fréquence de la base; ils correspondent aux vitesses critiques directe et
inverse (fréquences naturelles directe et inverse excitées par le balourd). En plus de ces pics,
un autre pic est observé dans chaque cas ; sa position change dans I’axe du temps en fonction
de la fréquence du mouvement de la base : elle se déplace a gauche lorsque la fréquence
augmente (elle correspond a une fréquence naturelle excitée par le mouvement de la base).

Sur le diagramme de Campbell, présenté dans la figure 4.6, sont indiquées les valeurs des
vitesses critiques dues au balourd (1730 tr/min et 2030 tr/min), lorsque la base est fixe. La
figure montre aussi les intersections entre les graphes des fréquences naturelles, dans la plage
de fréquences considérée, avec les lignes horizontales représentant les fréquences de la base.
On peut remarquer que les valeurs des vitesses de rotation correspondant a ces intersections
décroissent pour des valeurs croissantes de la fréquence de la base : 20Hz (7560 tr/min), 22 Hz

(6340 tr/min), 24 Hz (5040 tr/min), 26 Hz (3750 tr/min).
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Figure 4.10 Variation linéaire de la vitesse de rotation du rotor (¢ (t) = 200t rad/s), soumis a une

translation sinusoidale verticale de la base d’amplitude 1,5.10° m pour différentes fréquences :

(a)20Hz; (b)22Hz;, (c)26Hz
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Test 3: Variation linéaire de la vitesse de rotation du rotor soumis a une translation sinusoidale

de la base, pour différentes valeurs de la fréquence de la base.

La figure 4.10 présente les réponses du rotor décrit dans le tableau 4.1, tournant a une vitesse
de rotation & variation linéaire ¢(t) = 200t rad/s et soumis a une translation sinusoidale

verticale de la base d’amplitude 1.5 10° m, pour les fréquences: 20 Hz, 22 Hz et 26 Hz.

T T T T T T T T T 10000

T T T T T T T T T 10000

8000 8000

o
&
T
°
&
T

6000 6000

14000 4000

I
T+

2000

I
o
.

2000

Vitesse de rotation (tr/min)

Vitesse de rotation (tr/min)

Déplacement vertical w(m)
Déplacement vertical w(m)

w
o
&L
o
o

2 25 3 35 ) 25 5 “o 05 7 15
Temps (s)

o
=1
S

IS
a
=]

a
=)
S

©
a
=]

@
=1
S

20

Fréquence (Hz)
Fréquence (Hz)

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5
Temps (s) Temps (s)
x10" x10"
1 T 1 T
~ ~
Ey g,
S =
-1 -1
-1 0 1 -1 0 1
u(m) x10” u(m) x10”
(a) (b)

Figure 4.11 Déplacement vertical w, spectrogramme correspondant a w et orbite du centre du rotor,
tourrnant a une vitesse a variation linéaire, ¢ (t) = 200t rad/s, soumis a une translation sinusoidale

verticale de sa base d’amplitude 1.5 10® m et de fréquence (a) 20Hz, (b) 22 Hz.
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Les mémes remarques concernant les deux types de pics dont la position de 1’un sur I’axe du
temps est fixe et I’autre variable, sont observées dans ce cas de mouvement de la base.

Dans la figure 4.11, sont présentées les réponses suivant 1’axe vertical, pour deux fréquences
de la base 20 Hz, 22 Hz , leurs spectrogrammes correspondants ainsi que les orbites. Les
spectrogrammes montrent clairement pour chacun des deux cas que le premier pic est excité
par le balourd tournant a la fréquence de rotation du rotor tandis que le deuxieéme est di a
I’excitation de la base. En observant les orbites, nous pouvons remarquer que leurs formes
change en fonction de la fréquence du mouvement de la base, et que le nombre de sommets

décroit quand la fréquence croit.

Test 4: Variation linéaire de la vitesse de rotation du rotor soumis a une translation sinusoidale

verticale de la base combinée a une rotation a vitesse constante autour de 1’axe y,.

D 3 “““m“lllmllhhﬂnm
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(2) _ (b)

Figure 4.12 Rotor tournant a une vitesse a variation linéaire (;b(t) = 500t rad/s, monté sur une base
soumise a une translation verticale sinusoidale d’amplitude 10°m et de fréquence 200 Hz, combinée a
une rotation de vitesse constante de 5 Hz, autour de I’axe y, .

(a) Déplacement horizontal. (b) Déplacement vertical. (c) Orbite.

83



Chapitre 4 Simulation du comportement dynamique des rotors embarqués

Dans le test 4, le rotor décrit dans le tableau 4.2, et soumis a une rotation de sa base a
vitesse constante de 5 Hz autour de I’axe y,, combinée a un mouvement sinusoidal vertical
d’amplitude 10°m et de fréquence 200 Hz, qui a déja ét¢ examiné pour une vitesse de rotation
constante (Fig. 4.5¢), est maintenant soumis a une vitesse de rotation variable d’accélération
constante: 500rad/s>. La figure 4.12 présente le déplacement horizontal (Figure 4.12a), le
déplacement vertical (Figure 4.12b) ainsi que 1’orbite décrite par le milieu de D’arbre
(Figure 4.12c¢). 1l est a noter que la forme de I’orbite est similaire a celle obtenue en régime
stationnaire, avec un rayon de plus en plus grand jusqu’a atteindre son maximum

correspondant a la résonance.
4.2.2.2Variation exponentielle de la vitesse de rotation du rotor

Le modele développé dans ce travail permet de choisir d’une fagon arbitraire la loi de
variation de la vitesse de rotation. Dans ce qui suit, une loi de variation exponentielle est
considérée ; le cas d’une base fixe est tout d’abord traité, ensuite un cas de mouvement de la

base est considéré.
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Figure 4.13 Diagramme de Campbell pour la deuxiéme configuration de rotor

Les paramétres de la configuration de rotor utilisée dans les simulations sont donnés dans le

tableau 4.2. Un palier supplémentaire avec des caractéristiques de rigidité et d’amortissement
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5
données par les matrices [k,] = [2 %)0 c ;)05] N/m et [c,] =2 X 107%[k,] N s/m est

placé a y,, = 2L /3. Le diagramme de Campbell correspondant est présenté dans la figure 4.13.
Test 1: Variation exponentielle de la vitesse de rotation du rotor monté sur une base fixe.

Dans ce cas, le rotor décrit dans le tableau 4.2 et monté sur une base fixe, tourne avec une
vitesse variant exponentiellement pendant 5s, selon la loi: ¢(t) = 534(1 — e~%983%) rad/s
[40]. Les déplacements horizontal et vertical au milieu du rotor et leurs spectrogrammes
correspondants sont représentés dans la figure 4.14.

Nous pouvons observer les pics correspondant aux premicres vitesses critiques directe et

inverse dans les graphes de u et w ainsi que leurs positions dans le spectrogramme.
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Figure 4.14 Réponse d’un rotor monté sur une base fixe et tournant a une vitesse exponentielle:
(a) Déplacement horizontal, (b) Déplacement vertical w,

(c) Spectrogramme correspondant a u, (d) Spectrogramme correspondant a w
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Test 2: Variation exponentielle de la vitesse de rotation du rotor soumis a une translation

sinusoidale verticale de la base.

Le rotor du test précédent est maintenant monté sur une base en translation sinusoidale
verticale d’amplitude 10°m et de fréquence 200 Hz. La vitesse de rotation varie d’une fagon
exponentielle suivant la loi: ¢(t) = 534(1 — e~983¢) rad/s. Les déplacements horizontal et
vertical du milieu du rotor ainsi que leurs spectrogrammes correspondants sont représentés sur
la figure 4.15.

Les graphes des déplacements montrent des pics correspondant aux vitesses critiques

directe et inverse se produisant au méme instant que celles correspondant a une base fixe.
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Figure 4.15 Réponse d’un rotor monté sur une base soumise a une translation sinusoidale et tournant a
une vitesse exponentielle: (a) Déplacement horizontal u, (b) Déplacement vertical w,

(c) Spectrogramme correspondant a u (d) Spectrogramme correspondant & w.

86



Chapitre 4 Simulation du comportement dynamique des rotors embarqués

De plus, des déplacements verticaux relativement grands sont observés avant que le rotor
n’atteigne ses vitesses critiques données par le diagramme de Campbell; elles sont dues
principalement & une superposition du mouvement de la base et des vibrations propres du rotor
comme le montre le spectrogramme. Les déplacements horizontaux sont aussi influencés par
le mouvement de la base dans cet intervalle. Notons que, malgré que le mouvement de la base
est vertical, les déplacements horizontaux sont aussi influencés ; ceci est dii au couplage

gyroscopique.
4.3 Mode¢le de Rayleigh-Ritz

Le systéme de rotor utilis¢é pour les simulations utilisant ce modéle a les caractéristiques

données dans le tableau 4.2
4.3.1 Vitesse de rotation constante

L’exemple déja étudi¢ par la méthode des éléments finis, qui consiste en une rotation du rotor
a vitesse constante de 25 Hz avec un mouvement combiné de la base : une rotation autour de
I’axe v, de vitesse constante de 5Hz et une translation sinusoidale verticale d’amplitude 10°m
pour des fréquences : 100 Hz, 120 Hz et 200 Hz, est maintenant repris en utilisant la méthode
de Rayleigh-Ritz.

La figure 4.16 présente les orbites obtenues par les deux méthodes. Elles sont qualitativement
similaires. Concernant les amplitudes de vibrations, le modéle de Rayleigh-Ritz étant plus
rigide, elles sont légérement inférieures a celles obtenues par la méthode des éléments finis :

les écarts d’amplitude suivant les deux axes ne dépassant pas, en moyenne, 5%.

4.3.2 Vitesse de rotation variable

Dans ce qui suit, le modele de Rayleigh-Ritz est utilisé pour la simulation du comportement
dynamique des rotors embarqués tournant a une vitesse de rotation variable. Comme pour la
méthode des éléments finis, deux lois de variation de la vitesse de rotation du rotor sont

considérées : linéaire et exponentielle.
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Figure 4.16 Orbites du milieu de I’arbre du rotor tournant a 25 Hz (1500 tr/min) et soumis a un
mouvement combiné de la base : une rotation autour de I’axe y,;, de vitesse constante (5 Hz) et une
translation sinusoidale verticale d’amplitude 10°m et de fréquence (a) 100 Hz, (b) 120 Hz, (c) 200 Hz.
Comparaison entre la MEF et la méthode de Rayleigh-Ritz

4.3.2.1 Loi de variation linéaire

La figure 4.17 présente la réponse du rotor, dont les paramétres sont donnés dans le tableau
4.2, tournant & une vitesse de rotation a variation linéaire ¢(t) = 200t rad/s, lorsqu’il est

monté sur une base fixe.

Les déplacements suivant ’axe vertical, obtenues par la méthode de Rayleigh-Ritz (M.R.R) et
par la méthode des ¢léments finis (M.E.F) sont superposés afin de permettre la comparaison
des résultats. Nous pouvons constater que les déplacements obtenus par la M.R.R sont
inférieurs a ceux obtenus par la M.E.F, ceci est di a la rigidit¢ du modele de R.R. De plus, le

pic de résonance obtenu par R.R se produit un peu en retard par rapport a celui de la M.E.F.
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Figure 4.17 Vitesse de rotation du rotor a variation lin¢aire (;b(t) = 200t rad/s dans le cas d’une

base fixe. Comparaison entre la M.E.F et la méthode de Rayleigh-Ritz

La figure 4.18 présente le déplacement vertical du milieu du rotor, tournant a la vitesse
¢(t) = 200t rad/s et monté sur une base soumise a une rotation sinusoidale autour de I’axe x,,
d’amplitude 2.10"rad et de fréquence 33Hz (Figure 4.18a) et 35Hz (Figure 4.18b). En
examinant ces figures, nous pouvons remarquer le décalage important entre la méthode des
¢léments finis et celle de Rayleigh-Ritz.
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Figure 4.18 Vitesse de rotation du rotor a variation linéaire (;b (t) = 200t rad/s avec une rotation

sinusoidale de la base d’amplitude 2.10rad et de fréquences (a) 33Hz, (b) 35Hz

0

Déplacement vertical w(m)

Déplacement vertical w(m)

89



Chapitre 4 Simulation du comportement dynamique des rotors embarqués

Les figures 4.19 et 4.20 représentent les diagrammes de Campbell obtenus par la méthode des
¢léments finis et la méthode de Rayleigh-Ritz, respectivement; ou la ligne horizontale
représente la fréquence d’excitation de la base (35 Hz), et I’abscisse du point d’intersection de

cette droite avec le diagramme indique la vitesse de résonance et ceci pour chacune des deux

figures.
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Figure 4.19 Diagramme de Campbell- Méthode des éléments finis
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Figure 4.20 Diagramme de Campbell- Méthode de Rayleigh-Ritz
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En examinant les deux diagrammes, nous pouvons remarquer que les vitesses de résonance
dues a I’excitation de la base, obtenues par les deux méthodes sont treés éloignées 'une de
I’autre: 4720 tr/min (MEF) et 7625 tr/min (MRR), soit un décalage de 2905 tr/min (304.21
rad/s). Sachant que le rotor tourne a une vitesse ¢(t) = 200t rad/s ; le décalage sur I’axe du
temps attendu est de 1.52 s.

Le tableau 4.3 présente les deux premiéres vitesses critiques du rotor excitées par le balourd,
ainsi que quatre vitesses critiques excitées par le mouvement sinusoidal de la base
correspondant aux fréquences : 33 Hz, 35 Hz, 38 Hz et 40 Hz obtenues par la M.E.F et la
méthode de Rayleigh-Ritz

Tableau 4.3 Comparaison des vitesses de résonance entre la M.E.F et la M.R.R

72% V., w=33Hz | w=35Hz | w=38Hz | w =40Hz
MEF 2422 2913 5450 4720 3460 2590
MRR 2531 3013 9320 7625 5300 3872
Erreur % 4.50% 3.43% 71.01% 61.55% 53.18% 49.50%

Nous pouvons constater que les vitesses de résonance dues a I’excitation de balourd sont
déterminées par la méthode de Rayleigh-Ritz avec une précision acceptable (4.50% et
3.43%) ; alors que les vitesses de résonance dues a 1’excitation de la base, obtenues par la
méme méthode sont trés ¢loignées de celles prédites par 1a méthode des ¢léments finis.

La figure 4.18 montre un écart supplémentaire entre les vitesses critiques dues a 1’excitation
de la base obtenues dans le graphe de la réponse et celles prévues par le diagramme de
Campbell.

De plus, nous pouvons constater que l’amplitude des vibrations a la résonance due a
I’excitation de la base est beaucoup plus importante pour la méthode de Rayleigh-Ritz par
comparaison a celle obtenue par la MEF. Ceci est dii au fait que la résonance dans la méthode
de RR se produit a une vitesse de rotation plus grande par rapport a la MEF; et comme la
composante verticale de la force due au mouvement de la base est proportionnelle a la vitesse
de rotation (Equation 4.46), et la force de balourd est proportionnelle au carré de la vitesse de

rotation (Equation 4.6), ’amplitude des vibrations sera donc beaucoup plus grande.

4.3.2.2 Loi de variation exponentielle
Les mémes cas simulés en utilisant la méthode des éléments finis, sont examinés ici en

utilisant le modéle de Rayleigh-Ritz.
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La figure 4.21 présente les déplacements horizontal et vertical du centre du rotor, monté sur

une base fixe et tournant a une vitesse de loi de variation exponentielle.
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Figure 4.21 Réponse d’un rotor monté sur une base fixe et tournant a une vitesse exponentielle:
(a) Déplacement horizontal, (b) Déplacement vertical w,

(c) Spectrogramme correspondant a u, (d) Spectrogramme correspondant a w

Les graphes de réponse sont pratiquement les mémes que ceux obtenus en utilisant la M.E.F
avec de légers écarts concernant les amplitudes de réponses et les instants de production de la
résonance.

La figure 4.22 présente la réponse du méme rotor que celui du cas précédent, mais monté sur
une base soumise a une translation sinusoidale verticale, d’amplitude 10°m et de fréquence
200 Hz, et tournant a une vitesse a variation exponentielle. Les spectrogrammes montrent la
contribution des premiers modes direct et inverse ainsi que le mouvement de la base a la
réponse. Contrairement au modéle éléments finis, les modes supérieurs ne sont pas représentés

ici, ce qui est inhérent a la méthode.
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Figure 4.22 Réponse d’un rotor monté sur une base soumise a une translation sinusoidale verticale,
d’amplitude 10°m et de fréquence 200 Hz, et tournant a une vitesse & variation exponentielle:
(a) Déplacement horizontal u, (b) Déplacement vertical w, (¢) Spectrogramme correspondant a u

(d) Spectrogramme correspondant a w.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, des simulations du comportement dynamique de rotors embarqués
tournant a une vitesse constante ou variable pour différents cas de mouvements de la base sont
présentées et discutées. La méthode des ¢léments finis est tout d’abord considérée. Apres des
tests de validation du mode¢le pour des vitesses de rotations constantes, le cas de vitesses
variables est traité. Pour une variation linéaire de la vitesse de rotation, il a été constaté, dans
les cas d’une rotation ou d’une translation sinusoidales de la base, [I’existence de deux
résonances, dans la plage de fréquences considérée, la premicre est excitée par le balourd et
elle se produit toujours au méme instant, tandis que la deuxiéme est excitée par le mouvement
de la base et elle change sa position dans 1’axe du temps en fonction de la fréquence du

mouvement de la base.
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Pour une variation exponentielle de la vitesse de rotation, les courbes représentant les
déplacements horizontal et vertical, montrent 1’existence de deux pics correspondant aux
vitesses critiques directe et inverse excitées par le balourd. En outre, dus au mouvement de la
base, en plus des déplacements verticaux, des déplacements horizontaux croissants sont
induits par couplage gyroscopique.

Des simulations basées sur le modele de Rayleigh-Ritz sont ensuite effectuées. Pour une
loi de variation linéaire de la vitesse de rotation, les deux types de résonances constatées en
utilisant le modele éléments finis sont observés pour ce modele, avec des décalages entre les
deux méthodes. L’écart enregistré pour les vitesses critiques dues a 1’excitation de balourd est
inférieur a 5%, alors que celui des vitesses critiques dues a I’excitation de la base est tres
grand (plus de 70% pour certaines fréquences de la base). De plus, I’écart des amplitudes a ces
vitesses est aussi grand. Ceci limite 1’utilisation du modele de Rayleigh-Ritz pour la prédiction
de ce type de résonances.

Pour une loi de variation exponentielle de la vitesse de rotation, les simulations effectuées
en utilisant la méthode des ¢léments finis sont reproduites pour le modele de Rayleigh-Ritz.
Les mémes pics correspondant aux premiéres vitesses critiques sont observés, avec de faibles
¢carts. Cependant, nous pouvons constater que lorsque le rotor est excité par un mouvement de
la base de fréquence élevée (supérieure a la plus grande fréquence naturelle donnée par le
modéle de RR), dans la plage de vitesses considérée, la méthode de Rayleigh-Ritz ne peut
détecter aucune résonance. Cette remarque reste valable pour toute loi de variation des

vitesses. Ceci constitue une limitation inhérente a 1’utilisation de cette méthode.
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Chapitre 2 Modélisation du systéme rotor-palier

2.1 Introduction

En général, les machines tournantes sont constituées de disques de différentes
formes, d'arbres dont les diamétres changent en fonction de leur position longitudinale, et
de paliers situés a différentes positions. Dans les analyses de vibrations, un systéme de
rotor aussi complexe est simplifié¢ et un modele mathématique appropri¢ est adopté [68].
Le but de ce chapitre est la modélisation d’un systéme rotor-palier avec la prise en compte
d’un mouvement éventuel de sa base, supposée indéformable, et dont la vitesse de rotation
pouvant varier en fonction du temps suivant une loi arbitraire.
Les éléments essentiels du systéme considéré sont (Figure 2.1) : le disque, l'arbre, le

balourd, le palier et la base.

Disque

Palier Palier
Arbre

Balourd\@®

Base

Figure 2.1 - Eléments composant le rotor

Dans ce travail, les hypothéses retenues sur les éléments du rotor sont les suivantes :

Le disque est supposé rigide, ’arbre flexible, le disque et I’arbre peuvent étre symétriques
ou dissymétriques ; les paliers supportant I’arbre peuvent étre rigides ou flexibles avec ou
sans amortissement, la base du rotor est rigide et peut étre fixe ou mobile, et la vitesse de
rotation du rotor peut étre constante ou variable.

Pour la modélisation du rotor avec prise en compte du mouvement de sa base, la méthode
utilisée par Duchemin [22] est adoptée, tout en tenant compte d’une variation éventuelle de
la vitesse de rotation du rotor. Tout d’abord, les systémes de référence nécessaires a la
description du mouvement du rotor sont définis et les équations exprimant les
transformations entre ceux-ci sont déterminées. Ensuite, les différentes énergies et travaux

virtuels des composants du rotor sont calculés; il s’agit de
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I’énergie cinétique et le travail virtuel du poids propre du disque

I’énergie cinétique, I’énergie de déformation et le travail virtuel du poids propre
d’un élément d’arbre,

I’énergie cinétique du balourd,

Et enfin, le travail virtuel des forces extérieures dues au palier.

Les équations du mouvement sont obtenues en utilisant la méthode de Lagrange. Deux

modeles sont utilisés :

Un modele basé sur ’approximation de Rayleigh-Ritz: il s’agit d’un modele
simplifi¢ qui permet d’étudier des cas simples, pour mettre en évidence les
phénomenes de base de la dynamique des rotors,

Un mod¢le ¢éléments finis qui permet 1’étude des systémes réels et des applications

industrielles.

Dans ce travail, I’étude du comportement dynamique du rotor comprend

La détermination des fréquences naturelles, des vitesses critiques et 1’étude de
stabilité,

La détermination de la réponse aux excitations de balourd, du poids propre du rotor
et éventuellement, du mouvement de la base en régime stationnaire ( vitesse de

rotation constante) et instationnaire (vitesse de rotation variable ) du rotor.

2.2 Référentiels et transformations de repéres

De maniére générale pour décrire la dynamique d’un systéme mécanique, 1’étape

préliminaire de la modélisation consiste a définir les repéres associés au mouvement du

systeme.

z

Zp A
—

Yp Y y
Xp X
Zy,
Yo
Xo

Figure 2.2 - Systémes de coordonnées pour la description du mouvement du rotor
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Ainsi, pour décrire le mouvement du rotor monté sur une base rigide mobile, trois
référentiels sont considérés

Ry(xo, y0, 7o) : Repere absolu,
Ry, (xp,yp,7p) : Repere fixé a la base,
R(x,v,z) : Repére courant li¢ au rotor.

Pour déterminer les expressions des énergies et du travail virtuel des composants du rotor,
le vecteur vitesse ainsi que le vecteur rotation instantanée du repére R par rapport a R,

doivent étre calculés.
2.2.1 Transformation du repére li¢ a la base au repere courant lié au rotor

La rotation du repere courant R lié au rotor par rapport au repere R, li¢ a la base se fait en
passant par trois rotations successives représentées par les trois angles d’Euler 1, 0 et ¢ en

utilisant deux repéres intermédiaires R, (X, y1,21) €t Ry (x5, V5, Z5), ou

o ¥

y

Xb
Figure 2.3 - Passage du repére Ry, lié a la base au repére local R 1i¢ au rotor
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= 1, angle de précession, représente la rotation autour de Oz,, qui transforme le
repére Ry, (xp,, vy, Zp) au repére intermédiaire Ry (x4, V4, Z1).

= @, angle de nutation, représente la rotation autour de l’axe Ox; du repére
intermédiaire R;(xy,y1,2;), et qui transforme le repére R,(xq,y;,2;) au repére
Ry (x2,¥2,22).

= ¢, angle de rotation propre, représente la rotation autour de ’axe Oy, qui coincide

avec ’axe Oy du repére courant, R(x,y,z).

Vb Zp X2
V1 A Z A X A
Y 0 ¢
X1 Y2 z
P R 6 N ¢
Zp Xp X1 Y1 y )
(a) Rotation autour de z;, (b) Rotation autour de x; (c) Rotation autour de y

Figure 2.4 - Angles d’Euler. Passage de R, a R

» Rotation y (Figure 2.4a)

X, = cosy X, —siny y;

Yp = siny x; + cosy y; (2.1)
Z, =27
» Rotation 6 (Figure 2.4b)
X = Xz
y1 =cosO y, —sin6 z; (2.2)

Z; =sinf y; + cos 0 z,
» Rotation ¢ (Figure 2.4¢)
X, =cos¢p X+sing Z
y2=J (2.3)
Z; = —sing X+ cos¢ Z
En substituant les équations (2.3) dans (2.2) et les équations obtenues dans (2.1), la relation

qui lie les vecteurs unitaires du repere R, et ceux du repére courant R est donnée par
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vo(=|T%] { } (2.4)

Ny < Ry

Avec

cosypcos@ —sinysinfsing —sinPcosf cosysing + sinysinf cos P
[Tﬁb] = [sinycos¢p + cosysinfsing cospcosf sinysing —cosysinbcosPp| (2.5)
—cos6 sin ¢ sin6 cos6 cos ¢

Ou: [Tﬁb] est la matrice de passage du repére 1ié a la base R, au repere local R

La relation inverse entre les vecteurs unitaires des deux repéres R et R, est obtenue en

|

cosypcos@ —sinysinfsing sinycos¢p + cosyPsinfsingg —cosl sing
[RR”] = —siny cos 6 cosy cos 6 sin 6 2.7)
cosysing +sinysinfcos¢ sinypsing —cosyPsinfcos¢p cosb cos P

inversant 1’équation (2.4)

}= [RR)S 79 (2.6)

Ny < Ry

[Rgb] est la matrice de rotation du repere local R li¢ au rotor par rapport au repere lié a la

base R;,.

Il est clair que la matrice [.‘Rﬁb ] est 'inverse de la matrice [Tﬁb], et comme de plus la

matrice [Tﬁb] est orthogonale, on a :
Rp] _ [R 1T
[Re"] = [T%,] 2.8)
2.2.2 Transformation du repére absolu au repere lié a la base

Le mouvement de la base est défini par les coordonnées de l’origine O, du repére R,
exprimées dans le repere Ry, et par les angles de rotation a, § et y permettant le passage du

repere R, au repere Ry,.

La relation entre les vecteurs unitaires du repere absolu R, et ceux du repére li¢ a la base
R}, est obtenue en suivant la méme démarche que dans le cas précédent, c’est a dire lors du
calcul de la relation entre les vecteurs unitaires du repere Rj, 1ié a la base et ceux du repére

R. Elle est donnée par
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% %
Vo = |Re] {7 2.9)
7 Z

avee

cosacosy —sinasinfsiny sinacosy+cosasinfsiny —cosf siny
R . .
[RR‘;] = —sina cos 8 cosa cos f sinf (2.10)
cosasiny +sinasinfcosy sinasiny —cosasinffcosy cosfcosy

AZ0

S Vb

QA
o~
w

i ppp—— g

Figure 2.5 - Passage du repére absolu R, au repére li¢ a la base R,

2.3 Vecteur position de I’origine du repere lié a la base
Le vecteur position de ’origine Oj, du repere lié a la base R;, est
Xob Xp
00,0, ={Yoby =1V» (2.11)
Zob Ry Zp Rp

En utilisant 1’équation (2.9), les relations entre les composantes du vecteur position

exprimées dans les deux reperes R, et R, sont obtenues
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Xp Xob
{Yb} =[] {YOb} 2.12)

Zp Zob
xp = (xqp COS @ + yop sina) cos y — ((xop Sin @ — yop, cos @) sin B + zg, cos ,8) siny
yp = —(xgp sina — ygp cos a) cos B + zy, sin B (2.13)
2z, = (xop €Os @ + yop sina) siny + ((xop sina — y,, cos @) sin f + zy;, cos ,8) cosy
2.4 Vecteur rotation instantanée

Le vecteur rotation de R par rapport R est

Bp° = Wp? + By (2.14)
Ou
0 0 0 6 cos ¢ — 1 cos 6 sin ¢
WyP :{0} +{0} +{¢} = é +1sing (2.15)
W, 0/p, 0Jr 6 sing + 1y cos 6 cos ¢ R
Et
0 B 0 B cosy — dcos B siny I
agz = {0} + {0} + {y} = Yy + asinf =<1, (2.16)
alr, \0/g, \0/r, {p siny+ dcospcosy Ry [ R
En tenant compte de (2.15) et (2.26) dans (2.14), on aura
Wy I 6 cos ¢ — 1 cos O sin ¢
B = {a)y} =<y + ¢ +Psinf 2.17)
Wzlp  \[, R 6 sing + 1) cosfcos ),
Wy Fx
o] = 1 @19
Wy :

I

Wy = (9 + I cosy +I}sin1,b)cos¢ - (I}sim,b —I} cosv,b) sin@sin¢ — (FZ +1j))cos€sin¢
wy=—(Fxsin¢—fycos¢)cose +(I'"Z+1,b)sin9+¢'> (2.19)
w, = (9 + I cosy +I}sim,b)sin¢ +(I}sin1,b —I} cosv,b) sinf cos ¢ + (FZ +1,b) cos 8 cos ¢

Ou
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L., L y et I, sont les composantes du vecteur rotation instantanée de R, par rapport a R,

exprimé dans R,,.

2.5 Vecteur position d’un point de la ligne moyenne de I’arbre

Durant le mouvement du rotor, la ligne moyenne de I’arbre se déplace de sa position

initiale. Soit C(u,y, w) un point de cette ligne moyenne.
u et w étant les coordonnées en mouvement transversal du point C.

y est la position du point considéré sur la ligne moyenne de I’arbre, qui est supposée

constante car seuls les mouvements de flexion sont considérés.

Le vecteur position du point C est
Xp t+u
0C = {3’b + y} (2.20)
Zp +w R

Le vecteur vitesse du point , relativement au repere R, est déterminé en utilisant la

formule de Bour

7 _ (doc _ (doc =Ry (AF
Ve, (€) = ( dt )Ro N ( dt )Rb + waA(OC)Rb (2.21)
Soit
X.b +u Fx Xp +u
Vg, (C) = { Vb } +4h,¢ A {3’b + y} (2.22)
Zp + W R, L, Zp +w Ry

Rp
Ce qui donne

Xp+ 0+ L(zp +w) — L(yp +y)
Vg, (C) = yp — (2 + W) + I, (xp +w) (2.23)
zp + W+ L(yp +y) — I, (xp +u) R,

2.6 Calcul des énergies et des travaux virtuels

L’application de la méthode de Lagrange pour ’obtention des équations de mouvement
du systéme rotor-palier requiert la détermination des énergies cinétiques du disque, de
I’arbre et du balourd, de 1’énergie potentielle de I’arbre, ainsi que les travaux virtuels des

forces du palier et du poids propre du rotor.
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2.6.1 Disque
2.6.1.1 Energie cinétique

Le disque de centre C situé a la position y = y,, étant supposé rigide, seule son énergie

cinétique sera calculée.
Le vecteur position du centre du disque est
Xp t+u
ocC = {yb + }’d} (2.24)
Zp+w Ry
Et son vecteur vitesse, compte tenu de 1’équation (2.23), est
Xp+u+ L, (zp +w) — L(yp + ya)
Veo(Oy=yy =4 b= Llzp +w) + Lo +0) (2.25)
Zp + W+ L(yp +ya) — I, (xp + ) Ry
L’énergie cinétique du disque s’écrit alors
1 = 2 1
Ty = Emd(VRO(C)y:yd) + E(Idxa)x2 + Igywy? + 13,0,%) (2.26)

mg €tant la masse du disque, et Iy, Iy, €t I, ses moments d’inertie principaux.

Afin de distinguer les effets dus a I’inertie moyenne massique du disque de ceux dus a son

inertie déviatorique causée par sa dissymétrie géométrique, on pose

Ige + 1
am = 2T (2.27)
2
Ly — Iy,
lia =52 (2.28)
2
Ce qui donne
lgx = Igm + laa (2.29)
laz = Iam — laa (2.30)
En reportant (2.29) et (2.30) dans (2.26), on obtient
1 1
Ta=5ma t1(y,6) + E(Idm 0,0 + Ly L) + lag 40, 0)) 2.31)

Les fonctions t;(y,t), i =1, 4 sont calculées dans ’annexe A, en prenant en compte que les

angles de précession ¥ et de nutation 6 et leurs dérivées sont infiniment petits.
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L’énergie cinétique du disque s’écrit alors

Ty =2mg (2 (B (2o + + oy — 5 Gop +10)) = (s + 10 = Ly + Ty (2 + w)) ya) +
(2 +12)y2 + (% + i+ Iy (2 + W) — Ty,)" + (yb + 1,00 +w) — L(zp + w))2 +
(z‘,, + W+ Lyp — 0 + u))2>
4l (07 4402 4 12 4 12 4+ 02(0F — 12) 4 92(i7 — £2)
+2(56 + I + I; (w6 — 09) + L, (G — [,6) + [11,00))
31y (5 + ¢+ 1,0 = 1) + (7 + §) (209 = 1,62 + )
+ 2 1aa ((5 (G + 1,6) + 6 — ) + [ @2 — 02) + [ — [+ 62 — 2 + [;76% -

L2 + 20,0 + 6v) — 2[,1,09) cos 2 ¢ — (21, + 21y, (I — I:,6) + 2[3 + 21,6 +

2(17 - [2)8y — 1,67 + %) + 25, (i — 66) + 248) sin 2¢)) (2.32)
Ou
% (@? + w?) : représente 1’énergie cinétique de translation du disque.
IdTm (62 + 9 2) : ’énergie cinétique de rotation du disque autour des
axesx et z
play? : représente 1’énergie de rotation propre du disque.
Ly 6 : terme représentant Ieffet gyroscopique

Les autres termes sont dus au mouvement de la base du rotor

Dans le cas d’un disque symétrique : Iy, = Iz, = Iz, etona: Iy, =1; etly, =0
2.6.1.2 Travail virtuel du poids propre

Le vecteur représentant le poids propre du disque, dans le repére absolu s’écrit

0
{Palr, = { 0 } (2.33)
—magg
En utilisant I’équation (2.9), il est transformé dans le repére li¢ a la base par
(P}, = [Re){Padr, (2.34)

Soit
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—cosf sin y}
(2.35)

{Palr, = _mdg{ sin 8

cosf cosy
Compte tenu que les déplacements suivant I’axe du rotor sont négligés, le travail virtuel du
poids propre du disque exprimé dans le repére lié a la base s’écrit

SWya = —myg(—cosp siny Su(y = y,) + cosp cosy Sw(y = yd)) (2.36)
2.6.2 Arbre

L’arbre étant considéré flexible, il est caractérisé par ses énergies: cinétique et de
déformation, ainsi que par le travail virtuel de son poids propre.
2.6.2.1 Energie cinétique

La formulation de I’expression de 1’énergie cinétique de I’arbre peut étre déduite de celle
du disque en considérant une section d’arbre infiniment mince d’épaisseur dy, de masse

volumique p, de section droite A dont les moments d’inertie sont I, et I, (Figure 2.6).

zZ

dy

Figure 2.6 - Elément infinitésimal de I’arbre

La masse élémentaire dm de Iarbre et ses inerties ¢lémentaires s’écrivent

dm = pAdy (2.37)
dlgy = J (y? +z%)dm = L z?dA pdy = pl.dy (2.38)
m
dlgy = J (22 + x?)dm = (J z2dA +J deA> pdy = p(IL, + I,)dy (2.39)
m A A
dly, = J (x* +y?)dm = L x*dA pdy = pl,dy (2.40)
m

L’énergie cinétique ¢élémentaire d’un ¢lément infinitésimal d’arbre s’écrit alors

dT, = GpA(ug + 02 + W) + § (pLewy? + p(Iy + I, )w?y, + plzwzz)) dy (2.41)
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Les moments d’inertie surfaciques, moyen et déviatorique, d’une section transversale de

P’arbre s’écrivent

n =— (2.42)
Ix - Iz
Ip = 5 (2.43)
Ce qui donne
L=I,+1, (2.44)
L=1,—1, (2.45)

Afin d’obtenir 1’énergie cinétique d’un élément d’arbre de longueur L, il suffit d’intégrer

sur la longueur L

1t - 2 1t
T, = J dT, = EJO pA (VR0 (c)) dy + EJO p(lywy? + Lw,? + Lw,”)dy (2.46)
0

L’énergie cinétique de l'arbre s’écrit alors

L

1 . . .
T, = EpAJ (2 (B (20 + 0 + By — I, Gy + )
0

— I, (4 + i — oy + By (zy + W) y) + (B2 + 12)y?
+ (kp + 0+ Ty (zp + W) = Typ) + (yb + L0y +u) — L(zp + w))2
+ (2 + W+ By — I Gry + u))z) dy
+%p1m LL (67492 + 12 + 12 + 02(1 — 17) + 92 (17 — 12)
+2(6 + L + I, (w6 — 09) + L, (p — [,6) + [,1,609) ) dy

+ply JO L (15 + &+ 1,0 = )" + (0 + ) (209 = 1,062 + ) ) dy

1 L . . s L . . o ,
+§p1aj (25 (B +1,0) + 36 — Fyp) + [7@p? — 02) + [7 — [+ 6% — 4?2
0
+ 1,202 — [2Y? + 21, (Y8 + 0) — 2,.1,64) cos 2 ¢
— (261, + 26, (I — 1,0) + 263 + 21,6 + 2(1;2 — [;2) 6y

— L 1,(0% +¢?) +2Fy(¢¢—99)+ 21709) sin2¢) dy (2.47)
L
% J (@? +w?)dy :expression de I’énergie cinétique d’une poutre en flexion.
0
L
% J (62 + W?)dy :représente I'effet secondaire de I'inertie de rotation
0
pl,L$? : représente 1’énergie de rotation propre de I’arbre.
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L
2pl f VYO dy : terme représentant I’effet gyroscopique
0
Les autres termes sont dus au mouvement de la base du rotor

2.6.2.2 Energie de déformation

Le point C est le centre géométrique de la section droite de la poutre, P(x, z) est un point

de cette section (Figure 2.7), u*et w* sont les déplacements du centre géométrique par

rapport aux axes x et z.

La déformation en flexion du point P s'écrit

E= &g+ &y
avec
2%u* a2%w*
§=—X———7——
! dy? dy?
A
z z
W*
x
\
o
P
| \
_Xp ul
N \
() \
u*

X

(2.48)

(2.49)

Zp

Figure 2.7 — Coordonnées du centre et d’un point arbitraire de la section droite de 1’arbre

Et

_ 1 (c’)u*)Z N 1 (c’)w*)Z
fnl =5 oy 2\ dy

(2.50)

& et &, sont les déformations linéaire et non linéaire, respectivement.

L’énergie de déformation est donnée par
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1
=2 [ @i @51
2 74
Ou, V est le volume de I’arbre et o est la contrainte de flexion.
La relation entre contrainte et déformation est :
o =Ee (2.52)
donc
E 2 2
=3 (& + 2¢16 + €y%)dSdy (2.53)
74
A cause de la symétrie de ’arbre par rapport aux axes x et z
J xdA =0 (2.54)
A
J zdA =0 (2.55)
A
Ce qui implique que
nggnl av =20 (256)
74
Le troisiéme terme de I’intégrale est un terme du second ordre, il est négligé.
L'énergie de déformation s'écrit :
az © 02w’
j [ ( -2 ) dA dy (2.57)
Soit, apres développement
02w’ 22w\’ 8%u* 92w
2 2
JJ ( < >+Z <6y2> +2xzay2 6y2>dAdy (2.58)

En prenant en compte que le repere tournant est celui des axes principaux d’inertie de
I’élément d’arbre, le produit d’inertie dans le troisiéme terme de I’intégrale de (2.58) est
nul.

Soit

L., = J xzdA=0 (2.59)
A

En introduisant les inerties diamétrales de la section
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Ix — J ZZdA (260)
A

Et
I, =J x2dA (2.61)
A

L'énergie de déformation a pour expression

E (t 92u*\* 92w\
_E aw” 2.62
=50, (- (G) + () ) 26

Pour exprimer 1'énergie de déformation en fonction des composantes des déplacements u et

w dans le repére Ry, on remplace u*et w*par leurs expressions

u* =ucos¢ —wsing (2.63)
w* =using + wcos ¢ (2.64)
Soit

E (L T L 9% 92w\’ (2.65)
UZEJO I, | cos ¢ a—yz—snupa—y2 + I, |sing a—yz+cos¢ 3y dy .

En substituant (2.44) et (2.45) dans (2.62), 1'énergie de déformation s'écrit :

U—EJLI 62u2+ 92w\’ p
2, ™\\ay2 0y? Y

(2.66)
E (L 2w\® (92w’ 0%uo’w
+EJO Ia a—yz - W COSZ¢+Za—yZa—yZSll’12¢ dy
Dans le cas d’un arbre symétrique
Ipn=L=L=1et 1,=0 (2.67)

Et I’énergie de déformation se réduit a
E (L ((0%u\® [8%w\®
== — — 2.68
=[G () ) e

2.6.2.3 Travail virtuel du poids propre

Le travail virtuel du poids propre d’un élément infinitésimal de I’arbre (Figure 2.6),

exprimé dans le repere lié¢ a la base, est obtenu en suivant la méme démarche que pour le
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disque (2.33)-(2.36). Le travail virtuel du poids propre d’un arbre de longueur L est obtenu

apres intégration
L
Wyq = — J pAg(—cosf siny 8u + cosf cosy dw) dy (2.69)
0

2.6.3 Balourd
Le balourd est représenté par une masse ponctuelle m, placée a une distance d du centre
du disque au point D, (Figure 2.8).

Le vecteur position du point D, dans le repere R, est

Xp +u+ dsin(¢p + 8)
0,D = Yo+ Ya (2.70)
Z, +w +dcos(¢p + 6) R

Et sa vitesse est calculée en utilisant la formule de Bour

N dObD dObD —R b ——
VRO(D):< dt ) :< dt ) +0)R2/\(0bD)
R R

N 2.71)

0 b

Ce qui donne

Xp+u+ I}(zb +w+dcos(p +8)) — (v, +yq) +d ¢ cos(¢p + &)
Vg, (D) = yp — Le(zp +w + d cos(¢p + 8)) + I,(x, + u + dsin(¢p + 8)) (2.72)
Zy + W+ L (yp + ya) — [, (xp + u + d sin(¢p + 8)) — d ¢ sin(¢ + ) "

)\Zb

&
<

Xp u Op

Figure 2.8 - Coordonnées du balourd dans le repére R,

L’énergie cinétique du balourd est donnée par

T, = 2m, (Ve (D)) Q2.73)

En reportant I’équation (2.72) dans (2.73), on obtient
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T, = %mu (2 (f"x (z‘b + W+ Lyp — I (xp + u))

— Iy (3 + it — Ly + By (zp + W) ya) + (B2 + 12)y3

+ (kp + 0+ Iy (zp +w) = Typ) + (yb + L0y +u) — L(zp + w))2
+ (2 + W+ By — I Gry + u))z)

+ %mud2 ((1} + ¢'>)2 + (FZ sin(¢p + &) — I, cos(¢p + 6))2)

+ myd ((xb +u—IL,Op+y)) + 6z + w)) (5, + ¢)cos(p + &)

+ (3 + Gty + w) — Lz + w)) (Bsin(g + 6) — Frcos(¢ + 6))

— (z‘,, + W+ Ly + ya) = 1 (xp + u)) (F, + ¢)sin(¢p + 6))

(2.74)

Ou, y, désigne la position du disque sur ’axe y,, § I’angle de balourd et d la distance du

balourd par rapport au centre géométrique de la section considérée.

2.6.4 Paliers
Les caractéristiques de raideur et d'amortissement du palier étant supposées connues
(Figure 2.9), le travail virtuel W des forces extérieures exercées par le palier sur l'arbre se
met sous la forme

oW = =k, udu — k,, wéu — k,,wéw — k,, uéw

—Cyx UOU — CyyWOU — C, WOW — Cpy USW (2.75)

Zp

S

Figure 2.9 - Caractéristiques de raideur et d’amortissement d’un palier

Ou sous une forme plus compacte :

6W = E,6u + E, 6w (2.76)
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F, et F, sont les composantes de la force généralisée et s’expriment sous la forme

matricielle suivante :

E, _ kxx kxz] u Cxx Cxzl(u

{Fw} N [kzx k,, {w} [czx czz]{w} (2.77)
Dans les chapitres suivants, les matrices représentant la rigidité¢ et I’amortissement du

palier sont désignées, respectivement, par

kxx kXZ
[kp] = [ k.. kzz] (2.78)
Et
Cxx sz
[en] = [sz sz] (2.79)

2.7 Equations du mouvement

2.7.1 Introduction

Apres la détermination des énergies cinétique et de déformation et les travaux virtuels
des forces généralisées des ¢éléments du systéme rotor-palier, deux méthodes
d’approximation du champ de déplacements sont présentées afin d’établir les équations
différentielles du mouvement de vibrations de flexion du rotor en tenant compte du

mouvement de sa base :

- La méthode de Rayleigh-Ritz, qui utilise un ou quelques degrés de liberté pour
écrire les équations du mouvement. Cette méthode est appliquée aux systémes
simples pour I’étude des phénomenes de base.

- La méthode des ¢léments finis, qui permet de décrire d’une fagon plus précise le

systéme étudié et est utilisée pour I’étude des systémes de rotors industriels.

2.7.2 Modéle simple basé sur la méthode de Rayleigh-Ritz

La méthode de Rayleigh-Ritz construit une approximation des déplacements continus
u et w sous la forme d'une combinaison linéaire d'un nombre fini de fonctions de forme
supposées, cinématiquement admissibles. Si les fonctions supposées sont convenablement
choisies, cette méthode fournit non seulement une valeur approximative de la fréquence
fondamentale mais également les valeurs approximatives des fréquences naturelles
supérieures ainsi que les formes modales correspondantes. Un nombre arbitraire de
fonctions peut étre utilisé, et le nombre de fréquences pouvant étre obtenu est égal au
nombre de fonctions utilisées [60]. Dans ce qui suit, afin de simplifier le mode¢le, une seule

fonction de forme est utilisée. Ceci est justifié par la fait que le but principal de I’utilisation

33



Chapitre 2 Modélisation du systéme rotor-palier

de ce modele étant 1’étude des phénomenes de base et non pas de rechercher une meilleure

précision des résultats.

Le rotor étudié est composé d’un arbre de longueur L et d’un disque avec un balourd
situé a y;, = l;. Le rotor est supporté aux extrémités par deux paliers parfaitement rigides,
et par un palier auxiliaire situé¢ a y, = [, (Figure 2.10), caractérisé par ses coefficients de

rigidité et d’amortissement.

En utilisant cette méthode, les déplacements dans les directions x et z sont donnés par:
u(y,t) = f(y)q.(0) (2.80)
w(y, t) = f(¥)qz(t) (2.81)

La fonction f(y) est la déformée modale choisie ; elle représente ici le mode fondamental

des vibrations en flexion d’une poutre appuyée-appuyée de section transversale constante.

Zp

Vb
Czz k2,

Figure 2.10 Systéme rotor-paliers

En substituant les équations (2.80) et (2.81) dans les expressions des énergies cinétiques
du disque (2.32), de I’arbre (2.47), et du balourd (2.74), et dans I’énergie de déformation
de I’arbre (2.66) ainsi que dans les expressions des travaux virtuels des forces du palier
(2.75) et du poids propre du disque (2.36) et de I’arbre (2.69), obtenues dans le chapitre

précédent ; et en appliquant les équations de Lagrange

d [8TJ or U _, 258

Le systéme d’équations différentielles suivant est obtenu
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MH{g®)} + [CH{g(®)} + [K]{q(®)} = {F(D)} (2.83)

Les composantes des matrices et du vecteur force contenues dans 1’équation (2.83), sont

données ci-apres

e Matrice masse [M]
mqq = My + I, — 1,5 cos 2¢,
Myy = My + Ly + 1,5 cOS 20, (2.84)
My = Myy = lgp Sin 2¢p

e Matrice [C], regroupant I’effet gyroscopique du rotor dissymétrique soumis au

mouvement de sa base et I’amortissement du palier

€11 = —C2 = 2Iazd) sin2¢ + Cxxfz (12)
1z = Iy (2My + 26y — L) — Plyy + 21456 cos 2¢ + ., f2 (1) (2.85)

21 = =T (2My + 2l — L5) + Glyz + 21426 €05 26 + e f2 (1)

e Matrice de rigidité [K], regroupant la rigidité de I’arbre du rotor fixe, la rigidité du rotor

due au mouvement de sa base et celle du palier
kyy =k + L (Ing = Lz) = I (M + Ly — L) = I, My + Lyl +
(02 = 17 =200 )1az = ko) c05 26 = (I} + el )laa 5in 2 ) + K f2 (1)

Koz =k + 1, (Iny = Lz) = I, (My + Ly — L) — I "My + Lyl

(2 417 4 200 )1ag + ko) cos 20 = (B = Ll )l 5in 26 ) + koo f(1)
kg = (I, + L) (My + Iz — Lyz) — Lo (2.86)

+((B = 12 + 2005 Loz + ko) sin2¢p — (B + FL3) Iz €05 26 + ks f? ()
ky = (_Fy + Pxﬁz)(MZ + Lyo) — Iyszlz

+ (17 = 12 + 200, )lag + kg ) sin 2 — (B + [, ) o 08 20 + ke f2 (1)

e Vecteur des forces extérieures {F}, dues au balourd, au mouvement de la base, et au

poids propre du rotor
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Fy = mudf (L) (—(¢ + By + i) cos § + (5 + ) + 157 sing) + (Ms + Ly )(Fy — I T5)
+L L (D + @) + My (I,(29y + Tyxp — Tizp) — Ty (22 + Loyy — Lyxy) — %p — Tyzp + Iyp)

+lyq ((—FZ + I'“xl"'y + 24)1}) cos 2¢ + (—I'"'x + I"yl"z + 2¢I"Z) sin 2¢) + cosfsiny Mg (2.87)

Fy = mydf (1) ((§ + By, — LLy) sing + (5, + ¢)° + 157) cos ¢) — Ms + Luy) (B, — L, T)
+La (L, + @) + My (=T (29 + Lyxy — Lezp) + L, (2%, + Lz — Iyp) — 2y + Lyxp — Leyy)
+5q ((—I'"'x + I"yl"z + 2¢I"Z) cos2¢ + (FZ + I'“xl"'y + 24)1}) sin 2¢) —cosficosy M, g

Les parametres utilisés dans les équations (2.84)-(2.87) sont donnés en annexe B.

2.7.3 Modéle éléments finis

Dans ce qui suit, la méthode des éléments finis est appliquée aux éléments du
systéme rotor-palier. Ceci permet de déterminer les équations du mouvement et d’obtenir
un modele permettant d’étudier le comportement dynamique des rotors complexes,
fonctionnant a une vitesse de rotation variable, en prenant en compte les mouvements

éventuels de leurs bases.

2.7.3.1 Disque
Le disque est modélisé par un élément fini contenant un nceud, situé au centre de masse
du disque. Ce nceud a quatre degrés de liberté: u, w, 8 et y; et son vecteur déplacement est

{6} = [ww,6,y]" (2.88)

L’application des équations de Lagrange au disque avec son balourd, dont les énergies
cinétiques sont données par les équations (2.32) et (2.74), respectivement, et le travail

virtuel de son poids propre par (2.36), donne

[Md]{8} + [Cd]{S} + [K4{6} = {F,} + {Fq} + {de} (2.39)
Ou
mgy 0 0 0
0 m 0 0
[Ma] = 0 Od Lym + 134 cOs 2¢ —I4, sin2¢ ’ (2.90)
0 0 —1I4, sin2¢ Igm — lgq cOS 29

[Cql = 4)[6511] + Fy[Gdz] (2.91)
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avec
[ 0 0 0 0 1
|l o o 0 0 |
[Ga,] = Il 0 0o - 2l,, sin2¢ ~Igy- 2144 COS 2¢J' (2.92)
0 0 Igy — 2144 cOS 2¢) - 2I44 sin 2¢
[ 0 2mg 0 0
| —2my 0 0 0 |
[6a,] = [ . . 0 2yl J (2.93)
0 0 2 +lgy 0
Et
[Kq1]  [0] ]
K, = [ 2.94
K =1"10]  [Kgl @54
avec
(2412 LI+
[Kai] = [ y )k 2 o ] (2.95)
Lo,-1, —(G2+17)
[Kaz] = [Kgmz] + [Kfiaz] sin2¢ + [Kfiaz] cos 2¢ (2.96)
-} LI, +1, or, I,
K I 1 L M e | 2.97
[ dm2 ( dm — dy) [ Fy sz _ Fyz dy ¢ ¢Fy ( )
L, - LI, [? —T?-2¢r,
Kiaz) =laa |y oy oo 07 Pl (2.98)
[2 -2 — 29T, I, — LT,
[? —T7 429l L, + LI,
Kozl = laa |~ Pl , o, (2.99)
| L+ L 2 -1 - 24T,
(~(6+15)" - 1.7 [ é+h+LL
. . 2 2
{F,} = mud4 —¢p—1I,+1 e ¥51n(¢+6)+mud4 (¢+Fy) — I ¥c05(¢+6) (2.100)
| 0 | | 0 |
\ 0 ) \ 0 )
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I( ma (41 + A3Ya) \I 0 0

{Fq} = — 4 malll + Aaya) ¥ -1 0 {ein 2¢ + 0 { cos 2¢ (2.101)
| —L,L(6, + @) + 1gA, [~ e As As
\ L6, +é)—1a2s ) — s —As

{F,} et {F,} sont obtenus par I’application des équations de Lagrange a I’énergie cinétique

du disque et du balourd respectivement.

Le vecteur représentant le poids propre du disque est obtenu, a partir de I’expression du
travail virtuel (2.36), en tenant compte du vecteur déplacement associ¢ au disque (2.88) ; le

vecteur ainsi obtenu s’écrit

—cosf siny
{Fgp} = —mag COS% cosy (2.102)
0

Les paramétres utilisés dans I’expression de {F,;} sont donnés en annexe D

2.7.3.2 Arbre

L’arbre est modélisé par une poutre de section constante.

Figure 2.11 Elément poutre a 4 d.d.1
Le vecteur des déplacements nodaux de 1’élément est
{6} = [ug, wy, 01,11, Uz, wo, 62, 9,]" (2.103)
qui inclut les déplacements

{8u} = [ug, Y1, uz, P,]" (2.104)

{6w} = [wy, 61, w5, 6,]" (2.105)

L’¢élément fini est construit a partir de
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{u} = (N1 (y) {ou}

{w} = (N2 (y) {ou}

Ou
(Ny(»))=(Ny —N; Nz —N,)
(N2(»))=(Ny N, N3 N,)

avee

(2.106)

(2.107)

(2.108)

(2.109)

(2.110)

les fonctions de forme d’un élément de poutre en flexion, selon la théorie d’Euler-

Bernoulli.

L’application des équations de Lagrange a 1’élément d’arbre, dont 1’énergie cinétique est

donnée par 1’équation (2.47), ’énergie de déformation par (2.66) et le travail virtuel de son

poids propre par (2.69), donne

[Ms]{6} + [Cs]{6} + [Ks]{6} = {Fs} + {Fsp}
Ou

[M;] = [M,] + [M,] + x (IM1]sin 2¢ — [M] cos 2¢)

[Cs] = 2[G,] + 215, [G,] + 2¢x([M;] sin 2¢p + [M,] cos 2¢)

(K] = [K3] + x([KS] sin 2¢ + [K<] cos 2¢)

[K?] = [Kse1] + [Ky] — [Ks] + I, [MS] + L., [M3] + 21, (¢ + I) [M,]
— (B, + I 1) [My] + $IK5]

(2.111)

(2.112)

(2.113)

(2.114)

(2.115)
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[K3] = ([KstZ] - (sz - Fyz - Zpy‘i))[Ml] - Fsz[Mr] - Fy[Mz]) (2.116)
[KS] = ([Kges] + (Ko + (B, + L) [My] + 215, [M]) (2.117)

Iy
= @.118)

ou y est le rapport des inerties déviatorique et moyenne. Il est nul dans le cas d’un arbre
symétrique.

Les matrices [Kgq], [K2] et [Kg3] sont obtenues par dérivation de 1’énergie de
déformation par rapport au vecteur déplacement.

Concernant le vecteur {F sp}, représentant le poids propre d’un élément d’arbre,
I’expression du travail virtuel étant donnée par 1’équation (2.69) et son vecteur
déplacement par 1’équation (2.103), le vecteur s’écrit donc dans le cas d’une section

uniforme

— Sinyy
cosy

1
{Fsp} = —EpALgcos,[H _siny r (2.119)

cosy
0
‘0

Toutes les autres matrices ainsi que le vecteur force {F;,} sont obtenus par application des

¢quations de Lagrange a I’énergie cinétique de 1’arbre.

Les matrices et les vecteurs figurant dans les équations (2.112)-(2.117), ainsi que les

paramétres utilisés dans 1’expression de {F} sont donnés en annexe D.

2.7.3.3 Paliers

Les forces dans les paliers sont données par I’expression

Fu kxx kxz 0 0 u Cxx sz 0 0 u
FW —_ kzx kzz 0 0 w sz CZZ 0 0 W
Fl” " lo o o ollel ]o o o ollé (2.120)
Fy o o o ol 0 0o o olly
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La premiere matrice est la matrice de rigidité¢ et la seconde, la matrice d’amortissement
visqueux. Ces matrices sont généralement asymétriques et peuvent dépendre de la vitesse

de rotation du rotor [25], [40].

2.7.3.4 Equations du mouvement

Apres assemblage des équations des ¢léments constituant le rotor : disques, arbre et
balourd et de I’équation du palier, ’équation de mouvement du systéme rotor-palier

s’écrit
[MI{g(©)} + [Cl{q(®D)} + [K]{q(©)} = {F(D)} (2.121)
Ou
{q(t)} estun vecteur contenant tous les déplacements nodaux,
[M] est la matrice masse du rotor,

[C] est la matrice incluant I’effet gyroscopique, I’amortissement de palier et I'effet du

mouvement de la base,

[K] est la matrice de rigidité incluant la rigidité en flexion de I’arbre, 1’effet du mouvement

de la base, I’effet de la variation de vitesse et les rigidités de paliers. Finalement,

{F(¢)} est le vecteur force global représentant le poids propre du rotor, I’effet de balourd,
des forces d’inertie dues au mouvement de la base et qui dépend de la vitesse et de

I’accélération de rotation du rotor.

Il convient bien de noter que la différence entre les équations de mouvement obtenues dans
ce travail et celles obtenues dans d’autres travaux prenant en compte 1’effet du mouvement
de la base [10]-[16], [20]-[22], [34], [69], est que la vitesse de rotation ici est variable et
par conséquent, des termes contenant I’accélération de la rotation venant des équations

(2.97), (2.100) and (2.115), sont présents.

2.8 Méthode de Newmark pour la résolution des équations de mouvement

La méthode de Newmark [40] est utilisée pour résoudre les systémes d’équations

différentielles obtenus pour chacun des deux modeles. Elle se résume comme suit :

En supposant que 1’accélération moyenne soit constante, i.e.
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{q(t +A0)} = {q(©)} + At{q(D)} + %({é(t)} +{q(t +A0)}) (2.122)

Et

gt + A0} = (GO} + 5 (GO} + Gt + D)) (2.123)

L’accélération a I'instant t + At peut étre déduite de I’équation (2.122)

4
{a(t + a0} =5 {q(t + A0} —{q()} - At{g(OD) — {g (1)} (2.124)

L’introduction de (2.123) dans (2.122) donne

{q(t +A0)} = é ({q(t + 40} - {q(O}) — {q(©)} (2.125)

La substitution des équations (2.122) et (2.123) dans (2.121) donne

1M 2 _
(ﬁ + EC(t + At) + K(t + At)) {q(t + At)} =

2.126
M (2.126)

2
(F + Ar c(t+ At)) {q(®)} + (% +C(t+ At)) {q(®)}+ M{g(t)} + F(t + At)

Connaissant les déplacements, vitesses et accélérations du systéme a I’instant ¢, I’équation
(2.126) permet de déterminer les déplacements a 'instant t + At, 1’équation (2.125) les

vitesses et ’équation (2.124) les accélérations au méme instant.
2.9 Conclusion

Ce chapitre traite de la modélisation des éléments du systéme rotor-palier; a savoir :
un disque rigide, un arbre flexible, un balourd ponctuel situé sur le disque et un palier
caractérisé par ses coefficients de rigidité et d’amortissement. La modélisation prend en
compte la possibilité d’une variation de la vitesse de rotation du rotor et d’'un mouvement
général de la base du rotor supposée rigide. Les dissymétries géométriques éventuelles du
disque et de I’arbre sont aussi prises en compte. Les énergies, cinétique et de déformation
et les travaux virtuels des différents éléments du rotor sont déterminés pour étre utilisés par
la suite afin d’obtenir les équations du mouvement du systéme.

L’application des équations de Lagrange a permis de déterminer les équations du
mouvement pour deux modeles proposés. Le premier, basé sur l’approximation de
Rayleigh-Ritz, est relativement simple et permet 1’étude des rotors simples pour mettre en

¢évidence les phénomenes rencontrés dans la dynamique des rotors. Il permet de diminuer
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considérablement la taille du systéme d’équations différentielles et rend ainsi leur
résolution numérique relativement rapide. Le deuxieme modéle est un modele ¢léments
finis. Il donne une discrétisation et description plus complétes du systéme a étudier grace a
un grand nombre de degrés de liberté. Il est utilis¢ afin de prévoir le comportement
dynamique des rotors complexes et industriels. La méthode de résolution pas a pas de
Newmark est ensuite présentée en vue de son application a la résolution des équations

différentielles obtenues pour chacun des deux modéeles.
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Conclusion générale et perspectives

CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

Dans ce travail, une modélisation de rotor monté sur une base rigide en mouvement, et
tournant a une vitesse variable est réalisée. Le mouvement de la base est général (3 rotations
et 3 translations)

Tout d’abord les énergies cinétiques du disque, de I’arbre et du balourd ainsi que 1’énergie de
déformation de I’arbre sont calculées. Les travaux virtuels des efforts du palier et des poids
propre du disque et de I’arbre sont aussi déterminés.
Deux modeles sont développés
- un modele simple basé sur I’approximation de Rayleigh-Ritz, pour I’étude des
systémes simples et mettre en évidence quelques phénomeénes rencontrés dans la
dynamique des rotors ; et

- un mod¢le ¢éléments finis pour I’étude des systémes complexes.

L’application des équations de Lagrange a permis de déterminer les équations du mouvement

pour chacun des deux modeles.

Ensuite, une étude du comportement dynamique des rotors soumis a une excitation
paramétrique a été réalisée en utilisant le modele de Rayleigh-Ritz. Deux sources d’excitation
paramétrique sont considérées : la dissymétrie du rotor et le mouvement de rotation
sinusoidale de la base. Pour chacun de ces cas, les équations du mouvement sont des
équations différentielles a coefficients périodiques. La méthode de Hill a été utilisée pour la
détermination des valeurs propres, et prédire ainsi les zones d’instabilité. Elle a permis aussi
la détermination de la réponse aux excitations de balourd, de la base et du poids propre du

rotor.

La simulation numérique des rotors embarqués en régime stationnaire ou lors d’une
variation de vitesse est ensuite considérée. Deux programmes Matlab sont élaborés,

correspondant chacun a un des deux modeles développés.

Pour valider le modele éléments finis, des simulations de configurations particuliéres de
rotor tournant a une vitesse constante sont présentées et les résultats sont comparés avec ceux

obtenus dans d’autres travaux. Une totale concordance est observée.

De plus, des simulations du comportement dynamique des rotors embarqués tournant a
une vitesse variable pour différents cas du mouvement de la base sont présentées.

Dans le cas d’une variation linéaire de la vitesse de rotation, pour une rotation ou une
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translation sinusoidale de la base, il a été noté, dans la plage de fréquences considérée,
I’existence de deux résonances : la premicre est excitée par le balourd et elle se produit
toujours au méme instant, tandis que la deuxiéme est excitée par le mouvement de la base et
elle change de position dans 1’axe du temps en fonction de la fréquence du mouvement de la
base.

Pour une variation exponentielle de la vitesse de rotation, des simulations ont été faites
dans le cas d’une base fixe ou mobile, ou les spectrogrammes correspondant aux
déplacements horizontal et vertical montrent la contribution des différentes fréquences dans
les réponses suivant les axes correspondants.

Des simulations numériques utilisant le modele de Rayleigh-Ritz sont aussi réalisées et les
résultats sont comparés avec ceux obtenus par la méthode des éléments finis. Il est & noter
que, pour une vitesse de rotation constante du rotor, les résultats obtenus sont qualitativement
identiques (les orbites sont pratiquement les mémes) et quantitativement peu différents :
I’écart d’amplitude ne dépassant pas 5%.

Pour une vitesse de rotation variable, il a été constaté que la résonance due au balourd se
produit pratiquement au méme instant pour les deux modeles (a un petit écart pres).
Cependant, des écarts importants sont observés entre les instants ou se produisent les
résonances dues au mouvement de la base, pour les deux modeles ; Ce qui nous impose plus
de précaution lorsqu’on utilise le modele de Rayleigh-Ritz pour la prédiction du
comportement dynamique des rotors soumis a une excitation de la base, et particulierement
lorsque la vitesse de rotation varie.

Une autre limitation de l’utilisation du modele de Rayleigh-Ritz est lorsqu’un mode
supérieur est excité par le mouvement de la base : dans ce cas le mod¢le de Rayleigh-Ritz ne
peut détecter cette résonance.

Le code ¢éléments finis développé dans ce travail est un outil important pour I’étude des
rotors embarqués tournant a une vitesse constante ou variable et soumis a différentes
combinaisons du mouvement de la base

Comme suite a ce travail, une validation expérimentale des résultats obtenus est
recommandée.

Aussi, en vue d’obtenir un modele plus précis, une prise en compte des non-linéarités dues
aux grandes déformations en flexion que 1’arbre peut subir est préconisée, surtout lorsque le

rotor fonctionne au voisinage des vitesses critiques ou en les traversant.
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Chapitre 3. Dynamique et stabilité des rotors sous I’effet d’une excitation paramétrique

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude des rotors soumis a une excitation paramétrique. Les
équations du mouvement sont des équations différentielles du second ordre a coefficients
périodiques et ne peuvent pas étre donc résolues en utilisant les méthodes de résolution
standards. La méthode de Hill [6], [35] permet de résoudre de telles équations pour la
détermination des valeurs et des vecteurs propres, I’analyse de stabilité, ainsi que pour la

détermination de la réponse a une excitation harmonique et au poids propre du rotor.

Dans ce qui suit, la méthode de Hill'" est appliquée aux équations du mouvement de rotor,

pour deux cas d’excitation paramétrique :

- Une dissymétrie du rotor,

- Une rotation sinusoidale de la base du rotor autour de I’axe z,,.

Les équations de mouvement sont obtenues aprés les simplifications nécessaires,
correspondant aux cas étudi€s, des équations issues du modele de Rayleigh-Ritz obtenues

dans le chapitre précédant. Elles s’écrivent sous la forme

[M] {4} + [C{4} + [Kl{q} = {F} G.1)

3.2 Rotor dissymétrique
3.2.1 Equation du mouvement

Pour I’étude du comportement dynamique du rotor dissymétrique, les équations du
mouvement sont obtenues apres annulation des mouvements de la base (x, =y, =2z, =0
et [, =TI y = I, = 0), et en considérant la vitesse de rotation du rotor constante (¢ = Q,

soit ¢ = Qt). Les équations du mouvement ainsi obtenues s’écrivent sous la forme

matricielle (3.1), ou

_ [M3 + Ly, — 145 cos 20t 1,5 sin 2Qt ]
[M] = [ I45 sin 2Qt My + Iy + 155 cOs 20t (3.2)
est la a matrice masse, et
21,5, sin 20t —QI,; + 214, cos 20t 5
1= [myz + 21,0 cos 20t —21,,Q sin 20t ] + lep]f2 (L) (3.3)

@ La formulation générale de la méthode de Hill est développée en annexe C
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est la matrice regroupant 1’effet gyroscopique et I’amortissement du palier,

_ [k —kgcos2Qt kg sin20t

2
K] = k,sin2Qt  k +k,cos 20t + e 1f7 (L) (3.4)
est la matrice regroupant la rigidité de 1’arbre et du palier,
et
{F}={F} +{E} (3.5)
est le vecteur des forces extérieures regroupant la force de balourd et le poids propre
ou
_ , (sin(Qt + 8)}
(R} =m0 (3.6)
est le vecteur force de balourd, et
0
(5 =) e

est le vecteur représentant le poids propre du rotor.

Il est & noter que 1I’équation du mouvement obtenue est une équation différentielle du
second ordre a coefficients périodiques, dont la résolution sera effectuée en utilisant la

méthode de Hill.

3.2.2 Méthode de Hill pour la détermination des valeurs et des vecteurs propres

L’équation différentielle homogene du rotor dissymétrique est obtenue en annulant le

second membre de 1’équation (3.1), et s’écrit

[M] {4} + [C{g} + [K]{q} = {0} 3.8)

Ecrivons chacune des matrices périodiques de 1’équation (3.8) comme la somme d’une
matrice moyenne constante et de deux matrices déviatoriques harmoniques'®. Ainsi pour la

matrice masse, on a

it o—iQt

(2) o . ., — L= elt_—iat
En utilisant les identités cos Qt = —, — sin Ot =—i——
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[M] = [M]e™ % + [Mo] + [M),]e™
Avec Q=20

Q, étant la vitesse de rotation du rotor,

M, + 1, 0
M =[ m :|a
[M] 0 M, + L5

M) =227 ]
Et o] =[5 7]

Pour la matrice regroupant I’effet gyroscopique et I’amortissement du palier

[C] = [Cmle ™ + [Co] + [Cplei

Avec
Col= o, o]+,
(Cnl =tz [y 1]
Et ea] =15 ]

Et pour la matrice de rigidité

[K] = [Kmle ™% + [Ko] + [Kp]e!®

Avec
Kol = [§ 2] + oo lf2(),
Kol = 2]} ]
E el =50 7]

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Pour résoudre le probléeme aux valeurs propres associé a 1’équation homogene (3.8), une

solution périodique est supposée de la forme

{q} = (@}

Ou

(3.22)
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{@}={o(®)} ={oC+T)} (3.23)

Avec T = (3.24)

ol §

En calculant les dérivées de 1’équation (3.22) par rapport au temps, et en les insérant dans

I’équation (3.8) tout en tenant compte des équations (3.9), (3.14) et (3.18), on obtient

([Mple™ + [Mo] + [M,]e!) ({8} + 22{d} + 12{0})

+([Cmle™ 0 + [Col + [Cp)e™®) ({@32 + {}) (3.25)

+([Kmle ™ + [Ko] + [K,]ei®){®} = {0}
Comme la solution est supposée périodique, le vecteur {@} peut étre développé en séries de
Fourier comme

@)= ) (@e™ (3.26)

u=—00

La substitution de 1’équation (3.26) et de ses dérivées dans (3.25) donne

[M,,]e 12t + [Mg] + [M)]e®t (—u202 + 22iu) + 22){d, Jeiv
P

u=—00

+([Cmle ™ + [Co] +[C,]e ) > (ull + )b, e (3.27)

+([Km]e_iﬁt + [Ko] + [Kp]eiﬁt) 2 {@u}eiuﬁt — {0}

Pour que I’équation (3.27) soit vérifiée, il faut que la somme de tous les termes ayant des
facteurs exponentiels de méme exposant soit nulle. A partir de cette condition, les

€quations suivantes sont obtenues
(A%[M] + 2[C] + [KD{®} = {0} (3.28)

Les matrices [M], [Clet [K], ainsi que le vecteur {®} sont donnés en annexe C

®) Les matrices [M], [C] et [K] sont obtenues en posant {1 = 20 dans les équations (C.18), (C.19) et (C.20) de I’annexe C
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3.2.3 Vibrations dues au balourd

Dans ce qui suit, la réponse du rotor avec un arbre dissymétrique a 1’excitation de
balourd est considérée. L’équation du mouvement est obtenue en insérant le vecteur

représentant la force de balourd {F,} dans le second membre de 1’équation (3.1)

[MI{g} + [Cl{q} + [K]{q } = {Fy} (3.29)

Le vecteur {F,}, peut s’écrire sous la forme®®

{Fo} = {F, Je 1% + {F,* e (3.30)
Avec
2 .
{F,} = w{;}e-” (3.31)
+) _ mudf(l)ﬂz —0)
(F= —=—{7]e? (3.32)

ou {F,"} et {F,™} sont les vecteurs amplitudes des forces complexes exprimées sous
forme exponentielle a exposants imaginaires négatif et positif, respectivement, et Q la

vitesse de rotation du rotor.

Pour déterminer la réponse forcée, a chacun des deux termes de 1’équation (3.30), on

suppose, respectivement, des solutions périodiques de la forme

oo

{q—} — e-ift 2 {q)u_}eiuﬁt (3.33)
Et (q+} = eift Z (o )eiulit (3.34)

En substituant chacune des équations (3.33) et (3.34) dans I’équation (3.29) avec, au
second membre, respectivement, le premier et le second terme de I’équation (3.30), et en
comparant les termes de mémes exponentiels dans les deux membres de 1’équation, on

obtient les deux systémes d’équations linéaires

[K-{p}={F}® (3.35)

ei(ﬂt+6)+e—i(ﬂt+6) . ei(ﬂt+6)_e—i(ﬂt+6)

> ; sin(2t+68) = —i 5
© L’équation développée est obtenue en posant Q = 2Q, et @ = Q dans I’équation (C.34) de 1’annexe C.

®) En utilisant les identités cos(Qt +6) =
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Et [K*){®*} = {F*}© (3.36)

Ou, les matrices [K~]et [K*] ainsi que les vecteurs {@~}, {&*} et {F~}, {F*} sont

donnés dans 1’annexe C

Des équations (3.35) et (3.36), les vecteurs {@; } et {@,/} sont déterminés, puis substitués
dans les équations (3.33) et (3.34). Les équations ainsi obtenues permettent de déterminer

la réponse a I’excitation de balourd, donnée par 1’équation
{a}={a"}+{q"} (3.37)
{®;} et {d,;} étant des sous-vecteurs des vecteurs {@~} et {®*}, respectivement.

3.2.4 Vibrations dues au poids propre

L’équation du mouvement du rotor, est obtenue en mettant le vecteur représentant son
poids propre {F,}, dans le second membre de I’équation (3.1)

[MI{g} + [C{g} + [K{q} = {F,} (3.38)
Pour déterminer la réponse au poids propre, une solution périodique est supposée de la
forme

{q¥} = 2 {@f} et (3.39)

uU=-—00
En substituant (3.39) dans 1’équation du mouvement (3.38), et en comparant les termes
exponentiels de mémes exposants dans les deux membres de I’équation, on obtient le

systéme d’équations linéaires”)

[KP){9P} = {FF} (3.40)
De I’équation (3.40), les vecteurs {@5 } sont déterminés, ensuite remplacés dans 1’équation
(3.39) pour déterminer la réponse au poids propre du rotor.

Remarque : Les matrices et les vecteurs dans les équations (3.28), (3.35), (3.36) et (3.40)
sont de dimensions infinies, qui peuvent étre réduites, pour un ordre de troncature choisi n,

a2(2n+1) x 2(2n+1) et 2(2n+1) respectivement.

© L’équation développée est obtenue en posant Q = 2Q, et @ = Q dans I’équation (C.47) de 1’annexe C.
” L’équation développée est obtenue en posant = 2 dans 1’équation (C.57) de I’annexe C.
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3.3 Rotor symétrique soumis a une rotation sinusoidale de sa base

3.3.1 Equation du mouvement

Les équations du mouvement d’un rotor symétrique soumis a une rotation sinusoidale de sa
base autour de l’axe z;,, définie dans le repére absolu par: a = asin(wt + ¢), sont
obtenues, en annulant les mouvements de translation de la base : x, =y, =z, =0 et en

posant I, = aw cos(wt + @) et I}, = I} = (. En tenant compte que la vitesse de rotation

du rotor est constante (¢ = Q, soit ¢ = Qt), les équations ainsi obtenues sont de la forme

(3.1)

Ou
[M] = [M,] (3.41)

est la matrice masse ; [M,] étant définie par 1’équation (3.11),
[C] = [Co] (3.42)

est la matrice regroupant I’effet gyroscopique et ’amortissement du palier ; [Co] étant

définie par I’équation (3.15),

k — a?w?M, cos?(wt + @) 0
[K] = s 2 ) (3.43)
0 k+aw (Imz— yz)cos (wt + @)

est la matrice de rigidité, et

{F} = {F} + (Frp} + (F} + (B} (3.44)
est le vecteur des forces extérieures appliquées au rotor,
Ou

{F,}, est le vecteur représentant la force de balourd, défini dans (3.6),

_ [—(M5 + Lpyy)a w? sin(wt + @)
Frp} = { L,1a Qucos(wt + @) (3.45)
est le vecteur force représentant I’excitation due a la rotation sinusoidale de la base,
(R} = mydf(1)a? w? {cos2 (wt + @) sin(Qt + 6)} (3.46)
0
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le vecteur force représentant 1’effet combiné du balourd et du mouvement de la base
Et le vecteur
{F,}, représentant le poids propre du rotor qui est défini dans (3.7).

Dans ce qui suit, vu que 'amplitude de la rotation sinusoidale pouvant étre réalisée

expérimentalement est petite [22], le vecteur force {F.} est négligé devant {F,}.

3.3.2 Méthode de Hill pour la détermination des valeurs et des vecteurs propres

L’équation différentielle homogene du rotor symétrique soumis a une rotation sinusoidale

de la base autour de ’axe z;, s’écrit
[Mo] {4} + [Col{q} + [Kl{q} = {0} (3.47)

Dans ce cas, seule la matrice [K] est une fonction périodique dépendant du temps.
Ecrivons cette matrice comme la somme d’une matrice moyenne constante et de deux

matrices déviatoriques harmoniques®, telle que

[K] = [Kmle ™ + [Ko] + [Kp]e!® (3.48)
Avec
1 2 2
(Kq] = k—zaa)Mz 0 (3.49)
0l — 1 s .
0 k+ Eaza)z(lmz - yZ)
2,2
_1|—a"w M, 0 —i2g
(K] = 4[ 0 a?w? (I — yZ)] c (3:50)
2,2
_1|matw M, 0 i2¢
Et [K,] = 4[ 0 (I, — yz)]e (3.51)
Ou
Q=2w (3.52)

w étant la pulsation de la rotation sinusoidale de la base.

Pour déterminer les valeurs propres correspondant a [I’équation homogene (3.47), une

solution périodique est supposée de la forme

8 J . ., elwt+@) 4 o—i(wt+p) . L el(wt+p)_p-i(wt+e)
® En utilisant les identités cos(wt + @) = e sin(wt + @) = —i —
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{q} = (@} (3.53)
Ou
(P} ={o(O)} = {0+ 1)} (3.54)
Avec
T = %" (3.55)

En procédant de la méme maniere que pour le cas du rotor dissymétrique, on aboutit au

probléme aux valeurs propres décrit par I’équation”

(2%[M] + A[C] + [KD{®} = {0} (3.56)

Les matrices [M], [Clet [K], ainsi que le vecteur {®} sont donnés dans I’annexe C

3.3.3 Vibrations forcées dues au balourd

La démarche suivie pour la détermination de la réponse a I’excitation de balourd est la
méme que pour le cas du rotor dissymétrique, avec les matrices [M], [C] et [K] données

par les équations (3.41), (3.42) et (3.43) respectivement, et Q = 2w.

3.3.4 Vibrations dues au mouvement de rotation sinusoidale de la base

L’équation du mouvement du rotor soumis a 1’excitation de sa base, qui subit une

rotation sinusoidale autour de I’axe z;, s’écrit

[Mo] {d} + [Col{q} + [Kl{q } = {Fys} (3.57)

Ou, {F,,} est le vecteur force représentant I’excitation de la base, donné par (3.45), qui peut

étre décomposé en la somme

{Fp} = {Frp Yo 0t + {F,, " Jeit (3.58)
Ou
_ Y(=iMs + Ipaw®)
{Frb }_ E{ Iylaﬂa) }e (359)
1(i (Ms + L,)aw?)
+ — - 5 ml ip
{Frv"} 2{ 1200 }e (3.60)

{F,,”} et {F,,”} étant les vecteurs amplitude des forces harmoniques exprimées par des
fonctions exponentielles a exposants imaginaires positif et négatif, respectivement, dues a

la rotation sinusoidale de la base et w la pulsation d’excitation de la base.

©) Les matrices [M], [C] et [K] sont obtenues en posant (1 = 2w dans les équations (C.18), (C.19) et (C.20) de I’annexe
C
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Pour déterminer la réponse forcée, a chacun des deux termes de 1’équation (3.58),

respectivement, on suppose des solutions périodiques de la forme

{g7}=etot 2 (& Jeiult (3.61)
Et
{qg*} = e'et 2 {®FJelult (3.62)

La substitution des équations (3.61) et (3.62) dans (3.57), et la comparaison des termes
exponentiels de mémes exposants dans les deux membres de 1’équation, méne aux deux
systémes d’équations linéaires

[K-1{®o}={F}" (3.63)
Et

[K*]{@*} = {F*} 7 (3.64)
Des équations (3.63) et (3.64), les vecteurs {@; } et {@,}} sont déterminés, puis substitués

dans les équations (3.61) et (3.62), respectivement. Les équations ainsi obtenues

permettent de déterminer la réponse a I’excitation de la base, donnée par I’équation
{a}=1{g"}+{q"} (3.65)
{®;} et {d;} étant des sous-vecteurs des vecteurs {@~} et {®*}, respectivement.

3.3.5 Vibrations dues au poids propre

La démarche suivie pour la détermination de la réponse a I’excitation du poids propre du
rotor, est la méme que pour le cas du rotor dissymétrique, avec les matrices [M], [C] et [K]

données par les équations (3.41), (3.42) et (3.43) respectivement, et Q = 2w.

Remarque : Les matrices et les vecteurs dans les équations (3.56), (3.63) et (3.64) sont de
dimensions infinies, qui peuvent étre réduites, pour un ordre de troncature choisi n, a

2(2n+1) x 2(2n+1) et 2(2n+1) respectivement [6], [41].

(o) L’équation développée est obtenue en posant Q = 2w, et @ = w dans I’équation (C.34) de I’annexe C.
a L’équation développée est obtenue en posant Q = 2w, et @ = w dans ’équation (C.47) de I’annexe C.
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3.4 Etude numérique

Dans ce qui suit, une étude numérique est réalisée sur trois cas de rotors, dans chacun
de ces cas, le rotor est composé¢ d’un arbre, un disque symétrique contenant un balourd,
deux paliers parfaitement rigides situés aux extrémités de I’arbre et éventuellement, un
palier auxiliaire situ¢é a y =1,, caractéris¢ par ses coefficients de rigidité et
d’amortissement (Figure 3.1), ’ensemble rotor-palier est monté sur une base qui peut subir

des mouvements. Les caractéristiques du rotor sont données dans le Tableau 3.1.

- Dans le premier cas, I’arbre du rotor, dont le profil de la section droite est

représenté dans la figure 3.1, est dissymétrique, avec H/D =0.75, ce qui correspond

a un coefficient de dissymétrie, yu = ’;—“ = 0.24 (k et k, sont les rigidités moyenne

et déviatorique de I’arbre). Le palier auxiliaire dont les coefficients de rigidité sont

tous nuls, sert uniquement a I’application d’un amortissement, caractérisé¢ par la
b

Cx X Cx Z

matrice [cp] = [ ] , OU: Cyy = Czy = C €t Cyy = Cyye = 0; le coefficient

CZ.X CZZ
d’amortissement isotrope ¢, est donné par : ¢ = ncy, ou: ¢y = 100 N.s/m et n un

coefficient multiplicateur. Le systéme rotor-palier est monté sur une base fixe.

- Le deuxieme rotor est identique au premier, sauf que le palier auxiliaire est
caractérisé, en plus de sa matrice d’amortissement, par une matrice de rigidité [k, ]
dont le coefficient de rigidité k,, = 5 10°N/m, les autres coefficients étant tous

nuls.

- Le troisiéme rotor différe du premier par le fait que son arbre est symétrique et que
sa base subit une rotation sinusoidale autour de 1’axe vertical, définie dans le repére
absolu par : a = asin(wt + ¢). Ce qui conduit, dans le repére lié a la base a:

I, = aw cos(wt + @) et I =1, =0.
3.4.1 Rotor dissymétrique supporté par deux paliers parfaitement rigides

Le rotor, composé d’un arbre dissymétrique et d’un disque symétrique contenant un
balourd, est supporté aux extrémités par deux paliers parfaitement rigides. Dans ce qui
suit, les valeurs propres du systéme sont tout d’abord calculées, et les vitesses de
fonctionnement instable sont obtenues pour le rotor non amorti puis amorti ; les réponses

au balourd et au poids propre sont ensuite déterminées.
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Tableau 3.1: Parameétres du rotor

Symbole Quantité Valeur

L Longueur de I’arbre 04 m

R, Rayon de I’arbre 0.01 m
Ry=D/2 Rayon du disque 0.15m

h Epaisseur du disque 0.03 m

E Module d’Young 210" N/m’
p Masse volumique 7800 kg/m’
m,d Balourd résiduel 1.510% kg m

71

Figure 3.1 Rotor dissymétrique supporté par deux paliers parfaitement rigides et un palier

auxiliaire
407 : ‘ : : 1400 : :
1200+ ]
207 1 = 1000t ]
~
- B 800 / 1
N 0 ~
(0]
@ S 600} 1
S | )
. N Ee L
200° |
-40 : : : : 0 ‘ : : :
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Q (rad/s) Q (rad/s)

Figure 3.2 Parties réelles et imaginaires des valeurs propres du rotor non amorti, supporté par deux

paliers parfaitement rigides
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La figure 3.2 représente les parties réelle et imaginaire des valeurs propres en fonction de
la vitesse de rotation correspondant au rotor non amorti. Elle montre que le rotor est
instable dans la plage de vitesses de 245.4-313.8 rad/s, ou des valeurs propres ont leur
partie réelle positive. Les parties réelles des valeurs propres, dans les autres plages de
vitesses de fonctionnement, sont nulles.

Les parties imaginaires des valeurs propres dans la plage d’instabilité du rotor sont égales a

la vitesse de fonctionnement du rotor (Figure 3.2b).

La figure 3.3 montre I’influence de ’amortissement du palier sur I’intervalle d’instabilité.
En effet, son augmentation, implique une diminution du domaine d’instabilité (Figure 3.3a)

qui peut aller jusqu’a sa disparition totale (Figure 3.3b).

La figure 3.4 présente I’évolution de la zone de fonctionnement instable en fonction de la
dissymétrie de I’arbre et ceci pour différents amortissements. La figure montre que pour ce
cas de rotor, une seule zone d’instabilité est observée, et que la valeur du coefficient de
dissymétrie influence 1I’étendue du domaine d’instabilité : plus ’arbre est dissymétrique,
plus le domaine d’instabilité¢ est large. La figure montre aussi qu’une augmentation de
I’amortissement du palier a un effet positif sur la stabilit¢ du rotor. Une augmentation

suffisamment grande de ce facteur stabilisera complétement le rotor.

0 0
-10 -10
-20 -20

Re()
Re()

-40 -40
-50 -50
60 ™ 1 60
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Q (rad/s) Q (rad/s)
(a) (b)

Figure 3.3 Partie réelle des valeurs propres du rotor dissymétrique supporté par deux paliers

rigides pour (a) n = 10, (b)n = 12.
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Figure 3.4 Effet de ’amortissement sur la plage d’instabilité du rotor dissymétrique supporté par

deux paliers parfaitement rigides. (a)n = 0, (b)n = 10, (c) n = 20, (d) n = 23

La figure 3.5 présente les réponses du rotor non amorti au balourd et a son poids propre en
fonction de la vitesse de fonctionnement. La réponse au balourd (Figure 3.5a) permet de
noter I’existence de deux vitesses de résonance, 245.4 rad/s et 313.8 rad/s. La figure
représente la réponse méme entre ces deux vitesses critiques. L’existence d’une instabilité
dans cette plage de vitesses implique que cette réponse ne peut étre obtenue en pratique
[39]. La réponse au poids propre (Figure 3.5b) montre I’existence d’une seule vitesse de
résonance a 128.8 rad/s. Une valeur approximative de cette vitesse est obtenue, en prenant

la moiti¢ de la moyenne des vitesses de résonance dues au balourd [6], soit 139.8 rad/s.
L’erreur alors commise étant de 8.54%.
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Figure 3.5 Réponse du rotor dissymétrique non amorti supporté par deux paliers parfaitement

rigides au : (a) balourd et (b) poids propre

Les figures 3.6 et 3.7 représentent la réponse du rotor aux excitations de balourd et du
poids propre, respectivement, pour différentes valeurs du coefficient d’amortissement du
palier. La figure 3.6 montre qu’une augmentation de ’amortissement tend a rapprocher les
deux pics de résonances dues au balourd, I’'un de I’autre et a diminuer leurs amplitudes
jusqu’a leur disparition. La figure 3.7 montre I’effet d’un accroissement de

I’amortissement sur la diminution de ’amplitude a la résonance due au poids propre.
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10

Figure 3.6 Réponse au balourd du rotor dissymétrique amorti supporté par deux paliers

parfaitement rigides
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Figure 3.7 Réponse au poids propre du rotor dissymétrique amorti supporté par deux paliers
parfaitement rigides
3.4.2 Rotor dissymétrique supporté par deux paliers parfaitement rigides et un palier

auxiliaire élastique

Le rotor considéré dans cette section est le méme que celui du cas précédant, dont le palier
auxiliaire est caractérisé, en plus des coefficients d’amortissement, par un coefficient de
rigidité k,, = 5.10°N /m, les autres coefficients de rigidité étant tous nuls.

La figure 3.8 représente les parties réelle et imaginaire, respectivement, des valeurs propres
du rotor non amorti. Nous pouvons constater que dans certaines plages de vitesses, 1'une

des parties réelles est positive, ce qui entraine un comportement instable du rotor.
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Figure 3.8 Parties réelle et imaginaire des valeurs propres du rotor non amorti, supporté par deux
paliers parfaitement rigides et un palier auxiliaire élastique
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Les vitesses de fonctionnement correspondant a des parties réelles positives s’étendent
sur six plages : trois plages principales situées dans les intervalles 235.6-246.6 rad/s,
262.8-282.4 rad/s et 291.4-343.6 rad/s et trois plages secondaires, dans les intervalles
123.2-124.0 rad/s, 136.2-137.0 rad/s, 149.4-150.4 rad/s ; leurs moyennes (123.6 rad/s,
136.6 rad/s et 149.9 rad/s, respectivement), sont approximativement égales a la moitié¢ des
moyennes des plages principales instables [6] (241.1 rad/s, 272.6 rad/s et 317.5 rad/s,
respectivement). Des erreurs de -2.47%, -0.22% et 5.9%, respectivement, sont commises

en faisant cette approximation.
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(©)
Figure 3.9 Parties réelles des valeurs propres d’un arbre dissymétrique supporté par deux paliers
rigides et un palier auxiliaire élastique, pour ; (a) n = 3,(b)n =8et(c)n = 9.
La figure 3.9 représente les parties réelles des valeurs propres en fonction de la vitesse de
rotation du rotor pour les valeurs du coefficient multiplicateur de I’amortissement de palier
n =3,n =28 etn =09, respectivement. Elle montre clairement I’effet de I’amortissement

sur la réduction des zones de fonctionnement instable du rotor.
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La figure 3.10 représente I’évolution des domaines d’instabilité en fonction du coefficient

de dissymétrie de I’arbre et ceci pour différentes valeurs de I’amortissement du palier.

Nous pouvons remarquer que, contrairement au cas du rotor supporté uniquement par deux

paliers parfaitement rigides, qui n’a qu’une seule zone d’instabilité, ce rotor présente

plusieurs zones d’instabilit¢é pouvant aller jusqu’a six ( trois principales et trois

secondaires), pour certaines valeurs relativement faibles du coefficient de dissymétrie de

I’arbre. Il est 2 remarquer que, pour des coefficients d’amortissement du palier de plus en

plus grands, il y a disparition, tout d’abord, des zones d’instabilité secondaires, puis des

zones principales et ceci en allant des dissymétries les plus petites aux plus grandes,

jusqu’a stabilisation totale du rotor.
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Figure 3.10 Domaines d’instabilité du rotor dissymétrique supporté par deux paliers parfaitement
rigides et un palier auxiliaire élastique, pour: (a)n = 0,(b)n =4, (c)n =8, (d)n = 12
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Les réponses du rotor non amorti au balourd (Figure 3.11a) et a son poids propre (Figure
3.11b) sont ensuite déterminées. La figure 3.11a montre deux maxima locaux a 82.6 rad/s
et 99.0 rad/s en plus des quatre vitesses de résonance au balourd attendues a 235.8 rad/s,
246.4 rad/s, 291.4 rad/s et 343.6 rad/s. Les maxima locaux sont obtenus a environ un tiers
de la moyenne de chaque paire de vitesses de résonance au balourd [6], soient & 80.37 rad/s
et 90.87 rad/s. Les erreurs commises sont alors de -2.7% et -8.21% respectivement.

Enfin, la réponse au poids propre est représentée dans la figure 3.11b donnant deux
résonances a 123.8 rad/s et 150.4 rad/s. La encore, ces vitesses sont proches de la moiti¢ de
la moyenne des vitesses de résonance dues au balourd [6], c'est-a-dire de 120.55 rad/s et

158.75 rad/s. Les erreurs alors commises sont de 0.21% et 5.55%, respectivement.
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Figure 3.11: Réponse du rotor non amorti supporté par des paliers parfaitement rigides et un palier

auxiliaire élastique au : (a) balourd et (b) poids propre

Les figures 3.12 et 3.13 représentent les réponses aux excitations de balourd et de poids
propre et ceci pour différentes valeurs du coefficient d’amortissement du palier. La figure
3.12 montre la disparition rapide des maxima locaux avec [’accroissement de
I’amortissement, ainsi que le rapprochement des pics correspondant & chacune des paires
de résonance dues au balourd et la diminution de leurs amplitudes jusqu’a leur disparition
compleéte.

La figure 3.13 montre I'effet d’un accroissement de I’amortissement du palier sur

I’atténuation de I’amplitude a la résonance due au poids propre du rotor.
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Figure 3.12 Réponse au balourd du rotor supporté par deux paliers parfaitement rigides et un palier

auxiliaire ¢lastique, pour différents facteurs de la matrice d’amortissement
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Figure 3.13 Réponse au poids propre du rotor supporté par deux paliers parfaitement rigides et un

palier auxiliaire élastique, pour différents facteurs de la matrice d’amortissement

3.4.3 Rotor symétrique supporté par deux paliers parfaitement rigides et monté sur

une base soumise a une rotation sinusoidale

Dans cette section, le rotor considéré, décrit dans le Tableau 3.1, est symétrique, supporté

par deux paliers parfaitement rigides, et monté sur une base rigide soumise a une rotation

sinusoidale autour de I’axe z,,.
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Le diagramme de Campbell, en I’absence de mouvement de la base est présenté dans la
figure 3.14, ou les fréquences naturelles du rotor, tournant a la vitesse (0 = 251.33 rad/s

(2400 tr/min), sont précisées.
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Figure 3.14 Diagramme de Campbell du rotor symétrique supporté par deux paliers parfaitement

rigides, sans mouvement de la base

La figure 3.15 représente les parties réelle et imaginaire des valeurs propres du rotor non

amorti, en fonction de la pulsation d’excitation de sa base, pour une amplitude a = 0.5 rad.
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Figure 3.15 Parties (a) réelle, (b) imaginaire des valeurs propres du rotor symétrique non amorti,
supporté par deux paliers parfaitement rigides et monté sur une base en rotation sinusoidale
d’amplitude a=0.5 rad
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La figure 3.16 présente une vue rapprochée des zones d’instabilité représentés dans la
figure 3.15. Elle montre I’existence de trois plages de fonctionnement instable 253.4-260.6

rad/s, 277.6-286.2 rad/s et 304.4-309.6 rad/s correspondant a des parties réelles positives

des valeurs propres.

10 ; 500
400+ :
5 [ il — //
/\ [\ A 3 300 =

< o 1
U U 22000
£ Q = 251.33 rad/s
N 100}
90 260 280 300 320 %0 260 280 300 320
o (rad/s) o (rad/s)
(a) (b)

Figure 3.16 Parties (a) réelle, (b) imaginaire des valeurs propres du rotor symétrique non amorti,
supporté par deux paliers parfaitement rigides et monté sur une base en rotation sinusoidale
d’amplitude a=0.5 rad. Vue rapprochée des zones d’instabilité.

La figure 3.17 représente la partie réelle du méme rotor pour les valeurs du coefficient
multiplicateur de I’amortissement de palier n = 1.5 et n = 2 respectivement. La figure
montre clairement la diminution de 1’étendue des plages instables lorsque le rotor est

amorti (Figure 3.17a), jusqu’a leur disparition totale (Figure 3.17b).
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Figure 3.17 Parties réelles des valeurs propres du rotor symétrique amorti, supporté par deux
paliers parfaitement rigides et monté sur une base soumise a une rotation sinusoidale d’amplitude

a=0.5rad,pour () =15 (b)yn =2
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La figure (3.18a) représente les zones des pulsations du mouvement de la base, produisant
une instabilité du rotor selon I’amplitude du mouvement de la base. Les zones d’instabilité
correspondant a une rotation sinusoidale de la base autour de x; ou z, sont identiques [34].
La figure 3.18b présente le graphe de stabilité correspondant au cas étudi¢ par Duchemin

[22], en utilisant la méthode des échelles multiples (M.E.M) [52], [53]. 1l est clair que les
deux graphes sont quasiment les mémes. Le Tableau 3.2 présente les résultats numériques

issus des deux méthodes. La comparaison des résultats montre un écart ne dépassant pas
1.2 %.

Tableau 3.2 Limites des zones d’instabilité obtenues par la méthode de Hill et la M.E.M

a 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
M.EM | 264.7 | 2649 | 263.5 2644 | 261.7 | 263.6 | 259.0 | 262.5 | 255.6 | 261.0
M. Hill | 264.4 | 265.0 | 263.2 2644 | 261.0 | 263.6 | 257.6 | 262.2 | 253.4 | 260.6
M.EM | 289.7 | 290.1 288.1 289.6 | 285.5 | 288.8 | 281.7 | 287.7 | 2769 | 286.3
M. Hill | 289.6 | 290.2 | 288.0 289.6 | 2854 | 288.8 | 281.8 | 287.6 | 277.6 | 286.0
M.EM | 3149 | 3153 313.1 314.5 310.1 313.2 | 306.0 | 3114 | 300.6 | 309.1

M. Hill | 314.8 | 3154 | 313.2 3146 | 3106 | 3134 | 307.6 | 311.6 | 3042 | 309.6
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Figure 3.18 Domaines d’instabilité du rotor symétrique, soumis & une rotation sinusoidale de la

base, pour une vitesse de rotation ) = 251.33 rad/s (2400 tr/min).
(a) Méthode de Hill. (b) Méthode des échelles multiples [22].

La figure 3.19 représente I’évolution des zones d’instabilité en fonction de I’amplitude de
la rotation sinusoidale pour différentes valeurs de I’amortissement isotrope du palier. La

figure montre clairement I’effet positif d’une augmentation du facteur d’amortissement sur
la stabilisation du rotor.
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Figure 3.19 Domaines d’instabilité du rotor symétrique soumis a une rotation sinusoidale de la
base, a une vitesse de rotation 0 = 251.33 rad/s pour:(a)n = 0,(b)n = 0.5,(c)n = 0.9, (d)
n=15
Les réponses aux excitations de balourd, de la base et du poids propre sont maintenant
déterminées. La figure 3.20a présente la réponse au balourd ou des pics de résonance
sont observés a 253.4, 277.8 et 333.6 rad/s; un maximum local est observé a 32.0 rad/s. La
figure 3.20b présente la réponse a I’excitation de la base. Elle montre seulement deux pics
de résonance correspondant aux vitesses 260.6 rad/s et 309.6 rad/s (le diagramme de
Campbell présenté dans la figure 3.14 pour une base fixe prédit les vitesses 265.02 rad/s et
315.53 rad/s), parmi les quatre vitesses de résonance attendues a 253.4 rad/s, 260.6 rad/s,
304.4 rad/s et 309.6 rad/s (Figure 3.16b). De plus elle montre deux maxima locaux a 88.0
rad/s et 104.8 rad/s ; ces maxima locaux sont, comme dans le cas du rotor dissymétrique,

approximativement égaux au tiers de la moyenne de chaque paire de vitesses de résonance
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dues a I’excitation de la base, c'est-a-dire 85.67 rad/s et 102.33 rad/s : des erreurs de -
2.65% et -2.35% sont alors commises.

Enfin, la réponse au poids propre est présentée dans la figure 3.20c donnant deux
résonances a 131.6 rad/s et 156.4 rad/s. Ces vitesses de résonance sont proches de la moitié
de la moyenne des vitesses de résonance dues a I’excitation de la base ; c'est-a-dire a 128.5

rad/s et 153.5 rad/s, avec des erreurs commises de -2.35% et -1.85%, respectivement.
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Figure 3.20 Réponse au (a) balourd, a (b) 1’excitation de la base et au (c¢) poids propre du rotor
symétrique non amorti supporté par deux paliers parfaitement rigides et monté sur une base

soumise a une rotation sinusoidale

La figure 3.21 représente la réponse du rotor a I’excitation de balourd pour différents
amortissements du palier. Elle montre une diminution de I’amplitude de vibrations a la
résonance lorsque I’amortissement croit. La figure 3.22 représente la réponse du rotor a
I’excitation de la base. La figure 3.23 montre que la présence d’un faible amortissement de

palier permet de faire apparaitre un pic non visible sur la courbe de réponse du rotor non
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amorti (pourtant prédit par le diagramme de la figure 3.16b), et qu’un accroissement de cet
amortissement, permet de rapprocher les pics de chaque paire 'un de lautre, et de

diminuer leurs amplitudes, jusqu’a leurs disparitions.
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Figure 3.21 Réponse au balourd du rotor symétrique amorti supporté par deux paliers parfaitement

rigides et monté sur une base soumise a une rotation sinusoidale.
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Figure 3.22 Réponse a I’excitation de la base, du rotor symétrique amorti, supporté par deux

paliers parfaitement rigides et monté sur une base soumise & une rotation sinusoidale.

Enfin, la figure (3.24) montre le role positif de ’amortissement sur I’atténuation de

I’amplitude a la résonance dans la réponse du rotor a son poids propre.
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Figure 3.23 Vue rapprochée de la réponse a I’excitation de la base, du rotor symétrique amorti,

supporté par deux paliers parfaitement rigides et monté sur une base soumise a une rotation

sinusoidale.
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Figure 3.24 Réponse au poids propre du rotor symétrique amorti supporté par deux paliers

parfaitement rigides et monté sur une base soumise a une rotation sinusoidale.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, une attention particulicre a été accordée au comportement
dynamique des rotors soumis a D’effet d’une excitation paramétrique. Deux types
d’excitation paramétrique sont étudiés : le premier concerne la dissymétrie du rotor, et le
deuxiéme, une rotation sinusoidale de la base autour de I’axe z,. Les équations du
mouvement du rotor ont été obtenues au chapitre précédant, en utilisant le modele de

Rayleigh-Ritz. Il s’agit d’équations différentielles du second ordre a coefficients
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périodiques. La méthode de résolution de Hill a été appliquée et son implémentation a
permis la prédiction des plages d’instabilité, ainsi que la réponse aux excitations
harmoniques de balourd et/ou de la base et au poids propre du rotor. L’influence de
I’amortissement sur la diminution de I’étendue des zones d’instabilité et de I’amplitude du

mouvement a la résonance a été montrée dans les différents cas étudiés.
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Annexe A

Calcul des fonctions 4, t,, t3 et t,

. . 2 . .
() =ul+v i+ wi= (J'Cb +u+I,(z, +w)— I"Z(yb + y)) + (yb I (z,+w)+

r,(x, + u))2 + (éb +w+ (v, +y) =10 + u))2
= (% + Fyzp — L) + 0 + Fyxy — Lezy)” + (2 + Loy — yxy ) + (2 + 1)y
+2 (=L(kp + B2y — Lyy) + (2 + vy — Gxy) )y + 2 (< F(a + Bw) + L(w = Fu) ) y
42 (G + By = Ly) (i Tyw) + (5 + Ly = Tz ) (T = Fw)
+ (o + By = Fy) (o = Fye) + (i Byw)” o+ (B = Bow)” + (= fy)°)

(A.1)

" tz(y't) :wx2+wzz =
((é +f"xcosv,b+f"ysin1,b) cos ¢ — (f"xsinv,b—f"ycosv,b) sin@sing — (I', + ) cosGsin¢)2+
((é +f"xcosv,b+f"ysin1,b) sin ¢ +(f"xsin1,b—f"ycosv,b) sinfcos ¢ + (I, + 1) cochos¢)2=
t,(y,0) = 02 + 2 + 2 + [[2 + 02(1;2 — I2) + Y2([2 — I;2) + 21,6 + 215, (6 — 64) + 21,9
+ 20, (hap — 1,0) + 261,60y
(A.2)
= () =l = (=(rsiny —f"ycosv,b) cos@ + (I', + ) sin6 + (,b)z =
(i +6)° + (1 + ) (260 — I, (WP + 62) + 21,6 — ) ) + [og? + 16 — 20T 60

(A.3)

= 4(yt) =0 -w?=
(((9 + Iy cosp + I sinp) cos ¢ — (I sinh — I, cos 1) sin Osin ¢ — (I, + ) cos & sin ¢)2-
(((9 + 'y cosp + Iy sinp) sin ¢ + (I, sinp — I, cos 1) sin & cos ¢ + (I, + ) cos 6 cos ¢)2
- ( 6° — ) + 21,0 + 21, (0 + 09) — Fb + F2(1 — 92) + P2 (92 — 02) - 2(1 - 6?)
—2r, o9 +2r,(fy+ i“ze)) cos 2¢
- <2¢é + 20 ) + 27, (P — 00) + 21,6 + 2 (rﬁ - r;) oy — 17, (6% + 9* — 2) +
2r,(Fy — i“xe)) sin 2¢ (A.4)
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Remarque : Dans les expressions finales de t,(y, t), t3(y, t) et t,(y, t), les angles de précession i

et de nutation 8 et leurs dérivées étant infiniment petits, les approximations suivantes sont utilisées :
e . 62 .
cosyp = -5 siny =y ; c05951—7; sing = 6

Et les termes d’ordre supérieur a deux sont négligés
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Expressions des parameétres utilisés dans le modéle de Rayleigh-Ritz

L
Ly = lamg (1) + [ pLng () dy,
L
Imz = Igmg?* (L) + J plng?*(y)dy
0
L
Igr = lamg () + [ plog(¥)dy,
L
loz = Igmg* (1) +Jp1agz(y)dy
0
L
Lyy = layg(1y) + 2 [ plmg (¥)dy,
L
Ly = Igyg* (1) + 2 J plng*()dy
0
My = maf (L) + [} pAf (¥)dy,
L
My = maf2(1) + [ pAf2(ay
0
L

My = malif 1) + [ pavfay
0
L

k=E j k2 () dy
0
L

ke = E j leh2(y)dy
0

Ou
_df(y)
gly) = W
_d*f(y)
h(y) = o
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Méthode de Hill

Considérons une équation différentielle du second ordre
[M] {G} + [Cl{q} + [K]{q} = {F} (C.1)
Ou : [M], [C] et [K] sont des matrices périodiques dépendant du temps.
Dans ce qui suit, la méthode de Hill [3] est appliquée a ce type d’équation, pour la
détermination des valeurs et des vecteurs propres ainsi que la réponse a une excitation

harmonique ou constante.

C.1 Méthode de Hill pour la détermination des valeurs et des vecteurs propres

L’équation différentielle homogene s’écrit

[M] {G} + [Cl{q} + [K]{q} = {0} (C.2)
Supposons que chacune de ces matrices périodiques, de période T telle que
_  2m
=— C3
T== (C.3)

peut étre écrite comme la somme d’une matrice moyenne constante et de deux matrices

déviatoriques harmoniques. Ainsi, on a

[M] = [M,]e ™% + [Mo] + [M,,]e (C.4)
[C] = [Cmle ™ + [Co] + [Cplei (C.5)
[K] = [Kmle % + [Ko] + [K,]e!® (C.6)

Compte tenu des équations (C.4)-(C.6), ’équation (C.2) s’écrit
([Mple™ 0t + [Mo] + [M,]e!) {4}
+ ([Cmle ™ +[Co] + [C,]ei){q}
+ ([Kmle ™ + [Kol + [Kp]e'®){q} = {0} (C.7)
Pour résoudre I’équation (C.7) pour les valeurs et vecteurs propres, une solution périodique
est supposée de la forme
{q} = {o}et (C.8)
Ou
{@}={o(®)} ={oC+T)} (C.9)

En calculant les premicre et deuxieme dérivées de I’équation (C.8) par rapport au temps,
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{q} = {@}e + {d]et (C.10)

{4} = ({8} + 22{d} + 22{®})e™ (C.11)
Et en insérant les équations (C.8), (C.10) et (C.11) dans I’équation (C.7) tout en divisant
par e**, on obtient

([Mple ™ + [Mo] + [M,]e') ({8} + 22{d} + 22{0})
+ ([Cmle™™@t +[Col + [Cp e ™) ({232 + {¢}) (€.12)
+([Kmle ™ + [Ko] + [K,|e®){®} = {0}
Comme la solution est supposée périodique, le vecteur {®} et ses dérivées peuvent étre

développés en séries de Fourier comme

@)= D (@™ .13)
{0} = 2 uQ{d, Jent (C.14)
{('b'}:_ 2 u2§2{¢u}eiuﬁt (C.15)

La substitution des équations (C.13)-(C.15) dans I’équation (C.12) donne

([Mm]e'im + [My] + [Mp]eim) 2 (—u202 + 22iu) + 22){d, vt

u=—o0

+([Cle™ + [Co] +[C]e0) > (ull + )b, e (C.16)

u=-—0o

+([Km]e_iﬁt + [Ko] + [Kp]eiﬁt) Z {@u}eiu(_).t — {0}

U=—
Pour que I’équation (C.16) soit vérifiée, les termes contenant les mémes exponentiels dans
les deux membres de 1’équation doivent étre égaux. A partir de cette condition, les
€quations suivantes sont obtenues

(A%[M] + 2[C] + [KD{®} = {0} (C.17)

Avec
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cocoXE -
coXEE .-

C,—-i4Q M, C,-i20M,
C,—i4OM, C,-i2QM,

Cl=| - 0 C,-i20M,
0 0

0 0

K,—-i2QC,-402°M, K,-iQC,-Q2°M,,

K,-i20C,-40Q0°M, K, —iQC,-Q°M,
) 0?2
0 K,-iQC,-Q°M,
0 0

0 0

0 0 0
M, 0 0
M, M, 0
M, M, M,
0 M, M,
0 0 0
c, 0 0
c, C,+i20OM, 0
AC,, C,+i2Q M, C,+idQM,
0 C,+i20M, C,+i4QM,

0 0 0

K, 0 0
K, K,6+iQC, -Q°M, 0

K, K,+iQC,-Q2°M, K,+i2QC,-4Q°M,

P

0 K, +iQC,-Q°M, K, +i2QC,-4Q°M,

(C.18)

(C.19)

(C.20)
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C.2 Réponse a une force harmonique

Dans cette section, la réponse a I’excitation d’une force harmonique de pulsation @ est
calculée. L’équation du mouvement est
[M]{g} + [CI{q} + [Kl{q } = {Fn} (C.21)
avec
{Fn} = {F, Ye @ + (F, " et (C.22)

et [M], [C] et [K] sont des matrices périodiques dépendant du temps.

C.2.1 Réponse a une force harmonique exprimée par une fonction exponentielle a
exposant imaginaire négatif
Lorsque le systéme est excité par une force harmonique complexe exprimée par une
fonction exponentielle a exposant imaginaire négatif, I’équation du mouvement s’écrit
[M1{g} + [C1{q} + [K){q} = {Fp Je~™" (C.23)

La solution est supposée de la forme

{g7} = {PJe ™" (C249)
{o_}(t) ={o_}(t+T) (C.25)
T = %” (C.26)

Comme la solution est supposée périodique, le vecteur {&_} peut étre développé en séries de

Fourier comme

@)= ) (@)en (c27)

u=-—oo

dont les premiére et deuxieéme dérivées par rapport au temps sont respectivement

oo

{0} = 2 iuQ{®; Jeut (C.28)
Et {é_}: - 2 u252{¢u—}eiuﬁt (C29)

La réponse forcée périodique et ses dérivées deviennent alors

oo

{g7y=e"t 2 {®; Jetnat (C.30)
(@)= > il - @) {g)e (€31)
(@7} == > (il = @) )e (€32)
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En remplacant les équations (C.30)-(C.32) dans 1’équation du mouvement (C.36), tout en
tenant compte des équations (C.4)-(C.6), on obtient

(M ]e™ 0 + [Mo] + [M,]et) > (ull - @)y e

+([Cple™™ @ + [Co] + [C,]e®) Z il — @) (@ Jeindt (C.33)
+([KnJe™ + Kol + [, ]e™) " {07} = (")

Aprés élimination du facteur exponentiel e*®¢, la comparaison des termes exponentiels dans
les deux membres de 1’équations (C.36) meéne a des équations dont le regroupement en une

seule équation matricielle donne

0

m

K,-il@+202)c,-(@+20)M, K,-ilo+2)C,-(@+2)M,

K,-il@+20)c, -(@+22fM, K, -il@+2)c,-(@+2fM, K,-iaC,-a'M
0 K,-il@+2)C,-(@+2)M, K,-iaC,-o’M,
0 0 Kp—ipr—szp

0 0 0
0 0 fonll |0
0 0 st | o)
K, ’(w 2)c, -@-2\m, 0 st =UE
~ilm-0),-(@-2fM, K,-ilz-22)C,-(@-22fM, (g1} | {0}
—i(w - Q)C —(w-2fm, K,-ilz-20)C,-(@-22) M, {g:1] | {0}

qui est équivalente a

[K~[{@7} = {F~} (C.35)
De I’équation (C.34), les vecteurs {@;} peuvent étre déterminés, puis remplacés dans
I’équation (C.30) pour déterminer la réponse a une force harmonique complexe sous forme
exponentielle a exposant imaginaire négatif.
C.2.2 Réponse a une force harmonique exprimée par une fonction exponentielle a
exposant imaginaire positif
Une procédure similaire peut étre suivie lorsque le systéme est excité par une force
harmonique complexe exprimée par une fonction exponentielle a exposant positif. Dans ce

cas, I’équation du mouvement s’écrit
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[M1{g} + [C1{q} + [K]{q } = {F" }e™" (C.36)
ot {F,*} est le vecteur amplitude de la force a exposant imaginaire positif et @ la pulsation
d’excitation.

Pour déterminer la réponse forcée, on suppose une solution périodique de la forme

{7} = {@,}e'™" (C.37)
{0,(t)} = {®,(t+T)} (C.38)
T = %” (C.39)

Puisque la solution est supposée périodique, le vecteur {®, } peut-étre développé en séries

de Fourier comme

oo

@.)= ) (9 Je (C.40)

u=-—oo

dont la premicre et la deuxieme dérivées par rapport au temps sont respectivement

oo

(b, )= ) ey e (CA1)

UuU=—0o
Et (B} =- ) wnofet (C42)

UuU=—0o
La réponse forcée périodique et ses dérivées s’écrivent donc
{q+} = i@t Z {@J}eiuﬁt (C.43)
U=—0o
{g7} = '@t Z il + @){@; Jelult (C.44)
U=—o00

{G*} = —et®t Z (Ul + @)@ Jeiult (C.45)

U=—0o

En remplagant 1’équation (C.43)-(C.45) dans 1’équation du mouvement (C.36), tout en tenant

compte des équations (C.4)-(C.6), on arrive a

—([Mp]e 0 + [Mo] + [Mp]e)ei™t 2 (ull + @)@ Jeiut

+ ([Cm]e—iﬁt +[Co] + [Cp]eiﬁt)eiwt 2 i(ul + w){(b,f}eium

_ X . . (C.46)
+ ([Km]e—m.t + [KO] + [Kp]elﬂt)elwt 2 {@J}eluﬂt — {Fh+}elwt

u=-—0o
Ce qui mene, en suivant la méme procédure que dans le cas précédant, a une équation

matricielle finale de la forme
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K, +il@-20)C,-(@-20)M, K,+ile-2)C,-(e-2)M, 0

K, +il@-20)C, -(@-20fM, K, +il@#-2)C,-(@-2)M, K,+ioC,-a’M,
0 K,+il@-2)C,-(@-2fM, K,+iaC,-o’M,
0 0 Kp+ipr—w2Mp
0 0

o+

R e e e N
Il
——
S
——

0

0 ¢ {0}

2

K,+il@+2)c, -(@+2) M,
K,+il@+2)c,-(@+2f M, K,+il@+20)C,-(@+20)M,
Kp+i(w+§)€p—(w+§) M, K,+i@+20)C,-(@+22)M,

[}

-

. -
N+~ 4+ o+

qui représente un ensemble d’équations linéaires de la forme

[K*[{®*} = {F'} (C.48)
De I’équation (C.47), les vecteurs {®;} peuvent étre déterminés, puis substitués dans
I’équation (C.43) pour déterminer la réponse a une force harmonique complexe a exposant

imaginaire positif.
C.3 Réponse a une force constante

L’équation du mouvement, dans ce cas, s’écrit
[M1{g} + [C1{q} + [K]{q} = {F,} (C.49)
Ou: {Fp} est un vecteur force constant.

Pour déterminer la réponse a cette force constante, on suppose une solution périodique de la

forme
{q?} = {2} (C.50)
{(®)} ={o(t +T)} (C.51)
T== (C.52)

Le vecteur {®@ } peut donc étre développé en séries de Fourier comme
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@)= ) (@, Jet™ (€53)

u=-—oo

dont la premicre et la deuxieme dérivées par rapport au temps sont respectivement

oo

(6 }= > wio, Jei (C.54)
Et o
(@ }=- ) wie, Jet (C.55)

La substitution des équations (C.53)-(C.55) dans I’équation du mouvement (C.49) tout en
tenant compte des équations (C.4)-(C.6) donne

_([Mm]e_iﬁt + [MO] + [Mp]eiﬁt) 2 uzﬁz{(bu }eiuﬁt

u=—00

+ ([Cnle™™ +[Co] +[C,)e!) Z uQ{d, Jein (C.56)

u=-—oo

+ ([Kmle ™ + [Ko] + [K,]e) 2 {@, }e2 = {F, }

u=-—o0o

La comparaison des termes exponentiels dans 1’équation (C.56) mene a des équations qui, en

les regroupant en une seule équation matricielle donnent

K,-i20QC,-4Q°M, K, -iQAC, -Q°M, 0
K,-i2QC,-40Q°M, K,-iQC,-Q°M, K

0 K,-iQC,-Q°M, K,
0 0 K,
0 0 0
0 0 .| | 0}
0 0 s | o
K, +iQ2C, -O2°M, 0 s b=1F 1 s
K,+iQ2C,-Q2°M, K,+i2QC, -402°M, {8} | o}
K,+iQC,-Q°M, K,+i202C,-42°M, (6,1 | {o}
L’équation (C.57) représente un systéme d’équations linéaires de la forme
[KP]{oP} = {FP} (C.58)

La résolution de 1’équation (C.58) permet de déterminer les vecteurs {®,} qui, remplacés

dans I’équation (C.53) puis (C.50), permet d’obtenir la réponse a une force constante.

113



Annexe D

Matrices et vecteurs de I’élément d’arbre utilisés dans le modéle éléments

finis
- 156 0 0 —22L 54 0 0
0 156  22L 0 0 54 —13L
0 22L 42 0 0 13L  —312
(M,] = PAL -22L 0 0 412 —13L 0 0
7 420] 54 0 0 —13L 156 0 0
0 54  13L 0 0 156 —22L
0 —13L =312 0 0 —22L 412
L 13L 0 0 —312 22L 0 0
- 36 0 0 -3L -36 0 0
0 36 3L 0 0 -36 3L
0 3L 412 0 0 -—-3L -—I2
(M,] = Pm 3L 0 0 41> 3L 0 0
T 30L|-36 0 0 3L 36 0 0
0 -36 —-3L 0 0 36 —3L
0 3L —-12 0 0 -—3L 42
3L 0 0 -1 3L 0 0
-0 36 3L 0 0 -36 3L
36 0 0 3L =36 0 0
3L 0 0 —4I? -3L 0 0
(M,] = 2l 0 —-3L —412 0 0 3L 12
U730l 0 -36 -3L 0 0 36 —3L
-36 0 0 3L 36 0 0
3L 0 0 12 =3L 0 0
L0 3L 12 0 0 3L —4l?
- 36 0 0 -3L -36 0 0
0 -3 -3L 0 0 36 —3L
0 —3L —4I* 0 0 3L 12
(M,] = Pm 3L 0 0 412 3L 0 0
217 30L|-36 0 0 3L 36 0 0
0 36 3L 0 0 -36 3L
0 -3L 12 0 0 3L —41?
3L 0 0 -1 3L 0 0
-0 -36 —-3L 0 0 36 —3L
36 0 0 -3L -36 0 0
3L 0 0 —4I? 3L 0 0
(G,] = 2m 0 3L 412 0 0 -—-3L -—I2
ST B 36 3L 0 0 -36 3L
-36 0 0 3L 36 0 0
3L 0 0 2 =3L 0 0
L0 3L —-12 0 0 -—3L 42

13L 1
0
0
—317?
22L
0
0

412

—3L7
0
0

—]2

3L
0
0

412 |

0

(D.1)

(D.2)

(D.3)

(D.4)

(D.5)
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0 156  22L 0 0 54  —13L
—156 0 0 22L  —54 0 0
—22L 0 0 412  —13L 0 0

_pal 0 —220 -4 0 0 —13L  3I?
420 0 54 13L 0 0 156 —22L

—54 0 0 13L. —-156 0 0
13L 0 0 =312 22L 0 0

0 13L 312 0 0 22L  —4[2

[K1] = x2 [Mn] - Pyz[Mt] + FZZ [Mtz]
0 0 0 0 0 0 0 0
0 —156 —22L 0 0 —-54 13L O
0 —22L —4I*> 0 0 -13L 312 0
_pAL|O 0 0 0 0 0 0 0
[M] 4200 0 0 0 0 0 0 0
0 —-54 —13L 0 0 -156 22L O
0 13L 312 0 0 22L —4I1* 0
L0 0 0 0 0 0 0 o
—156 0 0 22L =54 0 0 —13L]

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

(M,,] = 2AL 22 0 0 —4I> 13L 0 0 32
2017 4200 =54 0 0 13L —-156 0 0 —22L
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
—13L 0 0 312 —22L 0 0 —4I2]

0 156  22L 0 0 54 —13L
156 0 0 —22L 54 0 0
22L 0 0 —4I? 13L 0 0

_paLl 0 —22L —4[? 0 0 —13L  3I?
420 0 54 13L 0 0 156 —22L

54 0 0 —13L 156 0 0
—13L 0 0 312 =22L 0 0

0 13L 312 0 0 22L  —4l2

[K3] = [Z[M,1] + LM, ] + [[7[M,,]

0
—13L
—317

0

0
—22L

4172

0

13L
317

22L
—4]?

(D.6)

(D.7)

(D.8)

(D.8)

(D.9)

(D.10)
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- 0 12 6L 0 0 —-12 6L 0
12 0 0 —6L —-12 0 0 —6L
6L 0 0 —412 —6L 0 0 —2I2
K.,] = Em 0 —6L —4L2 0 0 6L —212 0
szl ™ sl 0 —12  —6L 0 0 12  —6L 0
-12 0 0 6L 12 0 0 6L
6L 0 0 =212 —-6L 0 0 —4I2
L0 —6L 212 0 0 6L —4L2 0
—-12 0 0 6L 12 0 0 6L
0 12 6L 0 0 —-12 6L 0
0 6L 412 0 0 —6L 2I2 0
K.,] = Em 6L 0 0 —412 —6L 0 0 —21I2
St3L 7 3 ] 12 0 0 —-6L —-12 0 0 —6L
0 —-12 —-6L 0 0 12 —-6L 0
0 6L 212 0 0 —6L 412 0
6L 0 0 =22 —6L 0 0 —4/2]
L 312 \
At 54
L 312
2h2 o0 20,(1 + ) — A3 )
L2 L3 .o R
G2t 55h 20,(5, + ¢) — Ay
_Le £y 0
(F)=—pal 1270 5L 0 0 \
Ly T =20, + ) + Ay
272 T 59 M4 0
L L3 \ 0
—5h2 — 55
L2 L3
L A+ 554s
—6) —A7)
([ % B
[ [ O 0 I
+ [ ] o (.. 0 I
p)(]ml 4 rsin 2¢ + < r CoS 2¢ |
A6 Az
% Py |
\[ 0 o) )
\ 0 \ 0

(D.16)

(D.17)

(D.18)
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L )
—sinyj N;(y) dy
0
L .
COSVJ N;(y) dy TSN
0 cosy
0 0
{Fop} = —pA S 0 >——1 AL ; 0t
spJ = P gCOSIB L - 2'0 gCOS'B —siny
—sinyj N (y) dy cosy
0
L 0
cosy J N3(y) dy © 0
0
0
\ 0

Parameétres utilisés dans les expressions des vecteurs force
Al = jéb — sz}’b + 21}2'1, — (I}Z + I}Z)xb + (FxFy — Fz)}’b + (FxFZ + qu)Zb

AZ = Zb — ZFyJZb + Znyb — (sz + PyZ)Zb + (FxFZ — qu)xb + (FyFZ + Fx)}’b

(D.19)

(D.20)

(D.21)

(D.22)

(D.23)

(D.24)

(D.25)

(D.26)
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RESUME

Ce travail a pour objet 1’é¢tude du comportement dynamique et de la stabilité¢ des
rotors. Dans la majorité des études rencontrées dans la littérature, le mouvement de la base
sur laquelle est monté le systéme rotor-palier n’est pas pris en compte dans la
mod¢élisation. Les rares études considérant le mouvement de la base sont intéressées au
régime stationnaire. Afin d’obtenir un modele plus complet, aussi bien le mouvement de la
base que la variation éventuelle de la vitesse de rotation doivent étre pris en considération.
Ceci permet d’étudier le comportement dynamique des rotors dont la base est en
mouvement lors de la traversée des vitesses critiques pendant les phases de démarrage et
d’arrét ; car un accroissement important des vibrations peut avoir des conséquences
néfastes sur la machine.

Le présent travail a pour objectif de prévoir le comportement dynamique d’un systéme
rotor-palier monté sur une base rigide soumise & des mouvements déterministes. La vitesse
de rotation du rotor peut étre variable selon une loi prédéfinie. Les sources
d’excitation considérées sont : le balourd tournant a la vitesse de rotation du rotor, les
mouvements de la base et le poids propre du rotor.

Les énergies, cinétique et de déformation ainsi que le travail virtuel des composants d’un
rotor flexible sont calculés. Le premier modele proposé est un modele relativement simple
basé sur la méthode de Rayleigh-Ritz, le second est basé¢ sur la méthode des ¢léments finis.
Pour les deux modéles six types de mouvements de la base sont considérés : 3 rotations et
3 translations.

L’utilisation des équations de Lagrange fournit les équations différentielles du mouvement
du rotor en flexion par rapport a la base rigide en mouvement. La méthode d’intégration
temporelle utilisée est la méthode pas a pas de Newmark.

Des simulations numériques du comportement dynamique de rotors tournant a vitesse
constante ou variable pour différents mouvements de la base sont présentées et discutées.
Une ¢étude de stabilité est aussi réalisée. Elle concerne les rotors soumis a une excitation
paramétrique due a la dissymétrie du rotor ou a une rotation sinusoidale de la base. La
méthode de Hill a été utilisée pour prévoir les zones d’instabilité et aussi pour déterminer
la réponse du rotor aux différentes excitations auxquelles il est soumis, et ceci pour
différents amortissements.

Mots clés : Dynamique des rotors, méthode de Rayleigh-Ritz, méthode des éléments finis,

mouvement de la base, dissymétrie, excitation paramétrique, stabilité, vitesse variable.



ABSTRACT

This work aims to study the dynamic behavior and stability of rotors. In most of
studies found in the literature, the movement of the base on which the rotor-bearing system
is mounted is not taken into account in the modeling. The few studies considering the
movement of the base have been interested only by steady-state behavior. In order to
obtain a more complete model, both the movement of the base and the possible variation of
the spin-speed must be taken into consideration. This allows the study of the dynamic
behavior of rotor-bearing systems mounted on moving base when crossing critical speeds
during start-up and shut-down of the machine, since a significant increase in the vibrations
can have catastrophic consequences on the machine.

The present work aims to predicting the dynamic behavior of a rotor-bearing system
mounted on a rigid base subjected to deterministic movements. The rotational speed of the
rotor may be variable according to a predefined law. The excitation sources considered are:
mass unbalance, movements of the base and rotor weight.

The kinetic and strain energies, as well as the virtual work of the components of the
flexible rotor are calculated. The first model proposed is a relatively simple model based
on Rayleigh-Ritz method, the second, on the finite element method. For both models, six
types of movements of the base are considered: 3 rotations and 3 translations.
The use of Lagrange's equations provides the differential equations of the rotor motion in
bending with respect to the moving rigid base. The equations are solved using the step by
step Newmark time integration method.

Numerical simulations of the dynamic behavior of rotors rotating at constant or variable
speed for different cases of base motion are presented and discussed.

A stability study is also achieved. It concerns rotors subjected to parametric excitation due
to asymmetry of the rotor or to a sinusoidal rotation of the base. Hill’s method was used to
predict instability zones and rotor response to different excitations, for different damping

values.

Keywords : Rotor dynamics, Rayleigh-Ritz method, finite element method, base motion,

asymmetry, parametric excitation, stability, variable spin speed.
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