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Introduction

Dans les cinquantes derniéres années, les inéquations variationnelles sont devenues un outil
pertinent dans 1’étude des problémes non linéaires en physique et en mécanique.

La théorie des inéquations variationnelles a été faite & partir des résultats concernant les pro-
blémes unilatéraux obtenus par A.Signorini [16] et G.Fichera [7]. La théorie mathématique a été
obtenue par G. Stampacchia [17], J.L. Lions et G.Stampacchia [11] et puis développé par H. Brézis
[3], G.Stampacchia[l§], J.L.Lions [12], U.Mosco [14], D.Kinderlehrer et G.Stampacchia [10]. Pour
I'approximation des inéquations variationnelles on rappelle, les contributions de U.Mosco[13],
R.Glowinsky [§],J.L. Lions et R.Trémoliéres ou R.Glowinsky [9].

La théorie des inéquations variationnelles a été utilisée dans plusieurs domaines tels que
la mécanique, la physique, 'optimisation, le controle optimal, la programmation linéaire, les
mathématiques financiéres, etc...; Aujourd’hui elle est considérée comme un outil indispensable
dans plusieurs secteurs de mathématiques appliquées.

Depuis longtemps les chercheurs dans leurs étude des équations différentielles ordinaires,
des équations aux dérivées partielles, des équations variationnelles en générale et en particulier
des inéquations variationnelles, se sont intéressés aux différentes techniques d’approximations,
& savoir les méthodes des différences finies, des éléments finis, des volumes finis et méthodes
spectrales.

Ce cours est didié aux étudiants de Master2 option analyse mathématique appliquée. Mon
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objectif est de permettre aux étudiants de suivre des cours sur les inéquations variationnelles et
leurs approximations et d’avoir une bréve compréhension sur les théorémes d’existence et d’uni-
cité, approximation par éléments finis, la convergence, I’estimation d’erreur et de se familiariser
avec ce genre de problémes notamment le probléme de I'obstacle.

Ce travail est divisé en trois chapitres. Le chapitre I est consacré a présenter des généralités
sur I'inéquation variationnelle elliptique du premier genre et deuxiéme genre, dans la deuxiéme
et troixiéme section de ce chapitre un théoréme d’existence et d’unicité de la solution di a
Stampacchia a été démontré. Aux sections quatre et cing, une approximation numérique a été
faite, un théoréme de convergence et un théoréme d’estimation d’erreur ont été établis.

Au chapitre II, nous avons abordé les inéquations variationnelles elliptiques du second ordre,
plus précisément le probléme de 'obstacle. Par analogie du chapitre I, nous avons commencé par
une définition du probléme et nous avons donné une interprétation physique du probléme appelé
aussi probléme a frontiére libre, ensuite nous avons introduit quelques propriétés de régularité
de la solution continue. Les sous-sections six, sept et huit sont consacrées & I’approximation par
éléments finis du probléme ol nous avons démontré un théoréme de convergence forte et nous
avons établi une estimation d’erreur de la solution, basée sur les estimations standards de Ciarlet
[4], en précisant 'ordre de l'erreur de convergence.

Finalement nous avons terminé ce travail par une bréve introduction sur les inéquations

variationnelles paraboliques et leurs approximations.

Mehri Allaoua v Univ. Guelma



Chapitre 1

(énéralités sur les inéquations
variationnelles elliptiques (IVE) et leurs
approximations

1.1 Introduction et contexte fonctionnel

1.1.1 Notations et hypothéses

Soient :

— © un ouvert borné de RV a frontiére 9Q suffisamment réguliére,

— V un espace de Hilbert réel avec un produit scalaire (.,.) et une norme associée ||.|,

V* le dual de V,

— a(.,.) : V x V — R une forme bilinéaire continue et V-elliptique (coercive) sur V' x V, i.e

M >0 tel que a(u,v) < M|ull|v|, Vu,v €V,
Ja >0 tel que a(v,v) > aljv|? Yo eV,
— L :V — R une fonctionnelle linéaire continue,
— K un sous ensemble convexe fermé non vide de V,

§(.) : V = R = R U +00 une fonctionnelle convexe semi continue inférieurement (s.c.i) et
propre i.e (vérifiant j(v) > —oo,Vv € V, j # 400).

1.1.2 IVE du premier genre

Trouver u € K solution du probléme

a(u,v —u) > Lv—u) YveK (P1)

1.1.3 IVE du second genre
Trouver u € V solution du probléme

a(u,v —u) +j(v) —ju) > Llv—u) YveV (P2)



Chapitre 1. Généralités sur les inéquations variationnelles elliptiques (IVE) et
leurs approximations

Remarque 1.1. Si K =V et j =0, les problémes et se réduisent & une équation
variationnelle classique :
trouver u € K tel que
{ a(u,v) = L(v),Yv € K

Remarque 1.2. est un cas particulier de (P2). Il suffit de poser j(v) = Ik (v) ou Ik est
une fonctionnelle sur K définie par

IK(U):{O siveK

+oo sivg K

1.2 Reésultats d’existence et d’unicité de ' VE du premier genre

Théoréme 1.1. (Stampacchia) : Sous les hypothéses précédentes, le probleme a une unique
solution u € K.

Preuve.

1. Unicité : soient u; et ug deux solutions du probléme (P1)), alors nous avons
a(u,v—uy) > L(v—u) YveK,Vu € K (1.1)

a(ug,v —ug) > L(v —ug) Yv € K,Vus € K (1.2)

posons v = ug dans (1.1)) et v = uj dans (1.2)) et en additionnant les deux inéquations ,
nous obtenons
a(ug —up,ug —up) <0

en utilisant la V-ellipticité de a(.,.),
allug — u1H2 < a(ug —ug,ug —uy) <0

d’ott u1 = ug
2. Existence : L’idée est transformer le probléme (P1]) & un probléme de point fixe. Par le

théoréme de représentation de Riesz pour les espaces de Hilbert, il existe un opérateur
différentiel A € L(V,V) et un élément f € V* tels que

{ a(u,v) = (Au,v) Yu,v €V (1.3)

L(v)=(f,v) YveV

ainsi, le probléme ([P1]) est équivalent a

trouver u € Ktelle que
(Au— f,v—u) >0 YveK

Soit ¢t > 0, alors
(—t(Au— f),v—u) <0 Yve K

Mehri Allaoua 2 Univ. Guelma



Chapitre 1. Généralités sur les inéquations variationnelles elliptiques (IVE) et
leurs approximations

ce qui implique que
(u—t(Au—f) —u,v—u) <0 YveK

Soit Pg : V. — K la projection orthogonale de V sur K . Alors le probléme (P1]) est
équivalent & un probléme de point fixe :

trouver u € K telle que
u = Pg(u—t(Au — f)), pour t >0

Maintenant montrons que Py est une contraction sur V. Soit v,w € V, alors

1P (v — t(Av — f)) = Pc(w — t(Aw = f))]”

< (v = t(Av = f)) = (w = t(Aw = /)|

= [l(v —w) = tA(v — w)|?

= v —wl|?® - 2ta(v — w,v —w) + 2 || A(v — w)|?
< (1 —=2ta+t2M?) v — w|?

Nous choisissons 0 < t < 2%, alors Px est une contraction, et par le théoréme du point

fixe de Banach, il existe donc une solution u € K.
O

Remarque 1.3. Si K =V, le théoréme [1.1] se réduit au lemme de Laz-Milgram.

1.2.1 Probléme de minimisation

Soit a(.,.) symétrique. Considérons la fonctionnelle J : V' — R, définie par
1

J(v) = ia(v,v) —Lv) vekK

en effet, J(v) = %a(v,v) — L(v) > gHv||2 — ||L||||v]| = oc.
— (ii) J est strictement convexe. En effet, comme L est linéaire, il suffit de prouver que

v — a(v,v) est strictement convexe. Soit 0 < 0 < 1 et u,v € V; alors

0<a(v—u,v—u)=a(u,u)+alv,v) — 2a(u,v)
ainsi on a
2a(u,v) < a(u,u) + a(v,v) (1.4)
En utilisant (|1.4) nous avons
a(@u+ (1 —-0)v,0u+(1—-0)v) =
= 0%a(u,u) +20(1 — O)a(u,v) + (1 — 0)%a(v,v)

Oa(u,u) + (1 — 0)a(v,v)

AN

alors v — a(v,v) est strictement convexe.

Mehri Allaoua 3 Univ. Guelma



Chapitre 1. Généralités sur les inéquations variationnelles elliptiques (IVE) et
leurs approximations

— (iil) J est continue car L et af(.,.) sont continus.
— (iv) Supposons J(.) est Gateaux différentiable en u, i.e différentiable dans toutes les direc-
tions v € V, c.a.d :

lim J(u+tv) — J(u)

o
lim . = (J'(u),v) YvelV.

Soit le probléme de minimisation

trouver u € K telle que
{ (II)

J(u) = minyeg J(v)

Théoréme 1.2. Supposons que J(.) vérifie les propriétés (i), (ii) , (iii), (iv) alors le probléme
de minimisation (@) est équivalant au probleme .

Preuve. Soit u € K solution de (P1]), nous avons
Jw) = Ju+v—u)
1
= —a(lu+v—u,u+v—u)— Llut+v—u)

2

1 1 1 1
= ia(u, u) + ia(v —u,v—u)+ §a(u,v—u) + ia(v—u,u) — L(u) — L(v —u)
= J(u)+ [a(u,v — u) *L(’U*U)]‘F%CL(U*U,U*U)

comme af.,.) est V-elliptique, le troxiéme terme est positif, et le deuxiéme terme est non négatif,
ce qui implique que
Ju) < Jw) YveK.

Inversement : Soit u € K solution de ([J). Comme J(.) est Gateaux différentiable en u, alors

(J'(u),v—u) >0 VveK.

De plus, on a

0 < (J'(u),v—u)

— lim J(u+tlv—u)) — J(u)
t—0 t

— sa(u+tlv—u),u+tv—u))—L(u+t(v—u))—talu,u)+ L(u)
t—0 t

~ m ta(u,u) + ta(u,v — u) + t?a(v — u,v — u) — L(u) — tL(v — u) — La(u, u) + L(u)
t—0 t

_ ta(u,v —u) + 2t%a(v — u,v —u) — tL(v — u)

= t

= lim (a(u, v—u)+ %ta(v —u,v—u) — L(v— u))

t—0

= a(u,v—u) — L(v—u).

Mehri Allaoua 4 Univ. Guelma



Chapitre 1. Généralités sur les inéquations variationnelles elliptiques (IVE) et
leurs approximations

Donc u € K est solution de (P1))

a(u,v —u) > L(v—u) YveK.
O

Remarque 1.4. J'(u) = Au— f. De plus la propriété (iii) peut étre remplacée par semi continue
inférieurement.

1.3 Reésultats d’existence et d’unicité de I'IVE du second genre

Théoréme 1.3. Soit a(.,.) une forme bilinéaire continue V-elliptique, L(.) une forme linéaire
continue, j : V. — R une fonctionnelle convexe semie continue inférieurement (s.c.i) et propre
i.e vérifiant j(v) > —oo Vv € V,j # oo. Alors le probléme a une unique solution.

Preuve.
1. (Unicité) : Soient u; et ug deux solutions de (P2]), alors

a(uy,v —uy) +j(w) —j(ur) > L(v,uy) YveViup €V (1.5)
a(uz,v —uz) + j(v) — j(u2) > L(v,ug) Vv € Viug eV (1.6)
Comme j(.) est une fonctionnelle propre, il existe alors vg € V' tel que
—00 < j(vg) < +00. Ainsi on a pour i = 1,2
—00 < j(u;) < j(vo) — L(vo — u;) + alu;, vg — u;) < 4o00.

Cela montre que j(u;) est finie pour i = 1, 2.
Posons v = ug dans (1.5 et v = u; dans (1.6) et en additionnant les deux inéquations,

nous obtenons

alluy — u2||2 < a(ug —uy,ug —uy) <0.

D’ou Ul = uy.
2. (Existence) : Considérons le cas ou a(.,.) est symétrique, alors le prbléme (P2]) est équi-
valent & un probléme de minimisation.

trouver u € V tel que (1.7)
J(u) < JWw),YveV '
avec )
J(v) = a(v,v) = j(v) = L(v) (1.8)
Comme j(.) est propre, convexe, s.c.i, donc elle est bornée inférieurement par une fonction-
nelle affine.

j)>Lj(w)+cy YveV

Mehri Allaoua 5 Univ. Guelma



Chapitre 1. Généralités sur les inéquations variationnelles elliptiques (IVE) et
leurs approximations

ou L; est une forme linéaire continue sur V et ¢y € R (voir I'ouvrage de Atkinson-
Theoretical Numerical Analysis, page 326). Ainsi d’aprés les hypothéses sur a(.,.), j(.) et L(.)
, on voit que J(.) est propre, strictement convexe, s.c.i, Gateaux différentiable et vérifie la
propriété

J(v) = oo quand |jv]| — oo.

Donc d’aprés le théoréme , le probléme (|1.7)) posséde une solution .
O

1.4 Approximation interne de I'l.V.E du premier genre - Théo-
réme de convergence

1.4.1 Probléme continu
Considérons encore le probléme (P1))

trouver u € K telle que
a(u,v —u) > L(v —u), Yv € K

1.4.2 Probléme approché (discret)
Approximation de V, K et 1)

Soient données : un parameétre h — 0 et une famille {V}}; de sous-espaces de dimensions
finies dans V. Soit aussi une famille {K}}; de sous ensembles fermés convexes non vides de V
(K}, C K pas forcément) tel que Kp, C Vj et Ny K C K et qui vérifie

— (1) Si vy € K, Vh et {vp}p, est bornée dans V', alors la limite faible de vy, appartient

K (i.e Ky, est dense faiblement dans K ).
— (1) IxCV,x =K etry:x — Kp, tels que limy_,orpv = v fortement dans V,Yv € x. (i.e
K}, est dense fortement dans x).

Le probléme (P1) est approximé par

(P1h)

trouver up € K telle que
a(up, vp —up) > L(vy —up), Yo, € K,

Théoréme 1.4. Le probléme a une unique solution.

Preuve. Méme démonstration du théorémdI.I] en remplagant V' par V;, et K par Kp,. O

1.4.3 Reésultat de convergence

Théoréme 1.5. Sous les hypothéses données sur K et Ky, on a

li — =0.
lim s, — v

Mehri Allaoua 6 Univ. Guelma



Chapitre 1. Généralités sur les inéquations variationnelles elliptiques (IVE) et
leurs approximations

Preuve. La démonstration est divisée en trois parties.
1. Estimation & priori de {up}p.
2. Convergence faible de {up}y.

3. Convergence forte de {up}y.

1. Estimation de {up}. Nous montrons qu’il existe deux constantes C et Cy indépendantes

de h tel que
lunll3 < Cillun|l + Co

comme uy, est solution de (P1hl), on a
a(uh,vh — uh) > L(’Uh - uh) Yo € Kp,
ie
a(up, up) < aup,vy) — L(vy — up) Yo, € K.

Par la V-ellipticité de a(.,.), on obtient

aflup|® < Mg |llonll + | LI (Jvall + llunll) Vo € K. (1.10)

Soit v € x et v, = rpv € Kp. Par la condition (ii) sur Kj, on a r,v — v fortement
dans V, donc vy, est uniformément borné dans V' i.e |lvg|| est uniformément borné par une

constante C. Ainsi (|1.10) peut s’écrire comme suit

lun]|? < —{(CM +[IL])[[un]| + [ LIIC} = C1lun]| + Ca

1
a
ot Cy = 2(CM + ||L|) et Cy = %HLH, alors (1.9) implique que
lup|l < Cs3 ,Vh.

2. Convergence faible de {up}p. La relation ((1.9) implique que wuy est uniformément borné.
Alors il existe une sous suite, notée uy,, tel que uy, converge faiblement vers u* dans V.
D’aprés la condition (i) sur {Kp}p, on a, u* € K. Nous prouvons maintenant que u* est

solution de (P1f). On a

a(up,;,up;) < a(up,,vn;) — L(vp, —up;) Vop, € Ky, (1.11)

Soit v € x et vy, = rp,v, alors (|1.11]) devient

a(uhi7uhi) < a(uhia Thiv) - L(Thiv - Uhi)

Comme 7p,v converge fortement vers v et uy, converge faiblement vers u* quand h; — 0,

nous obtenons alors

lilgninf a(up;,up,) < a(u*,v) — L(v —u*) Yvex (1.12)
ad
on a aussi

a(up, —u*,up, —u*)

o
I IA

a(uhwuhi) - a(uhiv U*) - a(U*> uhi) + a(U*a U*)

Mehri Allaoua 7 Univ. Guelma



Chapitre 1. Généralités sur les inéquations variationnelles elliptiques (IVE) et
leurs approximations

ie
a(uhw u*) + a(U*ﬂ uhi) - a<U*7 U*) < a(uhia Uhi)

en passant a la limite, nous obtenons

a(u*,u”) < liminf a(up,, up,). (1.13)

hi —0

De ([1.12) et (|1.13) nous obtenons

a(u*,u*) < liminfy,,_,oa(un,,un,)
< a(u*,v) — L(v—u*) Yveyx
par conséquent, on a
a(u* ;v —u*)>Llv—u") veyxu €K (1.14)

comme X est dense dans K et af(.,.), L sont continues, de (1.14]), nous obtenons

a(u*,v—u*) > Lv—u*) veKu" €K.

Alors u* est solution de (P1)), par le théoéme la solution de (P1]) est unique et donc

*

{uh}h — Uu.

3. Convergence forte de {up}p. D’aprés la V-ellipticité de a(.,.), on a
0

allup, — ull?

A IA

a(up,up) — alup, u) — a(u, up) + a(u,u)

u* = w. Ainsi u est la seule limite faible de {up}, dans la topologie faible de V. Alors

a(up — u, up — u) (1.15)

ot up, € K, est solution de (P1h)) et u € K est solution de (P1)). Comme rpv € K, Yv € X,

nous avons

a(up,up) < a(up, rRv) — L(rpv —up)  Yv € x (1.16)

on a limy_,oup = u faiblement dans V' et limy_,orpv = v fortement dans V' (d’apreés la

condition (ii)) de (|1.15)) et ([1.16)) nous obtenons

0 < allup—ul (1.17)
< a(up,rpv) — L(rpv — up) — a(up, u) — a(u, up) + a(u, u) Yo € x. '
En passant a la limite dans (1.17)), on a Vv € x
0 < alimy_ginf||uy — ul?
alimy,_qsup |Juy, — u|? (1.18)

<
< a(u,v —u) — L(v —u)

comme Y est dense dans K, et par continuité de a(.,.) et L I'inégalité ((1.18)) est vraie aussi

Vv € K. En posant v = u nous obtenons la convergence forte i.e

li —ul| =0
Jim e, —

c.q.f.d.

O

Mehri Allaoua 8 Univ. Guelma



Chapitre 1. Généralités sur les inéquations variationnelles elliptiques (IVE) et
leurs approximations

1.4.4 Estimation d’erreur

Théoréme 1.6. Sous les hypothéses données sur K et Ky, il existe une constante C' > 0 indé-
pendante de h et de u, telle qu’on ait

lu —up|| < C{ 12}’{ [luw —vpll + a(u, vy, — u) — L(vy, — u)\%] + 1é1f la(u,v —up) — L(v — uh)\%}
v, €Ky, v

Preuve. on a

al|lu — uh\|2 < a(u —up,u —up)
= a(u,u) + a(up, up) — alu, up) — alup, u)

Yo e K, a(u,u) <a(u,v)+ L(u—v)
Vo, € Ky,  a(upup) < a(up, vy) + L(up, — vp)
ainsi on a, Vv € K, Vv, € K,

a(u,v) + L(u — v) + a(up, vp) + L(up — vp) — a(u, up) — a(up, u)
a(u,v — up) + a(up, vy, —u) + L(u — v) + L(up, — vp)

allu—upl? <
<

on peut écrire cette derniére inégalité sous la forme

allu —up|* < a(u,v —up) — L(v —up) + a(u, v, —u) — L(vy — u) + a(up, —u, v, —u) (1.19)

on a
alun = o —u) < Mllun = ulJun — ]
< M [Va/Mlw, - ull/M/alo, - ul]
M M
< G|l =P+ - ul?
M2
< Sllun —ull® + 5 llon — ul®

En substituant dans (1.19) nous obtenons, Yv, € K, Yv € K

2

o M
5 llun = ul* < a(u,v —up) — L(v — up)] + [a(u, v — u) — L(vp, — u)] + S Ivh = ull?
2 2 M?
Jup, — ul|?* < - la(u, v —up) = L{v —up)] + —la(u, vp —w) = Lop, — w)] + —5lon — ull?
1
lup —u| < C{[la(u,v —up) — L(v — up)] + [a(u,vp, — u) — L(vy, — w)] + [lop, — ul|*}?
1 1
< {]auv—uh L(v—uh)P+]a(u,vh—u)—L(fuh—u)]?—i-th—uH}
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Chapitre 1. Généralités sur les inéquations variationnelles elliptiques (IVE) et
leurs approximations

donc
1 1
_all < ) B N RN . _ B B 1
l|un “”—C{U,f?fch [th ull + |a(u, vy —u) — L(vp, U)|2]+Ulgff( [Ia(u,v up) — L(v %)I?”

0

Remarque 1.5. si K =V, alors l’estimation précédente se réduit au lemme de Céa pour les
équations variationnelles.
lu—up|| < C inf flu— v
ey

Vh

Remarque 1.6. si Ky C K, on dira qu’ on a une approximation interne de I’I. V.E et dans ce
cas l’estimation de lerreur est

lu—upl| <C inf [Hu — vp|| + |a(u, vy, —u) — L(vp — u)|%]
v EKp

1.5 Approximation interne de I’.V.E du second genre - Théoréme
de convergence

1.5.1 Probléme continu

Considérons encore le probléme (P2)

trouver u € V solution de
alu, v — )+ j(v) — j(u) = L(v — u), Yo € V.

1.5.2 Probléme approché (discret)
Approximation de V

Soient données un parameétre h — 0 et une famille {V},},, de sous-espaces de dimensions finies
dans V. Nous supposons que {V},};, satisfait :

(1)AU Cc V tel que U =V et Vh > 0 3ry, : U — Vj, tel que %ir% r,v = v fortement dans V.
H

Approximation de (P2)
Le probléme (P2) est approximé par

{ trouver up € Vj, tel que (P2h)
a(uh, Vp — uh) +j(’l)h) — j(uh) > L(’Uh — uh),Vvh eV,

Théoréme 1.7. le probléeme a une unique solution.

Preuve. Meéme démonstration du théoréme|l.3] en remplagant V par V},. U
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Chapitre 1. Généralités sur les inéquations variationnelles elliptiques (IVE) et
leurs approximations

1.5.3 Reésultat de convergence

Théoréme 1.8. Sous l’hypothése ci-dessus de {Vi}n, on a

li —upl| =0
Jim [u— |

Preuve. Comme dans la preuve du théoréme [1.5] on divise la démonstration en trois parties :
1. estimation a priori de {up}n
2. convergence faible de {up},

3. convergence forte de {up}p.
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Chapitre 1. Généralités sur les inéquations variationnelles elliptiques (IVE) et
leurs approximations

1.6 Exercices

EX1 :(Projection sur un convexe fermé).
Soit V' un espace de Hilbert, K C V un sous ensemble convexe fermé non vide.

1. Montrer que Vf € V, il existe u € K unique tel que
If = ully = min [ f — o]}y (1.20)
2. Montrer que u est caractérisée par
(uy,v —u) > (fv—u), YweKuekK (1.21)

(.,.) est le produit scalaire sur V. On note u = Pk f projection de f sur K.

3. Montrer que Px est Lipschitizienne, i.e

Pk f1 — Prfollv < \fi — follv, Vfi,fa€V (1.22)
EX2 : Soit le probléme différentiel
—u'(z) =1, =z €]0,1]
{ w(0) = 0, u(1) =0 (123)

- Déterminer la forme variationnelle du probléme.

- Démontrer ’existence et I'unicité de la solution du probléme variationnel.
- Approximer le probléme par la méthode des éléments finis linéaires.

- Application numeérique : h = 1/4,1/6,1/8

- Calculer lerreur d’estimation.

EX3 : Probléme de programmation quadratique.
Soit une fonctionnelle F': R" — R", et soit le probléme

n > >
{ Trouver u € R™ tel que u >0, F(u) >0 (1.24)

et u, F(u) sont orthogonaux i.e (F(u),u) =0
Soit R} = {v = (v1,......, vn) € R"/ v; >0,Vi=1,...,n}. Montrer que le probléme (1.24) est

équivalent & un probléme d’inéquation variationnelle

" .
{ Trouver u € R} solution de (1.25)

(F(u),v—u)>0 YveRY

EX4 : Un sous ensemble K C V est dit un cone dans V si Vv € K,Va > 0, on a av € K.
Montrer que si K est un cone convexe fermé, alors I'inéquation variationnlle

a(u,v —u) > L(v—u), Yve KuekK
est équivalente aux relations suivantes :

a(u,u) = L(u), uwekK

a(u,v)

v
h
=
<C
(4

m

=
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Chapitre 1. Généralités sur les inéquations variationnelles elliptiques (IVE) et
leurs approximations

EXS5 : Montrer que si K est sous espace de V', alors 'inéquation variationnlle
a(u,v —u) > Llv—u), YweKueck
se réduit & une équation variationnelle.

EX6 : Soit le probléme de minimisation

{ trouver u € K tel que
J(u) = min J(v)

avec

J(v) = % /Q (VoVu + v?)dz — /Q fodz

Q est un ouvert borné de R? suffisamment régulier, K est un convexe fermé non vide de l'espace
de Hilbert V', et f € V*. Montrer que ce probléme est équivalent & un probléme d’inéquation
variationnelle que I'on déterminera.
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Chapitre 2

Approximation par la méthode des
éléments finis pour les inéquations
variationnelles elliptiques du second
ordre

2.1 IVE du premier genre - Probléme de ’obstacle

2.1.1 Notations et Préliminaires

Soient :
— Q un domaine borné de R? de frontiére I' = 90 suffisamment réguliére,
— x = {1,292} point générique de €,

o o
- V={sr 5}

On se propose d’étudier les propriétés et I'approximation de la solution d’un probléme d’in-
équation variationnelle elliptique. Ce probléme intervient dans de nombreuses situations concrétes
quand on a un systéme régi par des équations aux dérivées partielles et soumis & des contraintes ;
par exemple on impose & la solution u d’un probléme elliptique de dépasser une valeur critique
1 et si u atteint v, on modifie la loi régissant le systéme de maniére & préserver la contrainte
u > .

2.1.2 Probléme continu

Soit
V =Hy(Q) = {ve H (Q) /v =0}

On pose :
a(u,v) = / VuVudx, Yu,v € V
Q

14



Chapitre 2. Approximation par la méthode des éléments finis pour les inéquations
variationnelles elliptiques du second ordre

L(v) = (f,v)r2 = / fvdz, f donnée dans V* = H-1(Q)
Q
Soit
e HY(Q)NCO(Q) et ¢y <0

On définit 'ensemble
K ={ve H)(Q)v>vy pp dans Q}

Alors le probléme de 'obstacle est un cas particuler du probléme défini par

(2.1)

trouver u € K telle que
a(u,v —u) > L(v—u), Vv € K

L’interprétation physique de ce probléme est comme suit : Soit une membrane élastique définie
par  dans le plan x1, z92; cette membrane est fixée le long de la frontiére I'. $’i1 n’y a pas
d’obstacle, de la théorie d’élasticité, le déplacement vertical u obtenu en appliquant une
force verticale F' est donné par la solution du probléme de Dirichlet.

{ —Au = f dans Q (2.2)

U|F == 0

ou f = F/t, t est la tension de la membrane. S’il y’a un obstacle, on a un probléme de
frontiére libre, et le déplacement u satisfait l'inéquation variationnelle (2.1]) avec ¢ étant
la hauteur de 1l’obstacle.

2.1.3 Reésultat d’existance et d’unicité

Théoréme 2.1. Le probléeme a une unique solution.

Preuve. En effet, nous appliquons le théorém du chapitre I. On prouve que af(.,.) est
continue V-elliptique, K est un ensemble convexe fermé non vide, et L(.) est continue.

1. Continuité de L(.)
[L(v)| = \/va! <A fllz2llvllze < [ F vl g

2. Continuité et V-ellipticité de a(.,.) sont évidente. Par inégalité de Poincaré on a
[0llgg = Vol 2

3. Convexité de K est trivial.

4. Montrons que K est non vide. On a
Y e HY(Q)NC%Q) avec ¢ <0 sur T

On sait que

Y=t + 4~ ot ¢t = max(4h,0) et ¢~ = min(s),0)
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Chapitre 2. Approximation par la méthode des éléments finis pour les inéquations
variationnelles elliptiques du second ordre

Y et b~ sont 2 fonctions positives, alors T € H(2). Comme Yr < 0, alors par définition
w\JE = 0. Cela implique que ¥+ € H}(Q), et comme
" = max(y,0) > ¢

donc ¢+ € K. Ainsi K est non vide.

5. Montrons K est fermé. Soit v, — v fortement dans H{(Q), avec v, € K et v € H}().
Ainsi v,, — v fortement dans L?(£2). Par conséquent on peut extraire une sous suite {vy, }
telle que v,, — v p.p sur Q) (convergence simple). Comme vy, > 1 p.p sur € cela imlique
que

v > p.psur )

donc v € K.

En appliquant le théoréme du chapitre I, le probléme ([2.1) posséde une seule solution. O

2.1.4 Interprétation du probléme a frontiére libre

De la solution u de (2.1]), nous définissons
QO = {z]z € Q,u(z) > Y(z)}
Q= {z]z € Qu(x) = P(x)}
v = o0t N 890; ut = UjQ+; u = UjQo.

Classiquement le probléme ([2.1)) est formulé comme suit : Trouver v (la frontiére libre) et u tel
que

— Au = f dans Q7 (2.3)
u = 1 sur QY (2.4)
u=0sur T (2.5)
u|': = u‘ov (2.6)

L’interprétation physique de ces relations est la suivante : (2.3) indique que sur Q7 la membrane
est strictement au-dessus de 1’obstacle; indique que la membrane touche 'obstacle sur la
partie Q0 ; est une relation de transmission sur la frontiére libre. Actuellement -
sont insuffisantes pour caractériser u, ainsi il existe une infinité de solutions du probléme
- . Par conséquent il est nécessaire d’ajouter une autre propriété de transmission : pour
I'instant on suppose ¢ € H?(£2).
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Chapitre 2. Approximation par la méthode des éléments finis pour les inéquations
variationnelles elliptiques du second ordre

2.1.5 Régularité de la solution

Théoréme 2.2. Soit Q un ouvert borné de R? de frontiére suffisamment réguliére si
L(v) = / fodx avec fel’,1<P <o (2.7)
Q

et
Y € W2P(Q) (2.8)
Alors la solution du probléme de l’obstacle est dans W2P(Q).

Preuve. La démonstration se trouve dans les travaux de Brezis et Stampacchia. [l

Remarque 2.1. On sait que W>P(Q) C C1(Q) si p > 2, donc si f € LP(Q) et p € W2P(Q), la
solution du probléme est dans C1(Q)), pour p > 2.

Nous donnons un autre résultat de régularité dans le cas ot f € L%(Q) et ¢ = 0 sur Q, alors
u € H?(Q) N HLHQ).

Théoréme 2.3. Si T est assez réguliere, si ¢ = 0, et si L(v) = / fodz avec f € L*(Q), alors
Q
la solution w du probléme satisfait
uwe KNH*(Q), [Aullr2q) < [Ifllz2)-

Remarque 2.2. Siv € H*(Q) N H{(Q), Alors la norme || Av||2(q) est équivalente d la norme
sur H*(2), i.e ||v]l g2(o)-

Preuve. Démontrons par pénalisation. D’aprés le théoréme le probléeme (2.1)) admet
une unique solution v € K. Soit € > 0, considérons le probléme de Dirichlet suivant :

{ —eAue +u: = wu dans Q (2.9)

Ue|r = 0

le probleme (2.9) a une seule solution u. € H}(f2), et par la régularité de I' nous avons
u. € H?(Q). Comme v > 0 p.p dans  par le principe du maximum appliqué aux opérateurs
différentiels elliptiques du seconde ordre (voir I'ouvrage de Nécas), nous avons u. > 0. Donc

u. € K,  u. € KN H*Q).
De on a
a(u,ua—u)ZL(uE—u):/Qf(uE—u)cm u € K,iue K
la V-ellipticité de a(.,.) implique

a(tg, ue —u) = alue — u,ue — u) + a(u, ue — u) > a(u, us — u)
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ce qui donne

a(ue, us —u) > / flue —u)de (2.10)
Q
De ) et (| -, nous obtenons

a(ug,us —u) = / Vu:V(us —u)de = / Vu:V(eAu.)dz
Q Q

/Q Flue — u)de = /Q F(eAus)dz

E/ VuV(Au)dx > e/ fAu.dx
Q Q

Ce qui donne

Soit aussi

/VU5V(Au5)dx2/fAugdx.
Q Q

En utilisant la formule de Green, nous obtenons

/VuEV(AuE)dx = —/ \Aus\zdaz—i-/VusAusnda
Q Q r

= —/ |Au|?dz (Car eAue = ue —u =0 sur I)
Q

/|Au5| dr < — /fAude

Par inégalité de Schwarz dans L?(Q2), nous obtenons

[Aue|l 200y < 1 fll2(e) (2.11)

Donc

De @3, @11, on

|ue — ullL2(0) < ell fllz2()

Donc u, converge fortement vers u dans LQ(Q). Appliquons la remarque a (2.11) nous obte-
nons

el 20y < 1 fllz2() (2.12)

la suite {u.}e~o est bornée dans H?(Q), donc il existe une sous-suite notée encore {u.}. qui
converge faiblement vers u dans H%(),

lim u. = u faiblement dans H?(Q) (2.13)
e—0

Donc u € H?(Q). De plus d’aprés 1'ouvrage de Nécas u. converge fortement vers u dans H*(€),
pour s < 2. et on a

HAUHL‘Z(Q) - HAUEHB(Q) ‘HAUHLQ(Q) - HA%HB(Q)‘

|Aue — AUHB(Q)

IA A IA

[|ue — U||H2(Q)
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donc
|Auc|[2(q) converge vers [|Aul|r2(q)

et par conséquent
[Aul[20) < [ fllz2)
c.q.f.d. O

2.1.6 Approximations par éléments finis

Approximation du domaine (2

Supposons que €2 est un domaine polygonal de R2. considérons une famille de triangulation
classique 7, de €2, i.e 7, est un ensemble fini de triangles T tels que

TCQ VT €, Ure, =0 (2.14)

TloﬂTQO =0 VI, T €1 et Ty #Ts (2.15)

De plus V11,15 € 1, et 11 # T 'une des conditions suivantes doit étre vraie

(1) TiNTy=0
(2) Ty et Ty ont au moins un seul sommet en commun (2.16)
(3) Ty et Ty ont une seule arréte en commun

h désigne la longueur de la plus grande arréte de ces triangles, h est destiné a tendre vers zéro.
Pour le moment nous considérons les approximations par éléments finis linéaires.
Approximation de V et K

Soient :
P1, désigne I'ensemble des polyndémes en z; et xo de degré inférieur ou égal a 1.

Z = {peQ, pestunsommetdeT €}
h
0
h h

V= H& (Q) est approximé par une famille de sous-espaces (V3), avec
Vi, = {vh € Co(ﬁ),vh‘F =0 et vy, €P1, VIe€ Th}

Il est clair que V}, est de dimension finie (voir 'ouvrage de Ciarlet). Il est naturel alors d’approxi-
mer ’ensemble K par

Kn=KnV,= {Uh € Vi, Uh(p) > 1/)(])), Vp € Z}
h

Proposition 2.1. Kj est un sous-ensemble convexe fermé non vide de V.
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Probléme approché (discret)

Le probléme de I'obstacle discret est défini par

trouver uy, € Kj telle que (P1h)
a(up, vy —up) > L(vy, —up), Yo, € Ky,

Proposition 2.2. Le probléeme a une unique solution.

Preuve. Voir le théoréme du chapitre 1. O

Remarque 2.3. Comme la forme bilinéaire a(.,.) est symétrique, est équivalent a un
probléme de programmation quadratique.

{trouver up, € Ky, telle que (2.17)

J(up) = miny,, ek, J(vn)

ot
1
J(Uh) = ia(vh,vh) — L(Uh), Vvh S Vh

2.1.7 Reésultat de convergence
Pour simplifier la démonstration de la convergence, nous supposerons dans cette section que
e H(Q)NC'Q) et ¢r <0 (2.18)

Théoréme 2.4. Supposons que les angles de tous les triangles de T, sont bornées inférieurement
par Oy > 0 quand h — 0 (ie une famille de triangulation réguliére), alors

lim [, — ul 730 = 0 (2.19)

ot up, et u sont les solutions de et respectivement.
Avant de démontrer ce théoréme, on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.1. Avec les notations de la figure2, on a la formule d’intégration numérique des
trapezes

3
/Tw(x)dx = me;(T) Zw(MiT), Yw € P1 (2.20)
i=1

Preuve. Soit
w(z) = Zw(MiT))\i(x)
i=1

ot w(M;r) sont les valeurs de w sur les sommets M;r du triangle T et \;(z) sont les fonctions
de bases qui correspondent aux 3 sommets du triangle 7. On a

[ w@yte =Y wia) [ Aoy

=1
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M1

“Ma M2

FIGURE 2.1 — Triangle élémentaire T' € 73, de sommets M7, Mo, M3

Calculons \;(x)

avec

)\1(M1T) = M\ (f) = ag+taiTi+asTe = 0

M(Mor) = M@EH) = aotar1y; tayy, = 0

)\1(M3T) = )\1(5) = ap+a1z1 +aze = 0
ol

1 71 oo
A=|1 7, Ty |=2mes(T)
1 z1 Zo
a _ Wiz — Yoz a _ —Z2+1Y e — Z1—
0 2mes(T) YT 2mes(T)” P 2mes(T)
et o o B B B B
iz — Yoz + (Yo — Z2)21 + (21 — Uy )72
A(z) =
2mes(T)
alors T
/ A (x)dz = me;( >, de méme pour Mg, A3
T
i.e T
/ Ai(x)dx = mes(T)
T 3
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et

/Tw(x)da: = me;(T) ZW(MZ'T)

1=1

Lemme 2.2. Sous l’hypothése , onaDQNK =K.

Preuve. Preuve du théorémed2.4] Pour prouver le théoréme[2.4 nous suivrons la méme démarche
appliquée dans la démonstration du théoréme du chapitre I. Ceci implique qu’on doit vérifier
les 2 propriétés suivantes.
— (i) si {op}n € Kp,Vh et {vp}), est bornée dans V', alors la limite faible v de v, appartient
a K. (i.e K, est dense dans K).
— (i) Ix C V,x = Ketry, : x = Kp tel que limy,_,grpv = v fortement dans V, Vv € .
(i.e K}, est dense dans ).
Vérification de (i) : utilisant la notation de la figure2 et considérons ¢ € D(Q2) avec ¢ > 0, on
définit ¢y par
¢n =Y &(Gr)xr,

TeTy

ou xr est la fonction caractéristique de T' et G est le barycentre du triangle T'. Il est facile de
montrer que
}llinr(l) on = ¢ fortement dans L°°(Q). (2.21)
_>

Ainsi nous approximons ¥ par ¥y, tel que

v € COQ),  prePr, VT e,

2.22
nlp) = v(p). ey, 222
Cette fonction vy, satisfait
lim v, = 9 fortement dans L (). (2.23)
h—0
Considérons une suite (vg)p, vy € Kp, Vh tel que
lim v, = v faiblement dans V.
h—0
Alors
}llin%) v, =v fortement dans L?*() (voir Nécas).
%
En utilisant (2.21)) et (2.23)), nous obtenons
iy [ (on = inondz = [ (v 0)0 (2.24)
h—0 Jo Q

/Q(Uh —n)dndz =Y ¢(Gr) /T(vh — Yp)da (2.25)

TeTty
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de (2.20)), et de la définition de vy, nous obtenons V1 € 7y,

3
[ on = nyas = "EE S o, () — (). (2:26)

=1

Utilisant le fait que ¢, > 0, la définition de K}, et la relation ([2.26), il suit de (2.25) que

/Q(Uh —Yp)ppdr >0 Vo, € D(Q), ¢p > 0.

En passant a la limite quand h — 0

/(v—¢)¢dw20 Vo € D(Q), ¢ > 0.
Q

Ceci implique que v > 1 p.p dans . Donc (i) est satisfaite.
Vérification de (ii) : du lemme on peut supposer x = D(2) N K. Nous définissons

rn: HiNC%Q) — Vj,  interpolation linéaire
rpv € Vy, Yo e HinC Q) (2.27)
(rav)(p) = v(p) vp € X

D’autres part, et d’aprés les résultats de Ciarlet [4] et sous I'hypothése du théoréme on a
Irno = vllv < chlvllgzy Yo € D)
la constante ¢ est indépendante de h et de v. Ceci implique que
’lbig%) |rpv —vlly =0 Vv € x.
De l'autre coté, il est évident que
v € K, Yve KnNc%Q)

donc
rpv € K Vv € x.

En conclusion avec les suppositions de x et vy la propriété (ii) est satisfaite. C.Q.F.D [l

2.1.8 Estimation d’erreur

Théoréme 2.5. Soit Q un domaine polygonal et u,» € H?(Q). Supposons que les angles de
tous les triangles de 1, sont bornés inférieurement par 6y > 0 quand h — 0 (ie une famille de
triangulation réguliére). Alors il existe une constante C indépendante de h tel que

lu — up|lv < Ch (2.28)

avec C dépend de |ula, || fllo et |¢]2.
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Chapitre 2. Approximation par la méthode des éléments finis pour les inéquations
variationnelles elliptiques du second ordre

Preuve. Soit u € H?(2), v € H}(Q). On a

a(u,v) — L(v) = /Q(VUV’U — fv)dx

- /Q (—Au — flodz

Appliquons le théoréme [1.6] du chapitre I, on obtient
. 1/2 1/2 1/2 . 1/2
lu—unlly < €4 inf e —oplls + 1 = Au = fll 2w = vall 27| + | = Au— £l 2" nf o —un
h h

Soit rp, : HY(2) — HY(Q), v — v une interpolation linéaire par morceaux. Alors

1/2 1/2 1/2 1/2
inf [lw = wnlls + 11 = A= FIE N = oal 5] < = raull + | = A= FI2 N = ryull

Introduisons les estimations d’erreurs suivantes (voir Ciarlet [4])

[ — rhull 2 < Ch?uls (2.29)
u —rpully < Chluls (2.30)
avec
) 1/2 N ou 12 1/2
lulo = [/Q|u(x)| dw] , lullo = ulo,  |ulr = [;/ﬂ ’Op’m dx]
N

dx

uw%=1ﬂmw2

HMEZW%+MEZHM%

o |0;

1/2

lul2 =

] 8301833 j

Nous obtenons

: 1/2 1/2 1/2( 11/2
inf [llu—vnlly + | = Au = fI w = onl 5] < Ch [Juls + | = A= fI7 3] (231)
v EKp,
Reste a évaluer le terme ||v — upl| 72, nous définissons

up, = max(up, 1)

Comme up,) € H'(Q), on a u} € H'(Q). Par définition, on a uj > 1. Finallement, comme
Y < 0sur I', alors uj = 0 sur I, donc v} € K.
Soit

0 = {1z € 0/ un(a) < ¥(x)}
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variationnelles elliptiques du second ordre

Alors sur Q — Q*, up = up et on a

inf o~ unlfs < o~ unle = [ fun— wPda
veEK QO
Soit rpy 'interpolant linéaire par morceaux de ¥
(rn : HY(Q) — H'(Q), 9 — mp0))

On a up(p) > ¥(p) = rpb(p), Vp € 22, donc up, > rp) p.p dans Q. Par conséquent, sur 2* on a

0<|up—v| = Y—uy
< Y-y
< =

Ce qui donne

/|%-¢Rﬂ < /|¢—mwwx
Q* *
< SJ¢'_Th¢de
< Chiy|3

(d’apres les estimations de Ciarlet (2.29)) Ceci implique que

inf |Jo—up]l2* < Chl]y”? (2.32)

De ([2.31)) et (2.32)), nous obtenons

1/2) (1/2 1/2, 11/2
o= wnll < O [Jule = || = A= FIE2 Y 4+ = Au— £ s
D’ou
llu —up|li < Ch
avec C une constante dépendant de |ulz, || f]| et |¢]2.
C.Q.F.D 0

Remarque 2.4. (importante) Si K =V on aura une équation variationnelle (—Au = f) et
dans ce cas l’estimation d’erreur est

Cinfy,ev, [|u —vnll
Cllu — rpully
Ch!u\g

|w — up |1

ININAIA

donc
|u —up|| < Chluls

pour une approximation par éléments finis linéaire par morceaut.
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Chapitre 2. Approximation par la méthode des éléments finis pour les inéquations
variationnelles elliptiques du second ordre

2.2 Exercices

EX1 : Démontrer le théoréme du chapitre II du cours.

EX2 : Soit le probléme différentiel

—Au > f, dans
u =0, sur I’
u > 1, p.p. dans (2.33)
(—Au— flu—1)=0 p.p dans Q
ou ¢ et f sont deux fonctions données.
Déterminer la forme variationnnelle du probléme.
EX3 : Soit le probléme différentiel
u = f dans ]0,1]
(0) >0, wu(1)>0
d(0) <0, u/(1) >0 (2.34)
w(0)u'(0) =0, wu(l)u'(1)=0

- Déterminer la forme variationnelle du probléme.
- Inversement, soit v € H?(0,1) solution du probléme variationnel, montrer que u vérifie le pro-

bléme différentiel (2.34)).

EX4 : Soit le probléme de valeurs aux limites

—Autu=f dans €
u >0, 8Z >0, sur I' (2.35)
ugz =0 sur I'

Soit
V=H'(Q), K={veH (Q)/vyr >0}

- Déterminer le probléme variationnel.
- Démontrer 'existence et l'unicité de la solution du probléme variationnel.

EXS5 : Soit le probléme de valeurs aux limites

u' >0 dans 0, 2|
u(0) =0, u(2)=0
u <, p.p dans |0, 2| (2.36)
u' (1 —u) =0, dans 0, 2|

- Déterminer le probléme variationnel.
- Démontrer ’existence et I'unicité de la solution du probléme variationnel.
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EX6 : Prouver le lemme du chapitre II du cours.

EXT7 : Probléme de la torsion élastoplastique. Soient :
V = H}(Q), QcR?
a(u,v) = / VuVudz

Q
L(v) = / fudx
Q
K {veV/ |Vv| <1 p.pdansQ}

Considérons le probléme variationnel

K tel
{ trouver u € K tel que (2.37)

a(u,v —u) > L(v—u),Yv € K
Montrer que ce probléme admet une solution unique.
EXS8 : Probléme de Signorini. Soient
V = HYQ), QcR?
a(u,v) = /(Vqu + uv)dx
Q
Lv) = / fodz + / gudo
Q r
K = {veV/ v>0 ppsurl}
ot f € L?(Q2),g9 € L*(T"). Montrer que le probléme de I'inéquation variationnelle correspondante

trouver u € K tel que
a(u,v —u) > L(v—u),Yv € K

admet une unique solution. Montrer que u formellement est solution du probléme aux limites

—Autu=f dans Q
u >0, g—g > g, sur I' (2.38)
u(g—z —g)=0, sur T

EX9 : Probléme a deux obstacles. Soit le probléme
trouver u € K tel que
/ VuV(v —u) > / fv—u),Yve K
Q Q
ou

K={ve H}(Q)/ 91 <v<vy ppdans Q}, 11,12 sont 2 fonctions données.
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Etudier 'existence et I'unicité de la solution.

EX10 : Soit le probléme de I’obstacle

trouver u € K tel que
/ VuV(v —u)dr > / f(v—u)dz,Yv e K
Q Q
ou
K={ve HY}Q)/ v>0 pp. dans Q}, f=sin(2rz),Q =0, 1]2.

Discrétiser le probléme par la méthode des éléments finis linéaires de degré 1.
EX11 : Estimation d’erreur. Considérons le probléme de la torsion élastoplastique dans
R.

Soient :
V = H}(Q), Q=]0,1[cR
a(u,v) = /u'v’d:p
Q

L(v) = /vad:v feH Q)
{veV/ |V|<1 p.pdans Q}

=
I

Considérons le probléme variationnel

{ trouver u € K tel que (2.39)

a(u,v —u) > L(v—u),Yv € K
Montrer que pour tout f € L?(2), on a I'estimation d’erreur suivante

|u —uplly = o(h).
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Chapitre 3

Inéquations variationnelles
paraboliques et leurs approximations

3.1 Inéquations variationnelles paraboliques, formulation forte,
formulation faible

Soit V, H deux espaces de Hilbert tels que V' C H (avec injection continue), V = H. Suppo-
sons que le dual H* = H, alorsona V' C H C V*. On munit H (resp.V) du produit scalaire (.,.)
et de la norme [.| (resp. ((.)), ||-||). De plus on considére (.,.) comme produit de dualité entre V'
et V*.

Etant données :
— un intervalle de temps [0,7] avec 0 < T' < o0,
— une forme bilinéaire a(.,.) : V x V' — R, continue et V-elliptique dans le sens suivant

da > 0et A > 0 tel que
a(v,v) + Av|% > aljv]|} YwevV

o f € L2(07T7 V*)a

- ug € H,

— K un ensemble convexe fermé non vide dans V,
— un sous ensemble convexe fermé non vide

Ky ={veL*0,T;V),v(t) € K,ppt€]0,T[} C L*(0,T;V).

On consideére le probléme d’inéquation variationnelle parabolique (I.V.P) suivant :

0
Trouver u € K tel que 8—1; € L*(0,T; V*) vérifiant

(Gro-u) +atwo=w>(fo-w) voeKppt 1]

u(0) = ug
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Chapitre 3. Inéquations variationnelles paraboliques et leurs approximations

Le probléme (3.1) peut s’écrire d’une autre maniére :

Trouver u(t) € K tel que 8?:) € V* vérifiant
(825” v — u(t)) +a(u(t),v —u(t)) > (f(t),v—ult)) Vo€ K,pptel0,T]
u(0) = ug

On dit alors que u est une solution forte. On associe & cette formulation forte la notion de
solution faible.
Notons d’abord que si u est une solution forte, on a

aﬁ _ + ( _ ) — @ _ + ( _ )_|_ @_aﬁ _
at,v U alu,v—u) = at,v U a(u,v —u En at,v U

dv

> (f,v—u)+lg|v—u|2, VvEK,at

L0, T:V*
20t € L0, T3V7)

Intégrant cette inégalité sur |0, 77 et tenant compte que 3|v(T) — u(T)|? est positif, il vient
T ov T T 1 , 1 )
(=,v—u)dt+ a(u,v —u)dt > (f,v—uw)dt+ =|v(T) — u(T)|* — =|v(0) — ug|
o Ot 0 0 2 2
T 1
> [ (o= wit = 5Jo(0) - uoP

0 2
Alors on dit que u est une solution faible si u € K7 et vérifie

T 5, T T 1
/ (,v—u)dt—l—/ a(u,v —u)dt > / (f,v —u)dt — =|v(0) — ug|?
v

ot

(3.2)

Yo e K, — € L*(0,T; V)

u(0) = ug

3.1.1 Exemplel

Soit Q@ € RYN un ouvert borné de frontiére T' suffisamment réguliére. On pose

Q=0Qx]0,T[,X=Tx]0,T]
V = H}(Q), H = L*(Q)

a(u,v) = / VuVudr onu=u(x,t) =u(t) € V,t fixe
Q

(f,v) = /vadx avec f € L*(0,T; H 1 (Q))
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Chapitre 3. Inéquations variationnelles paraboliques et leurs approximations

Uy € LQ(Q)
e HY(Q)NCO(Q) et ¢yr >0
K={veHQ)/v<y ppQ},

Ky = {ve L*0,T; Hy(Q)),v(t) € K,p.p.t €)0,T[}.

0
Le probléme variationnel est : trouver v € K tel que 8—1; € L*(0,T; H 1 (Q)) vérifiant

ou
(E)t,v—u>+/QVuV(v—u)dw > /Qf(v—u)da; Vo e K, p.pte€|0,T]
u(0) = ug

3.1.2 Exemple2
Si
K(t) = {v e V/olwt) < v(n,) pp9}

0
alors le probléme variationnel est : trouver u € K; tel que e L*(0,T; H1()) vérifiant

ot

(g:;?v_u>+a(u,v—u) > (fiv—u) YweK, pptel0,T]

u(0) = ug

Remarque 3.1. Si K dépend de la variable temps t, c.a.d l'obstacle 1 = (x,t) le probléme
variationnel deviendra un peu difficile. En général, on suppose 1 = ¢ (x) et K ne dépend pas du
temps t.

3.2 Reésultat d’existence et d’unicité, régularité

Théoréme 3.1. Pour tout f € L*(0,T;V*) et ug € H, il existe une unique solution faible.
Indiquons un théoréme de régularité qui est valable lorsque af(.,.) est symétrique.

Théoréme 3.2. Pour tout f € L*(0,T;V*) et ug € H, il existe une solution forte unique. Plus
précisément :

ue C0,T;V), Eg: € L*(0,T;V*),u(t) € K Vt€[0,T] et on a
(E;L,v—u>+a(u,v—u)2(f,v—u) Yo e K, pp.te€l0,T]

u(0) = ug
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Preuve. Démonstration de 'unicité. Il suffit de poser alternativement v = w1 puis v = ug dans
le probléme variationnel. O

Remarque 3.2. Si K =V ou ¢ = oo, le probléme variationnel se réduit a une équation

variationnelle parabolique : étant données f € L*(0,T;V*) et ug € H, trowver u € L*(0,T;V)
0

tel que 8—7: € L*(0,T;V*) vérifiant

<aa1:,v—u> +a(u,v—u)=(fv—u) YveV

u(0) = ug

3.3 Estimation de ’énergie

Sous les hypotheses du théoréme précédent, on montre que la solution v dépend continument
des données ug et f. Plus précisément on I’estimation suivante

1wl 20,70y + [wlleo,rvy < Clluolla + 112 o,m;v+))

3.4 Approximation de I'inéquation variationnelle parabolique

3.4.1 Discrétisation de ’espace, Probléme semi-discret

Soient données : un paramétre h — 0 et une famille {V},}; de sous espaces de dimensions
finies qui approximent V' et H. Soit aussi une famille { K} de sous ensembles fermés convexes
non vides de V tels que Kj C V. Supposons aussi que ug est approximé par ugy, € V3 tel
que limy_,oupp, = up fortement dans H. Supposons que K}, vérifie les conditions (i) et (ii) du
paragraphe du chapitre I cas elliptique. Posons

th = {Uh S LZ(O,Ta Vh)7 Uh(t) € Kh7ppt E]O7T[} '

Alors le probléme variationnel semi-discret est : étant données f, € L?(0, T} Vir) et ugp € Vi, on

0
cherche uy € K, tel que Zh o L*(0,T; Vi) vérifiant

ot
%v—u + a(up, vy —up) > (frn,on —up) Yo, € K, t €]0, T
o ' Uh T Uk s Uh h) 2 (Jhs U — Up h h>D-D- ) (3.3)
up(0) = uon
3.4.2 Discrétisation du temps, Probléme discret
T
On subdivise 'intervalle [0, T'] en petites intervalles de longueurs At, en posant At = ST

nAt, pour n =0,1,..., M +1. Soit ugn) la valeur approchée de uy, a I'instant ¢,,. Nous considérons
quelques variantes de discrétisation en temps par différences finies.
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Chapitre 3. Inéquations variationnelles paraboliques et leurs approximations

Schéma explicite
Pour n = 0,1, ...., trouver uﬁlnﬂ) € Ky, solution de

(n+1) _ (n)
(0)

Uh = Uph

Schéma implicite
Pour n = 0,1, ...., trouver uﬁlnﬂ) € Kj, solution de

(nt1) _ (n)
<m’ v — U;Ln—i-l)) + a(ugln—i-l)’ vp — ul(Ln-H)) > (f}(Ln—i-l), o — ugn_t,_l)) Vo € Ki
(0)

Uy, "~ = Uoh
(3.5)

Schéma semi-implicite ou Schéma de Crank-Nicolson

Pour n = 0,1, ...., trouver ugnﬂ) € Kj, solution de

(n+1) _ (n) 1 ol ntl n+tl n+i
<M>’Uh —uy ) a0 ) > (7 o - w1 e K,

At
(n) (n+1) (n) (n+1)
ol ué"%) =% T +2uh € Ky, }(Ln—i-%) /| +2fh

(3.6)
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