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Préface

Ce polycopié est destiné aux étudiants de deuxieme année science de la matiére et présente
le contenu d’un cours de mathématiques appliquées conforme aux programmes d’enseignement
du canevas. L’objectif de ce cours s’inscrit d’une part dans la continuité du module de ma-
thématiques 1 et 2 enseignés en 1°¢ année et d’autre part, il vise a faire acquérir voire doter
I’étudiant des connaissances de base concernant le calcul d’intégrales ainsi que les méthodes
menant & la résolution d’équations différentielles nécessaires pour la résolution des problémes
de chimie.

Ce polycopié est structuré comme suit :

-Le chapitre 1 est dédié & un rappel de quelques résultats sur les intégrales de Riemann et
sur le calcul des primitives avec quelques exemples. Nous présenterons ensuite les intégrales
doubles et triples et nous terminons par des applications sur le calcul d’aires et volumes.

- Nous traitons au chapitre 2 la notion d’intégrales impropres. Nous étudierons les intégrales
de fonctions définies sur un intervalle non borné ainsi que les intégrales de fonctions définies

sur un intervalle bornné, infinies & I'une des extrémités.

- Le chapitre 3 est consacré aux équations aux dérivées partielles du 1°” et 2°¢ ordre.

- Au chapitre 4 nous discuterons la notion des séries. A travers ce chapitre nous étudierons
plusieurs notions telles que les séries numériques, les suites et séries de fonctions, les séries
entiéres, pour enfin se dédier aux séries de Fourier.

- Enfin, dans les deux derniers chapitres 5 et 6 nous abordons la notion de transformation
de Fourier et la transformation de Laplace. Ces chapitres proposent donc une étude de leurs

propriétés ainsi que leurs applications dans la résolution d’équations différentielles.



Chapitre 1

Intégrales simples et multiples

1.1 Intégrale de Riemann

Le but de ce chapitre est d’introduire les sommes de Riemann, cette notion se rattache a
la notion d’aire en sommant de petits élements géométriques. Un autre objectif est le calcul
de limites, les sommes de Riemann peuvent étre vue comme un outil de calcul de limites. On
établit ensuite le lien entre cette intégration et les primitives, pour enfin se dédier a la pratique
du calcul intégral.

Subdivision

Soit [a, b] un intervalle de R.

Définition 1.1 On appelle subdivision de [a,b] une suite finie strictement croissante § =
{zo, 21, ..., 2} de points de [a,b] , ot a = 9 < 21 < ... <z, = b et n un entier naturel

quelconque.
Définition 1.2 Le réel strictement positif h (0) ou h(§) = max (r; — xi_1) est dit le pas de
la subdivision.

Remarque 1.1 Si le pas est uniforme c’est-a-dire constant, on dira que la subdivision est

équidistante et on a h = b_T“



Chapitre 1. Intégrales simples et multiples

Définition 1.3 On dit que la fonction [ : [a,b] — R est bornée s’il existe M > 0, telque
|f ()| < M, Vx € [a,b].

Sommes de Darboux
Soit f : [a,b] — R, une fonction bornée et 6 = {zo, z1,...,x,} une subdivision de [a,b].

Posons

Mi(f.6) = Mi(f)= swp fl(a).

zi—1<z<z;

Définition 1.4 On appelle somme de Darboux inferieure (resp. supérieure) de f relativement

a la subdivision & le nombre s ( resp. S) donnée par les relations

s = Emzzle

et

S = ZM .fL'll

Proposition 1.1 on a s(f,9) < S(f,9)

posons s~ (f) =sups (f,d) et ST (f) =infS (f,9).

Définition 1.5 Une fonction bornée f est dite Riemann—intégrable sur [a,b] si s~ (f) coincide

avec ST (f). Ce nombre est alors appellé 'intégrale de Riemann de f sur [a,b], et on le note
b

[f(z)dx

Théoréme 1.1 Toute fonction monotone ou continue sur un intervalle [a,b] est Riemann-

intégrable.



Chapitre 1. Intégrales simples et multiples

Propriétés de ’intégrale

1) }f (x)dx = jf (x)dx + }f (x) dz. (Relation de Chasles.)
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7) | f| est Riemann-intégrables, alors

Théoréme 1.2 (de la moyenne) Soit f € C ([a,b]). Alors

1
dc € ]a, b : /f(m)dx—f(c)
b—a
Primitive d’une fonction

Définition 1.6 Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I quelconque. On dit
que F': I — R est une primitive de f sur I si

1) F est dérivable sur I.

2) F'(z) = f (x) pour tout x de I.

Proposition 1.2 Si F et G sont deux primitives de f, alors F — G est une constante sur

tout intervalle I de R.

Théoréme 1.3 Toute fonction continue f : [a,b] — R, posséde une primitive F(x) =

jf (t)dt et de plus }f (x)dx = F(b) — F(a).



Chapitre 1. Intégrales simples et multiples

Exemple 1.1 Calculer Uintégrale suivante I = [(4a® + shadx + sin 2xdx )dz. On a

I = /4$3dx—|—/shxdx—|—/sin2xda:
1
= 4/:U3dx+/shxdx+§/28m2xda:

1
= 2%+ cha — 50052x+c.
Intégration par parties

Proposition 1.3 Pour deux fonctions dérivables f, g sur Uintervalle [a,b] , on a :

b
[ @y = f@g@L - [ 1@y )
Exemple 1.2 Calculer lintégrale suivante

1
I:/ In(z+1) do
0

Posons u=In(zx+1) =u = =5 et v' =1 = v =z, ainsi
Vo

I = 1 1 d

@ W+ = [ =

B m_[/ dz_/ x+1}

= In2—[z—In(z+1)],=2In2—-1
Intégration par Changement de variable

Proposition 1.4 Soit f une fonction définie sur un intervalle I et p : J — I une fonction

bijective et dérivable. Pour tout a ,b € J on a

©(b)

| f / (D) (1)

v(a)
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Exercise 1 Calcul de fo

3
(1— ;t2)7

On effectue le changement de variable x = ¢(t) = sint et dx = costdt. De plus ¢ = arcsin
donc pour z = 0 on a t = arcsin (0) = 0 et pour = = % on a t = arcsin (%) = & Comme ¢ est

une bijection de [0, %] sur [0, %] ,

2 dz B & costdt B & costdt B & costdt B dt T
Tt ToainE b womnd o ot Jy comr  enild =
0 (1—22?)2 0 (1-sint)? 0 (cos?t)?2 0 0

Sommes de Riemann

ol

°°_| B

L’intégrale est définie & partir de limites de sommes. Mais maintenant que nous savons
calculer des intégrales sans utiliser ces sommes on peut faire le cheminement inverse : calculer

des limites de sommes a partir d’intégrales.

Théoréme 1.4 Soit f: [a,b] — R une fonction intégrable, alors

et S (on i) 2 o

La somme S,, s’appelle la somme de Riemann associée a l'intégrale et correspond a une sub-

division réguliére de l’intervalle [a,b] en n petits intervalles.

Exercise 2 Calculer la limite de la somme S, =Y, T

La somme S, s’écrit aussi S, = £ 31", En posant f (z) = 55, a=0et b=1, on

1+(n)

reconnait que 5, est une somme de Riemann. Donc

n b 1
_ %Zlf <§) . [f(x)dxzo/ 1

sdr = [arctan]; = %

Ainsi S, —

n—oo

N

Intégrales multiples



Chapitre 1. Intégrales simples et multiples

Dans cette partie nous allons étendre la notion d’intégrale définie aux intégrales doubles
et triples des fonctions de deux et trois variables. Ces notions sont ensuite exploitées pour

calculer des aires et des volumes des masses et des centre de gravités.

1.2 Intégral double d’une fonction continue

Dans cette section , nous définissons l'intégral d’une fonction de deux variables, appelée
double, et nous montrons comment 1’évaluer. Elle nous permettra, entre autre, de calculer
I’aire d’un domaine intégration, ainsi que le volume d’un solide limité par les graphes de

fonction de deux variables .

Théoréme 1.5 Théoréme de Fubini Soit © — ¢ (x) et x — 1 (x) deuz fonctions continues
sur [a,b] avec p < 1 ; notons Q l’ensemble des points (z,y) € R? tels que a < z < b et
o(x) <y <p(x). Alors

b Y(x

([ etsts= [ [ 56ap
Q o ()

si le domaine le permet , on peut permuter les roles de x et de y : soit y — ¢ (y) ety — ¢ (y)
deuz fonctions continues sur [c,d] avec ¢ < 1 ; notons Q l'ensmble des points (z,y) € R? tels

quec<y<detp(y) <z <y . Alors
d ¥(y)
//f (z,y) dody = / / f(z,y) dydz.
Q ¢ o(y)
Exercise 3 On veut calculer / / (22 + y?) dzdy sur le domaine Q du plan Oxy délimité par
Q
la droite d’équation y = 2z et la parabole y = x° .
Le domaine €2 peut étre décrit par

Q:{(Ly)ER2‘O§x§2, x2§y§2:p}



Chapitre 1. Intégrales simples et multiples
L’intégrale double se calcule alors par

2 2 2 4m y=22
// (x2 +y2) dedy = // (x2 + y2) dydx = / [m2y+ =
Q

Y
y3 ] dx
0 22 0 y=a?
/ (22) (@)’
= / 2 (2z) + ~——— — 2 (2°) — == | dw
3 3
0
2 =2
/ 1423 g a8 2t 2 27177 216
= == dr=|—7——— — = —
3 3 6 5 21],., 35
0
le domaine () peut étre décrit par
Qz{(ﬂs,y)GRz(OSyéﬁx,%éxé\/@}
L’intégrale double se calcule alors par

[ @iy anay = /04/yﬂ(x2+y2)dxdy:/o4[ ’

%—nyQr:ﬁdy
_ /04((%y)?’+ﬂy2_(%)3

5= 5) y2> Ay

Remarque 1.2 Cas particulier

si Q= [a;b] x [¢;d] et si f(z,y)=h(x)g(y) , alors
b d b

//f(w,y)dyd:v= /h(:v)dﬂc (/cdg(y)dy)-

a

10



Chapitre 1. Intégrales simples et multiples

Ezxzemple 1.3 Soit Q = [0,1] x [0,2] : on veut calculer l'intégrale double

/ / rydxdy.

Q

[ [ ([ ) ([ ) - 3] [£]

Q

On a

Changement de variables dans les intégrales doubles.

Lorsque les méthodes précédentes ne sont pas efficaces (domaine difficile & exprimer ou
fonction difficile & intégrer), un changement de variables permet parfois de reformuler I'inté-
grale de fagon plus commode.

Cas des coordonnées polaires

Le changement de variable en coordonnées polaires est donné par I'application

x = rcos (0)
(r,0) —
y = rsin (0)
ou (r,0) € Rf x [0,27] sont les coordonnées du point (z,y) € RZ? Le jacobien de cette

application au point (7, 0) est

% g—; cos —rsinf
y y :
% o0 sin 8 rcosf

Ainsi on a
//f(a:,y)dmdy = //f(rcos@,rsin@)rdrdﬁ.
D A

Exemple 1.4 On veut intégrer la fonction f(x,y) = ++y2 sur l’ensemble

1+=x

Q= {(m,y) € R?

0<y<\/§x et1<x2+y2<4}

11



Chapitre 1. Intégrales simples et multiples

. St on passe en coordonnées polaires on doit calculer

1
/,1+T2rdrd19 ol Q’:{(T,ﬁ)ER:X [0;27?[‘0<19<§ et1<7’<2}.

Ainsi

1 st B m(1+7r2)]? w3
/ Tdrdﬁz/g/ rdrdﬁ:/sdé/ P e T[] win (5)
o 1+7? o J1 1+72 0 1 1472 3 2 1 6

Application des intégrales doubles, Calcul d’aire d’un domaine

L’aire du domaine D est donnée par la formule

/D [ dxdy

Exemple 1.5 Calculons laire d’un disque Drde rayon R > 0 : on se place dans un systéme

de coordonnées polaires sur le centre du disque , qui a donc pour équation x> +y* < R? . Donc

27 R 27 7"2 R R2 2
//ldxdy = / / rdrdy = / [—] dy = — dy = TR%.
o Jo 0 2], 2 Jo

Dpg

1.3 Intégrale triple d’une fonction continue
Considérons le domaine 7" de R? orthogonal au plan oxy,
T =A{(z,y,2)/(z,y) €D, a(z,y) <z<b(z,y)}
. Sa projection sur oxy est le domaine D de R? défini par

D={(z,y) eR*/a<z<b f(z)<y<g(z)}

b | g(=) [ bzy

[~ /f<>d oty = | /

a \f(z) \ a(zy

)
f(z,y,2)dz | dy | dx
)

12



Chapitre 1. Intégrales simples et multiples

Changement de variables dans les intégrales triples
Coordonnées cylindriques

Le changement en coordonnées cylindriques est donné par la transformation suivante

xr =rcosf
y =rsinf
Z =2z

Dont la jacobéenne de cette derniere vaut
|J| =

Puisque la composante z est inchangée, donc

///f(x,y,z) dxdydz = ///f('r cosf,rsind, z) rdrdfdz

Coordonnées sphériques

Le changement en coordonnées sphériques est donné par la transformation suivante

x =rcosfsinp
y =rsinfsiny
Z =TCos

(avec r positif, § compris entre 0 et 27, et ¢ entre 0 et 7) et son jacobien est :
J = —r*sin .

Des lors, on a (en se rappelant qu’il faut prendre la valeur absolue du jacobien) :

///f (x,y, 2) dedydz = ///f (7 cos @ sin @, r sin 0 sin @, 7 cos ) r? sin pdrdfdy

Application des intégrales triples, Calcul du volume d’un domaine

13



Chapitre 1. Intégrales simples et multiples

Le volume d’un domaine V' s’exprime par la relation

/ z [ dndya:

Exemple 1.6 Le volume d’une boule de rayon R est :

/ / / ldzdydz = /0 " /0 ' /O ersin(go) drddde
- (/0%‘“9) </Owsin(so) ds@) (/ORr?dr)

La masse
Si f(x,y) la densité de la matiére dans un certain domaine D C R2? Iintégrale double

m = [[f(z,y)dzdy estlamasse de la partie D. D’une maniére analogue, si f (2, v, z) la densité
D

de la matiére dans un certain domaine D’ C R3, I'intégrale triple m' = / / / f(x,y, z)dxdydz
D/

est la masse de la partie D'.

Centre de gravité

Si f(x,y) la densité de la matiére dans un certain domaine D, le centre de gravité de la
partie D se trouve en (r¢g,yq) ainsi définis

gxf(x,y)dxdy. gyf(x,y)dxdy.

Tg = ) Yag =
m m

Physiquement cela signifie que la plaque D se comporte comme si toute sa masse était concen-
trée en son centre d’inertie. Par exemple, elle est en équilibre horizontal lorsqu’elle repose sur

son centre d’inertie. De maniére analogue, si f (x,y, z) est la densité au point (z,y, z), le centre

14



Chapitre 1. Intégrales simples et multiples

de gravité de la partie D’ se trouve en (zg, yg, 2¢) ainsi définis
///yf(x,y,z)dxdydz. ///yf(:r,y, z)dxdydz.
) D’
Yo = o o

Exercise 4 Déterminer la masse et le centre de gravité d’une plaque fine de métal triangulaire

yYa =

Y

flz,y, z)dxdyd:z.
ZG//D/Z :Bylz xdydz

m

dont les sommets (1,0), (0,1) et (1,1), sachant que la fonction densité est f (x,y) = xy.

La masse de cette plaque est donnée par

1 pl 1 p1 1 y2 1 1 1

m = / / f(m,y)dxdy:/ / xydmdy:/ [x—} dx:—/ (2$2—x3) d
0 1z 0 1—x 0 2 2 0
12 5

11—z
1 1
— | Z3_ 24 - =
- 2{333 4"”}0 24

Le centre de gravité de cette plaque est donné par les (xg,yq) :

101 11
xf(x,y)dzdy. x?ydxd 1 [t
vo — Jo S,z f (@ y)dady :fo Ji. %y y:_/ (22° — 2%) da
m 5/24 2 J,
_3/20 18
~ 5/24 25

. Jy Syt y)dady. [} [ aytdady 1
m

1
- 3% — 3% + 2*) d
521 3/0(:1: 2® + %) dx
3/20 18

5/24 25

15



Chapitre 2

Intégrales impropres (généralisées)

2.1 Généralités

Dans la définition et ’étude de I'intégrale de Riemann, on a toujours considéré un inter-
valle fermé et borné et une fonction réelle définie sur 'intervalle [a, b]. Ainsi le symbole a-t-il
un sens pour certaines familles de fonctions (fonctions continues, continues par morceaux,
monotones. . . ) définies sur un intervalle [a, b] fermé et borné.

Le but de ce chapitre est d’étendre, dans certains cas, la notion d’intégrale & des fonctions
définies sur un intervalle qui n’est pas un intervalle fermé borné, c’est-a-dire un intervalle d’un
des types suivants :

- intervalles bornés, ouverts ou semi-ouverts : [a,b[, |a,b], |a,b[, (a € R, b € R, a < b)

- intervalles non bornés :]—o0, b| , |—00, b| , [a, +00[, |a, +o0], | =00, +0[, (a € R, b € R, a < b)

Soit I I'un des intervalles montionnée plus haut.

Définition 2.1 Une fonction f définie sur un intervalle I est dite localement intégrable sur

I si f est Riemann intégrable sur tout intervalle [a;b] C I.

notre étude se limitera a celle de I'intégration

16



Chapitre 2. Intégrales impropres (généralisées)

- Soit de fonctions définies sur un intervalle non borné : [a, +oo[,a € R
- Soit de fonctions non bornées sur un intervalle borné :[a, b, a € R, b € R a < b.

Tous les autres cas se raménent & ceux-ci.

2.2 Intégration d’une fonction définie sur un intervalle
non borné

Définition 2.2 Soit [ une fonction définie sur un intervalle [a,+oo[, (a € R), on suppose f
+oo
localement intégrable. On dit que Uintégrale [ f(t)dt converge si la limite, lorsque x tend vert

T

+oo deF (z) = [f(t)dt existe et est finie. Si c’est le cas, on pose :

+oo
= lim F(z)= li
/ fydt = lim Fle)= lim / 1)

On appelle cette limite intégrale impropre (ou généralisée) de f sur [a,+oo[. Dans le cas

contraire, on dit que ["intégrale diverge.

Exemple 2.1 L’intégrale f0+ dt converge. En effet,

1-|-t2
Fa)= [ —dt = [arctan(t)]Z = arctan (2)
xTr) = — |(arctan — arctan (xr
o 112 0
et
T
lim F = —,
LR =5

Exemple 2.2 L’intégrale f;roo =dt  converge et Uintégrale f;roo Tdt diverge. En effet

|
/—dt [ ] =— 41, lim F(z)=1
1 €T Tr——+00

et
1
G(z) = / Zdt = [Int]] =nx, lim G(x) =400
1

r——400

17



Chapitre 2. Intégrales impropres (généralisées)

2.3 Intégration d’une fonction non bornée, définie sur
un intervalle borné non fermé

Définition 2.3 Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b[, (a < b). On suppose f non

b
bornée au voisinage de b, et localement intégrable sur [a,b[., On dit que Uintégrale [ f(t)dt est

xT

convergente en b si la fonction F(x) = [ f(t)dt admet une limite finie quand x tend vers b. Si
c’est le cas, on pose :

b
/f(t)dt = lin%F () = lini f(t)dt.

a

On appelle cette limite intégrale impropre (ou généralisée) de f sur [a,b]. Dans le cas contraire,

on dit que l’intégrale est divergente.

Exemple 2.3 L’intégrale fol In (1 — z)dt converge, puisque pour tout x € [0,1[, on a

F(a:):/Oxln(l—t)dt:(x—l)ln(l—a:)—:c

d’ot
X

lin%F (x) = lirr% In(1—t)dt=-1.

0
Lemme 2.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle Ja,b], (—oo < a < b < 400) , locale-

b
ment intégrable . On dit que Uintégrale [ f(t)dt est convergente en a et b si pour tout constante

¢ €la,b] les deux intégrales impropres [ f(t)dt et fcb f(t)dt convergent. Par définition on pose
b

Jf(t)dt = f f(t)dt+ jb" f(t)dt.

a

Preuve 1l suffit d’utiliser la relation de Chasles pour les intégrales définies. m

1

Exemple 2.4 La fonction x — e

est localement intégrable sur l'intervalle |—1, 1] . Etudier

1

18



Chapitre 2. Intégrales impropres (généralisées)

Opérations sur les intégrales généralisées

On désigne l'intervalle [a,b] (b= 400) pour donner les propriétés de I'intégrale impropre
b a’ b
1) Soit f : [a,b] — R une fonction continue alors [f(z)dz = [f(z)dz + [f(z)dz.

(Relation de Chasles.) ’

2) Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] et a et 3 deux réels. Si les intégrales
b b b
impropres [ f (z)dz et [g(z)dz convergent, alors lintégrale [ [af (z)+ g (z)]dx converge

a

et on a:
} laf () + Bg (x)] dx = ojf (x)dx + ﬂ}g (x) dz. (Linéarité de I'intégrale)

b
3) f>0= [f(x)dx > 0. (Positivité de l'intégrale)

2 f<g= [f@)dr< o) dr

2.4 Intégrales impropres des fonctions positives.

Critére de la convergence majorée

On ce place sur l'intervalle [a,b[, (—00 < a < b < 400)

Proposition 2.1 Si f est a valeurs positive alors l'intégrale de f sur [a,b] est convergente

si et seulement si la fonction F(z) = [ f(t)dt est majorée sur [a,b].

Preuve En effet Comme f est positive, la primitive F' est une fonction croissante, donc
elle a une limite finie en b si, et seulement si, elle est majorée. m

Critére de comparaison

Proposition 2.2 Soient f, g deux fonctions positives, continues et localement intégrables sur
la, b]. Supposons que
Vt€la, b, f(t)<g(t).
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b b
-Si UVintégrale [g(t)dt converge alors [ f(t)dt converge avec

a

7f(t)dt < 79(t)dt-

b b
-Si UVintégrale [ f(t)dt diverge alors [g(t)dt diverge.

T

Preuwve En effet notant F (z) = [f(t)dt et G(z) = jg(t)dt pour tout x € [a,b[, on a
F(x) < G (x), silintégrale de g sur [aa, b est convergenteaalors G (x) est bornée et il en est
de méme de la fonction F (), donc lintégrale de f sur |a,b] est convergente aussi.

Si Uintégrale de f sur [a,b] diverge alors lim F (z) = 400 et xETmG (x) = +o0, donc

T——+00

Uintégrale de g sur [a,b[est aussi divergente. W

“+o00
Exemple 2.5 FEtude de l'intégrale [ \/den -

+o0
dt

on a, pour x assez grand : 0 < Inz < \/x d’ou ﬁllnx > % L’intégrale | < est divergente,

e
“+oo
dt

donc Uintégrale [ NGOV est divergente.

Critére d’équivalence

Proposition 2.3 Soient f et g deux fonctions positives et continues , définies et locale-

ment intégrables sur [a,+o00| . Supposons qu’elles soient équivalentes au voisinage de 00,

. ) _
Jm ey =

que lintégrale de f sur [a; +o00[ est convergente si, et seulement si, l'intégrale de g sur [a; +00|

1) alors Les intégrales de [ et g sur [a;+oo[ sont de méme nature, c’est-a-dire

est convergente.
Preuve On f et g deux fonctions équivalentes : Ve >0 3 A >a V> A ‘% — 1‘ <€
donc :Ye>03FA>a Vt>A, (1—¢€)g(t) < f(t) < (1+4¢€)g(t). Poure < 1, et appliquons

la proposition 2.2 de comparaison sur l'intervalle [A; +o00[. =
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Exemple 2.6 Justifier la convergence puis calculer :

—+o00

dt
f‘/m

2

Onaf(t)= m > 0 pour tout réel t > 2 et f(t) ~ ﬁ%’ d’ot la convergence de 1.

Exemple 2.7 Le changement de variable \/t = u donne

T a T du YR 1
I = lm [——— = lim ——— = lim — du
sotoo) (t—1)yE et (W2 —1)  a—too (u—1) (u+1)
2 V2 V2

_ u—1\1" V2 +1
= lim |In =In .
w—00 u+1/)| 5 V2 -1

Intégrales de références

Pour I’étude de la convergence d’une intégrale pour laquelle on n’a pas de primitive, ['uti-
lisation des équivalents permet de se ramener & des intégrales dont la nature est connue. Les
plus classiques sont les intégrales de Riemann et de Bertrand.

Intégrales de Riemann

“+o00

L’intégrale de Riemann est [ t%dt avec a > 0. On a
1

¥ L sia>1
O [ E S R i
—dt =14 Tt pteo roteo +oo sia<l1
t> x
1 lim [1dt = lim [Int]] = lim Inz = +o0 sia =1
xHJrool T——+400 r——+00
donc

+oo
1
L’intégrale / t—adt converge si « > 1.
1

+oo
1
L’intégrale / t—adt diverge sia < 1.
1
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Intégrales de Bertrand
L’intégrale de Bertrand est f
et g > 1.

s (1 3 ————=dt est convergente si et seulement si o >1oua =1

2.5 Intégrale absolument convergentes

Définition 2.4 Soit f une fonction réelle, localement intégrable sur un intervalle [a,b] avec

b
beR oub=+oco. On dit que Uintégrale [ f (t)dt est absolument convergente si l'intégrale

b
[ 1f (#)| dt est convergente.

a

Théoréme 2.1 Une intégrale absolument convergente est convergente.

Autrement dit, étre absolument convergente est plus fort qu’étre convergente.

Preuve C’est une conséquence du critére de Cauchy. m

—+o00

Exemple 2.8 L’intégrale [ Smtdt est absolument convergente puisque ‘Sgt' < t12, or linté-
1

+oo
grale de Riemann f f—; est convergente. D’ou le résultat par la proposition 2.2 de comparaison.

2.6 Intégrale semi-convergente

Définition 2.5 On dit que lintégrale [ f(t)dt est semi convergente si elle converge sans étre

absolument convergente.

+0o0
Exercise 5 L’intégrale [ ®2dt est semi-convergente.
1

Nous allons montrer qu’elle est convergente, mais pas absolument convergente.
+oo
1-La convergence de l'intégrale { sty
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Une intégration par partie nous donne

t “cost]® t — g t
/ sin g — cos B / Cos g — Ccos T 4 ocos] 4 / Cos b
t ], 2 x 2
1

1

x +00

or lim =92 — (et lim [<%tdt admet une limite finie car f co3Ldt est absolument conver-
r—4o0 7 T—-+00%

xT

gente ('CZ’—SH < t2> donc convergente. On conclu que f Smtdt admet une limite finie, et donc

+oo
par définition [ #2Ldt converge.

2-L’intégrale n’est pas absolument convergente. Voici un moyen de le vérifier, comme

|sin ¢| > sin2¢ _ 1—cos2t
t

|sint| < 1 pour tout ¢ alors on a : > = = 5=, une intégration par partie &

cos 2t 2t on obtient :

71 “cos2t, 1 g 1 [sin 2t /sm 2%,
e — — n —
o1 5 1
1

1

or f sin2t It est absolument convergente donc les trois termes de la somme ci-dessus, les deux

derniers convergent, et le premier tend vers +oc. Alors l'intégrale f 1= TS 2t diverge, et par la

—+00 +oo
proposition 2.2 de comparaison, l'intégrale { @ diverge également. D’ou Vintégrale [ Sltﬂdt
+oo
ne converge pas absolument. et par suite [ %ntdt est semi-convergente .
1
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Chapitre 3

Equations aux dérivées partielles

Dans ce chapitre on va étendre notre étude au cas ou la fonction inconnue dépondrai de
plusieurs variables, dans ce cas on dira qu’on ait ramené a résoudre des équations aux dérivées
partielles (E.D.P.), on se limitera a 1’étude et la résolution des équations du premier et du
second ordre.

Généralités

Soit u une fonction dépendants de n variables indépendantes 1, xs, ..., T,

Définition 3.1 On appelle E.D.P. toute relation entre une fonction inconnue w, Ty, s, ..., Ty

et ses dérivées partielles, dont la forme générale est

ou Ou o"u o"u

"Oxy’ Oz’ T Ox T Qx M Oay? 0yt

F(x1, 29, ..., 2y, ) =g (21,29, ..., Tp,u), (3.1)
ot 1<k<netmi+mo+. +my=n.

Définition 3.2 L’ordre d’une E.D.P. est l'ordre de la dérivée partielle la plus élevé qu’elle

contienne.

Définition 3.3 Une E.D.P. est dite linéaire quand elle ’est par rapport & u et o toutes ses

dérivées partielles.
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Chapitre 3. Equations aux dérivées partielles

Définition 3.4 Une E.D.P. est dite homogéne si dans (3.1) g (z1, xa, ..., Ty, u) = 0.

Définition 3.5 Une E.D.P. est dite quasi-linéaire si elle est linéaire par rapport a la dérivée

partielle d’ordre le plus élevé.

3.1 EDP du premier ordre

Définition 3.6 On appelle E.D.P. du 1°" ordre toute équation ayant la forme suivante

- 0

E A; (1,29, ..oy Ty, 1) au + G(z1, 29, ..., Tp)u = F(x1, 29, ..., 2p) (3.2)
T

i=1

Remarque 3.1 (3.2) est une équation quasi-linéaire, elle devient homogéne pour F' = 0 et

elle est linéaire si A; (z = 1,_n) ne dépond pas de u,

On se limitera dans notre étude aux E.D.P. de 2 et 3 variables indépendantes.
Méthode des caractéristiques

Considérons le probléme suivant
F(z,u(x),Vu(z)) =0, (3.3)

U FeC'QOXxRXxR"), € QCR" (ie. z = (z1,79,...,73)) et Vu(z) est le gradient de

u(z) (i.e. Vu = (g—;‘l, 68—;2, o 68;2)).

On veut essayer de trouver une solution classique de 1’équation (3.3), c’est-a-dire cherche

une fonction u € C* (Q) vérifiant (3.3).

Remarque 3.2 Les équations aux dérivées partielles du premier ordre n’admet pas forcément
une solution classique, dans ce cas on sera amené & chercher une fonction uw € C (£2), rem-

plissant des conditions complémentaires c’est ce qu’on appelle solution faible.

Tout d’abord on va traiter le cas o 'EDP dépond de deux variables indépendantes.
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Chapitre 3. Equations aux dérivées partielles

Soit PEDP suivante

ou ou
a(x,y,u)g + b(z, y,u)a—y = c(z,y,u).

En chaque point de 'espace (x,y,u), il existe une direction dont les cosinus directeurs sont
proportionnels a a, b et ¢. Ce champ de directions définit une famille de lignes telles que la
tangente a chacune d’elles est confondue avec la direction du champ au point de contact, cette
derniére s’obtient par intégration du systéme d’équations différentielles ordinaires suivant

dx dy du

= = ) 3.4
e R ER TR R ey &0
Notons par ds la valeur commune de ces rapports (3.4) devient
& = a(z,y,u)
D — (2, y,u)

Ainsi la surface intégrale formée par les caractéristiques de I'équation (3.4) est la solution
cherchée, on écrit

D (c1,c2)) =0o0ucy =P (c2)

d’ou 'appellation de la méthode.
Exercise 6 Résoudre ’EDP suivante

ou ou
9 + xzya—y = (22 + v*)u. (3.6)

[L’y2

On associe o (3.6) le systéme suivant

d_as dy du

vy? 2%y (2 +yPu

Exemple 3.1 D’une part on a

dr  dy
ry? a2y
ydy = zde=9y* -1 =¢
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D’autre part
24 o dv- — g2 du s du
vy 7wy (@2 +y*)u 7 (22 +y?)u
xdy ~ydr  du
vy oy U
d d
(zy) _ du w
xy u Ty
Ainsi la solution de (3.6) est ca = @ (c1)
u

— :q)(yQ—:UQ) = u = zyd (y2—x2)
Y
D’une maniére analogue on généralise la méthode pour le cas n dimensionnel on aura un

systéme de (n + 1) équations, donc n intégrales premiéres, est la solution aura la forme
D(cq, 09, .050) =0 0u ¢y = P(eq, 09, o0y Cp1).

Quelques types A’EDP du 1°" ordre

— Equation de transport
ou (t2) + ou (
ot ox

(t,x) € R"xR et ¢ une constante

t,z) =0

— Equation d’onde de choc

ou ou
(t,z) € Rt xR
— Equation de Burgers
ou ou
a (u) n (t,x) + %(t,m) =0

3.2 EDP du second ordre

Définition 3.7 On appelle EDP du second ordre toute équation de la forme
ou Ou ou 0*u 0%*u Pu  0%u 0%u )= 0

"0z, Oxy’ T Oxy, 022 7 023 T 022 Owy0xy’ T Owpy_10y,

F (x1,29,.., 2,
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ou

ZZaU (1, ., w) 8 83:] —|—Zb L1y, U g—; = f(x1,..xp,u)

i=1 j=1 i=1
Nous nous limiterons dans notre étude aux équations du second ordre linéaire est quasi
linéaire & deux variables indépendantes c’est-a-dire les équations de la forme

82 U 2 82

U U ou ou
a(z, y)@ + b(, y)% + c(z, y)a—y2 +p(x,y)% + q(:v,y)a—y + g(z,y)u = f(z,y) (3.7)

ou
ou Ou 0*u ou Ou, 0*u ou Ou, 0%u ou Ou
a(xay)uu 8_.T’ a_y)@ + b<x)y7u7 %7 @_y)(?xay + C(%%% %7 a_y)a_y2 - R(‘Tay7ua %7 a_y>
(3.8)

Classification des EDP du 2°"¢ ordre

Le type des équations (3.7) et (3.8) dépondent de leurs discriminant A = b* — 4ac.
Définition 3.8 L’équation est du type hyperbolique si et seulement si /N > 0.

Exemple 3.2 Considérons l’équation aux dérivées partielles suivante :

82u+82u+4 0u .
ox?  Oy? 0xdy

définie sur Q = R2,
A = b? —4dac = 12 > 0 pour tout x,y de 2. Donc c’est une équation du type hyperbolique.

Définition 3.9 L’équation est du type parabolique si et seulement si A = 0.

Exemple 3.3 Considérons I’équation aux dérivées partielles suivante :

82u+82u+2 0%u 0
ox?  Oy? oxdy

définie sur Q = R2

A = b2 — 4ac = 0 pour tout x,y de Q. Donc c’est une équation du type parabolique.
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Définition 3.10 L’équation est du type elliptique si et seulement si /\ < 0.

Exemple 3.4 Considérons l’équation aux dérivées partielles suivante :

o o o
T or2 y8y2 or

définie sur 1 =R% x R%.
A =b%—ac= —4xy < 0 pour tout x,y de Q. Donc c’est une équation du type elliptique.
Principales équations de la physique

Equation de Laplace Elle a la forme :

0*u , 0%
g Z -0
Ox 2 e Jy 2
Pour ¢ = +1 I'équation est elliptique.
Equation de Poisson Elle a la forme :
V2 = d(x,y)

Est une équation elliptique.

Equation de la chaleur (équation de diffusion) Elle a la forme :

Fu_10u
or?2 a ot

C’est une équation parabolique. Le terme % est appelé terme de diffusion.
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Equation des ondes Elle a la forme :

Pu_1 0
or2 a2 Ot2

Ot
9 1 9%u
V=

9%u

C’est une équation hyperbolique. Le terme 7

est appelé terme de propagation.

Equation de Tricomi Elle a la forme :

Pu _ Pu
a2~ Y ouz

Conditions aux frontiéres et probléme bien posé

Dans la pratique on est souvent ramener & étudier un des problémes suivants.

Probléme de Dirichlet

Lu=f sur €2
u=gq sur 0f)
Probléme de Neumann
Lu=f sur €2
% =g sur 0f)
Probléme mixte
Lu=f sur €2
u=gq sur 0y
g—z =g sur 08y
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Ou Q est un ouvert de R%2dont le bord est noté 9 vérifiant 9Q; U9, = 00, 90, NN, =

0 et
o . 2 o .
L. = — 49
a(z,y)5—+ b(:c,y)axay + C(ﬂc,y)ay2
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Chapitre 4

Les séries

4.1 Séries numériques
Soit (up), ey une suite numérique réelle.

Définition 4.1 On apelle série numérique réelle de terme général u,

+o0
D up =g+ ug oty +
k=0

On note par S,, la somme partielle des n premiers termes :

Sn = Uy T+ UL+ oo F Up_1

+oo

Définition 4.2 On dit que la série numérique >  uy est convergente si et seulement si sa
k=0

suite de sommes partielles (Sy), cy converge c’est a dire lim S, existe et est finie, si non on

n—-+o00

dira qu’elle est divergente.

Exemple 4.1 Déterminer la nature de la série de terme général u, = n > 1.

On a

1
n(n+1)’
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d’ot
S, = ui+uy+..+u,
1
n+1
Ainsi
. . 1
lim S,= lim (1—— | =1.
n—-4oo n—-00 n+1
Donc la série est convergente.
Propriétés des séries
+00 +00
Soient » wu, et Y v, deux séries numériques, A un nombre arbitraire on a
n=0 n=0
+oo +oo
g u, convergente = E (Auy,) convergente
+o00 +o00o +oo
E Up etE v, converge = E (u, £v,) converge
n=0 n=0 n=0

Condition nécessaire de convergence des séries

+oo
Théoréme 4.1 Si Y u, est convergente alors lim wu, = 0.
n=0 n—+oo
Preuve On retrouve le terme général a partir des sommes partielles u, = S, — S,,_1 et

comme la série converge la suite (S,,) converge vers la somme S de la série. Il en est de méme

de la suite (S,_1) . Par linéarité de la limite, la suite (u,)tend vers S —S =0. =

+oo
Corollaire 4.1 Si liril un # 0 alors > u, est divergente.
n—+00 n=0

Dans I’étude de la nature d’une série ce n’est pas toujours possible de calculer sa somme
par contre on peut déterminer cette derniére on utilise d’autres techniques, pour cela on a
in d’autres outils.
besoin d’autres outils

Critéres de convergence des séries a termes positifs
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+oo —+00

Critére de comparaison Soient Y u, et > v, deux séries numériques a termes positifs
n=0 n=0
vérifiant
YneN:u, <uv,
+00 +o00o
Théoréme 4.2 Si > v, est convergente alors > u, l’est aussi.
+oo +o0o
Si Yy u, est divergente alors Y v, l'est aussi.

n n —+00
Preuve Notons S, = > u,, et T, = > u,, on a pour tout n € N, S, < T,. Si > v,
n=0 n=0

n=0
+oo
est convergente, notons 7' = lim T,,. Comme > v, est & termes positifs, pour tout n € N,
n—+o0 n=0

S, <T, m

Remarque 4.1 Souvent on compare une série avec la somme d’une progression géométrique
+oo ]
qui converge si la raison q est comprise entre —1 et +1 (|q| < 1) ou les séries Riemann } —
n=1T
“+o00o
qui converge pour « > 1 ou bien celle de Bertrand — qui converge pour o > 1 ou

n=1n% (Inn)
a=1letf>1.

Critére d’équivalence
+00 +o00o
Théoréme 4.3 Soient > u, et Y v, deux séries numériques & termes positifs telle que u,, ~
+oo

n=0 n=0
Uy, alors les deux séries sont de méme nature.

Remarque 4.2 L’étude de la nature d’une série revient a [’étude de son développement limité

au voisinage de linfinie, car ces deux dernier son équivalent.

Critére de d’Alembert

+00
Théoréme 4.4 Si dans une série & termes positifs Y u, la limite du rapport “*** est finie
n:() n

et vaut [, alors

34



Chapitre 4. Les séries

1) La série converge pour | < 1
2) La série diverge pour | > 1

3) Pour l =1, on ne peut conclure.

+o0o
Exemple 4.2 Ftudier la nature des séries suivantes 2420 N\ (n)

nmo " ezt
i it = i B G = 2w, ()"
= 2 lim (14+1)™ =2e7! < 1. donc d’aprés le Critére de d’Alembert la série Jio”;—nz” est
convergente. i
Critére de Cauchy
too N N
Théoréme 4.5 Si dans une série a termes positifs > u, la limite de la racine n"¢ du n°"°
terme vaut [, alors "
1) La série converge pour | < 1
2) La série diverge pour | > 1
3) Pour |l =1, on ne peut conclure.
T I
Exemple 4.3 Ftudier la nature de la série suivante nz::O (2’7‘;31)“ "

Inn Inn Inn
lim {/(2£3)""" = lim (23 = lim (& = (0 < 1, donc d’aprés le théoréme de
m (3:57) m (5:57) m () , p

n+3
2n+1

+o00
L. nlnn
cauchy la série > (2£2) est convergente.
n=0
Critére intégrale de Cauchy
+o0o
Théoréme 4.6 Soit Y u, une série numérique & termes positifs et décroissante (commence
n=0
a décroitre d’un certain rang ng), on définit Uapplication f (x) comme suit f (n) = u,, alors

400 +o0
Su, et [ f(z)dx ont méme nature.
n=0 0
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—+o0
Exemple 4.4 La série L est convergente. Soit la fonction f (x) = —— continue sur
ns+4 9 x2+4
n=0
+oo t
o . . 21t .
0, +o00[. f'(z) = ($2i4)2 <0, { e = tlgg){ﬂﬁ%dx = %tliglo larctgt], :%tlirgo larctgt — arctg0] =
1w _ =«
22 =4 <

Série alternée
Définition 4.3 On appelle série alternée toute série ayant la forme suivante
wy —uy +us + ..+ (=), + .
ot U, > 0 pour tout n € N*.

Théoréme 4.7 (de Leibniz) Si dans une série alternée les termes vont on décroissance et
la limite du terme générale tend vers zéro alors cette derniére converge, de plus sa somme est

inférieur au premier terme.

+o00
. . . —1)" -
Exemple 4.5 La série harmonique alternée % est une série convergente.
n=0

+o0
L : ; — L
Exemple 4.6 La série de Riemann alternée (n_") est une série convergente Va.
n=0
Série & termes de signes quelconques

Définition 4.4 Une série est dite a terme de signe quelconque si parmi ces termes on trouve

ceux qui sont positifs aussi bien que négatifs.

Remarque 4.3 La série alternée est un cas particulier des séries a termes de signes quel-
conques.

+o0o

Théoréme 4.8 Pour qu’une série numérique »  u, soit convergente il faut et il suffit que la
n=0

suite de ses sommes partielles (s,), oy S0it une suite de Cauchy c’est-a-dire

m-+p

>

n=m-+1

V€>O,EIN€N,Vm,Vp21[m>N:>
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Définition 4.5 Une série est dite absolument convergente si la série formée des valeurs ab-

solues de ces termes est convergente.

Définition 4.6 Une série est dite semi convergente si elle converge sans étre absolument

convergente.
Théoréme 4.9 Toute série absolument convergente est convergente le réciproque est fausse.

Théoréme 4.10 (d’Abel) Supposons que u, = vp.wy, 0 (Vy),cy €t (Wn), oy vérifient les
conditions suivantes

1) (vp), ey €St décroissante et lim v, = 0.

n—+o00
+o00
2) La suite de ses sommes partielles (sy), - de la série Y u, est bornée.
n=0
+o0o
Alors > u, est convergente.
n=0

Théoréme 4.11 Supposons que U, = Vn. Wy, 0U (Vy),cy € (Wy),cn Vérifient les conditions
sutvantes

1) (vp),en €St monotone et lirf v, = 1. (Il € R)

+o00
2) > w, est convergente .
n=0
+o0
Alors Y u, est convergente.
n=0

4.2 Suites et séries de fonctions

Suite de fonction

Définition 4.7 On appelle suite de fonction toute suite dont le terme général est une fonction

dépendant d’un paramétré n et on note (fn),cy -
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Type de convergences
Convergence simple

Définition 4.8 Soit f, : I C R — R une suite de fonctions. On dit que (f,) converge
simplement vers f sur I si pour tout x € I, la suite (f,(x))nen converge vers une limite finie
qu’on note f(x).

Convergence absolue

Définition 4.9 Soit f,, : I C R — R une suite de fonctions. On dit que (f,) est absolument
converge si la suite formée des valeurs absolues de ces termes est convergente.

Convergence uniforme

Définition 4.10 Soit f, : [ C R — R une suite de fonctions. On dit que (f,) converge

uniformément vers f sur I si

lim sup |, (z) - f (2)| = 0.

n—-4o0o xel

Théoréme 4.12 Toute suite uniformément convergente est simplement convergente, la réci-

proque est fausse.
Série de fonction

Définition 4.11 Soit f,, : I C R — R une suite de fonctions. On appelle série de fonctions

la somme infinie des termes de f, et on note

S Fu (@) = fo (@) + fi (2) + oo+ fo (2) + .

+00
Définition 4.12 Soit f,, : I C R — R une suite de fonctions. Y f, (x) converge simplement
n=0

sur I si la suite des sommes partielles (Sy,), oy converge simplement sur 1.
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+00
Définition 4.13 Soit f,, : I C R — R une suite de fonctions. >’ f, (z) converge absolument
n=0
+o00

sur I, sila série Y | f, (x)| converge simplement sur I.
n=0

+o0o
Définition 4.14 Soit f, : I C R — R une suite de fonctions. >, f, (z) converge uniformé-
n=0

ment sur I, si la suite des sommes partielles (Sy), cn- converge uniformément sur I.

Définition 4.15 Le domaine de convergence d’une série de fonction est l’ensemble des points
+o0o

ou cette derniére converge absolument.On dit qu’une série de fonction Y f, (x) est majorable
n=0

sur un certain domaine, s’il existe une série numérique positif et convergeant majorant cette

derriére i.e.

Jv, > 0, Zvn convergente : ¥Yn € N on a |f, (x)] < vy.

Exercise 7 Soit la suite de fonctions f, (v) = 5, sur [0,+o0[. Etudier la convergence

simple et uniforme de la suite de fonctions f, (x). Etudier la convergence normale de la série

de fonctions %O (=) .
n=0

nt+42z
La convergence simple : si z = 0, f, (0) = 0, si # > 0, lim f, (z) = lim %§ = 0, donc
fa (%) c.sf(x) = 0, sur [0, +o0].
La convergence uniforme : lim sup |f, () — f(z)] = lim sup }n4’f2x| , on pose h(z) =

700,400 772010,4-00[
nx

n4+2z

4.3 Série entiére

Définition 4.16 On appelle série entiére toute série s’écrivant sous la forme

ou a, est une série numérique.
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+00
Théoréme 4.13 (d’Abel) Considérons la série entiére _ a,x™, soit o un nombre stricte-

n=0
+o0o
ment positif, si la suite de fonction (|a,|a"), oy converge. Alors Y a,x™ convergera pour tout
n=0
“+o0o
v tel que |v| < o Et sila suite de fonction (|a,| ™), oy diverge, alors Y a,x™ divergera pour
n=0

tout x tel que |z| > .

Définition 4.17 On appelle domaine de convergence d’une série l’ensemble des points dont
cette derniére converge absolument, en vertu du théoréme d’Abel ce dernier est un intervalle
centré o lorigine. Il s’écrit sous la forme |—R, R[ ot R € [0, +0o0].
Détermination du rayon de convergence
+o00o

Considérons la série entiere ) a,z"
n=0

Critére de d’Alembert

R= lim |-
n—+00 | p 41
Critére de Cauchy
1
R = lim

)

Quelques propriétés des séries entiéres

Continuité

Proposition 4.1 La somme d’une série entiére est une fonction continue sur tout sous do-

maine de son domaine de convergence.
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Dérivation
+o0o
Théoréme 4.14 Considérons la série entiére Y a,x" dont le domaine de convergence est
n=0
+o0
|—R, R|, de somme s(x), soit la série entiére Y na,z" ' déduite de la premiére par dérivation
n=1

terme a terme. Alors cette derniére admet méme domaine de convergence, de plus sa somme

l(x) = &'(x).

Remarque 4.4 On peut généralise le Théoréme précédant pour n’importe quel ordre de déri-
vation, c’est-a-dire toute série déduite d’une certaine série par dérivation n fois admet méme

domaine de convergence et sa somme est la dérivée n'®™° de la série initiale.

Intégration
+o0o
Théoréme 4.15 Considérons la série entiére Y a,x" dont le domaine de convergence est
n=0
+o00

=R, R[, de somme s(x), soit la série entiére c + ) 2™ déduite de la premicre par inté-
n=0

gration terme a terme. Alors cette derniére admet méme domaine de convergence, de plus sa

somme k(z) = [ s(x)dz.

Série de puissance

Définition 4.18 On appelle série entiére toute série s’écrivant sous la forme
+oo
n
g an (r — xg)
n=0
ol a, est une série numérique.

Remarque 4.5 [l suffit de prendre comme changement X = x — xq pour que cette derniére

devienne une série entiére.

Remarque 4.6 L’intervalle de convergence des séries de puissances est centré en xg.
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Applications des séries entiéres
L’intégration des équations différentielles ordinaires

Si on nous propose d’intégre une certaine EDQO, dont sa résolution ne se ramené pas & une
quadrature, on peut toujours trouver une solution approchée ont supposons que la solution

de cette derniére est développable en série entiére.
Exemple 4.7 Trouver une solution sous forme d’une série entiére de I’EDO suivante
(I-2)y +y=1+um.

Sachant qu’elle vérifie
y(0) = 0.

On suppose que la solution & la forme suivante
Y= ag+ amz + asx? + azz® + agxt + .+ a2 + ..

donc

y' = ay + 2007 + 3agz® + dagx’ + ..+ naga" T+

et
y(0) =ag = 0.

Substituons les équations précedentes, on obtient

0 = (a1 +ag—1)+(2a0 — 1)z + (3a3 — az)a® + ... +

+[ (n+Dapy — (n—Day] 2" + ...
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alors on aurra le systéme suivant

; (
CLo:O (J,OIO
a1 +ay—1=0 ap =1
245 — 1 =0 az = 3
3az3 —as =0 CL3=§CL2
<~
day — 2a3 = 0 as = 2az
\ (n+ 1)ay1 — (n—1)a, =0 \ an+1:n_jr}an
ainst
0 Lot n—1)! 1 > 1
an = a] = et a, = = our n =~ 1.
0 , A1 +1 (n+ 1) n(n+1)p

La solution sera

y(x)= =+ Zn(%#—l)xn“ :

4.4 Série de Fourier

Définition 4.19 On dit que f est périodique de période p si elle vérifie
Vee D,x+peD: fx+p) = f(z),

ou D est le domaine de définition de f .

Définition 4.20 On appelle série trigonométrique ou série de Fourier d’une fonction 2w toute

série s’écrivant sous la forme
flx)=—+ Z (a,, cosnz + by, sin nx) (4.1)
n>1

ou ag, a; et b; sont des réels dits coefficients de la série.
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Détermination des coefficients de Fourier

Considérons une fonction 2m-périodique :

sachant que

T T

) ) msin=k
/ cosnz cos kxdx = / sinnx sin kxdr =
0 si n#k
—T —T
et s ™ s
/cos nxdr = /sin nxdr = /cos nxsinkxdr =0, Vn,k
—TT —Tr —TT

On intégrations les deux membres de (4.1)

Multiplions les deux membres de (4.1) par cos kz et intégrons le résultat entre —m et m,

on obtient

1 ™
ap = —/f(x) cos nzdr.
T

Multiplions les deux membres de (4.1) par sin kz et intégrons le résultat entre —m et 7, on

obtient

™

b, = l/f(yc) sin nxdz.
77

—Tr

Ainsi on a trouvé les coefficients de la série ces derniers ont dit coefficient de Fourier.

Théoréme 4.16 Toute fonction périodique, bornée et monotone par tranche est développable
en série de Fourier, sa somme s(x) = f(x) aux points de continuité, par contre auz points de

discontinuité elle vaut la moyenne arithmétique des limites a droite et a gauche.

Remarque 4.7 Le développement en série de Fourier des fonctions paire ne contient pas les

by (by = 0).
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Remarque 4.8 Le développement en série de Fourier des fonctions impaire ne contient pas
les a, (ag = a, =0).
Série de Fourier des fonctions périodiques de période # 27

Supposons que la fonction f(x) est 2[-périodique tel que (I #0) | # m, si de plus f
est monotone par tranche et bornée alors elle est développable en série de Fourier, dont les

coefficients de Fourier valent

a = % / f(x)dz

a, = —/f(x)coswdx

de plus on a

flz) = %+ Z(ancosnlﬂijnsinw)

[
n>1

Egalité de Parseval

Théoréme 4.17 Soit f une fonction développable en série de Fourier de période 21 on a

l
%/f?(:ﬂ)dx = %‘% + > (a2 +152).
—1

n>1

Exemple 4.8 Considérons la fonction f , 2mw-périodique définie sur [—m, | par
f(z)=|sinz|.

1) Montrer que f( x ) est développable en sérier de Fourier.
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2) Calculer les coefficients de Fourier associes a f (x ).
1

4n?2 —1°

3) Déduire la somme suivante : Z

n >1

Exemple 4.9 1) La fonction f étant périodique, bornée et monotone par tranche donc déve-

loppable en série de Fourier.

Exemple 4.10 2)

Qo .
flx)= 5 +Z[ancosn$+bn81nnm]

n>1

ol . - s
1 1 1 .
ag = _/ f(x)dz; a, = —/ f(x) cosnxdx; b, = —/ f(x) sinnzdz.
7r 7T T

Comme la fonction [ est paire alors b, = 0. Il suffit de calculer ay et a,

2 [ 2 [ 2 2(cosm —cos0) 4
aoz—/f(:c)d:c :—/sinmdx:—— cosxly = — (cos  — cos ):__
T T T T 7r
0 0

2 | 2 |
an:—/ f(z) cosnzdx :—/ sin x cos nxdx
7r T
0 0
on a
sin x cos nx = 5 [sin(n + 1)z + sin(1 — n)z].
Donc
a, = — /sin(n—i— 1):1:d:1:+/sin(1 —n)zdz
7r
0 0
Pourn =1 ona
_ in22dz | = ——— cos 2|7 = ——— (cos 2 0) =0
ap = — sin2zdr | = —g— cos2aly = —5— (cos2m — cos0) = 0.

0
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Pour n # 1 on obtient

1 1 ™
a, = — n+lcos(n+1)x|0 + cos(1 —n)x|,
1| (=)™ =1 (=) '=-1
Y N B e
T n+1 I—n
0 st m est impaire
a, =

4 . .
w_ng) ST est paire

On peut donc écrire

4
fi2n 7 (1 —4n?)’

Ainsi

:_+Z {a 42c082nm
—4n

n>1

4 1 :

3) Déduction de Z FPCREE f(x) est continue en xy = 0. Donc
n J—
n>1
2 4
f( O) = 0:;+chos(2nx0)
n>1
B Z 4n2:___ 4n2—1
n>1

Ainsi

1 1
Z4n2—1:§'

n>1
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Transformation de Fourier

On définir la transformé de Fourier comme étant une extension de la série de Fourier aux

fonctions non périodiques, autrement dit on suppose que la fonction est de période infinie.
Définition 5.1 L! est I’ensemble des fonctions sommable.

Définition 5.2 L? est ’ensemble des fonctions & carré sommable.

5.1 Transformée de Fourier

Définition 5.3 Soit f : R — R wune fonction localement intégrable et absolument intégrable

sur R. On définit la transformée de Fourier de f , la fonction notée f : R — C, comme suit

~

F(@)=TF (f)(a) = %27 / f(z)e oz,

Et sa transformée inverse de C — R, par

f@)=TF (F (o) = %2_7( / 7 (a)e*da.
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Définition 5.4 la fonction de Heaviside dite également fonction échelon est la fonction indi-

catrice de R, c’est-a-dire
0 st <0

1 s1 2>0

H(zx)=

Définition 5.5 on appelle fonction porte toute fonction constante sur un compact de R et

nulle ailleurs.

Exemple 5.1 Calculer la transformée de Fourier de la fonction de Heaviside

on a

TF (H)(a) = \/LQ_W / H(z)e—dy

= lim — [ e "y
t—+00 4 /271'/

7ZC!$

= lim
t—+o00 —jry/ 27r

—3
o

0

5.2 Propriétés de la transformée de Fourier

Soient f et g € L*(R), 7.F la transformée de Fourier directe et 7F ' la transformée de

Fourier inverse

Linéarité de 7 F

Corollaire 5.1 Soient \ et p € R. Alors

o~

F (Af +pg)(a)=Af (o) +ug ()
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Transformée de Fourier de la translation

Corollaire 5.2 Soit T € R et soit f : R — C une application. On note fr (z) = f(x —=T).
Alors

TF(fr)(a) =" “TF(f)(a).

+0o0 +oo
Preuve On a TF(fr)(a) = \/%771' [ fr(x)edx = \/% [ f(z — T)e "**dxz. On pose
x—T =t. - -
+o0 ) +o0 ) )
Alors TF(fr) (o) = \/%7 [ ft)e @t gt = L [ f(t)e~te~Tdt =

2w

o TO° ) )
e\_/;% _f fe tdt = e TTF(f) (o). m

Transformée de Fourier de ’homothétie

Corollaire 5.3 Soit k > 0 et soit f : R — C une application. On note fi, (x) = f (kx). Alors

+o0 +oo
Preuve On a T F(f;) (o) = \/LTW [ fe(z)e ™o dx = \/L?? | f(kz)e"**dx. On pose kx = t.

Nors TF(fi) () = g ] (e (D = | T ptone 0] -
=1TF(f)(2). m
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Produit de convolution

Définition 5.6 On appelle produit de convolution de la fonction f par la fonction g, la fonc-

(f*9)( /ft—:c

Corollaire 5.4 La transformée de Fourier du produit de convolution de f par g est donnée

tion notée f xg définie par

par

TF(f *g) (@) = V2rTF (f) (a) TF (9) ()

Preuve On a TF (f) (o) . TF (g) (a f f f(x)e " **dx. f f g(y)e " dy
1 +o00+00 )
=5 | [ f2)g(y) etV dady.
On pose z +y =t et donc dr = dt, l’intégrale double devient :
+o00+00 +oo +oo

TF (f)(a) TF(g)(a) = Zﬂ;[o {Of e "tdydt = Ei{o\%ﬁ 7foof(t —y)g (y)dy

+00
=vﬁl;U*gﬂwewwv=v%TfU*9ﬂa>'

Remarque 5.1 Si f(t) est réelle et paire = TF (f) est réelle et paire

Si f(t) est réelle et impaire = TF (f) est imaginaire pure et impaire.

Théoréme 5.1 (de Parseval) Soit f(t) une fonction & énergie finie (f € L?)et 7 (w) sa

transformée de Fourier. Les fonctions f(t) et 7 (w) ont la méme énergie c’est-a-dire

iﬂmﬁw=7ﬁwﬁ

Exercise 8 Calculer la transformée de Fourier de la fonction f (x) = e ¥, puis en déduire

dw.

la transformée inverse de f.

o1

e—iatdt
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Tf(f) (Oé) = L f‘f'OO e lzlg—iax g — L [fi)oo ere— 0Ty 4 f0+oo e‘xe_“md;c]

V2m J—00 s
_ _1 0 (1—ia)z too  _(1+ia)x _ 1 1 1] 1 2
= Von |:ffooe de+ [, e dr| = 7= [1+z’a + ] = V2r 1+aZ
Puisque f est continue sur R, la transformée inverse est
2] +oo “+oo
_ o=zl 1 iox _ 1 1 iax
f ($) =e€ ~ Vor f f (Oé)@ do = T f T3z dov
—0o0
1+ +oo
— 4 Cos ax s ax Cos ax -
_Wf1+a2da+ f1+a2da {1+a2da+z.0,
SRR cos ax |:1:\
d’ou : f T B da = .

En particulier on a : f Tardr =

Exercise 9 Soit f : R — R une fonction admettant une transformée de Fourier,
- Calculer la transformée de Fourier si f est paire.

-Calculer la transformée de Fourier si f est impaire.

Si f est paire.
TF(f)(a) = \/Lz? fj;o f(z)e " dr = \/LQ? fj;o f(x) (cos (ax) — isin (ax)) dz
= \/%? fj;o f (z) cos (ax) \/27 f_t:)o f (z)sin (ax) dx.

Or la fonction f (x)cos (ax) est paire et la fonction f (z)sin (ax) est impaire. Il s’ensuit

alors :

f ) cos (ax) dw car ["2° f () sin (ax) dr = 0. Dot :

_ \/g /0 " (@) cos (az) da

-Si f est impaire, avec le méme raisonnement on obtient ’expression :

TF() (o) = —i\/g /0 " (@) sin (o) da

52



Chapitre 6

Transformation de Laplace

La transformation de Laplace est une opération intégrale qui permet de transformer une
fonction & variable réelle en une fonction & variable complexe, elle permette aussi de trans-

formée les équations différentielles linéaires aux équations algébriques facilitant ainsi leurs

résolution.

Définition 6.1 Soit f : [0,4+0c0] — R ou C une fonction continue. et p € C. La transformée

de Laplace de la fonction f la fonction L(f) définie par :
+o00
L)) = Fr) = [ (e i
0

f(t) est dite originale de L(f) (p) ou de F(p).
L(f) (p) ou F(p) est l’image de f(t) .

Exemple 6.1 Soit la fonction constante f (t) =a sit >0 et f(t) =0 sit <O0.
+oo +oo

L(f)(p)= [ae?dt =a [ e Pdt = — o) f° = —a[etreity) 1 =
0 0

b >
si le Re (p) > 0.

Exemple 6.2 Soit la fonction f (t) = e pourt >0 et f(t)=0sit <0, a =a+ibe C.

23



Chapitre 6. Transformation de Laplace

+00 400
L(f) (p) = [eetdt = [ e tP=)dt = =L [e—t(p—a)];o = =L [etlema)e=itw—b]® =
0 0

p—a p—« 0

L siRe(p) =z > Re(a) = a.

p—«

6.1 Propriétés de la transformation de Laplace

Linéarité

Corollaire 6.1 Soit f,g: [0,+00] — C deux fonctions admettant des transformées de Laplace

L(f) et L(g) et soient o, 5 € R. Alors

L(af + Bg) = aL(f) + BL(g).

Transformée de Laplace de la translation

Définition 6.2 on appelle fonction causale tout fonction nulle pour t < 0.

Corollaire 6.2 Soit f : [0,+o0c][ — C une fonction causale et admettant une transformée de

Laplace L(f) (p). On considére la fonction fr définie par fr(t) = f(t—T); (T > 0).Alors

L(fr) (p) = e"""L(f) (p)

ft=T) si t—T2>0
0 si t—T <0

Preuve Remarquons d’abord que fr (t) =

L(fr) (p) = ?Of;p(x)e_tpdt = J;f)of(t —T)e "dt. On pose t — T = z.
Alors L(fr) (p) = J?of(x)e_(‘HT)pdt = +fof(x)e_mpe_Tpdm =
0 0

e_TpJ:foof(:c)e_xpdt =e PL(f)(p). m
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Transformée de Laplace de ’homothétie

Corollaire 6.3 Soit k > 0 et soit f : RT — C wune fonction causale et admettant une

transformée de Laplace L(f) (p). On note fi (t) = f (kt). Alors

“+oo

Preuve On a L(f}) ( f fe()e ®dt = [ f(kt)e *dt. On pose kt = x.
0

Alors L(f3,) (p _kff %ﬁm:%Lg“@..

Transformée de Laplace des dérivées

Proposition 6.1 Soit f : Rt — C wune fonction admettant une transformée de Laplace

L(f) (p). On suppose que f € C" (R*,C). Alors
(f(n))() Zpk 1fk1

Preuve La démonstration se fait par récurrence, avec Rep > 0
Pour n = 1.

= f f'(t)e™dt. On fait une intégration par partie avec u = e~ * et dv = f(t)dt

L(f) (p) = [ f (¢) +pff e dt = pL(f) (p) — f (0).

Pour n =2
L)Y () = L((f)) (0) = pL(f") () — £ (0) = p (pL(f) (p) — £ (0)) — f' (0) =
P’L(f)(») —pf(0)— f'(0). m
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Produit de convolution

Corollaire 6.4 Soient les fonctions f et g deux fonctions causales. La transformée de Laplace

du produit de convolution de f par g est donnée par

L(fxg)(p)=L(f) () L(g)(p)

+o00
Preuve Rappelons que (f * g) (t) = [ f(t—u)g(u)du. Tenant compte du fait que f (y) =

g(y)=0siy <0, les calculs donnent : ]
Lss9) ) = [ | [ fte = wpgtaa] evae = | Frte = wpgtupae] e-toar = [ F 160 = wye-var
Onposet—u:vfoo - u
+oo [+o0 o0 [+00 .
L) o) = [ | ] f<v>e—<u+v>pdt] st = [ | ] f(v)e‘vpdt] st = L)) e

0 0

L) () f°° g(w)edu = L(f) (p) .L (9) (p). m

Transformée de Laplace d’une primitive

¢
Proposition 6.2 Soit F (t) = [ f (z) dz une primitive de f. Alors F' = f et F (0) =0, et on

a

Preuve D’aprés la proposition 6.1, L(F")(p) = pL(F) (p) — F (0) = pL(F) (p) . De cette
égalité on déduit

L(F)(p) = LD m

p
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Tableau de quelques transformées de Laplace

Fonction

—At

e~ Msin(wt + «

+
e M cos(wt+a

" sin(wt

—_— — ~— ~— ~—  —

(w
t" cos(wt

6.2
Définition 6.3 Si L(f) (p) =

Linéarité

- T f(t)e

transformée

P
w cos a+(p+A) sin
(p+2)° +w?
(p+A) cos a+w sin «
(p+A) w2
n Im(p+iw)"*?
. ( 2+w2)n+1
R n+1
' e(ptiw)
. (p2+w2)n+1

Transformée inverse de Laplace

Proposition 6.3 La transformée inverse de Laplace est linéaire

LY (aF + BG) (t)

— oL~V (F) (t) + AL

o7

~tdt. Alors on dit f (t) =
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La transformée inverse de Laplace d’une dérivée

Proposition 6.4 La transformée inverse de Laplace d’une dérivée est donnée par

L [(L ()] (8) = —tf(2)

Et par récurrence sur n, la dérivée d’ordre n :
L@ (™) @) = (=" e i)

Formule de Heaviside

Cette formule permet de trouver l'originale d’une fraction rationnelle. Soit P,Q € C [X]

deux polynomes tels que d° (P) < d°(Q). Soit ay,as, ..., a, les zéros de @ qu’on suppose

simple. On suppose de plus que la fraction rationnelle F'(p) = % est irréductible. Cherchons

I'originale de F.

En décomposant en éléments simples, on a :

L
p—a1  p— P—CQn

Le calculs d’un coefficient Ay, k = 1,2, ..,n, est donné par la relation :

. . P(p) P (o)
Ay =lim (p—ap) F (p) = lim ——= (p — ay) =
k p—ag ( k) ( ) p—>o¢kQ (p) ( k) Q, (Oék)
s (pmow) s p—ox) 1
car lim =55y = 0 2 —Qn — Tlan

Q'(ag) p—ay * p—a

Dou F(p) = Z Plow) _1_ - Gachant que L™ (%) (t) = e et du fait que L' est
k=1

linéaire, 1’originale de F est donnée par la formule

LB =3 G e

qu’on appelle formule de Heaviside.
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Chapitre 6. Transformation de Laplace

6.3 Application de la transformation de Laplace a la
résolution d’équations différentielles

Considérons 1’équation différentielle
apr™ (t) + ay "7V (1) 4+ . 4 anx(t) = f(t) (6.1)
vérifiant les conditions suivantes
29 (0) = z; pour tout 7: 0 < i <n—1

ol la dérivée d’ordre zéro égale & la fonction elle méme (2 (¢) = z (t)) .
Supposons que ag # 0 et les fonctions f(t), x(t) et ses dérivées jusqu’a lordre n sont
des originaux. On applique la transformée de Laplace aux deux membres de ’équation (6.1),

utilisons la régle de dérivation et la linéarité, (6.1) devient
(app™ 4+ arp" ' + ...+ a,) X (p) = F (p) + B (p)
ou

X(p) = Lz@),F(p)=L({f(1) et

B(p) = o (aop”_l +ap" i+ .+ an_l) + xq (aop"_2 +ap" 4+ an_g) + ..+ 21 (ag) .

La résolution de (6.1) donne

Ainsi la solution est donnée par

Exercise 10 Donner la solution de I’équation différentielle suivante

2" + a’x = bsinat

29
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vérifiant les conditions initiales
z(0) =g et 2’ (0) = a1
Appliquons la transformée de Laplace aux deux membres de ’équation , on obtient
L (2" +a’z) = L (bsinat).
Utilisons les propriétés de dérivation et de linéarité, alors

L(2")+a’L(z) = bL(sinat).
ba

2, 2 _
(pP*+a*) X(p) = p2+a2+px0+x1

ainsi on obtient

X(p) = + xo + x1. (6.2)

Lt <p2 i o xo) = zol 7t (p2 i a2> = xgcosat

T - R
S = 4a — 4a — + 4a‘ 5 + 4a
(p? + a?) p+iwa  p—ia  (p+ia)

d’autre part on a

(p —ia)®

i) - () ()
(p? + a?) 4a? p+ia 4a? p—ia
_iLfl <;2> — i[jl (%)
da (p+ia)”/ da (p - ia)

e—iat —e iat ]

d’ol

b —iat iat
P [te + te }
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Chapitre 6. Transformation de Laplace

Ainsi la solution est

z(t) =

bt

T
L sin at + xgcosat + — sinat — % cosat.

2a2 a

+ b in at + bt t
— 4+ — | sina ro — — | cosat.
a 2a2 07 94

Exercise 11 Déterminer la transformée de Laplace de la fonction f(t) = coswt.

On a

donc

L(coswt)

ezwt ‘I‘ e—zwt

coswt =
eiwt + e—iwt 1 ) 1 )
L —— twt L —twt
() = L) + S L(e™)
17 17
- /e—pteiwtdt + _/e—pte—iwtdt
2 2
0 0
+o0 +o0
1/6(—p+iw)t dt + 1/6—(p+iw)t dt
2 2
0 0
10 1 1 ]
= — + -
2 [(p—iw) (p+iw)
1[(p+iw)+(p— iw)}
21 (p—ww)(p+iw)
1_p+iw+p—iw}_ P
2| p?— (z’w)2 - p2+w2'
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