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Résumé 
 
 

            

        Traditionnellement, le dimensionnement des ouvrages géotechniques est fondé sur une 

démarche déterministe dans laquelle l’ensemble des paramètres prennent une valeur fixe, ce qui 

conduit toujours à un surdimensionnement injustifié, une sous-estimation de la capacité portante 

du sol et une surestimation des sollicitations. Cependant, les effets des incertitudes associées aux 

paramètres de conception sur la sécurité ne sont pas quantifiables. 

Une méthode alternative d’étude de fiabilité des ouvrages géotechniques, qui se base sur la 

théorie de probabilité applique des facteurs partiels de sécurité sur tous les paramètres de 

conception (variables aléatoires). Ces facteurs dérivés par des méthodes probabilistes tiennent 

compte de la dispersion des paramètres de sol (modele stochastique). 

L’objectif principal de ce travail est d’élaborer un code de calcul basé sur des méthodes 

probabilistes pour évaluer la fiabilité des ouvrages géotechniques. Un benchmark pour 

fondations superficielles avec un chargement axial a été utilisé et la sécurité exprimée au moyen 

d’une probabilité de rupture ou indice de fiabilité, évaluées par l’intermédiaire de ce code de 

calcul qui utilise plusieurs méthodes probabilistes. L’analyse est faite alors en considérant les 

divers types de fonctions de distributions des paramètres, ce qui nous a permis de mieux 

apprécier les effets des incertitudes et de cerner un ensemble de paramètres à forte incidence. 

Une étude comparative de deux approches (traditionnelle et semi-probabiliste), et des résultats 

d’autres analyses du même benchmark dans la littérature, nous ont permis d’enrichir nos études 

paramétriques et de tirer des renseignements utiles, entre autres de proposer un nouveau facteur 

global de sécurité F�=1,89 pour l’approche déterministe qui tient compte de la variabilité 

naturelle des paramètres. 

 

Mots clés : Géotechnique ; Probabilité de rupture ; Indice de Fiabilité ; Méthodes 

Probabilistes ; algorithme de Calcul ; Fondations superficielles. 
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Abstract  
 
 
 

              Traditionally, the design of geotechnical structures is based on a deterministic 

approach in which all parameters take a fixed value, which leads to an oversized and 

unjustified underestimation of the bearing capacity of soil, as well as the overestimation 

of stress. However, the effects on structure safety of uncertainties associated with the design 

parameters are not quantifiable.  

An alternative method with which to study the reliability of geotechnical structures is based on 

the theory of probability and involves the application of partial safety factors for all design 

parameters (random variables). These factors are derived using probabilistic methods and take 

into account the dispersion of soil parameters (stochastic model).  

The main objective of this work is to develop a calculation code based on probabilistic methods 

to evaluate the reliability of geotechnical structures. A benchmark for superficial foundations 

with axial loading has been used and safety expressed by means of a failure probability or 

reliability index, evaluated via this calculation code which uses several probabilistic methods. 

The Analysis is carried out by considering the various types of parameter distributions, thereby 

enabling a better assessment of the effects of uncertainty and the identification of a set of 

parameters with high incidence. A comparative study of two approaches (traditional and semi-

probabilistic), and results of other analyzes of the same benchmark in the literature, allowed us to 

enrich our parametric studies and to draw useful information, among others to propose a new 

overall safety factor F� = 1.89 for the deterministic approach that takes into account the natural 

variability of the parameters. 

 
Keywords: geotechnical; probability of failure; reliability index; probabilistic 

methods; calculation algorithm; shallow foundations. 
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Introduction générale 

L’incertitude est un fait de la vie courante et plus pratiquement dans la géotechnique. La nature 

dans sa complexité offre des formes de profils de sol souvent  très différentes de ceux assumés 

lors de l’analyse et de la conception. Les charges et les conditions environnementales défient de 

même les prévisions les plus précises. Les surfaces limitées, les erreurs de mesures et les variétés 

des procédures d’analyse compliquent d’avantages la tache de l’ingénieur. 

La conception de tout ouvrage en génie civil, en particulier la géotechnique (fondations, murs de 

soutènement .etc.) a comme objectif principal un comportement satisfaisant sous des conditions 

de chargements réglementaires, toute en gardant à l’esprit la nécessité de satisfaire un double 

impératif  de sécurité et d’économie. Il est bien évident qu’un comportement dommageable reste 

possible sous des conditions particulières, l’ingénieur établit un niveau raisonnable de sécurité à 

travers des résultats empiriques et de son expérience personnelle. La question qui vient alors est 

comment évaluer le niveau de sécurité qui peut être considéré comme acceptable ? Un 

concepteur expérimenté peut intuitivement apprécier l’effet, sur les performances des ouvrages, 

des facteurs tels que les variations des charges et des résistances, les erreurs de modèles, la 

qualité d’exécution des travaux, et les conditions de site imprévues. 

Dans la pratique traditionnelle de conception, le dimensionnement est obtenu par l’intermédiaire 

d’un facteur de sécurité global dans lequel l’ensemble des paramètres prennent une valeur fixe. 

Ce facteur de sécurité est essentiellement fondé sur l’expérience acquise des projets similaires. 

Une telle appréciation du niveau de sécurité dépend fortement du cadre de l’analyse, et ne fait 

aucune distinction entre les incertitudes de modèle et les incertitudes des paramètres. 

Dans l’approche probabiliste on renonce à la notion classique du facteur global de sécurité, 

auquel une appréciation du risque peut être obtenue en incorporant les diverses incertitudes 

modélisées par des variables aléatoires dans une formulation mathématique du risque. Ces 

incertitudes proviennent le plus souvent de variabilités liées aux imperfections des conditions 

d’essais, base de données limitée, effet d’échelle entre éprouvettes d’expérimentation, à des 

facteurs incontrôlés ou simplement de la difficulté d’accéder à certaines données ou 

informations.  

Les paramètres du sol varient généralement dans l'espace dans les directions horizontales et 

verticales (Jiang & al, 2015; Chu & al, 2015). En raison de cette nature, l'approche probabiliste 

qui intègre l'incertitude pour évaluer la capacité la capacité portante des fondations, telle que la 
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variabilité spatiale inhérente des propriétés du sol, domine souvent de nombreux événements ou 

problèmes d'intérêt pour les ingénieurs géotechniques. Dans la littérature, un certain nombre 

d'auteurs ont étudié l'effet de la variabilité spatiale dans les propriétés du sol sur la capacité 

portante des fondations (par exemple Li & al, 2015, Barakat et al 2015). La réglementation exige 

que le danger et les risques associés avec les ouvrages géotechniques, en particulier les 

fondations superficielles, être quantifiés. Statistiques, danger et évaluation des risques sont des 

outils importants pour tenir compte des incertitudes dans une conception et aident au processus 

de prise de décision. 

L’idée de base dans ce travail, est d’utiliser un nouveau concept qui a pour objet de mesurer la 

sécurité d’un ouvrage, en prenant en compte ces divers incertitudes sous un angle probabiliste, 

qui est exprimée par la probabilité de rupture �� ou par l’indice de fiabilité β défini par Hasofer/Lind. Ce nouveau concept permet en théorie une comparaison objective et rationnelle des différents modes de rupture d’une structure et même des différentes structures à travers un indice de fiabilité homogène et invariable. On évalue à cette occasion des facteurs partiels dérivés des méthodes probabilistes pour couvrir la dispersion aléatoire des paramètres influant sur la stabilité de l’ouvrage au lieu d’un facteur global de sécurité (concept conventionnel). L’objectif de ce travail est l’application d’une nouvelle approche semi-probabiliste dans la vérification de la stabilité des ouvrages géotechniques en générale et les fondations superficielles en particulier, et d’éclaircir l’influence de plusieurs paramètres (mécaniques, statistiques). Une étude comparative de 

deux approches classique et semi-probabiliste nous montre que cette dernière est de loin la plus 

défavorable. De plus, cette approche assure l'utilisation souvent économique des matériaux et 

met la situation du côté de la sécurité. Ceci nous a également permis de proposer une nouvelle 

valeur du facteur de sécurité global F�=1.89 inferieure à la valeur habituelle qui est égale à (2), 

qui prend en compte la variabilité naturelle des paramètres. 
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Chapitre I 

 

Concepts probabilistes pour l'ingénierie géotechnique 

 

I.1 Introduction 

 

On reconnaît depuis longtemps que les incertitudes, telles que la variabilité spatiale inhérente des 

propriétés du sol, dominent souvent de nombreux événements ou problèmes d'intérêt pour les 

ingénieurs géotechniciens. Traditionnellement, les ingénieurs essayent de résoudre ces 

problèmes par un calcul déterministe en utilisant des facteurs de sécurité globale et en adoptant 

des hypothèses conservatrices dans le processus de planification et de conception d'ingénierie. 

De cette façon, un système d'ingénierie peut être surévalué et extrêmement coûteux. En outre, 

même les méthodes déterministes avancées deviennent inutiles lorsque l'incertitude est très 

élevée. En conséquence, le niveau de fiabilité d'une structure géotechnique ne peut être estimé 

quantitativement. 

 

L'évaluation des incertitudes géotechniques n'est pas une tâche facile. En fait, l'incertitude est 

inévitable, en raison du manque de connaissances parfaites ou de l'information incomplète sur les 

données disponibles. Pour cette raison, la détermination de l'incertitude nécessite nécessairement 

l'application de la théorie des probabilités, qui quantifie et intègre l'incertitude dans le processus 

de conception de manière cohérente. Malgré les avantages tirés d'une analyse probabiliste, les 

ingénieurs sont souvent encore sceptiques en adoptant cette approche, car ils pensent, à tort, que 

l'effort de calcul requis est beaucoup plus important que pour une analyse déterministe. En outre, 

des difficultés sont parfois rencontrées pour comprendre et interpréter les résultats probabilistes. 

L'analyse probabiliste ne doit cependant pas être considérée comme un substitut à la conception 

déterministe conventionnelle, c'est en fait une mesure complémentaire pour faire face aux 

incertitudes. 

 

Le présent chapitre a pour objet de fournir les données statistiques et Concepts probabilistes de 

variables aléatoires continues, qui sont fondamentales pour cette étude, comme la valeur 

moyenne ou l'écart-type. Pour des descriptions plus détaillées sur le contexte mathématique de la 

théorie des probabilités, l'auteur se réfère à Ang et Tang (1975). Le chapitre commence par 

examiner les sources primaires et les types d'incertitude dans le domaine géotechnique, 

Soulignant l'importance d'utiliser des méthodes probabilistes comme alternative à l'analyse 

déterministe pour quantifier les incertitudes. 
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Il continue en fournissant une définition de variables aléatoires et en décrivant leurs 

caractéristiques principales et certaines distributions de probabilités continues utiles. Enfin, le 

chapitre abordera l'analyse de la fiabilité, soulignant l'importance d'évaluer la probabilité de 

défaillance d'un système d'ingénierie. 

 

I.2 Définition de la fiabilité 
 

La maitrise de l’incertain devienne suffisante pour que les risques soient bien évalués et restent 

acceptables, faute de quoi, ce serait jouer à l’apprenti sorcier. C’est l’objet des théories de la 

fiabilité. Une définition technique de ce mot est donnée par le texte retenu par l’AFNOR : 

-« aptitude d’un dispositif à accomplir une fonction requise  dans des conditions données, 

pendant une durée donnée, le terme est aussi utilisé comme caractéristique désignant une 

probabilité de succès ou un pourcentage de succès ». 

Ceci présente l’intérêt d’une définition qualitative (aptitude) et d’une définition quantitative 

(probabilité) étroitement associées. Il faut noter qu’une telle définition tranche immédiatement 

un débat possible en associant la maitrise de l’incertain à une modélisation probabiliste. Elle 

privilège l’approche par l’utilisation des variables aléatoires et des processus stochastiques, qui 

n’est pas la seule : les méthodes et outils de la logique floue, des ensembles convexes, de la 

robustesse peuvent également apporter leur contribution.   

La fiabilité peut être considérée comme un élément d’un  ensemble plus vaste constituant la 

sureté de fonctionnement qui se décline elle-même en fiabilité (objet de cet ouvrage), en 

maintenabilité (aptitude d’un dispositif ou d’un bien à être maintenu ou rétabli en vue 

d’accomplir une mission requise), en disponibilité (aptitude d’un dispositif ou d’un bien à 

accomplir une mission requise à un instant donné)et, enfin, en sécurité (relative aux risques de 

dommages corporels, matériels et environnementaux liés au dispositif ou au bien considéré).  

 

I.3 Notion du risque acceptable 
 

La théorie de fiabilité utilise comme mesure l’estimation d’une probabilité. Que cette probabilité 

soit acceptable ou non est une question très complexe et il est clair qu’une décision implique de 

prendre en compte la qualité de l’information disponible. L’ouvrage est dit fiable si sa 

probabilité de défaillance est inferieure à un seuil préfixé. Ce seuil dépend de plusieurs facteurs : 

la durée de vie escomptée de l’ouvrage, la qualité des données introduite dans la démarche de 

l’étude, les conséquences de l’éventuelle défaillance sur l’entourage, et de l’optimisation 

économique comme le cout de remplacement ou de maintenance. 
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 Le tableau suivant, souvent cité dans les documents concernant les constructions civiles, indique 

le seuil de probabilité à prendre en compte dans l’analyse de fiabilité des structures en fonction 

du nombre de personnes mises en danger. 

 

Tableau I.1 : ordre de grandeur des probabilités cibles en construction [lemaire2005]. 

NB Moyen de personnes 

Mises en danger 

Conséquences économiques 

Sans gravité Graves Très graves 

Petit (<0.1) 10./ 10.0 10.1 

Moyen 10.0 10.1 10.2 

Grand (>10) 10.1 10.2 10.3 

 

I.4 Les approches successives de la sécurité 

 

   a – Si l’on fait encore appel à l’histoire des constructions, l’époque byzantine ou du moyen âge 

européen occidental par exemple, nous montre une procédure qu’on pourrait appeler 

« d’expérimentation en vrai grandeur ». On trouve beaucoup d’édifices religieux, comme les 

cathédrales gothiques conçues pour « l’éternité », construits sur le même modèle, c'est-à-dire sur 

le modèle du premier qui ait tenu, à la limite de l’impossible, avec des variantes ou des parties 

inachevées (les flèches des tours) quand l’amélioration était réfutée par les lois de la nature. 

D’autre part, parmi des modèles identiques, certains sont arrivés jusqu’à nous, d’autres pas, en 

fonction des sollicitations qu’ils ont pu connaitre : l’exemple le plus frappant est celui des 

drakkars vikings considérés comme de petites merveilles de la construction navale mais dont on 

ne connait pas le pourcentage de ceux qui ont péri dans des tempêtes extrêmes. On peut citer 

aussi la cathédrale de Borsa (Syrie) qui aurait été construite à l’identique de l’église Sainte 

Sophie (Istanbul) mais qui fut rasée par un tremblement de terre. Les « villes mortes » au nord de 

la Syrie comptent encore quelques belles coupoles byzantines en pierre qui ont résisté plus ou 

moins aux sollicitations sismiques. 

 

   b – Ce n’est que dans un passé récent (18565 siècle en Europe occidentale) que l’approche 

empirique (art de construire et expérimentation en vrai grandeur) et statistique (observation des 

accidents) a été remplacée par une approche numérique, à laquelle les travaux de Hooke, Navier, 

Cauchy, Saint Venant, ont ouvert la voie. Mais cette nouvelle approche basée sur l’analyse des 

contraintes et de leurs effets eut pour conséquences de réduire le concept de sécurité à une notion 
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déterministe : le critère de ruine du matériau avec sa limite de rupture puis sa limite élastique et 

un coefficient modérateur qui permettait d’obtenir la contrainte admissible. 

Ce coefficient modérateur fut appelé « Coefficient de Sécurité », laquelle fut ainsi réduite à un 

seul nombre, englobant ainsi la somme des ignorances-certains l’appelèrent du reste « facteur 

d’ignorance ». On voit que les éléments essentiels que sont les événements extrêmes et l’analyse 

de la pathologie des ouvrages, laquelle prend plus directement en compte leur comportement 

limite, ont disparu. 

 

   c – La première contestation du coefficient de sécurité vint du professeur Streletsky au congrès 

international de Vienne, en 1928, ou il déclara que « le coefficient de sécurité était dépourvu de 

sens ». Il fut traité de nihiliste. Il fallut attendre 20 ans pour une nouvelle attaque, cette fois en 

règle, contre les concepts déterministes au 3565 congrès de l’AIPC de liège en 1948, par M. 

Prot, R. Levi et J. Dutheil. Le relais fut pris, pour les structures, dans les années 50 par 

Freudenthal, qui devint le chef de file de l’approche probabiliste de la sécurité et, pour les sols, à 

la fin des années 50 et au début des années 60 avec R. Levi et G. Lazard.      

Depuis, l’approche probabiliste de la sécurité a considérablement avancé dans le domaine des 

structures – depuis le 158  règlement aux états limites en 1966 pour la construction métallique  

mais relativement peu pour les sols. 

 

I.5 Incertitude en géotechnique 
 

De nombreuses sources d'incertitudes existent dans le domaine de la géotechnique allant de la 

variabilité des propriétés du sol à la technique d'échantillonnage et d'essai. Les géotechniciens 

tentent toujours de faire face à ces problèmes en utilisant des analyses déterministes, qui sont 

fondées sur la notion classique du facteur global de sécurité. Cependant, l'expérience pratique 

montre que l'approche déterministe, fondé sur des conceptions conservatrices, ne sont pas 

toujours à l'abri de l'échec, et ne convient pas pour traiter rationnellement l'incertitude. Par 

conséquent, la fiabilité d'un système ne peut pas être correctement évaluée. 

Les auteurs Einstein et Baecher (1982) ont déclaré dans un de leurs articles que « En 

réfléchissant sur les sources d'incertitude en géologie de l'ingénieur, on se retrouve avec le fait 

que l'incertitude est inévitable. On essaie de la réduire autant que possible, mais finalement elle 

doit être confrontée. La question n'est pas de savoir ce qu'il faut faire face à l'incertitude, mais 

comment ».  
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À cet égard, une évaluation rigoureuse de l'incertitude liée à des problèmes géotechniques exige 

nécessairement l'application de la théorie probabiliste comme un complément aux analyses 

déterministes classiques. En fait, les concepts probabilistes et les méthodes, associés à la théorie 

statistique, offrent une base théorique pour quantifier les incertitudes de manière cohérente, les 

rendant en termes mathématiques précis. De cette façon, un cadre logique est fourni pour la 

fiabilité et l'analyse des risques. 

 

I.6 Sources d’incertitude 
 

La variabilité géotechnique résulte des différentes sources d'incertitudes. Selon Kulhawy (1992), 

l'identification des incertitudes en géotechnique consiste à modéliser trois types d'incertitude 

(Figure I.1) : la variabilité naturelle du sol, l'erreur de mesure et l'incertitude des modèles. 

 

 

Figure I.1 : Type des incertitudes des propriétés du sol (Kulhawy 1992) 
 

La variabilité inhérente résulte principalement des processus géologiques naturels qui ont créé 

des couches de sol in situ. L'erreur de mesure est causée par l'échantillonnage et les tests de 

laboratoire. 

Cette erreur est accrue par l'incertitude statistique qui découle d'une quantité limitée 

d'informations. Enfin, l'incertitude du modèle est introduite lorsque les mesures du terrain ou de 

laboratoire sont transformées en paramètres d'entrée pour les modèles de conception impliquant 

des simplifications et des idéalisations. 

 

I.7 Types d’incertitudes 

Les incertitudes associées à l'ingénierie géotechnique peuvent être divisées en trois catégories: 

l'incertitude inhérente ou naturelle (aléatoire), les incertitudes dues à l'absence de connaissance 

parfaite (épistémique) et à l'erreur humaine. 
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L'incertitude aléatoire est attribuée à la variabilité naturelle ou au caractère aléatoire d'une 

certaine propriété, telle que la variation spatiale de la cohésion, des propriétés de la couche du 

sol et de l’angle de frottement interne. Elle pourrait être quantifiée par des mesures et des 

estimations statistiques ou par des experts. Ce type d'incertitude est imprévisible et donc 

irréductible par la collecte des données expérimentales en plus ou l'utilisation de modèles plus 

raffinés. Pour ce type d'incertitude, le terme probabilité signifie la fréquence d'occurrence d'un 

événement aléatoire, qui est une propriété innée de la nature.  

 

L'incertitude épistémique (à partir de l'épithème grecque) signifie le manque de connaissance 

d'un système et elle est liée à des données limitées ou ambiguës, à une erreur de mesure, à une 

connaissance incomplète, à des modèles imparfaits et à un jugement subjectif. Elle peut en 

principe être quantifiée par des experts, mais non mesurée. Ce type d'incertitude peut être réduit 

en recueillant davantage de données expérimentales, en améliorant les méthodes de mesure et de 

calcul et en utilisant des modèles plus raffinés. Pour ce type d'incertitude, le terme probabilité 

signifie le degré de croyance dans l'occurrence d'un événement aléatoire, qui est une 

interprétation subjective de l'individu, i.e. Le jugement technique d'un expert. En géotechnique, 

les incertitudes aléatoires et épistémiques coexistent dans la plupart des applications pratiques. 

 

I.7.1 Incertitudes actives ou variabilité naturelle 
 

Ce type d’incertitude est lié à la réalisation du phénomène physique que l’on observe. Imaginons 

que chaque mesure de la propriété du sol est parfaite. Cependant, cette propriété varie d'un point 

à un autre dans l'espace. Cette source d'incertitude résulte principalement des processus 

géologiques (érosion, transport, sédimentation et mouvements tectoniques, etc.) qui ont produit 

et modifié continuellement les propriétés du sol. Elle peut avoir divers degrés et donc entraîner 

différents moyens d’investigation, de prise en compte et de modélisation. 

 

I.7.2 Incertitudes passives ou épistémiques (l’erreur de mesure) 
 

Une propriété d’un sol, pour un lieu et un instant donné, a une valeur vraie, exacte. La mesure 

que l’on fait de cette propriété donne une valeur approchée de la valeur vraie. La différence entre 

la valeur vraie et la valeur mesurée est appelée erreur. Les incertitudes passives sont liées à la 

mesure que l’on fait d’un phénomène (Dubost 2009). 
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I.7.2.1 Erreur d’observation  
 
On distingue trois types d’erreurs d’observation : 
 

- Erreur de mesure emes : Cette erreur est liée à l’appareil de mesure et à l’opérateur.  

Avec le progrès de la métrologie et l’acquisition automatique, les erreurs d’imprécision et  

d’opérateur ont été considérablement réduites. 

- Erreur de représentativité erep : Elle provient de la transformation de la mesure    

physique (i.e. pour obtenir la grandeur de la propriété recherchée dont les grandeurs  

mesurées sont des déplacements, des longueurs, des masses et des températures).  

Cette transformation peut être directe, l’erreur est alors liée à l’étalonnage et au tarage de   

l’appareil ; ou bien indirecte, comme par exemple pour déterminer à partir  

d’un essai préssiométrique les valeurs déduites de la courbe d’expansion de la  

sonde. 

- Erreur de l’instant einst : Elle provient de la variation de la propriété entre le  

moment de mesure et le moment où le matériau est mis en œuvre. On peut citer la  

variation de teneur en eau d’un sol qui peut varier en fonction des conditions  

climatiques, de son transport éventuel et de son remaniement. 

 

I.7.2.2 Erreur d’enquête 
 

- Erreur d’enquête proprement dit : Elle est liée à une mauvaise conduite des  

reconnaissances géotechniques. Les mesures effectuées ne sont pas représentatives  

du problème et on peut citer comme exemple le cas d’une zone d’investigation  

insuffisante au regard de l’ouvrage projeté : zone d’ancrage des clous d’un mur de  

soutènement non investiguée, profondeur de sondage insuffisante pour caractériser  

le sol sollicité par une fondation, etc… 

- Erreur d’échantillonnage : Elle n’est pas, à proprement dite, une erreur. Dans la  

pratique, l’erreur d’échantillonnage est due au fait que les mesures réalisées  

représentent seulement un échantillon d’une population finie ou infinie. Plus le  

nombre d’échantillons est grand, plus ce type d’erreur est réduit. On parle alors  

d’intervalle de confiance lorsque l'on donne un intervalle qui contient, avec un  

certain degré de confiance, la valeur à estimer d’une propriété d’un matériau. Le  

degré de confiance est en principe exprimé sous la forme d’une probabilité,  

habituellement de l’ordre de 90% à 99%. 
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I.7.3 Incertitude des modèles 
 

La modélisation d’un matériau est une démarche ayant pour but de décrire et de 

comprendre sa situation réelle, et si possible de donner des éléments de prévision sur son 

évolution. Cette modélisation nécessite d’introduire une loi de comportement qui simplifie la 

situation concrète du matériau, alors que le comportement réel de ce dernier est très compliqué à 

comprendre. Même s’il y a certaines lois de comportement qui sont mieux que d’autres, toutes ne 

font qu’approcher le modèle réel. De toute façon, tout modèle n’est ni vrai ni faux, il est 

acceptable dans un cadre d’hypothèses, de données disponibles et pour un objectif qui sont fixés 

(Boissier et al. 2005). Par ailleurs, on ne peut pas nier que certaines sollicitations naturelles 

appliquées aux constructions présentent un caractère essentiellement aléatoire : les actions 

sismiques, le vent, les sollicitations des vagues sur les structures marines, les efforts de la 

température ou les gradients thermiques dans les chaussées ou les barrages en béton sont des 

exemples typiques. Les exemples sont innombrables, même en se limitant au domaine des 

infrastructures, et une réflexion critique conduit rapidement à admettre que les actions connues 

avec une incertitude pouvant être considérée négligeable constituent plutôt l’exception : poids 

propre des ouvrages, certaines surcharges permanentes, etc. En conclusion, on fait une erreur de 

modèle indépendamment de l’erreur que l’on fait sur la mesure des paramètres du modèle choisi. 

 

I.8 Variables aléatoires 
 

Dans une analyse probabiliste, les paramètres géotechniques, qui représentent les principales 

sources d'incertitudes, sont traités comme des variables aléatoires. Une variable aléatoire est une 

fonction mathématique définie sur un espace échantillon qui attribue une probabilité à chaque 

événement possible dans l'espace échantillon. 

En pratique, c'est une variable pour laquelle la valeur précise (ou plage de valeurs) 

ne peut pas être prédit avec certitude, mais seulement avec une probabilité associée, qui décrit le 

résultat possible d'une expérience particulière en termes de nombres réels. 

Dans cette étude, les paramètres de résistance au cisaillement du sol, cohésion et angle de 

frottement interne sont considérés comme des variables aléatoires pour l'analyse probabiliste du 

problème de capacité portante. 
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I.8.1 Principales caractéristiques des variables aléatoires 

 

Les paramètres statistiques les plus importants liés à la variabilité de la couche de sol sont la 

valeur moyenne, l'écart-type, l'asymétrie et les coefficients de corrélation entre les propriétés du 

sol. Une autre caractéristique importante est la longueur d'autocorrélation, ou échelle de 

fluctuation, qui décrit la variabilité spatiale d'une propriété du sol dans la direction horizontale et 

verticale. Comme l'information sur ce paramètre est assez limitée dans la littérature, elle est 

ignorée dans cette étude. Toutefois, son examen peut contribuer à réduire l'incertitude du 

modèle. Pour définir tous ces paramètres, nous devons recueillir beaucoup de données 

expérimentales sur les propriétés du sol à l'aide de tests in situ et en laboratoire. 

La variabilité de ces données peut alors être tracée graphiquement sous forme d'histogrammes ou 

de diagrammes de fréquence, comme le montre la Figure (I.2). 

L’utilisation des histogrammes, permet de vérifier la cohérence des données d'un certain 

événement et d'identifier les tendances, les biais dans les mesures, les erreurs dans les résultats et 

les valeurs aberrantes. 

 

 

Figure I.2 : Diagramme de fréquence d'un événement donné et fonctions de densité de 
probabilité [Lemaire2005] 

 

I.8.1.1 Les fonctions distribution de probabilité et densité de probabilité 

La fonction de distribution de probabilité F9(:), souvent appelée fonction de distribution 

cumulative ou simplement CDF, décrit les mesures de probabilité qu'une variable aléatoire X 

prend sur une valeur inférieure ou égale à un nombre x, pour toute valeur x. Cette fonction est 

définie comme suit : 

 F9(:) = P(X ≤ x) ,             pour   −∞ < : < +∞                                 (I.1)                                                                   
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Pour une variable aléatoire discrète, la fonction de distribution cumulative se détermine en 

additionnant toutes ses mesures de probabilité sur un espace d'échantillon donné. Alors, si la 

variable aléatoire est continue, ses mesures de probabilité peuvent également être décrites en 

termes d'une fonction de densité de probabilité f9(:), ou simplement PDF. Cette fonction peut 

être intégrée pour obtenir la probabilité que la variable aléatoire prend une valeur comprise dans 

un intervalle donné. Formellement, la PDF est la dérivée du CDF, exprimée par la relation 

suivante : 

f9(:) = dFD(x)dx                                                                             (I. 2) 

 
Considérons les Equations. (I.1) et (I.2),  la probabilité qu'une variable aléatoire X soit comprise 

à L'intervalle [x1, x2], peut être évalué comme suit : 

G f9(:) =HI
HJ

F(KL) − F(KM) = P(xM < K ≤ xL)                                     (I. 3) 

 

 
Figure I.3 : FDC et FDP pour une variable aléatoire continue [Lemaire2005] 

 

I.8.1.2 La valeur moyenne 
 

La valeur moyenne d'une variable aléatoire, Également définie comme prévu ou valeur centrale, 

est la somme de la probabilité de chaque résultat possible d'une expérience multipliée par sa 

valeur. Elle représente donc la moyenne pondérée de toutes les données expérimentales 

disponibles de la variable en fonction de la fréquence d'occurrence correspondante. 

NO = P(K) = Q :R . �O(:R)                                                                       (S. 4) 

 

Alors, si X est une variable aléatoire continue, telle que les paramètres de résistance au 

cisaillement d'un sol homogène, et f9(:) sa fonction de densité de probabilité, alors sa valeur 

moyenne est donnée par : 
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NO = P(K) =  G X. f9(:)UV
.V W:                                                         (S. 5) 

 

La valeur moyenne est également désignée comme étant le premier moment central ou centre de 

gravité d'une fonction de densité de probabilité, qui peut être, en même temps que la variance ou 

le deuxième moment central, c’est les informations que pratiquement on peut obtenir sur les 

données d’un sol. 

 

I.8.1.3 La variance et l'écart-type 
 

Une autre caractéristique importante d'une variable aléatoire est sa mesure de dispersion ou de 

variance, également appelée deuxième moment central, ou moment d'inertie, de la variable. Cette 

quantité indique la dispersion des valeurs de la variable autour de la valeur moyenne. Pour une 

variable aléatoire continue X avec une fonction de densité de probabilité f9(:), la variance est 

exprimée par la relation suivante : 

YOL = Z[\(K) =  G (X − μD)L. f9(:)UV
.V W:                                               (S. 6) 

 

Une mesure de dispersion plus compréhensible est l'écart-type Y donné par la racine carrée de la 

variance, et exprimée comme suit :  YO = _Z[\(K)                                                                  (S. 7)    

 

Comme son nom l'indique, il donne sous une forme standard une indication des écarts possibles 

par rapport à la valeur moyenne. Il sera possible d'observer aussi dans les chapitres suivants que 

l'écart-type est d'une grande importance dans l'évaluation des incertitudes des variables aléatoires 

d'entrée et de leurs conséquences. 

 

I.8.1.4 Le coefficient de variation 
 

Il sera difficile de préciser si la dispersion d'une variable est grande ou petite seulement sur la 

base de l'écart type, mais il est plus commode d'utiliser un autre paramètre appelé coefficient de 

variation, ou simplement V. Ce coefficient non dimensionnel décrit si la dispersion par rapport à 

la valeur centrale d'une certaine variable aléatoire est grande ou petite. Il est défini comme le 

rapport de l'écart-type par rapport à la valeur moyenne de la variable aléatoire, c'est-à-dire. 
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VO = YONO                                                                            (S. 8) 

Certains auteurs ont recueilli des informations sur les fourchettes de valeurs des coefficients de 

variation de la variabilité spatiale des différentes propriétés du sol, telles qu'elles sont tirées par 

des mesures in situ des sols et de la variabilité due aux erreurs de mesure. Des études faites sur 

les valeurs de V, parmi lesquelles celle de Phoon et Kulhaway (1999), donnant une bonne 

indication de l'ordre de grandeur pour les valeurs de V de la variabilité du sol. Présenta des 

données pour un sable et une couche d'argile à des valeurs de V entre 5-15% pour l'angle de 

frottement effective. Cette fourchette a également été proposée par Harr (1989) et Cherubini 

(1997). Des valeurs plus élevées de V trouvées pour l'angle de frottement, comme dans le rapport 

de Moormann et Katzenbach (2000), où une valeur d'environ 30% est indiquée pour l'argile de 

toute la région de Francfort.  

Compte tenu de la cohésion effective, Harr suggère dans son travail une valeur d'environ 20%. 

Cherubini présente des valeurs comprises entre 20 et 30%, Li et Lumb (1987) rapportent une 

couche d'argile particulière avec un COV de 40% et Moormann et Katzenbach citent 50% pour 

l'argile de Francfort.  En se référant au poids volumique du sol, Cherubini (1998) indique que sa 

variabilité est plutôt limitée (c'est-à-dire inférieure à 10%) et c’est pour cette raison que ce 

paramètre sera considéré comme déterministe dans cette étude. 

Fenton et Griffiths (2004) ont indiqué qu'il est encore difficile de choisir la valeur du coefficient 

de variation qui devrait être utilisée pour la caractérisation des paramètres du sol. En général, les 

valeurs représentatives de COV sont celles dérivées d'origines géologiques similaires et 

collectées sur des étendues spatiales limitées du site d'investigation en utilisant une bonne qualité 

de l'équipement et des procédures de contrôle. 

 

I.8.1.5 L'asymétrie 
 

Un autre descripteur utile d'une variable aléatoire est l'asymétrie ou le troisième moment central. 

C'est une mesure du degré d'asymétrie d'une distribution autour de sa moyenne. Il est défini par : 

Assymétrie =  Pd(K − NO)/e = G (X − μD)/. f9(:)UV
.V W:                           (S. 9) 

 

La valeur de Ed(X − μ9)/e peut être positive ou négative. La mesure non dimensionnelle de 

l'asymétrie appelée coefficient d'asymétrie notée ϑ9  est exprimé par la relation suivante : 

iO = G (X − μD)/YO/ . f9(:)UV
.V W:                                                   (S. 10) 
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Lorsque le coefficient d'asymétrie est nul, alors une fonction est symétrique, comme dans le cas 

d'une distribution normale gaussienne. Sinon, il peut être positif ou négatif. Si ϑ9 est positif la 

dispersion est plus au-dessus de la moyenne que sous la moyenne (Figure I.4a) ; et, si ϑ9 est 

négative, la dispersion est plus inférieure à la moyenne (Figure I.4b). 

 

 
Figure I.4 : Distributions Asymétriques 

La Figure. I.4 (a) nous montre le cas d'une distribution positivement asymétrique, qui se présente 

avec une pente raide pour les faibles valeurs de la variable aléatoire et plane pour les grandes 

valeurs. Par contre la distribution négativement asymétrique Figure. I.4 (b) est plane pour les 

faibles valeurs de la variable aléatoire et raide pour les grandes valeurs. 

Compte tenu des données fournies par Moormann et Katzenbach & El Ramly et al (2005), il 

semblerait que le coefficient d'asymétrie de l'angle de frottement effectif pourrait être négligé. 

D'autre part, ces auteurs trouvent une asymétrie de i = 1.7 (Moormann et Katzenbach) et i = 4 

(El Ramly et al) pour la cohésion effective. 

 

I.8.1.6  La covariance et le coefficient de corrélation 
 

La covariance, également appelée moment mixte du deuxième ordre, est une mesure du degré de 

dépendance linéaire entre deux ou plusieurs variables aléatoires. En considérant les variables 

aléatoires continues X et Y, la covariance est définie par : 

jkl(K, m) = n (K − NO)(UVUV
.V.V m − No)pOo(K, m)W:Wq                               (S. 11) 

 

Pour deux variables X et Y statistiquement indépendantes, la covariance sera égale à zéro. Au 

lieu de la covariance, on préfère utiliser la covariance normalisée ou le coefficient de corrélation,  

qui est donné par l’expression : 

 

rOo = jkl(K, m)_Z[\(K). Z[\(m)                            − 1 ≤   rOo ≤ 1                        (S. 12) 
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Lorsque le coefficient de corrélation est égal à ± 1, il existe une relation linéaire parfaitement 

positive, respectivement négative, entre les variables X et Y, comme la montre la Figure. I.5(a) 

et I.5(b) pour la cohésion effective et l'angle de frottement interne. Cependant, quand il est nul, 

les variables X et Y sont dites non corrélés, représentées dans la Figure. I.5(c). 

 

 
Figure I.5 : Corrélation des propriétés du sol 

 
 
Dans le cas d’un vecteur aléatoire sKt, l’ensemble des termes jkluKR, Kvw (moments centrés PdKR, Kve) forme une matrice carrée appelée matrice de covariance : 
 

djOe = x l[\(KM) ykl(KM, KL) ⋯ ykl(KM, K{)ykl(KL, KM) l[\(KL) ⋯ ykl(KL, K{)⋮ ⋮ ⋱ ⋮ykl(K{, KM) ykl(K{, KL) ⋯ l[\(K{) ~                                  (S. 13) 

 
La matrice carrée composée des termes rO�O� est la matrice de corrélation : 
 

drOe = ���
� 1 rOJOI ⋯ rOJO�rOIOJ 1 ⋯ rOIO�⋮ ⋮ ⋱ ⋮rO�OJ rO�OI ⋯ 1 ���

�                                                  (S. 14) 

 

Sur la base des données expérimentales LUMB (1969) a été le premier à étudier la corrélation 

entre la cohésion et l'angle de frottement interne. Il a trouvé une corrélation négative entre les 

paramètres de résistance au cisaillement dans la gamme de −0.3 < ρ���� < −0.7 pour un sable 

limoneux. Nottrodt (1990), à pu montrer l’existence d’une relation inversement proportionnelle 

entre les paramètres de cisaillement effectives du sol (φ� et c�) : Les petites valeurs de φ� 
correspondent à des grandes valeurs de c� et vice versa. Cherubini (1998), et par l’intermédiaire 

des essais triaxiales drainés effectués sur les argiles bleus de matera, confirme la présence d’une 

importante corrélation d’un ordre de ρ = - 0.6 entre les paramètres de cisaillement effectifs du 

sol. 
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I.9 Distributions de probabilité utiles des variables aléatoires continues 
 

Les caractéristiques principales d'une variable aléatoire peuvent être complètement décrites si la 

fonction de densité de probabilité et ses paramètres associés sont connus. Dans de nombreux cas, 

malheureusement, la forme de la fonction de distribution est inconnue et souvent une description 

approximative est nécessaire. Plusieurs distributions continues, qui jouent un rôle important dans 

le génie civil ainsi que dans de nombreux autres domaines techniques, peuvent être utilisées 

comme une bonne approximation pour une variable aléatoire. 

 

� Distribution Normale: C'est la distribution la plus connue et la plus communément 

utilisée parmi toutes les lois de distribution de probabilité. Elle est caractérisée par deux 

moments statistiques qui sont la moyenne et l’écart-type ; 

� Distribution Lognormale: La loi Lognormale décrit la distribution d'une variable dont le 

logarithme suit une loi normale. Elle est surtout utilisée pour modéliser des variables qui 

n'admettent pas des valeurs négatives. Comme pour la distribution normale, la 

distribution lognormale est caractérisée par deux moments statistiques qui sont la 

moyenne et l’écart-type ; 

� Distribution Exponentielle: C'est une fonction à un seul paramètre. Elle est souvent 

utilisée pour la modélisation des données géométriques comme par exemple la distance 

séparant les joints des roches. Elle est aussi adaptée à la modélisation des charges 

sismiques (Haldar et Mahadevan 2000) ; 

� Distribution Gamma: Cette distribution ressemble à la distribution Lognormale. 

� Distribution Bêta : Cette distribution est recommandée dûe à sa flexibilité et à ses bornes 

inférieure et supérieure. Elle est surtout utilisée pour modéliser des variables bornées 

telles que l'angle de frottement interne du sol (Harr 1987, Fenton et Griffiths 2003). Cette 

distribution dépend de quatre paramètres. 

 

Les travaux reportés dans la littérature ont montré que chaque propriété du sol peut suivre des 

distributions de probabilité différentes suivant les sites. Harr (1977), Ejezie et Harrop-Williams 

(1984) et Failmezger (2001) recommandent une distribution Bêta pour les propriétés de 

cisaillement du sol (φ� et c�). Lacasse et Nadim (1996) proposent que la densité de probabilité de 

l'angle de frottement interne du sol est normalement distribuée dans les sables. Ils ont suggéré 

aussi une distribution Lognormale pour la cohésion dans les argiles et une loi Normale pour les 

limons argileux. Fenton et Griffiths (2003) suggèrent une loi Lognormale pour la cohésion et une 
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loi Bêta pour l'angle de frottement interne. Ces distributions continues sont appliquées lorsque 

les variables aléatoires peuvent prendre n'importe quelle valeur dans une certaine plage, telle que 

les distributions normale et lognormal décalée. 

 

I.9.1 Distributions normale et normale standardisée 
 

La distribution gaussienne (ou normale) est la distribution de probabilité la plus fréquemment 

utilisée en raison de sa symétrie et de sa simplicité mathématique. Elle est couramment utilisée 

pour caractériser de nombreuses variables aléatoires dont le coefficient de variation est inférieur 

à environ 30%. Une variable aléatoire X est dite gaussienne ou normalement distribuée avec 

moyenne μ9 et écart type σ9 si sa fonction de densité de probabilité f9(x) est donnée par : 

 

f9(x) = N(μ9, σ9L) = 1√2π . σ9  . exp �− 12 . �x − μ9σ9 �L�     pour   − ∞ < : < +∞           (S. 15) 

 
 

 
Figure I.6 : Fonctions densité de probabilité Normale (a) et Normale standardisée (b) 

[Lemaire2005] 
 

Dans la Fig. I.6 (a) la fonction de densité de la distribution normale est donnée pour deux 

ensembles de valeurs de paramètres. On voit que, en maintenant la valeur moyenne μ9 constante, 

l'écart-type σ9 gouverne la propagation des courbes. Pour simplifier les calculs en utilisant 

l'équation (I.15), une distribution normale arbitraire peut être convertie en une distribution 

normale standard, tracée dans la Fig. I.6 (b), par transformation de la variable normale X en une 

variable centrée réduite Z, comme elle est décrite ci-dessous : 

� = K − μ9σ9                                                                         (S. 16) 

 Où Z est une variable de moyenne 0 et d'écart type 1, c'est-à-dire N (0,1). Sa fonction de densité 

de probabilité correspondante est donnée par la relation : 
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��(�) = 1√2� . �:� �− �L2 �,                 − ∞ <  K < +∞                    (S. 17) 

 

Les probabilités associées à la distribution φ�(Z) sont largement tabulées dans la littérature et 

sont disponibles dans les bibliothèques de logiciels de la plupart des systèmes informatiques. Du 

point de vue géotechnique, cette distribution permet des valeurs négatives des propriétés du sol, 

qui sont physiquement irréalistes. Pour cette raison, cette distribution ne pourrait jamais être plus 

qu'une approximation grossière au mieux. 

 

I.9.2 Distributions log-normale standard et log-normale décalée 
 

La distribution log-normale joue un rôle important dans la conception probabiliste car les valeurs 

négatives des phénomènes d'ingénierie sont parfois physiquement impossibles. On trouve des 

utilisations typiques de la distribution log-normale dans les descriptions des défaillances en 

fatigue, des taux d'échec et d'autres phénomènes impliquant un large éventail de données. 

On peut dire qu’une variable aléatoire X à une distribution log-normale si son logarithme naturel 

Y = ln (X) a une distribution normale, elle peut être spécifiée par sa moyenne μ9, son écart type σ9 et son coefficient d’asymétrie ϑ9. Alternativement, elle peut être aussi spécifiée par la valeur 

moyenne μ ¡9 et l'écart-type σ ¡9 d’une variable normale ln (X). 

La formule générale de la fonction de densité de probabilité d’une distribution lognormal décalée 

Fig.(I.7), définie aussi comme distribution logarithmique de trois paramètres, est donnée par la 

relation : 

f9(x) = 1√2π . (x − x¢). σ ¡ (9)  . exp £− 12 �ln(x − x¢) − μ ¡ (9)σ ¡ (9) �L¤,       x¢ < : < +∞          (S. 18) 

 

Où x¢ est le paramètre de localisation ou de décalage de la variable aléatoire X. Lorsque ce 

paramètre est nul, on retourne à la distribution log-normale standard, qui est alors appelée 

distribution log-normale de deux paramètres. 

L’utilisation de la distribution log-normal décalée, est possible en faisant correspondre non 

seulement la valeur moyenne et l'écart-type d'une certaine population de données, comme dans le 

cas de la fonction log-normale standard, mais aussi le coefficient d'asymétrie. Ce qui permet un 

ajustement de données plus réaliste. Ceci est possible en utilisant la transformation de la variable 

aléatoire log-normal X à la variable normale standard Y=ln(X) par l’intermédiaire des équations 

suivantes : 
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N¥{ (O) = ¦§(NO − :¢) − 12 . ¦§ �1 + � YHNO − :¢�L�                                  (S. 19) 

N¥{ (O) = ¨¦§ �1 + � YHNO − :¢�L�                                                 (S. 20) 

iH = 3 ∙ YHNO − :¢ + � YHNO − :¢�/                                                  (S. 21) 

 

La distribution log-normale est généralement utilisée pour modéliser de nombreuses propriétés 

du sol, car elle est strictement non négative. Donnant souvent une forme raisonnable dans le cas 

où le coefficient de variation est supérieur à 30%, comme pour le cas de la cohésion effective. 

De plus, les propriétés du sol telles que la cohésion sont souvent mesurées sous la forme d'une 

moyenne géométrique sur un certain volume, dont la distribution tend vers la distribution log-

normale par le théorème central limite. 

On peut conclure que les distributions normales et log-normale peuvent bien représenter la 

distribution naturelle pour de nombreuses propriétés du sol variant spatialement. 

 

Figure I.7 : fonction de densité log-normale décalée[Russelli2008] 
 

I.10 Analyse de fiabilité 
 

L’analyse de fiabilité exige en plus un scénario de défaillance (Fig. I.8). Il sépare les situations 

que le concepteur décide de considérer acceptable ou non. La décision peut être totalement 

déterminée et séparer deux domaines de manière binaire, elle peut être floue en associant un 

degré de satisfaction croissant progressivement des situations défaillantes vers les situations de 

bon fonctionnement (ou de sécurité). 
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Figure I.8 : analyse de fiabilité [Lemaire 2005] 

 
 Le scénario est représenté par une (ou plusieurs) fonctions de performance délimitant les deux 

domaines, à savoir le domaine de sécurité, lorsque la fonction de performance prend des valeurs 

positives Z(x) > 0, et le domaine de défaillance, lorsqu'elle prend des valeurs négatives Z(x) <0. La fonction d'état limite est donc la fonction de performance nulle Z(x) = 0 ; Elle est 

exprimée en fonction des variables de base. Il s'agit notamment des données relatives aux 

actions, aux paramètres d'état, mais aussi aux résistances. 

Il est souvent possible de construire deux modèles de calcul indépendants, l'un ayant pour 

résultat l'évaluation des sollicitations S(x), et l'autre à l'évaluation des résistances R(x). Dans ce 

cas, la différence entre la sollicitation et la résistance est une marge Z(x) = R(x) − S(x), qui est 

une variable aléatoire. Dans un contexte statique, l'objectif de l'analyse de fiabilité est alors 

d'évaluer la probabilité que la marge ait une valeur positive. 

 � = �(�(KR) > 0) = �u®(KR) > ¯(KR)w                                (S. 22) 

 

I.10.1 Facteur de sécurité 
 
L'approche déterministe traditionnelle repose sur la notion du facteur de sécurité global F�, 

défini généralement par le rapport entre les valeurs de résistance aux valeurs de sollicitations, 

Les valeurs  typiques du facteur de sécurité couramment adopté dans le domaine de la 

géotechnique sont, par exemple, F� = 2 ou 3 pour le problème de capacité portante et F� = 1.5 

pour le cas de la stabilité des pentes. 

Malheureusement, cette analyse conventionnelle conduit à des conceptions conservatrices car les 

incertitudes dans les paramètres d'analyse ne sont pas prises en compte lors du calcul du facteur 

de sécurité. En ce sens, le facteur de sécurité n'est pas un indicateur suffisant de sécurité car les 
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incertitudes associées aux paramètres de conception peuvent influencer de façon significative la 

probabilité de rupture. La situation met le concepteur devant un important défi, qui est la sécurité 

de l’ouvrage en incluant les composantes d'incertitudes et en faisant une analyse de fiabilité sur 

laquelle il peut fonder ses décisions. Afin d'atteindre des niveaux de fiabilité constants, qui sont 

soumis à d'importantes contraintes économiques et sociales, des méthodes appropriées sont 

nécessaires. 

 

I.10.2 Probabilité de défaillance 
 
Le scénario de fonctionnement ou de sécurité est  la disponibilité d’une résistance supérieure à la 

sollicitation, s’est à dire : Z(R, S) = R − S > 0                                                    (S. 23) 
 
Et le scénario de non fonctionnement, ou de défaillance, est alors : 
 �(®, ¯) = ® − ¯ ≤ 0                                                    (S. 24) 
 
La mesure de la défaillance est alors la probabilité associée à l’évènement sR − S ≤ 0t, soit : 
 �\k°[°±¦±²é W� Wép[±¦¦[§y� = �³ = �\k°(s® − ¯ ≤ 0t)                             (S. 25)  
 
Ou la notation de l’indice f vient du mot anglais failure. La fiabilité est, pour sa part, définie 

comme le complément de la probabilité de défaillance : 

 ´±[°±¦±²é = 1 − �³                                                                  (S. 26) 
 
R et S sont deux variables aléatoires caractérisées par une densité conjointe de probabilité notée fµ,�(r, s), et la probabilité P�, associée à la marge Z, est le poids probabiliste de la partie de 

l’espace constituée par le domaine  D� ∶ z = r − s ≤ 0 : 
 �³ = �\k°(® − ¯ ≤ 0)  =  G p¹,º(\, ») W\ W»¼.½¢                               (S. 27) 

  
Cette expression à pour illustration représentée par la figure (I.9) ou la densité conjointe de 

probabilité des variables R et S est gaussienne, les variables étant corrélées. Alors fµ,�(r, s) est 

une surface et P� le poids probabiliste représenté par le volume situé sous la partie grisée qui est 

généralement inferieur à l’unité.   
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Figure I.9 : représentation de �³ pour une loi gaussienne à deux variables corrélées 

[Lemaire2005] 
 
Une description plus détaillée sur la figure (I.10) ou les ellipses sont les «courbes de niveau» 

d’isodensité de probabilité. La corrélation est traduite par la rotation des axes principaux des 

ellipses par rapport aux axes de coordonnées des variables aléatoires. Pour deux variables 

aléatoires statiquement indépendantes, la densité conjointe de probabilité est le produit des 

densités de chaque variable : p¹,º(\, ») = p¹(\). pº(»)                                                      (S. 28) 
 
Alors la probabilité de défaillance peut être exprimée par la relation suivante : 
 

�³ = G pº(:)V
.V . ¹́(:)W: = G (1 − º́(:))V

.V . p¹(:)W:                          (S. 29) 

 
Ou Fµ, F� et fµ f� sont respectivement les fonctions de répartition et les densités de probabilité 

des résistances R et des sollicitations S. Rappelons que : 

 

´(:) = G p(¾)W¾          �²        G p(¾)W¾ = 1V
.V                             (S. 30)H

.V  

 

 
Figure I.10 : représentation de �³ par courbes d’isodensité de probabilité [Lemaire2005] 
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Cette probabilité de ruine n’est pas représentée, comme cela a pu être dit par erreur au début de 

l’utilisation de cette approche, par la surface sous l’intersection des deux fonctions de densité de 

probabilité Figure (I.11). 

 
On peut déduire la fiabilité comme suit : 

� = 1 − �³ = G º́(:)V
.V . p¹(:)W:                                            (S. 31) 

 
Figure I.11 : Schéma de Meyerhof(1970) 

 

I.10.3 Fonction de performance 
 
Le concept fiabiliste sous point de vue mathématique exige en premier lieu de définir le critère 

de performance et les paramètres de conception (variables aléatoires) x¿, i=1,2,…..,n ainsi que 

leurs interrelations. Ces paramètres représentant les variables de base, peuvent être des variables 

définissant les actions extérieures, ou les caractéristiques du matériau, ou encore les 

caractéristiques géométriques d’un composant ou d’un système mécanique. Mathématiquement, 

la fonction de performance exprimée en fonction des variables aléatoires Z = f(xM, xL, … . . , x¡) 

est la surface de défaillance ou état limite définie par la condition Z = 0 Figure (I.12). Cette 

surface marque la frontière entre les domaines de sureté et de défaillance dans l’espace physique 

des paramètres aléatoire de conception. Les variables aléatoires peuvent apparaître explicitement 

ou implicitement dans la fonction d’état limite. La probabilité de défaillance peut être déterminée 

par l’expression : 

�³ = G … . G pH(:M, :L, … … , :{)W:MW:L�(O)Á¢ … . . W:{                     (S. 32) 

 

Où pH(:M, :L, … … , :{) est la Fonction Densité de Probabilité (PDF) conjointe des variables 

aléatoires. Si ces variables sont statistiquement indépendantes, alors la PDF accumulée pourra 

être substituée dans l'intégrale par le produit des PDF marginales des variables aléatoires.  
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En général, le nombre de variables aléatoires est élevé et ils n'apparaissent pas explicitement 

dans la fonction de performance, de telle sorte que la PDF accumulée est impossible à obtenir. Et 

l’évaluation de l'intégrale multiple résulte extrêmement compliquée en fonction de la corrélation 

des variables et de la complexité de l'intégration. Pour surmonter à ces difficultés, des méthodes 

d’approximation ont été élaborées. Parmi ces méthodes, les plus utilisées sont les méthodes de 

résolution analytique : méthode d’intégration numérique, méthode d’analyse de fiabilité du 

premier ordre (FORM) et méthode d’estimation ponctuelle (PEM) proposée par Rosenblueth 

(1975,1981). 

 
Figure I.12 : Illustration de l’état limite en fonction de deux variables aléatoires           

[Le maire2005] 
 

I.10.4 Indicateur de fiabilité 
 

Si la résistance et la sollicitation suivent des distributions normales, l'intégrale multiple (I.32) 

peut être évaluée comme suit : �³ = 1 − ∅(Ã) = ∅(−Ã)                                                          (S. 33) 
 

Où ∅ désigne la fonction de distribution normale standard et β est le paramètre le plus utile pour 

caractériser le degré de sécurité, généralement appelé indice de fiabilité. Ce paramètre été en 

premier lieu proposé par Rjanitzyne dans les années 1950, en Union Soviétique. Cependant c’est 

CORNELL (1969) qui a popularisé l’idée en donnant une définition à cet indice et qui s’exprime 

par la relation : 

ÃÄ(§k\Å[¦�) = N¹ − Nº_Y¹L + YºL ± 2. r¹º. Y¹ . Yº = N�Y�                                   (S. 34) 

 

Avec N¹,  Nº et N�, respectivement Y¹,  Yº  et Y�  les valeurs moyennes, respectivement les 

écarts types de la résistance, sollicitation et la marge de sécurité. Tandis que r¹º est le 

coefficient de corrélation entre résistance et sollicitation. Pour des variables de conception non 

corrélées le terme avec le coefficient de corrélation s’annule. 
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La Figure (I.13) montre la relation entre probabilité de défaillance et l’indice de fiabilité pour 

une fonction de performance avec une distribution normale. Il est clair comment l'indice de 

fiabilité est monotoniquement lié à la probabilité de défaillance, de sorte que des valeurs plus 

élevées de ÃÄ impliquent des valeurs inférieures de  �³. 

 

 
Figure I.13 : Probabilité de défaillance �³ par rapport à l'indice de fiabilité Ã pour une 

Distribution normale [Lemaire2005] 
 
Pour deux variables aléatoires non corrélées, ayant une densité de probabilité lognormal l’indice 
de fiabilité s’exprime par la relation :  

ÃÄ(¦kÇ§k\Å[¦�) = ¦§ ÈN¹Nº ∙ ¨1 + ZºL1 + Z¹LÉ
_lnd(1 + Z¹L) ∙ (1 + ZºL)e = N¥{�Y¥{�                                 (S. 35) 

 
Avec Z¹ et Zº les coefficients de variation de résistance et de sollicitation, tandis que N¥{� et Y¥{� 

sont respectivement la valeur moyenne et l’écart type de la variable normale ln(Z).  

 

I.11 Couplage mécano-fiabiliste 
 

La mise en œuvre des méthodes fiabilistes dans des situations techniques réelles exige donc 

d’être capable d’assurer le dialogue entre le modèle mécanique et le modèle fiabiliste. C’est 

l’objet du couplage mécano-fiabiliste. Les études sont tous appuyées sur une fonction de 

performance �(:R) définie explicitement. Cette fonction traduit le comportement mécanique qui 

doit souvent être modélisé par des solutions numériques approchées, à partir desquelles seules 

les réalisations de �(:R) sont calculables. 

La modélisation numérique des comportements mécaniques la plus performante est actuellement 

la méthode des éléments finis (MEF). Chaque calcul de �(:R) est un calcul éléments finis 

complet pouvant être d’une grande ampleur, particulièrement en cas de non-linéarité. Le nombre 
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des calculs nécessaires sera donc un indicateur pertinent de l’efficacité d’une méthode couplée : 

il doit être le plus faible possible.  

Tout calcul couplé revient à répéter des calculs mécaniques. Piloté par une des méthodes, le 

modèle fiabiliste définit les réalisations des données aléatoires à prendre en compte dans les 

modèles mécaniques. Trois méthodes de pilotage qui peuvent être décrites : 

� Le couplage direct, dans lequel le code fiabiliste appelle le code éléments finis chaque 

fois que le calcul de �(:R) est nécessaire. 

� Le couplage par surface de réponse, dans lequel un plan d’expériences numériques 

permet de construire une reponse explicite approchée de la fonction de performance �(:R). 

� Le couplage par optimisation, dans lequel le problème d’optimisation conduisant au 

calcul de l’indice Ã est résolu par les procédures d’optimisation disponibles dans le code 

éléments finis. 

Le couplage direct comprend les méthodes de simulation de type Monte-Carlo. Sous leur forme 

classique, elles sont irréalistes dans leur mise en œuvre pour évaluer des probabilités faibles. 

Cependant, elles interviennent sous une forme conditionnée comme outil de validation des 

résultats de FORM/SORM. 

 

I.11.1 Acteurs du couplage mécano-fiabiliste 

 
Figure I.14 : Acteurs du couplage mécano-fiabiliste [Lemaire2005] 

 
 
La figure (I.14) présente les partenaires de l’approche mécano-fiabiliste. Une collaboration entre 

les différents spécialistes est sollicitée afin de permettre au décideur de prendre la décision la 

plus pertinente. Chacun d'eux joue un rôle dans le processus d'analyse Fiabiliste. Premièrement, 
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le rôle statisticien consiste dans l'analyse des données et la modalisation des variables aléatoires. 

Il doit dialoguer avec le mécanicien pour comprendre l'origine de la variabilité. Deuxièmement, 

le probabiliste propose les méthodes du calcul des probabilités. Troisièmement, le fiabiliste 

définit et analyse les scénarios de défaillances. Finalement, le mécanicien analyse le 

comportement des structures et garantit la bonne utilisation des modèles mécaniques. 

 

I.11.2 Complexité du couplage mécano-fiabiliste 
 

Il existe Quatre critères permettent, selon les modalités qu’ils prennent, de définir la complexité 

du couplage d’un modèle mécanique et d’un modèle fiabiliste, ils sont relatifs : 

� à la nature des aléas : 

- externes (actions et résistances) ; 

- internes (états) ; 

- indépendance ou non des aléas ; 

� à l’effet du temps : 

- contexte statique ; 

- cyclique ou dynamique ; 

- vieillissant (dégradation mécanique et physico-chimique) ; 

� au modèle mécanique : 

- calcul élastique linéaire ; 

- calcul élastoplastique par séquences linéaire ou linéarisées ; 

- calcul élastoplastique par formulation non linéaire explicite ou implicite ; 

- calcul élastoplastique par les théorèmes aux états limites ; 

- calcul non linéaire géométrique et matériel ; 

- calcul dynamique linéaire ; 

- calcul dynamique non linéaire ; 

� à la forme de la fonction de performance : 

- à séparation des variables de sollicitations et de résistances ; 

- explicite et linéaire des variables aléatoires ; 

- régulière ou non ; 

- à forte courbures ; 

- à points singuliers ; 

- explicite implicite. 
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Des problèmes simples incluant aléas externes, statique linéaire, fonction explicite résistance-

sollicitation sont d’une résolution très aisée alors que ceux conduisant à des fonctions implicites 

dans des modèles non linéaires vont requérir des moyens de calcul très importants. C’est l’enjeu 

du risque encouru qui décidera de la précision de la modélisation et des moyens à mettre en 

œuvre. 

 

I.12 Conclusion 

Dans ce chapitre nous venons de présenter un aperçu sur les types d’incertitudes pour l’examen 

des propriétés des sols, celle qui tiennent à leur variabilité naturelle, celles qui tiennent à leurs 

connaissances et celles qui tiennent aux modèles que l’on choisit pour ces propriétés. La prise en 

compte des effets d’incertitudes en géotechnique, est assurée par l’utilisation de l’approche 

probabiliste qui devient indispensable afin d’assurer un certain niveau de sécurité. L’incertitude 

était prise en compte sur les moments (espérance, variance et le coefficient de variation) de ces 

paramètres par des intervalles de confiance. L’approche probabiliste (fiabiliste) en géotechnique 

est souvent mis en œuvre dans le cadre des contrôles de qualité. Ceux-ci permettent d’observer la 

dispersion de telle ou telle quantité, et de suivre leur variabilité. Les statistiques en sont l’outil 

essentiel et les modélisations par variables aléatoires s’appuient sur un retour d’expérience. Il est 

à noter aussi, que les méthodes probabilistes fondées sur une certaine connaissance statistique 

dont l’évaluation des probabilités pouvait apporter une précision supplémentaire qui se révèle, 

utile dans plusieurs champs disciplinaires et techniques. Ceci nous nous permet de présenter dans 

ce qui suit les bases des méthodes de fiabilité en géotechnique pour un dimensionnement 

optimisé.  
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Chapitre II 

 

Produit de l’analyse de fiabilité 

 

II.1 Introduction 

 

La fiabilité est la probabilité pour qu’un « ouvrage soit utilisé sans défaillance pendant 

une période de temps déterminée, dans des conditions opérationnelles spécifiées ». Un ouvrage 

de génie civil est un équipement complexe composé de sous-équipements plus ou moins simples 

fonctionnant en série ou en parallèle. L’analyse de risque permet d’optimiser les paramètres de 

projet de l’ouvrage en examinant le fonctionnement incertain de chacun de ses éléments, ce qui 

aide à l’évaluation d’un indice de fiabilité β qui correspond à la sécurité minimale, et qui dépond 

non seulement des valeurs moyennes des paramètres mais également de leurs incertitudes 

associées. 

 

II.2 Concept d'indice de fiabilité 
 

Il semble que le premier indice de fiabilité proposé puisse être attribué à Rja-nitzyne dans 

les années 1950, en Union Soviétique. Cependant, c'était en 1970 que Cornell vient de popularisé 

cette idée. Par la suite, plusieurs propositions ont été faites, Mais la forme la plus complète est 

créditée à Hasofer et Lind en 1974, qui s’appuient sur une définition rigoureuse (Lem 2005). 

 

Figure II.1 : Représentation de l’indice de CORNELL [Lemaire2005] 

 

II.2.1 Définition de Cornell 
 

La définition proposée est très simple : l’indice ÃÄ (indice de Cornell) est obtenu par le rapport 

de la moyenne ÅÊ et de l’écart type YÊ de la variable d’état limite Z=R-S : 
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ÃÄ = ÅÊYÊ                                                                          (SS. 1) 

 

L'indice ÃÄ apparaît donc comme l’inverse du coefficient de variation de la variable aléatoire Z. 

La représentation graphique (Figure II.1) montre que cet indice indique le nombre d'écarts types 

entre le point moyen ÅÊ et l'état limite (z = 0). ÃÄ est un nombre sans dimension physique. Il 

reflète la pratique fréquente dans l'ingénierie de se déplacer de quelques écarts types de la 

moyenne pour être dans le domaine de sécurité, et les valeurs habituelles d'un indice de fiabilité 

sont de quelques unités. 

 

Exemple (Cas R-S) : 
 

Soit un état limite représenté par la marge Z=R-S dont la moyenne ÅÊ et l’écart type  YÊ sont : 

 ÅÊ = Å¹ − Åº                                                            (SS. 2) 

 

 YÊ = ËY¹L +  YºL                                                           (SS. 3) 

On a alors : 

ÃÄ = Å¹ − Åº_Y¹L +  YºL                                                             (SS. 4) 

 

Pour des variables corrélées, le résultat est valable en considérant de l’expression suivante : 

 σ�L = σµL + σ�L −  2covdR, Se                                               (SS. 5) 

 

Lorsque les variables R et S suivent des lois normales de Gauss, sous cette hypothèse la marge de 

sécurité Z=R-S suit également une loi normale de densité figure (II.1) :  

 

p�(�) = 1Y�√2� �:� �− 12 �� − Å�Y� �L�                                    (SS. 6) 

 

La figure (II.1) montre que la probabilité de défaillance est obtenu par : 

 

�³ = G p�(�)WÌ =  1Y�√2� G �:� �− 12 �� − Å�Y� �L�¢
.V

¢
.V W�                   (SS. 7) 
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Posant ¾ = (Ì − Å_Ì)/Y_Ì  ∶ 
�³ = 1√2� G �:� �− ¾L2 �.ÎÏ

.V W¾ = ∅(−ÃÄ)                                  (SS. 8) 

 

Avec ∅(… ) est la fonction de repartition de la loi normale centrée reduite. La transformation Ì → ¾ introduit la variable u, Gaussienne de moyenne nulle et d’ecart type unitaire. La rupture 

est associée à la portion de la densité de probabilité de la marge de sécurité correspondant à une 

valeur négative de cette marge, c'est-à-dire à z < 0 représentée par des hachures sur la figure 

(II.1). la surface hachurée est la probabilité de rupture ou de ruine �³ calculée au moyen de 

l’intégrale (II.9) (Spathe 1987) : 

�³ = G pÊ¢
.V WÌ                                                                 (SS. 9) 

 

Au lieu de la probabilité de rupture �³, Cornell exprime la sécurité par un indice de fiabilité ÃÄ, 

qui apparait comme l’inverse du coefficient de variation de la variable aléatoire Z. Cet indice 

n’est correct que dans le cas des variables Gaussiennes et un état limite linéaire dans l’espace 

physique. Cette condition est suffisante mais pas nécessaire. En effet pour un même état limite 

on peut avoir une représentation différente de la marge Z. si la marge est définie par � = ¹º − 1, 

le calcul de la moyenne et de l’écart type de Z n’est plus possible et Z n’est pas une variable 

aléatoire Gaussienne, c’est une variable de Cauchy qui ne possède même pas de moment. 

On voit donc apparaitre deux difficultés : 

• La première est liée à la non invariance de l’indice de fiabilité ÃÄ dans différentes 

représentations d’une même fonction d’état limite. 

• La deuxième est liée au passage de l’indice ÃÄ à la probabilité de défaillance. C'est-à-dire 

dans le cas des variables aléatoires non Gaussiennes, L’indice  ÃÄ est évalué par 

l’expression (II.1) mais la relation avec �³ dépend toujours de la loi de Z. 

 

L’indice ÃÄ ne donne pas directement la probabilité �³. D’autre part, la définition de Cornell 

n’est pas invariante vis-à-vis de la formulation de la fonction de performance : c’est ce qui à 

conduit Hasofer et Lind à leurs développements.  
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II.2.2 Définition de Hasofer et Lind 
 

Pour surmonter le problème de la non invariance de βÑ, Cinq ans plus tard Hasofer et Lind 

(1974) proposent un changement de variables de l’espace physique vers un espace de variables 

normées centrées réduites et indépendantes, de moyennes nulles et d’écarts type unitaires. Une 

nouvelle définition de l’indice de fiabilité ÃÒÓ représenté par la plus courte distance euclidienne 

dans l’espace normé, de l’origine à l’équation de performance Z(u)=0. 

 

KR → ÔR = KR − NO�YO�  l�y²�¾\ §k\Åé y�§²\é \�W¾±² Õ(0,1)                      (SS. 10) 

 

Avec : ÔR est la variable aléatoire centrée réduite de moyenne ÅÖ� = 0 et d’écart type YÖ� = 1. 
La transformation résultant de la relation (II.10) est appelée transformation iso-probabiliste, elle 

conserve la linéarité de l’état limite est immédiate dans le cas des variable Gaussiennes 

indépendantes. Pour des variables aléatoires indépendantes de lois quelconques, le principe de la 

transformation est généralement exprimé par l’intermédiaire des fonctions de répartitions : 

 ∅(¾) = H́(:)  ⇒ : → ¾ = ∅.Mu H́(:)w                                            (SS. 11) 

 

Elle est appliquée pour une variable normée sous l’hypothèse que la fonction de répartition FD(x) 

soit continue et strictement croissante. 

 

II.3 Indice de fiabilité exact et invariant 
 

Dans l’espace Gaussien standard des variables ÔR, l’indice de fiabilité Ã est défini comme la 

distance de l’origine O au point �∗ le plus proche situé sur la surface d’état limite (Figure II.2). �∗ est appelé point de défaillance le plus probable (ou point de conception). Considérant la 

transformation donnée par la relation (II.10) pour le cas des variables normées : 

 

 KR → ÔR  ⇒ Ø(:R) → �(¾R)                                                         (SS. 12) 

 

L’indice de fiabilité de Hasofer et Lind ÃÒÓ = Ã : 

 ÃÒÓ = Ã ≡ W±»²[§y� (Ú, �(¾R) = 0) =  Å±§�(Û�)½¢_s¾tÜs¾t                      (SS. 13) 
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Figure II.2 : Représentation de l’indice de Hasofer et Lind [Lem

 

Sous réserve de la construction de la transformation des variables dans l’espace normé, la 

procédure permet une détermination invariante d’un indice 

manière très simple lorsque les variables sont Gaussiennes (ou log

linéaire. 

 

II.4 Application au cas élémentaire Gaussien
 

Soit un vecteur à deux variables aléatoires 

indépendantes, la transformation est alors

 

 

La surface d’état limite dans l’espace des variables physique définie par l’équation  

par substitution son expression devient

 

 

Il s’agit d’une droite ∆ de Þ
droite : 

Ã = W±»²[§y�
 

Cette expression est identique à celle de 

défaillance est évaluée directement
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Représentation de l’indice de Hasofer et Lind [Lem

Sous réserve de la construction de la transformation des variables dans l’espace normé, la 

procédure permet une détermination invariante d’un indice ÃÒÓ qui peut être évalué d’une 

manière très simple lorsque les variables sont Gaussiennes (ou log-normal

Application au cas élémentaire Gaussien 

à deux variables aléatoires :R = s®, ¯t Gaussiennes et statiquement 

indépendantes, la transformation est alors : 

¾¹ = \ − Å¹Y¹      �²  ¾º = » − ÅºYº                    
La surface d’état limite dans l’espace des variables physique définie par l’équation  

par substitution son expression devient : 

¾¹ . Y¹ − ¾º. Yº + Å¹ − Åº = 0                     
ÞL et l’indice de Hasofer et Lind est la distance de l’origine à la 

W±»²[§y� (Ú, ∆) = Å¹ − Åº_Y¹L +  YºL                                   
Cette expression est identique à celle de ÃÄ, compte tenu des hypothèses, la probabilité de 

défaillance est évaluée directement :  

�³ = ∅(−ÃÄ)  = ∅(−Ã)                                  
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Représentation de l’indice de Hasofer et Lind [Lemaire 2005] 

Sous réserve de la construction de la transformation des variables dans l’espace normé, la 

qui peut être évalué d’une 

normales) et un état limite 

Gaussiennes et statiquement 

                           (SS. 14) 

La surface d’état limite dans l’espace des variables physique définie par l’équation  r – s = 0, et 

                           (SS. 15) 

et l’indice de Hasofer et Lind est la distance de l’origine à la 

                           (SS. 16) 

, compte tenu des hypothèses, la probabilité de 

                           (SS. 17) 
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Les coordonnées du point �∗ dans l’espace normées sont ¾¹∗  �² ¾º∗, qui seront définies dans 

l’espace physique par les relations suivantes : 

 \∗ = ¾¹∗ . Y¹ + Å¹ = Å¹ − Ã. ß¹ . Y¹ =  Å¹(1 − Ã. ß¹ . Z¹)                           (SS. 18) 

 »∗ = ¾º∗. Yº + Åº = Åº − Ã. ßº. Yº =  Åº(1 − Ã. ßº. Zº)                                (SS. 19) 

 

Avec ßR et ZR sont respectivement les facteurs de sensibilité (cosinus directeurs) et les 

coefficients de variation des variables aléatoires (R et S). 

 

II.5 Désignation du point à∗ 
 

Comme la densité multi-normale de Gauss présente une symétrie de révolution et une 

décroissance depuis l’origine, le point P∗ est le point de l’état limite correspondant au maximum 

de la densité de probabilité dans l’espace normé. Il a été désigné ainsi tout d’abord par 

Freudenthal (1956) sous le terme de most probable failure point dont la traduction fut point de 

défaillance le plus probable. Cette dénomination est relative au rôle de ce point dans l’analyse de 

fiabilité au sens de l’indice de Hasofer et Lind, sa dénomination est design point traduit par point 

de conception. L’ouvrage récent de Ditlevsen et Madsen (1996) utilise le terme de Most central 

limit-state point ou bien celui de most central failure point renonçant ainsi à la dénomination 

initiale. 

 

Dans l'espace variable physique, le point de fonctionnement réel de la structure, de coordonnées x¿, sont réparties selon une distribution de probabilité FDá(x¿). Selon la théorie du maximum de 

vraisemblance, le point de défaillance le plus probable, qui n'est pas nécessairement unique, est 

celui dans lequel la densité de probabilité admet une valeur maximale dans le domaine de 

défaillance, ce qui n'a de sens que si la distribution FDá(x¿) admet une densité fDá(x¿) à n'importe 

quel point du domaine de défaillance. 

En passons maintenant à l'espace normalisé. La densité est une distribution gaussienne multi-

normale ∅{(¾R), et son maximum est en �∗ en vue de la symétrie de la révolution et de sa 

décroissance en fonction de β, distance à l'origine. 
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II.6 Transformations probabilistes  
 

La détermination de l’indice de fiabilité Ã, selon Hasofer et Lind comporte deux étapes 

essentielles : 

� Le passage de l’espace des variables physiques aux variables normées, centrées réduite et 

indépendantes. 

� La recherche de la distance de l’origine à la frontière de l’état limite dans l’espace 

standard.  

On peut constater les transformations les plus utilisées pour le passage des variables d’un espace 

physique vers un espace des variables normées en fonction de l’information disponible sur les 

lois des vecteurs aléatoires.  

 

II.6.1 Transformation iso-probabiliste 
 

En particulier dans le cas des variables indépendantes, la transformation notée par T (iso-

probabiliste) sera facilement utilisée et le problème devient largement simplifié. Cette 

transformation (T) représenté par la Figure (II.2) peut être définie comme suit : 

 ¾R = âRu:vw   �²    �(¾R) = Ø ãâv.M(¾R)ä                                         (SS. 20) 

 

Pour des variables aléatoires indépendantes deux cas se présentent :  

 

a) Variables Gaussiennes 

 

Il s’agit d’une transformation linéaire qui associe une loi Gaussienne pour :R à une loi 

Gaussienne (de moyenne nulle et de variance unitaire) pour ¾R  . C’est une transformation 

immédiate effectuée par l’intermédiaire de la relation (II.10). 

b) Variables quelconques  

soit :R des variables aléatoires de loi quelconque de fonction de répartition Ó�(:R), la 

transformation peut être décrite sous l’hypothèse d’égalité de probabilité pour les variables :R 
et ¾R  : :R − â → ¾R   Wép±§±� �[\:  ∅(¾R) = Ó�(:R)                                (SS. 21) 
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     D’où  :R − â → ¾R = ∅.M ã Ó�(:R)ä                                           (SS. 22) 

    Si Ó�(:R) est inversible pour toute valeur de :R, la transformation inverse est effectué par : 

  ¾R − â.M → :R = Ó� .Mu∅(¾R)w                                        (SS. 23) 

Dans le cas des lois quelconques, les transformations T et â.Mne peuvent être réalisées que 

numériquement. Si les variables sont dépendantes, on aura recours aux transformations de 

Rosenblatt et de Nataf.  

 

II.6.2 Transformation de Rosenblatt 
 

Cette transformation qui tient compte de la dépendance entre les variables aléatoire, a été 

proposée par Rosenblatt en (1950) sous l’hypothèse que la fonction de distribution conjointe 

ÓJ,OI,..,O�soit connue, ce qui est particulièrement difficile à obtenir. La transformation n’est pas 

unique car elle suppose un choix dans l’ordre des variables, qui conduit dans la plus part des cas 

à différents indices de fiabilité mais à la même probabilité de défaillance, qui peut être définie 

comme suit :   

æçç
çè
ççç
é ¾M = ∅.M ã ÓJ(:M)ä¾L = ∅.M( ÓI(:L :M⁄ ))… … … … … … .¾R = ∅.M( Ó�(:R :M⁄ , :L, … , :R.M))… … … … … … .¾{ = ∅.M ã Ó�(:{ :M⁄ , :L, … , :{.M)ä                                                                                                                                                       (SS. 24)   

ë 

 

Avec  Ó�(:R :M⁄ , :M, … , :R.M) et la fonction de distribution de KR conditionnée par KM = :M, KL = :L, … KR.M = :R.M. D’où la transformation inverse est effectuée identiquement comme 

suit : 

 

æçç
è
ççé

:M = ÓJ .Mu∅(¾M)w:L = ÓI .M(∅(¾L :M⁄ ))… … … … … … .:R = Ó� .M(∅(¾R :M⁄ , :L, … , :R.M))… … … … … … .:{ = Ó�.Mu∅(¾{ :M⁄ , :L, … , :{.M)w                                                                                                                                                        (SS. 25)   
ë 
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Ces expressions nécessitent une connaissance très riche car la densité de probabilité conjointe 

doit être estimée numériquement. Ce qui est difficile, en pratique on ne dispose que des densités 

marginales des variables aléatoires.  

 

II.6.3 Transformation de Nataf 
 
Si on a pour  F9á(x¿), f9á(x¿), respectivement les distributions et les densités de probabilité de 

deux variables aléatoires XM et XL, on peut alors définir le couple UíM et UíL des variables standard 

corrélées par la relation suivante : ÔíR = ∅.M ã Ó�(:R)ä                                                    (SS. 26) 

 

Nataf en (1962), suppose qu’on peut associer une densité conjointe aux variables XM et XL, sur la 

base que les variables UíM et UíL ont une distribution normale conjointe, par l’expression 

suivante : 

pOJ,OI(:M, :L) = �Lu¾îM, ¾îL, r¢,MLw. pOJ(:M)pOI(:L)�(¾îM)�(¾îL)                              (SS. 27) 

 

Avec φLuuîM, uîL, ρ¢,MLw la densité normale conjointe des variables UíM et UíLet de corrélation 

fictive ρ¢,ML : 
�Lu¾îM, ¾îL, r¢,MLw = 12�Ë1 − r¢,MLL �:� �− ¾îMLL − 2r¢,ML¾îM¾îL2(1 − r¢,MLL ) �                  (SS. 28) 

 

Nous pouvons exprimer la relation entre ρ¢,ML et ρ¿,ï obtenue en fonction des densités marginales 

des variables aléatoires X¿ : 
 

rRv = G G �:R(¾îR) − ÅH�YH� �UV
.V

UV
.V ð:vu¾îvw − ÅH�YH� ñ �Lu¾îR, ¾îv , r¢,RvwW¾îRW¾îv           (SS. 29) 

 

L’expression est valable si et seulement si chaque loi marginale est continue et strictement 

croissante et la matrice dρ¢e est définie positive. Alors le passage d’un espace physique vers un 

espace de variables centrées réduites et indépendantes s’effectue de la manière suivante :   

 

¾R = âRu:vw = Q Г¢,Rvv ¾îv = Q Г¢,Rvv ∅.M � Ó�u:vw�                               (SS. 30) 
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Ou dГ¢e =  dLe.M est l’inverse de la matrice triangulaire inférieur de la décomposition de 

Cholesky de dρ¢e. 
 

II.7 Recherche du point de défaillance 
 

L’évaluation de l’indice de fiabilité exige la détermination du point de défaillance le plus 

probable P∗. Ce dernier appelé aussi point de conception (design point) lorsqu’il est considéré 

comme point de référence pour un dimensionnement. Sa recherche relève d’une méthode 

d’optimisation non linéaire, qui doit être adaptée à la nature du problème posé. La plupart des 

méthodes utilisées sont basées sur la détermination du point de conception, et constituent un 

couplage entre le modèle mécanique et le modèle fiabiliste, dont la convergence est de la 

responsabilité du modèle fiabiliste qui sert à piloter les directions de recherche.  

Le calcul de l’indice de fiabilité est ainsi ramené à la résolution, dans l’espace normé, du 

problème d’optimisation suivant : 

 

Ã = min W(¾ó) = min �Ë∑ ¾RLR �    »k¾» ¦[ yk§²\[±§²�:  �(¾ó) ≤ 0                 (SS. 31)   

 
La solution de l’expression (II.31), impose des problèmes d’optimisations tel que : 

- La convergence vers un minimum global. 

- L’existence des dérivées d’ordre 1, voire d’ordre 2 de la contrainte �(¾ó) ≤ 0. 

- Le cout de calcul. 

Pour résoudre un problème de minimisation sous contraintes, la littérature nous propose 

plusieurs types d’algorithme résumés dans les catégories principales suivantes : 

      a)  Méthodes d’ordre zéro :  

            - dichotomie ; 

            - simplex non linéaire. 

      b)  Méthodes du premier ordre : 

            - méthode du gradient ; 

            - méthode du gradient projeté; 

            - méthode des pénalités ; 

            - méthode du lagrangien augmenté. 

       c)  Méthodes du second ordre : 

             - méthode de newton ; 

             - méthode de programmation quadratique séquentielle. 
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       d)  Méthodes hybrides : 

             - méthode Davidon-Powell, Broyden-Flecher-Golfard-shanno. 

 

II.7.1 Principe des algorithmes d’optimisation 
 

Ce type d’algorithmes a pour le principe de choisir une meilleure direction de descente à partir 

d’un point initial bien connu, et à parcourir un certain chemin selon cette direction. Le choix de 

la direction dépend de l’information sur la fonction d’état limite, des dérivées premières, voir 

secondes. La forme générale de l’itération s’exprime par la relation : 

  s¾tóUM = s¾tó + ßós¯tó                                                             (SS. 32) 
 

Ou ßó est la distance du pas optimal qui doit être positif et s¯tó la direction de descente. 

 

II.7.2 Méthode du gradient projeté 
 

La méthode consiste à chercher l’optimum en se déplaçant dans l’espace tangent aux contraintes 

actives. Ceci s’effectue en deux étapes : 

- Etape de descente : elle permet de déplacer le point dans la direction de minimisation la 

plus efficace  

- Etape de projection : une correction du mouvement permettant d’éviter la violation des 

contraintes actives, qui s’effectue par projection du nouveau point sur l’état limite. 

Soit le problème posé : 

 

õ ö±§±Å±»�\ ∶  WL(¾ó)»k¾» ¦[ yk§²\[±§²� ∶  〈∇ùZ〉s¾t + y = 0ë                                       (SS. 33) 

 

L’état limite doit être linéarisé au point de conception P∗ de l’itération (k), et nous obtenons le 

nouveau point de l’itération suivante (k+1) par l’expression (II.32) (Figure II.3). Et pour assurer 

un minimum dans le sous espace actif, ûuüý et ûuüUMý doivent satisfaire l’équation de la 

contrainte (ou équation d’état limite) Z(uü) = 0. Ceci s’effectue si : 

 〈∇ùZ〉s¯t = 0                                                                   (SS. 34) 
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Figure II.3 : 

 
Le Lagrangien est définie par :
 þ(
 
D’où la condition de Kuhn-Tucker est exprimée par
 

 

Comme l’état limite n’est pas linéaire, on définit le résidu 

 

 
Pour rester au plus près de l’état limite la méthode des moindres carrés donne
 
 ‖〈®〉s®t‖L = �L
 
Qui serai minimale pour  (�‖〈
 
 

 
D’où le multiplicateur de Lagrange
 

D’ou l’expression de la descente
 

 

Avec :  

 d
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: Méthode itérative avec gradient projeté [Lemaire2005]

: 

(¾ó, �) = WL(¾ó) + �(〈∇ùZ〉s¾t + y)               
Tucker est exprimée par : 

s�ÛWLt + �s�Û�t = s0t                               
Comme l’état limite n’est pas linéaire, on définit le résidu par : 

s®t = s�ÛWLt + �s�Û�t                               
Pour rester au plus près de l’état limite la méthode des moindres carrés donne

L〈�Û�〉s�Û�t + 2�〈�Û�〉s�ÛWLt + 〈�ÛWL〉s�ÛW
〈®〉(s®t )‖^2)/�� = 0 et l’expression précédente devienne

〈�Û�〉s�Û�t� + 〈�Û�〉s�ÛWLt = 0                  
D’où le multiplicateur de Lagrange : 

� = −d〈�Û�〉s�Û�te.M〈�Û�〉s�ÛWLt                
D’ou l’expression de la descente :  

s¯t = d�es�ÛWLt                                
d�e = dSe − s�Û�td〈�Û�〉s�Û�te.M〈�Û�〉            
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maire2005]. 

                           (SS. 35) 

                             (SS36) 

                           (SS. 37) 

Pour rester au plus près de l’état limite la méthode des moindres carrés donne : 

s Lt                       (SS. 38) 

et l’expression précédente devienne : 

                           (SS. 39) 

                           (SS. 40) 

                           (SS. 41) 

                           (SS. 42) 
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Ou d�e est la matrice de la projection sur le sous espace tangent à la contrainte active.

 

II.7.3 Algorithme de Hasofer
 

Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler (1979)

HL pour la recherche du point de conception. Sa convergence n’est pas assurée dans tous les cas 

mais il s’est montré efficace dans des situations. Rckwitz en (1990), à pu donner une 

amélioration de l’algorithme sur la base d

conduisant à un algorithme globalement convergent illustré Figure (II.4) représenté par les étapes 

suivantes : 

Pour obtenir le point de défaillance le plus probable, on démarre tout d’abord par un point 

coordonnées s¾tó nommé point origine de l’itération (k). Ce point n’a pas de nécessité 

d’appartenance à la contrainte, c’est à dire 

Taylor autour de ce point est nécessaire et s’exprime comme suit

 

 �(¾¥) =

Figure II.

 

Ce développement représente l’équation d’un hyper

forme générale : 
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est la matrice de la projection sur le sous espace tangent à la contrainte active.

7.3 Algorithme de Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler 

Fiessler (1979), ont pu mettre une bonne amélioration de l’algorithme de 

HL pour la recherche du point de conception. Sa convergence n’est pas assurée dans tous les cas 

mais il s’est montré efficace dans des situations. Rckwitz en (1990), à pu donner une 

amélioration de l’algorithme sur la base des travaux de Schittkowski effectuées en (1986), 

conduisant à un algorithme globalement convergent illustré Figure (II.4) représenté par les étapes 

Pour obtenir le point de défaillance le plus probable, on démarre tout d’abord par un point 

nommé point origine de l’itération (k). Ce point n’a pas de nécessité 

d’appartenance à la contrainte, c’est à dire �(¾¥) � 0. Alors un développement en séries de 

Taylor autour de ce point est nécessaire et s’exprime comme suit : 

( ) = �ã¾¥(ó)ä + 〈��(¾¥)〉Û(�)us¾t − s¾t(ó)w + Ú

I.4 : Illustration de l’algorithme HLRF [Lemaire2005]

Ce développement représente l’équation d’un hyper-plan à �(¾¥) au point s
〈��(¾¥)〉Û(�)s¾t + y = 0                      
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est la matrice de la projection sur le sous espace tangent à la contrainte active. 

amélioration de l’algorithme de 

HL pour la recherche du point de conception. Sa convergence n’est pas assurée dans tous les cas 

mais il s’est montré efficace dans des situations. Rckwitz en (1990), à pu donner une 

es travaux de Schittkowski effectuées en (1986), 

conduisant à un algorithme globalement convergent illustré Figure (II.4) représenté par les étapes 

Pour obtenir le point de défaillance le plus probable, on démarre tout d’abord par un point �ó de 

nommé point origine de l’itération (k). Ce point n’a pas de nécessité 

. Alors un développement en séries de 

w ÚL                       (SS. 43) 

 

 

[Lemaire2005]. 

s¾t(ó) qui a pour une 

                           (SS. 44) 
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Un nouveau point obtenu de l’itération précédente �(óUM)doit satisfaire la contrainte (appartient à 

l’état limite) : �u¾¥(óUM)w = �u¾¥(ó)w + 〈��(¾¥)〉Û(�)us¾t(óUM) − s¾t(ó)w = 0                     (SS. 45) 

 

Divisant (II.45) par la norme ‖��(¾¥)‖Û(�) et si en introduit le vecteur des cosinus directeurs sßt = s��(¾¥)t/‖��(¾¥)‖ on obtient l’équation d’état limite sous la forme : 

 �ã¾¥(ó)ä‖��(¾¥)‖Û(�) + us¾t(óUM) − s¾t(ó)wsßt(ó) = 0                               (SS. 46) 

On peut écrire : 

〈¾〉(óUM)sßt(ó) = 〈¾〉(ó)sßt(ó) − �ã¾¥(ó)ä‖��(¾¥)‖Û(�)                               (SS. 47) 

 

Lorsque � → ∞, W(¾¥)(ó) = Ã et s¾t = −Ãsßt, et si la convergence existe nous pouvons écrire à 

l’itération (k) : Ã(ó) = −〈¾〉(óUM)sßtó                                                 (SS. 48) 
 

Par substitution de l’équation (II.46), on reçoit l’expression en forme itérative de l’indice Ã : 
 

Ã(ó) = −u〈¾〉(ó)sßtów + �ã¾¥(ó)ä‖��(¾¥)‖Û(�)                                       (SS. 49) 

 
On peut résumer l’algorithme de HLRF dans les étapes suivantes : 

1) Choisir un point de l’itération initiale s¾t¢, généralement l’origine du repère en                            

l’absence d’informations ; 

2) Evaluation de l’équation d’état limite au point considéré �ã¾¥(ó)ä. 

3) Déterminer les gradients s��(¾¥)t(ó), leurs norme ‖��(¾¥)‖(ó)et les cosinus 

directeurs sßtó. 

4) Evaluation de l’indice Ã(ó). 
5) Déterminer le nouveau point : s¾t(óUM). 
6) Tester si  	s¾t(óUM) − s¾t(ó)	 ≤ 
 arrêter le calcul, si non aller à l’itération (k+1) 
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Une nouvelle version d’un algorithme de HLRF proposée par Zhang en (1995), qui à été 

améliorée en intégrant une recherche d’un pas optimal. Ceci mène à une convergence 

inconditionnelle de l’algorithme. L’itération de HLRF représentée par l’expression (II.32) : 

 s¾tóUM = s¾tó + ßós¯tó                                                       (SS. 50) 

 

s¾tóUM = s¾tó + ßó È〈¾〉(ó)sßt(ó) − �ã¾¥(ó)ä‖��(¾¥)‖Û(�) É sßt(ó) − s¾t(ó)                       (SS. 51) 

 

Faisant apparaitre la direction de descente s¯tó et le pas ßó. L’optimisation du pas est 

conditionnée par la minimisation d’une fonction de mérite exprimée sous une forme générale : 

 

   sßt(ó) = min�(ѱ(s¾tó) + ßs¯tó)                                            (SS. 52) 

 

Ce qui conduit à accepter une solution approchée : 

 sßt(ó) = max ¥(°¥│ѱ(s¾tó + °¥s¯tó) − ѱ(s¾tó) ≤ [°¥‖�ѱ(s¾tó)‖L)            (SS. 53) 

 

D’où la fonction de mérite proposée par Zhang est : 

 

 ѱ(s¾t) = ML ‖s¾t‖L + y|�(s¾t)|                                             (SS. 54) 

 

Par laquelle le choix d’une constante c > ‖sùt‖‖∇�(sùt)‖ assure les conditions suffisantes d’une 

convergence inconditionnelle. 

 

Application numérique : 
 

Soit deux variables aléatoires r et s normées et indépendantes, le problème se pose avec un état 

limite définie par l’équation � = \ − », et de valeurs moyennes respectivement égale à (4,2), qui 

seront prisent comme point de départ. Et la recherche du point de défaillance le plus probable 

s’exprime par les étapes suivantes : 

- Itération 0 : en premier lieu on détermine les gradients 
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���Ô¹ = 1,932     �²     ���Ôº = −1,596 

On determine : 
            sßt(¢) = s��(¾¥)t(¢)‖��(¾¥)‖(¢) = � 0,771−0,637� 
 
 

sÃt(¢) = − 〈��(¾¥)〉(¢)s¾t(¢) − �(¢)‖��(¾¥)‖(¢) = 0,994 

 s¾t(M) = − Ã(¢)sßt(¢) = �−0,7660,633 � 
 s:t(M) = ûâ.M(s¾t(¢))ý = �3,1092,946� 

- Itération 1 : on a 
 ���Ô¹ = 1,488     �²     ���Ôº = −1,306 

Et : 
            sßt(M) = s��(¾¥)t(¢)‖��(¾¥)‖(¢) = � 0,751−0,660� 
 
 

sÃt(M) = − 〈��(¾¥)〉(¢)s¾t(¢) − �(¢)‖��(¾¥)‖(¢) = 1,075 

 s¾t(L) = − Ã(¢)sßt(¢) = �−0,8080,710 � 
 s:t(L) = ûâ.M(s¾t(¢))ý = �3,0483,044� 
 
Le résultat est correct, obtenu dans deux itérations puisque l’état limite est linéaire. 
 

II.8 Critères de qualité 
 
Trois critères nécessaires pour construire un algorithme d’optimisation : 

- L’efficacité, identifiée par le nombre d’itération nécessaire pour atteindre la convergence. 

- La robustesse, définie par la capacité d’un algorithme de trouver le point de conception 

pour des configurations plus complexes. 

- La capacité, de traiter des problèmes de taille importante (nombre élevé de variables). 
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II.9  Problèmes particuliers
 

Lorsqu’une situation se présente avec un état limite

d’identifier l’ensemble de ces minimums. Alors la convergence n’existe pas dans ce cas, et si 

c’était le contraire, les résultats seront faussés par l’existence de ce minimum. La Figure (II.5) 

illustre le cas de deux minimums dont la technique de perturbation donne une solution. Pour 

détecter un minimum, la procédure suivante proposée par (Der Kiureghian en 1998) peut être 

utilisée : 

- Chercher le premier minimum du problème

- Appliquer une transformation de l’é

d’éloigner le point trouvé de l’origine, c'est

minimum identifié ; 

- Chercher le second minimum par la résolution du nouveau problème d’optimisation sur 

l’état limite perturbé. 

- Répéter les étapes 2 et 3 jusqu'à l’identification de tous les minimums.

 

Figure II.5

 

 

II.10 Niveau d’analyse de sécurité
 

Il existe plusieurs méthodes d’évaluation du critère de sécurité, utilisées généralement dans les 

calculs des structures et en particulier dans le domaine de la géotechnique. 

en cinq catégories (J. Ferry Borges)
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Problèmes particuliers 

se présente avec un état limite à plusieurs minimums locaux, il sera difficile 

d’identifier l’ensemble de ces minimums. Alors la convergence n’existe pas dans ce cas, et si 

c’était le contraire, les résultats seront faussés par l’existence de ce minimum. La Figure (II.5) 

de deux minimums dont la technique de perturbation donne une solution. Pour 

détecter un minimum, la procédure suivante proposée par (Der Kiureghian en 1998) peut être 

Chercher le premier minimum du problème ; 

Appliquer une transformation de l’état limite sous forme d’une perturbation permettant 

d’éloigner le point trouvé de l’origine, c'est-à-dire dilater l’état limite au voisinage du 

Chercher le second minimum par la résolution du nouveau problème d’optimisation sur 

Répéter les étapes 2 et 3 jusqu'à l’identification de tous les minimums.

Figure II.5 : Minimums locaux [Lemaire2005]. 

Niveau d’analyse de sécurité 

Il existe plusieurs méthodes d’évaluation du critère de sécurité, utilisées généralement dans les 

calculs des structures et en particulier dans le domaine de la géotechnique. 

en cinq catégories (J. Ferry Borges) (Lem 2005) : 

Produit de l’analyse de fiabilité 
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à plusieurs minimums locaux, il sera difficile 

d’identifier l’ensemble de ces minimums. Alors la convergence n’existe pas dans ce cas, et si 

c’était le contraire, les résultats seront faussés par l’existence de ce minimum. La Figure (II.5) 

de deux minimums dont la technique de perturbation donne une solution. Pour 

détecter un minimum, la procédure suivante proposée par (Der Kiureghian en 1998) peut être 

tat limite sous forme d’une perturbation permettant 

dire dilater l’état limite au voisinage du 

Chercher le second minimum par la résolution du nouveau problème d’optimisation sur 

Répéter les étapes 2 et 3 jusqu'à l’identification de tous les minimums. 

 

Il existe plusieurs méthodes d’évaluation du critère de sécurité, utilisées généralement dans les 

calculs des structures et en particulier dans le domaine de la géotechnique. Elles sont classifiées 
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- Méthodes niveau I : sont des méthodes semi-probabilistes ou méthodes aux états limite 

qui sont en œuvre depuis longtemps en constructions métallique (les différentes règles en 

CM), en béton armé (les différentes règles BAEL) et en géotechnique (l’Eurocode 7). 

 

- Méthodes niveau II : ce sont des méthodes probabilistes approchées basées sur le 

développement en séries au premier ordre de la fonction d’état limite, en évaluant les 

deux premiers moments de cette fonction, qui regroupe les méthodes FOSM (First Order 

Second Moment), FORM (First Order Reliability Method) et SORM (Second Oreder 

Reliability Method). 

 
- Méthodes niveau III : sont des méthodes purement probabilistes ou méthodes de 

simulation, elles s’appuient sur les méthodes de résolution des systèmes d’équations 

différentielles stochastiques. 

 

- Méthodes niveau IV : méthodes probabilistes évaluant les paramètres de projet optimaux, 

utilisant les théories de la décision et visent à minimiser le risque. 

 
- Méthodes niveau 0 : ce sont des méthodes purement déterministes, qui tiennent compte 

des incertitudes à travers les valeurs des coefficients de sécurité. Ce sont celles qu’on 

utilise toujours en géotechnique. Leurs principe est basé sur le choix d’un coefficient de 

sécurité global ́ = ®/¯, qui peut être identifié dans l’équation d’état limite par la 

relation : Ç(:) = ́ − 1  ou par  Ç(:) = log ® − log ¯                                   (SS. 55)   

 

Ce coefficient ́ à fait l’objet de très nombreuses recommandations, vu le grand nombre 

d’états critiques envisagés et de fonctions de performance utilisées. Nous présentons dans 

le tableau suivant (II.1) les valeurs proposées par Terzaghi et Peck en 1967. 

 

Tableau II.1 : Valeurs du coefficient de sécurité Global [Favre2004] 

Type de rupture Ouvrage Coefficient de sécurité 

 

Cisaillement 

Tassements 

Soutènements 

Fondations 

1,3 à 1,5 

1,5 à 2 

2 à 3 

Ecoulement 
Sous-pression, soulèvement 

Gradient critique, renard 

1,5 à 2,5 

3 à 5 
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II.11 Conclusion 
 

Ce chapitre traite des méthodes permettant la recherche du point �∗, et d’obtenir directement 

l’indice de fiabilité Ã proposé par Rjanitzyne. Il rappelle aussi la formulation du problème 

d’optimisation en présentant les différentes méthodes de résolution. On peut dire que ce n’est pas 

facile d’identifier la méthode de résolution la plus exacte ou comme étant la « meilleure ». Pour 

chaque problème, certaines méthodes sont mieux adaptées que d’autres.  

 

D’une manière générale les méthodes basées sur le calcul des gradients sont les plus performants 

dans la recherche du point de conception, présentant des résultats plus ou moins exacts. Du 

moment que le calcul des gradients est généralement effectué par différence finies, le cout de 

calcul devient énorme en particulier lorsqu’il s’agit d’un grand nombre de variables. 

 

La solution du problème d’optimisation exige une grande attention de la part du concepteur. 

L’assurance d’obtenir la bonne solution ne peut pas être donnée uniquement par des critères 

algorithmiques, dont l’expertise du concepteur et sa connaissance du problème doivent être 

mises à contribution pour valider la convergence, c'est-à-dire confirmer le caractère global du 

minimum obtenu et vérifier si des minimums secondaires ne sont pas présents. 
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Chapitre III 

 

Méthodes probabilistes de quantification des incertitudes 

 

III.1 Introduction 

 
La quantification et l'analyse de l'incertitude sont des questions centrales dans l'évaluation de la 

fiabilité, et le développement de la conception basée sur la fiabilité associée. La méthode la plus 

universelle adoptée dans la quantification de la fiabilité repose sur le calcul des probabilités, sur 

la base d’une normalisation qui a reconnu le lien direct entre la notion de fiabilité et sa mesure 

par une probabilité. Les probabilités constituent un langage commun aux intervenants, décideurs, 

ingénieurs, scientifiques, etc. et peuvent être largement utilisées pour des problèmes d’origines 

diverses. Le chapitre précédent a souligné l’objectif général d’une optimisation, et a aussi décrit 

les quantifications basées sur les notions d’indices, ainsi que les méthodes de calcul 

correspondantes, mais c’est toujours à une probabilité qu’il est fait référence.  

 Dans ce chapitre l’étude portera sur  un certain nombre de méthodes utilisées pour le calcul de la 

probabilité de défaillance. Nous pouvons constatés différents niveaux d’approximation qui sont 

possibles, en fonction de la caractérisation de l’état limite et de son approximation qui est un 

aspect nécessaire, en tenant compte des notions vues précédemment qui jouent un rôle important 

dans les méthodes proposées.   

Cependant, un choix efficace d'approximations adaptées aux différentes étapes de l'analyse de 

fiabilité rend ces outils pratiques pour de nombreux problèmes d'ingénierie à grande échelle, et 

conduise à une évaluation plus significative de la conception de la sécurité. Dans ce chapitre, la 

méthodologie des approches probabilistes est illustrée ainsi que leurs avantages et limites 

correspondants sont discutés. 

 

III.2 L’Approche probabiliste 

Dans l’approche probabiliste, les incertitudes sur les charges S et sur la résistance R sont 

explicitement considérées. La probabilité que la charge excède la résistance est donnée par : 

�d¯ > ®e = �d® ≤ ¯e = �d® − ¯ ≤ 0e = �dØ(:) ≤ 0e                                ( SSS. 1)  
 

Ou K = d:M, :L, … :{e dénote l’ensemble des variables aléatoires, et Ø(:) représente la fonction 

d’état limite (ou fonction de performance). La fonction Ø(:) est une fonction dont les variables 

sont aléatoires est construite de façon à ce que : 
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Ø(:) = 0  État limite, frontière du domaine de sécurité (ou défaillance) Ø(:) > 0  Le système est stable Ø(:) < 0  Le système est défaillant 

L’analyse de fiabilité revient donc au calcul de la probabilité de défaillance définie par : 

�³ = G p(:)W:�(H)Á¢                                                                       (SSS. 2) 
Ou p(:) représente la fonction de densité de probabilité conjointe de X. En général, le nombre 

de variables aléatoires est élevé, et ils n’apparaissent pas explicitement dans la fonction de 

performance, de telle sorte que la fonction densité de probabilité conjointe est impossible à 

obtenir. L’évaluation de l’intégral multiple résulte extrêmement compliqué en fonction de la 

corrélation des variables et de la complexité d’intégration (III.2). Cette difficulté à conduit au 

développement des différentes approches qui ont été proposés dans la littérature. 

III.3 Méthode Analytique 

L’expression obtenue représentée par la relation (III.2), est la forme générale de la probabilité de 

défaillance, dont l’intégrale est étendue à tout le domaine de la défaillance. La solution de 

l’intégration peut être effectuée analytiquement de deux manières suivantes : 

- Par intégration directe : Ce type de calcul ne peut être mené que dans des cas 

particulièrement favorables. Si cette formulation reste simple, elle est théorique et son 

utilisation exige que la densité conjointe de probabilité est connue et simple et que 

l’intégration est possible, deux exigences qui sont rarement satisfaites. - Par intégration numérique : Ce type d’intégration ne pourrait être effectuée que dans le 

cas d’un nombre de variables limité, cependant, la valeur de la probabilité de défaillance 

est en principe très faible, conduisant dans des cas à des erreurs, car �³ est de l’ordre de 

grandeur de l’erreur d’intégration. Des logiciels de calcul formel ou numérique 

constituent une aide très utile pour cette intégration.  

III.4 Méthode de fiabilité du premier ordre (FORM) 

Hasofer et Lind (1974) donnent une définition exacte et invariante pour l’indice de fiabilité. Cet 

approche appelé souvent méthode de fiabilité du premier ordre (FORM), nécessite une définition 

de la fonction de performance Ø(:), et exige une transformation des variables aléatoires de base 
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X vers un espace normal standard U, ou U est le vecteur 

et indépendantes, et �(¾) la fonction d’état limite linéaire exprimée aussi dans l’espace standard.

La probabilité de rupture �³ est alors (

�³ = �d�(Ô) <
Ou αi est le cosinus directeur de la variable aléatoire 

fiabilité, n le nombre de variables aléatoires de base, et 

centrée réduite. Alors la probabilité de défaillance peut être exprimée simplement en fonction de 

l’indice de fiabilité β par la relation

�
La relation est exacte lorsque l

distributions normales, et autrement elle n’est qu’approximative.

 

Figure. III.1    Illustration de l’approximation de l’état limite au voisinage du point de
défaillance le plus probable 

Considérant le cas fondamental avec des variables indépendantes, de résistance R, et de 

sollicitation S, qui sont tous deux normalement distribuées. En premier lieu, Hasofer et Lind 

(1974) introduisent des variables standards 

       

uR = R
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X vers un espace normal standard U, ou U est le vecteur des variables normales centrées réduites 

la fonction d’état limite linéaire exprimée aussi dans l’espace standard.

est alors (P[….] signifie probabilité ou ….) : 

( ) < 0e � � �Q ßR
{

R�M . ÔR − Ã < 0� = ∅(−Ã)        
est le cosinus directeur de la variable aléatoire Ui appelé facteur de sensibilité, 

fiabilité, n le nombre de variables aléatoires de base, et ∅(−) la fonction de distribution normale 

ntrée réduite. Alors la probabilité de défaillance peut être exprimée simplement en fonction de 

par la relation : 

�³ = ∅(−Ã) = 1 − ∅(−Ã)                                  
La relation est exacte lorsque la surface d’état limite est linéaire et les paramètres suivent des 

distributions normales, et autrement elle n’est qu’approximative. 

Illustration de l’approximation de l’état limite au voisinage du point de
défaillance le plus probable au premier ordre FORM  

Considérant le cas fondamental avec des variables indépendantes, de résistance R, et de 

sollicitation S, qui sont tous deux normalement distribuées. En premier lieu, Hasofer et Lind 

(1974) introduisent des variables standards normalisées (uRet uS) par les relations suivantes

R − µR

σR
        uS = S − µS

σS
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des variables normales centrées réduites 

la fonction d’état limite linéaire exprimée aussi dans l’espace standard. 

                            (SSS. 3) 

appelé facteur de sensibilité, β indice de 

la fonction de distribution normale 

ntrée réduite. Alors la probabilité de défaillance peut être exprimée simplement en fonction de 

                            (SSS. 4) 

a surface d’état limite est linéaire et les paramètres suivent des 

 
Illustration de l’approximation de l’état limite au voisinage du point de 

Considérant le cas fondamental avec des variables indépendantes, de résistance R, et de 

sollicitation S, qui sont tous deux normalement distribuées. En premier lieu, Hasofer et Lind 

) par les relations suivantes : 

                             (III. 5) 
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Ou µR et µS sont respectivement les valeurs moyennes des variables aléatoires R et S, et  σR et σS 

leurs écarts types. Ensuite, la surface d’état limite Z(R,S)=R-S=0 dans le système original de 

coordonnées (R,S), est transformée en une surface d’état limite dans le système standard 

normalisé de coordonnées (uRet uS), représentée par l’équation : 

�(®(¾¹), ¯(¾º)) = �(¾¹ , ¾º) = ¾¹ . Y¹ − ¾º. Yº + (N¹ − Nº)                            (SSS. 6) 

Ici, l’indice de fiabilité β, défini comme la distance la plus courte, à partir de l’origine du 

système de coordonnées (uRet uS) et l’hyperplan tangent �(¾¹ , ¾º) = 0 (Fig. III.1), est donné par 

l’expression : 

Ã = N¹ − Nº_Y¹L + YºL                                                                    (SSS. 7) 

le point �∗(¾¹∗, ¾º∗) de la surface �(¾¹ , ¾º) = 0, correspondant à cette distance minimale, 

souvent dénommé point de conception ou β-point, est aussi le point de la zone de défaillance qui 

à la plus grande probabilité d’occurrence. 

III.4.1 Etat limite non linéaire  

Dans le cas général avec des variables aléatoires normalement distribuées et indépendantes, pour 

un espace à n dimensions, la surface de rupture est une fonction non linéaire. Elle est exprimée 

en termes de variables aléatoires de base Xi , pour les charges pertinentes et la résistance 

structurelle. Mathématiquement la fonction de performance Z peut être décrite comme suit: 

� = �(KM, KL, … … … , K{) =  ®�»±»²[§y� »²\¾y²¾\�¦¦� –  Ppp�² W� yℎ[\Ç�               (SSS. 8)  
 

Une transformation iso-probabiliste conservant la linéarité de l’état limite, est faite pour changer 

les variables aléatoires en leurs formes standardisées par la relation :  

¾R = :R − NH�YH�                                                                                    (SSS. 9) 

Ou µxi
 et σxi

 représentent respectivement la moyenne et l’écart type des variables aléatoires de 

base Xi. La moyenne et l’écart type des variables aléatoires centrées réduites Ui, ont pour valeurs 

respectivement égales à zéro et à l’unité. La recherche du point �∗ (est donc le calcul de β) 

constitue un problème d’optimisation sous contrainte (Seung-Kyum, & al. 2007) : 
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ö±§±Å±»�\‖Ô‖       ²�¦ �¾�   �(¾) = 0                                                        (SSS. 10) 

L’indice de fiabilité β appelé souvent indice de Hasofer et Lind, représentant la courte distance 

de l’origine à la surface de rupture Z(u)=0, qui peut être exprimé par : 

Ã = Å±§(Ô�. Ô)M/L        â�¦ �¾�    Ô ∈  �(¾) = 0                                      (SSS. 11) 

L’état limite donnée par l’équation (8), est transformé à : 

�(¾) = �uûYHJ . ¾M + NHJ , YHI . ¾L +  NHI , … . . , YH� . ¾{ + NH�  ýw                        (SSS. 12) 

Les premiers termes de l’expansion en séries de Taylor de Z(u) au point de conception u∗, sont 

donnés par : 

�(¾) = �(¾∗) + Q��(¾∗)�¾R
{

R�M (¾R − ¾R∗)                                                     (SSS. 13) 

De la transformation en équation (III.9), nous avons : 

��(¾)�¾R = ��(:)�:R . YH�                                                                       (SSS. 14) 
Alors, la courte distance de l’origine à la surface approximative de rupture représentée par 

l’équation (III.13) peut être évaluée par la relation suivante (Seung-Kyum, & al. 2007): 

Ú�∗ = Ã = �(¾∗) − ∑ ��(¾∗)�:R{R�M . YH� . ¾R∗
¨∑ ���(¾∗)�:R . YH��L{R�M

                                              (SSS. 15) 

Les facteurs de sensibilité ou cosinus directeurs sont évalués par la relation : 

ßR  = ��(:∗)�:R . YH�
¨∑ ���(:∗)�:R . YH��L{R�M

= yk» �H�                                                 (SSS. 16) 

 

Ou  
��(H∗)�H� , est la dérivée partielle évaluée au point de conception xi

∗. 
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Les coordonnées correspondants au point de conception �∗ dans l’espace original sont exprimées 

par : 

:R∗ = NH� − Ã. YH� . ßR                                                              (SSS. 17) 

Comme �∗ est le point appartenant à la surface d’etat limite alors : 

�(s:M∗, :L∗, … … . , :{∗ t) = 0                                                          (SSS. 18)         

 

III.4.2 Distributions normales équivalentes 

Si une variable aléatoire X n’est pas normalement distribuée, elle doit être transformée à une 

distribution normale équivalente, indiquée par l’exposant N. Les paramètres de la distribution 

normale équivalente, µxi

N et σxi
N , peuvent êtres estimés en imposant deux conditions (Fieβler & al, 

1976). La fonction de distribution et la densité de probabilité des variables non normales 

devraient êtres égales à sa valeur normale équivalente au point de conception situé à la surface 

de défaillance.  

La première condition exprimée par : 

∅ �:R∗ − NH� YH� � = Ŕ(:R∗)                                                                    (SSS. 19) 

La seconde condition est : 

� �:R∗ − NH� YH� � = pR(:R∗)                                                                   (SSS. 20) 

Ou    Fi = fonction cumulative de distribution non normale 

         � = fonction de densité de probabilité d’une variable normale 

         pR = fonction de densité de probabilité non normale 

L’écart type et la moyenne des distributions normales équivalentes sont évalués, respectivement 

par les relations suivantes (Rosenblatt, 1952) : 

YH� = �s∅.Md Ŕ(:R∗)etpR(:R∗)                                                                   (SSS. 21) 
NH� = :R∗ − ∅.Md Ŕ(:R∗)eYH�                                                              (SSS. 22) 
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Ayant déterminé σxi
N  et  µxi

N pour chaque variable, β peut être obtenu en suivant la même 

procédure des équations (III.16 à III.18). 

III.4.3 Variables aléatoires corrélées 

L’analyse de fiabilité des structures gravitaires doit être fondée sur des propriétés corrélées dans 

les différentes couches de sol, tels que l’angle de frottement interne et la cohésion. Cette 

corrélation est supposée avoir lieu entre des paires de variables pour chaque couche. Aussi, les 

variables aléatoires corrélées sont supposées êtres normalement distribuées depuis qu’elles sont 

non normales et corrélées, exigent une information supplémentaire tels que leurs fonctions de 

densité de probabilité conjointe ou distributions conditionnelles pour leurs définition unique et 

complète (Ayyub, & al. 1998). De telles informations sont généralement non disponible et 

difficile à obtenir, une paire de variables aléatoires corrélées et normales avec un coefficient de 

corrélation ρ, peut être transformée en une paire non corrélée Y1 et  Y2, en résolvant pour deux 

valeurs propres λ dont les vecteurs propres correspondants représentés par : 

mM = 12_0,5 �KM − NHJYHJ + KL − NHIYHI �                                                   (SSS. 23) 

mL = 12_0,5 �KM − NHJYHJ − KL − NHIYHI �                                                  (SSS. 24) 

Les variables Y sont non corrélées avec respectivement les variances qui sont égales aux valeurs 

propres comme suit : 

Y!JL = �M = 1 + r                                                            (SSS. 25) 

Et  

Y!IL = �L = 1 − r                                                           (SSS. 26) 
Pour une paire de variables aléatoires corrélées, les équations (III.16 et III.17) doivent êtres 

modifiées respectivement par les expressions suivantes : 

ß!J = �ã ���:Mä . _0,5. YOJ + ã ���:Lä . _0,5. YOI� . _1 + r
¨ã ���:MäL . YOJ L + ã ���:LäL . YOI L + 2. r. ã ���:Mä . ã ���:Lä . YOJ . YOI

                   (SSS. 27) 
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ß!I = �ã ���:Mä . _0,5. YOJ − ã ���:Lä . _0,5. YOI� . _1 − r
¨ã ���:MäL . YOJ L + ã ���:LäL . YOI L + 2. r. ã ���:Mä . ã ���:Lä . YOJ . YOI

                   (SSS. 28) 

                                                         

KM∗ = NOJ − YOJ . Ã. _0,5. uß!J_1 + r + ß!I_1 − rw                                (SSS. 29) 
                                          
 KL∗ = NOI − YOI . Ã. _0,5. uß!J_1 + r − ß!I_1 − rw                                 (SSS. 30) 
 

Ou les dérivées partielles sont évaluées au point de conception. 

 

III.4.4 Avantages et Inconvénients 
 
Les avantages les plus importants de la méthode FORM sont les suivants: - L'indice de fiabilité et la probabilité de rupture sont indépendants de la 

forme de sécurité utilisée et ils peuvent également être évalués pour des fonctions 

non linéaires. - C'est une méthode plus efficace pour estimer une faible probabilité de rupture par 

rapport à d'autres approches. - Les facteurs de sensibilité donnent des informations supplémentaires sur 

l'influence des variables aléatoires de base sur la fonction de performance. 

 

Comme pour la méthode analytique, la méthode FORM ne fournit pas la forme de la fonction de 

densité de probabilité, c'est-à-dire elle n’estime pas le coefficient d'asymétrie de la fonction de 

performance. De plus, cette méthode nécessite un logiciel spécial ou une très bonne compétence 

de programmation pour la procédure d'itération. 
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III.5 Méthode d’estimation ponctuelle 

Une autre méthode alternative pour évaluer les moments statistiques d’une fonction de 

performance est la méthode des points estimés, ou brièvement PEM. Cette méthode étant à 

l’origine proposée par Rosenblueth (1975,1981) puis développée par d’autres auteurs tels que 

Lind (1983),Zhou et Nowak (1988), Harr (1989), Li (1992), Evans et al (1993), Hong (1998), 

Christian et Bâcher (1999). La méthode d’estimation ponctuelle est une technique de calcul 

simple pour l’analyse d’incertitude, capable d’estimer les moments statistiques d’un model de 

sortie en faisant intervenir plusieurs variables stochastiques, corrélées ou non corrélées, 

symétriques ou asymétriques. 

L’idée de base de cette méthode, est de remplacer les distributions de probabilité des variables 

aléatoires continues par des distributions discrètes équivalentes ayant les mêmes trois premiers 

moments centraux. Il s’agit fondamentalement de simuler les FDP des variables aléatoires par 

des poids (masses) de points localisées au plus ou au moins un écart type à partir des valeurs 

moyennes. Ensuite, la fonction de performance est calculée pour chaque combinaison possible 

des points estimés, produisant 2n solutions, ou n le nombre des variables aléatoires associées. 

 

La procédure de mise en œuvre du PEM est décrite ci-dessous, étape par étape :  

 

1- Tout d’abord la fonction de performance G(xi) qui est une fonction de n variables 

aléatoires Xi devrait être envisagée. 

 

2- Evaluation des unités d’écarts types ξ
x" et ξ

x# qui dépendent du coefficient d’asymétrie 

ϑxi
 des variables d’entrées par : 

$H" = iH�2 + ¨1 + �iH�2 �L                                                      (SSS. 31) 

  Et                                                   $H# = $H" − iH�                                                                        (SSS. 32) 

                                                                                               

Si les variables de base sont répartis symétriquement, les unités d’écart type seront 

à la fois égaux à l’unité. 
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3- Connaissant la valeur moyenne µ
xi

 et l’écart type  σxi
 des variables d’entrées, les positions 

correspondantes aux points d’application des poids xiU et xi., peuvent êtres calculées en 

utilisant les formules suivantes : 

                    :RU = NH� + $H"YH�                                                               (SSS. 33) 

            Et                                                              :R. = NH� − $H#YH�                                                               (SSS. 34) 

                                                                      

4- Le poids Pi, également appelé probabilité concentrée, peut être maintenant déterminé 

pour obtenir toutes les estimations ponctuelles. Comme la fonction de densité de 

probabilité entourant l’air d’une unit, le poids doit avoir aussi la somme égale à l’unité et 

devrai être positif. Un exemple de distribution des poids est représenté sur la (Fig. III.2a) 

et (Fig. III.2b). 

 

Pour une seule variable aléatoire (Rosenblueth, 1975), exprime les poids en fonction des    

unités d’écarts types par les relations : 

 

�HU = $H#$HU + $H#                                                                    (SSS. 35) 

            et                �H. = 1 − �HU                                                                      (SSS. 36) 

                                                           

Pour une variable symétrique, les poids sont tous deux égaux à 0,5 (Fig. III.2a). Pour   

Deux variables aléatoires corrélées (Rosenblueth, 1981), donne les poids d’une variable   

de sortie exprimée par la relation : 

 

�JI = �HJJ�HII + »M»L%rHJHI È�1 + �iHJ2 �/� �1 + �iHI2 �/�ÉM/L& '           (SSS. 37) 

                            

              Px1s1
 et  Px2s2

, etant les poids des variables d’entrée évalués comme des variables  

              simples. ρx1x2
  est le coefficient de corrélation entre les variables x1 et  x2, s1. s2   

              détermine les indices du poids P indiquant l’emplacement du point qui est pondéré. 
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Figure. III.2    Emplacement des points et poids pour une seule variable aléatoire (a) 

           et pour une fonction dépendant de deux variables aléatoires (b). 
 
Malheureusement l’équation (III.37) à des inconvénients évidents. Tout d’abord, si les   

coefficients d’asymétrie des variables d’entrées ont un signe différent, alors le rapport en  

vertu de la racine carrée peut être négatif, ce qui est mathématiquement impossible.  

Deuxièment, si le coefficient d’asymétrie des variables est égale à (-2), le dénominateur  

du second terme de l’équation tend vers l’infini, donnant alors un poids infini. En  

outre, cette formule peut parfois donner des valeurs négatives. Ce fait est inacceptable,  

parce que les poids sont décrits comme des valeurs de probabilité, qui sont toujours  

positifs par définition. Pour surmonter le problème dans la formule de Rosenblueth  

équation (III.37), une meilleure définition pour deux variables aléatoires corrélées, étant  

répartis symétriquement, est donnée par Christian et al (1999), ou le poids sera évalué par  

les relations : �U. = �.U = �HJ±�HI∓u1 − rHJHIw                                                 (SSS. 38) 

             

Et  
                                                    �.. = �UU = �HJ±�HI±u1 + rHJHIw                                                (SSS. 39) 

 
 
Pour n variables aléatoires symétriques et corrélées, Christian et al (1999) définissent les  
poids par : 
 

�J,I,……,� = 12{ È1 + Q Q u»R»RrRvw{
v�RUM

{.M
R�M É                                      (SSS. 40) 

5- Maintenant il est possible d’évaluer la fonction de performance Ø(:R)  à chaque point 

d’échantillonnage situé à xi + et  xi −. Pour ce faire il suffit d’introduire les coordonnées 

obtenues en appliquant les équations (III.31 à III.32) dans l’expression de la fonction de 

performance. Pour n variables, la fonction de performance est évaluée à 2n points. 
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6- Enfin, les trois premiers moments de la fonction de performance, respectivement la 

valeur moyenne, la variance et le coefficient d’asymétrie, peuvent êtres déterminés en 

utilisant les équations suivantes : 

 

N�(H�) = Q �R  . Ø(:R = :R)L�
R�M                                                        (SSS. 41) 

Y�(H�)L = Q �R  . uØ(:R = :R) − N�(H�)wLL�
R�M                                            (SSS. 42) 

i�(H�) = 1Y�(H�)/  Q �R  . uØ(:R = :R) − N�(H�)w/L�
R�M                                      (SSS. 43) 

III.5.1 Avantages et Inconvénients 
 

Les avantages les plus importants de la méthode PEM sont les suivants: 

- La méthode n'exige pas la connaissance de la forme particulière de la fonction de 

densité de probabilité des variables aléatoires d'entrée. En outre, elle fournit la 

solution exacte pour les fonctions de performance linéaire. - Elle fournit non seulement la valeur moyenne et l'écart type, mais aussi 

Le coefficient d'asymétrie de la fonction de performance. - Elle peut mieux saisir le comportement des fonctions non-linéaires. - Pour évaluer les valeurs statistiques d'une fonction de performance, il n'est pas 

nécessaire de calculer les dérivées, ni même leur continuité, et encore moins leur 

existence. Elle peut également être appliquée aussi aux problèmes de corrélation 

spatiale entre multiples variables d'entrées. 

 

Les limites du PEM sont décrites ci-dessous: 

- Les résultats par cette méthode sont médiocres et moins précis pour des fonctions 

discontinues ou des fonctions ayant des dérivées discontinues. - Christian et Baecher (1999) suggèrent que PEM ne doit pas être appliquée pour 

évaluer des moments supérieurs à deux (c'est-à-dire la variance) en particulier 

pour des fonctions non linéaires. 
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III.6 Méthode de fiabilité de second ordre (SORM) 

La méthode FORM fonctionne habituellement bien lorsque la surface d'état limite n'a qu'un seul 

point de distance minimal, et la fonction est presque linéaire dans le voisinage du point de 

conception. Cependant, si la surface de défaillance a de grandes courbures (non linéarité élevée), 

la probabilité d'échec estimée par FORM à l'aide de l'indice de sécurité β peut donner des 

résultats déraisonnables et inexacts. Pour résoudre ce problème, la série Taylor de deuxième 

ordre (ou d'autres polynômes) est considérée. Divers procédés non linéaires approximatifs ont été 

proposés dans la littérature. 

Breitung (1984), Tvedt (1984 et 1990),  Ont développé SORM en utilisant l'approximation de 

deuxième ordre pour remplacer les surfaces d'origine. Wang et Grandhi (1995) et Der 

Kiureghian et al (1987) ont calculé les probabilités de défaillance du second ordre en utilisant 

des courbures approximatives afin d’éviter les calculs exactes des dérivées du second ordre de la 

surface d'état limite. Nous présentons dans la suite les fondamentaux de l'approximation du 

second ordre de la surface de réponse avec une transformation orthogonale. 

III.6.1 Approximation du Premier et second ordre de la fonction d'état limite 

III.6.1.1 Transformations orthogonales 

Pour faciliter l'intégration de l'équation (III.2) la nouvelle rotation de l’espace normale standard 

Y au lieu de l’espace U peut être considéré dans la plupart des calculs de la probabilité de 

rupture. Pour effectuer la rotation de l’espace normale standard U à l’espace Y, une matrice 

orthogonal H doit être généré dans laquelle la §)*) ligne de H est l’unité normale de la fonction 

d'état limite  au point de conception �∗, c'est-à-dire −��(Ô∗)/|��(Ô∗)|. Pour générer H, au 

début, une matrice initiale est sélectionnée comme suit: 

æçè
çé−��(Ô∗)/�ÔM|��(Ô∗)| − ��(Ô∗)/�ÔL|��(Ô∗)| … − ��(Ô∗)/�Ô{|��(Ô∗)|0 1 … 00 0 … 0… … … …0 0 … 1 +ç,

ç-                          (SSS. 44) 

Où le dernier (n-1) lignes se composent des zéros et de l'unité sur la diagonale. L'algorithme de 

Gram-Schmidt (Todd 1962) est utilisé pour orthogonaliser la matrice ci-dessus pour obtenir une 

matrice orthogonale. Tout d'abord, permettant avec pM, pM, … . , p{ désignant le premier, deuxième, 

..., n-ième vecteur ligne de la matrice ci-dessus, respectivement: 
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pM = .− ��(Ô∗)�ÔM|��(Ô∗)| , − ��(Ô∗)�ÔL|��(Ô∗)| , … , − ��(Ô∗)�Ô{|��(Ô∗)|/ ,
� 

pL = s0,1,0, … ,0t� , 
p{ = s0,0,0, … ,1t� 

Posons :                                    

0M = (pM, pM)M/L ,   �MM = 10M  ,   1M = �MMpM  �² 0L = d(pL, pL) − |(pL, 1M)|LeM/L  
�ML = − (pL, 1M)0L ,    �LL = 10L ,    1L = �ML1M + �LLpL 

 

Et d’une manière générale on peut écrire : 

 0ó = d(pó, pó) − |(pó,1M)|L − |(pó, 1L)|L−, … , |(pó, 1ó.M)|LeM/L 
�Mó = − (pó, 1M)0ó , �Ló = − (pó, 1L)0ó , …  , �ó.M,ó = − (pó, 1ó.M)0ó   
�óó = 10ó ,      1ó = �Mó1M + �Ló1L + ⋯ + �ó.M,ó1ó.M + �óópó   

 

Où (p, p) et (p, 1) représentent le produit scalaire de deux vecteurs. Il peut être vérifié que 

lorsque les vecteurs générés 1M,1L, … , 1{ soient orthogonalisés. Dont une matrice orthogonale 

générée exprimée: 

�¢� = s1M� ,1L� , … , 1{�t                                                      (SSS. 45) 
En fait, dans la matrice orthogonale de l'équation (III.45), la première ligne est constituée de −∇Z(U∗)/|∇Z(U∗)| en raison de D = 1. Pour satisfaire que la neme ligne de H est égal à −∇Z(U∗)/|∇Z(U∗)|, la première ligne de la matrice orthogonale est déplacée à la dernière ligne. 

Ce réarrangement de matrice est aussi une matrice orthogonale et satisfait que la neme  ligne de H 

est égal à −∇Z(U∗)/|∇Z(U∗)|, donc il est définie par la matrice H est donnée par : 

�� = s1L�, 1/� , … , 1{� , 1M�t                                                 (SSS. 46) 
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Figure. III.3

 

III.6.1.2 Approximation du premier ordre

Supposant que le point de défaillance le plus probable

vecteur Ô∗ = s¾M, ¾L, … , ¾{, t�
est donnée par l’expansion du premier ordre de la série de Taylor au point

 

Dans cette équation, �(Ô∗) est égal�(Ô) = 0. Divisant par  |��(Ô

De l'équation (III.15), nous avons

Et par substitution de cette équation dans l'équation 

Par une rotation de U dans le nouveau changement de la série mutuellement indépendantes des 

variables aléatoires normales standards Y utilisant la matrice orthogonale H donnée 

l'équation (III.46) nous aurons
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    Approximation du premier ordre de l’état limite

Approximation du premier ordre 

Supposant que le point de défaillance le plus probable �∗ (MPP) dans l’espace U t�, alors l'approximation linéaire de la surface de réponse 

est donnée par l’expansion du premier ordre de la série de Taylor au point �
�(Ô) = �(Ô∗) + ��(Ô∗)(Ô − Ô∗)            

) est égal à 0, car le point Ô∗ se trouve sur la surface de réponse(Ô∗)|, l'équation (SSS. 47)  est réécrite sous la forme

�(Ô) � ��(Ô∗)|��(Ô∗)| (Ô − Ô∗)                      
avons : 

��(Ô∗)Ô∗|��(Ô∗)| = −Ã                               
cette équation dans l'équation (III.48), nous obtenons

�(Ô) � ��(Ô∗)|��(Ô∗)|Ô + Ã = 0                    
Par une rotation de U dans le nouveau changement de la série mutuellement indépendantes des 

variables aléatoires normales standards Y utilisant la matrice orthogonale H donnée 

(III.46) nous aurons : 

m = �Ô                                            
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Approximation du premier ordre de l’état limite 

dans l’espace U définie par le 

l'approximation linéaire de la surface de réponse Z(u) = 0 �∗: 

                          (SSS. 47) 
se trouve sur la surface de réponse 

est réécrite sous la forme :   

                          (SSS. 48) 

                          (SSS. 49) 
, nous obtenons : 

                          (SSS. 50) 
Par une rotation de U dans le nouveau changement de la série mutuellement indépendantes des 

variables aléatoires normales standards Y utilisant la matrice orthogonale H donnée par  

                           (SS. 51) 
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Dont la surface de réponse approximative 

L'équation (III.53) est l'approximation du premier ordre de la surface de réponse dans la rotatio

de l’espace standard normal (notée Y

limite des problèmes pratiques sont linéaires ou quasi

manière près ou exacte représente la surface de réponse. 

Figure. III.4

 

III.6.1.3 Approximation du second ordre

L'approximation du deuxième ordre de la surface de réponse 

l'expansion au second ordre de la

�(Ô) = �(Ô∗) + ��
 
Ou �L�(Ô∗) représente la matrice symétrique de dérivées secondes de la fonction de d'état 
limite: 

 
Divisant par |��(Ô∗)| et considérant 

�(Ô)
Avec :  

ß
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la surface de réponse approximative représentée par l'équation (III.50)

�(Ô) � −q{ + Ã = 0                             
Ú¾  q{ = Ã                                      

est l'approximation du premier ordre de la surface de réponse dans la rotatio

de l’espace standard normal (notée Y-espace), illustré dans la figure (III.3). Si les fonctions d'état 

limite des problèmes pratiques sont linéaires ou quasi-linéaire, cette approximation d’une 

manière près ou exacte représente la surface de réponse.  

Figure. III.4  Approximation du second ordre de l’état limite

Approximation du second ordre 

deuxième ordre de la surface de réponse �(Ô)
de la série de Taylor au point de conception �∗
��(Ô∗)�(Ô − Ô∗) + 12 (Ô − Ô∗)��L�(Ô∗)(Ô

eprésente la matrice symétrique de dérivées secondes de la fonction de d'état 

�L�(Ô∗)Rv = �L�(Ô∗)�¾R�¾v                              
et considérant (Ô) = 0 , nous obtenons : 

( ) = ß�(Ô − Ô∗) + 12 (Ô − Ô∗)�2(Ô − Ô∗)    
ß = ��(Ô∗)|��(Ô∗)|  ,    �²    2 = �L�(Ô∗)|��(Ô∗)|                
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(III.50) devient : 

                          (SSS. 52) 

                          (SSS. 53) 

est l'approximation du premier ordre de la surface de réponse dans la rotation 

. Si les fonctions d'état 

linéaire, cette approximation d’une 

 
Approximation du second ordre de l’état limite 

( ) = 0 est donnée par 

∗ : 

)( − Ô∗)             (SSS. 54) 

eprésente la matrice symétrique de dérivées secondes de la fonction de d'état 

                         (SSS. 55) 

)                           (SSS. 56) 

                         (SSS. 57) 
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Physiquement, les transformations suivantes sont les coordonnées de rotations pour rendre l’axe m2 coïncide avec le vecteur Ã, comme le montre la figure (III.4). Par substitution des équations 

(III.51), (III.52) et (III.56) une rotation de l’espace U de la fonction de performance représentée 

par : 

�(m) = −q{ + Ã + 12 (�.Mm − �.Mm∗)2(�.Mm − �.Mm∗)               (SSS. 58) 
Ou Y∗ est le point le plus probable de l’espace Y (Y∗ = s0,0, … . , βt) correspondant au point Ô∗  

de l'espace U. Dans l’espace Y, l’axe Yn  coincide avec le vecteur β. 

Comme la matrice H est une matrice orthogonale alors : 

�.M = ��                                                                      (SSS. 59) 
Par substitution dans l'équation (III.58), nous avons : 

�(m) = −q{ + Ã + 12 (m − m∗)��2��(m − m∗)                                   (SSS. 60) 

Avec : (m − m∗)� = (qM, qM, … . , q{ − Ã)�                                             (SSS. 61) 

Par une série de transformations orthogonales, �M,�L, … . ,�*, et pour le premier n-1 variables, 

nous pouvons écrire : m3 ′ = �M�M, … … . . ,�*m3                                                    (SSS. 62) 
Les quantités associées à n-1 variables sont notées avec une barre. Finalement, le premier                      

(n-1)(n-1) ordre pour matrice de �2�� deviennent une matrice diagonale: 

 

�423�4� =
���
���M 0 … 00 �L … 00 0 … 0… … … …0 0 … �{���

��                                            (SSS. 63)   
Et l’équation (III.60) devienne : 

q{ = Ã + 12 Q �R
{.M
R�M qR′L                                                 (SSS. 64) 

En faite, la procédure ci-dessus pour la détermination de la matrice diagonale peut être traitée 

comme un problème aux valeurs propres. Alors, k  sont donnés par : 
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�Rv = (�423�4�)Rv  ²�¦ �¾�  (±, 5 = 1,2, … , § − 1)                            (SSS. 65) 
Ou kij représente la courbure de la surface de réponse au point de conception �∗. 

L'équation (III.64) est l'approximation de deuxième ordre de la surface de réponse dans la 

rotation de l’espace normal standard. Le principal coût de calcul est dans le calcul de la dérivée 

seconde B de la fonction d'état limite  à au point MPP. Les dérivés exacte de deuxième ordre de 

g (U) exigent additionnellement n (n +1) / 2 simulations de la fonction d'état limite au calcul par 

différences finies. 

III.6.2 Formulation de Breitung 

Afin d’expliquer la formulation Breitung, d'abord, nous définissons une méthode de Laplace qui 

donne une approximation asymptotique des intégrales multidimensionnelles est nécessaire : 

S(Ã) = G �:� (−ÃL|m|L2 )�(!)Á¢ Wm                                             (SSS. 66) 
Ou I(β) est une intégrale sur un domaine fixe, dont la fonction à intégrer est une fonction 

exponentielle dépondant linéairement du paramètre β2. La forme asymptotique de  I(β) peut 

aussi être écrite sous la forme : 

S(Ã)~(2�)({.M)/L �:� �− ÃL2 � Ã.({UM)|7|.ML    ²�¦�¾�  Ã → ∞                  (SSS. 67) 
Où J est une quantité indépendante de β, et ne dépend que de la première et seconde dérivées de 

la surface de rupture au point de conception. Dans le cas des variables aléatoires normales 

standards et indépendantes, la fonction de densité de probabilité conjointe (PDF) est donnée par : 

�³ = (2�).{/L G �:� (− |Ô|L2 )WÔ�(Û)Á¢                                       (SSS. 68) 
Substituant (x1, x2, … , xn) → (y1, y2, … , yn) avec yi = β.1ui 

�³ = (2�).{/LÃ{ G �:� (−ÃL |m|L2 )Wm�(!)Á¢                                  (SSS. 69) 

Substituant l’équation (III.67) dans cette équation, on obtient : 
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�³~(2�).MLÃ.M�:� �− ÃL2 � |7|.ML   , Ã → ∞                                     (SSS. 70) 
Comme la surface de rupture est approchée par l'expansion quadratique en série de Taylor au 

point P∗, |J| peut être calculée en fonction de l'équation suivante : 

|7| = Q|7R| = Q8(1 + �RvÃ){.M
v�M

{
R�M

9
R�M                                         (SSS. 71) 

Où p est le nombre de points sur Z(u) = 0 avec la plus courte distance β de l'origine à la surface 

de rupture, et kij est la courbure principale de la surface de rupture au point P∗. Et la probabilité 

de défaillance peut être exprimée par : 

�³ � ∅(−Ã)8u1 + �vÃw.ML{.M
v�M                                             (SSS. 72) 

C’est une équation analytique, elle est facile de mettre en œuvre dans un algorithme. 

III.6.3 Formulation de Tvedt 

Elle est basée sur l'approximation au second ordre de la surface de rupture donnée par l'équation 

(III.69), la région approximative de rupture : est défini par : 

: = £m ;q{ − (Ã + 12 Q �RqR′L
{.M
R�M ); > 0¤                                  (SSS. 73) 

La probabilité de rupture donnée dans l'équation (III.2) peut être calculée à partir d'une 

formulation dans l'espace Y: 

�³ = 1 − G … . G �(qM) …∞

.∞
∞

.∞ �(q{.M) G �(q{)Wq{Wq{.M …∞

ÎUML ∑ ó�!�′I�#J�<J
WqM       (SSS. 74) 

Tvedt a tiré un rapprochement à trois termes de cette équation par un développement en série de 

puissance en termes de 
1

2
∑ kiyi

′ 2n.1
i�1 , en ignorant les termes d’ordre supérieur à deux. Le 

rapprochement qui en résulte pour Pf est : 
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��
��
��
��
�� =M = ∅(−Ã)8(1 + Ã�R).M/L{.M

R�M
=L = dÃ∅(−Ã) − �(Ã)e £8(1 + Ã�R).M/L −8(1 + (Ã + 1)�R).M/L{.M

R�M
{.M
R�M ¤

=/ = (Ã + 1)dÃ∅(−Ã) − �(Ã)e £8(1 + Ã�R).ML{.M
R�M ¤ − ®� £8(1 + (Ã + 1)�R).M/L{.M

R�M ¤
�³ = =M + =L + =/

  ë 

 

Le premier terme, A1, est la formule de. Re{.} Désigne la partie réelle. Cette méthode a été 

trouvée pour donner une très bonne approximation dans la plupart des cas. Le comportement 

asymptotique des trois termes peut être comparé dans le sens asymptotique utilisé dans l'équation 

(III.72).  

III.6.4 Avantages et Inconvénients 
 
Quant à la méthode SORM, il s’agit d’améliorer le calcul de la probabilité de défaillance. Le 

principe est de remplacer l’état limite par une approximation géométrique au point de 

conception, que ce soit une approximation parabolique ou quadratique. L’influence de cette 

approximation sur la qualité des résultats parait significative dans la plupart des cas. 

 

Il convient de souligner aussi les difficultés de mise en œuvre de la méthode SORM : - Il faut souligner que la formule asymptotique (III.72) est d’autant meilleure que la 

valeur de l’indice est plus grande. En pratique, il convient de considérer des 

indices au moins Ã ≥ 3, ce qui n’est pas toujours vérifié. - La validité des résultats dépend étroitement du nombre de variables aléatoires et 

de la distance à la valeur critique -1 du terme Ãó (concavité tournée vers 

l’origine), ce qui ne permet pas à utiliser la méthode asymptotique (Ãó = −1). - L’approximation géométrique de la surface d’état limite, définie au voisinage du 

point de conception, n’est plus nécessairement valable dès qu’on s’éloigne de ce 

point. Ceci peut conduire à des valeurs sans signification réelle, lorsque le 

domaine de défaillance diffère de façon trop radicale d’une forme régulière. - Le calcul numérique du Hussien doit être effectué avec soin.  
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III.7 Méthode de simulation de Monte Carlo 

III.7.1 Introduction 

Simuler signifie représenter mathématiquement un phénomène physique, c'est-à-dire remplacer 

ce dernier par un système équivalent ; Le terme méthode de Monte-Carlo, ou méthode Monte-

Carlo, désigne une famille de méthodes algorithmiques visant à calculer une valeur numérique 

approchée en utilisant des procédés aléatoires, c'est-à-dire des techniques probabilistes. Le nom 

de ces méthodes, qui fait allusion aux jeux de hasard pratiqués à Monte-Carlo, a été inventé en 

1953 par Nicholas Metropolis. Les méthodes de Monte-Carlo sont particulièrement utilisées pour 

calculer des intégrales en dimensions plus grandes, et consistent à isoler un certain nombre de 

variables-clés du projet, tels que les paramètres de base, et à leur affecter une distribution de 

probabilité. Pour chacun de ces facteurs, un grand nombre de tirages aléatoires est effectué dans 

les distributions de probabilité déterminées précédemment, afin de trouver la probabilité 

d'occurrence de chacun des résultats. Pour chacun des tirages, la fonction d’état limite est 

évaluée pour conclure  si la configuration tirée est dans le domaine de sureté ou dans le domaine  

de défaillance. Un comptage des défaillances permet d’estimer la probabilité recherchée. D’une 

manière générale, les simulations constituent le moyen le plus couteux, mais certainement le plus 

sur, pour l’évaluation de la probabilité de défaillance, sous réserve de la qualité du générateur de 

nombres pseudo-aléatoires. 

La procédure s’exprime par les étapes suivantes [Lemaire2005] : 

a) Engendrer les réalisations des variables aléatoires selon leur densité de probabilité 

conjointe, ou selon leurs densités marginales et leurs corrélations ; 

b) Evaluer la fonction d’état limite ; 

c) Deux cas se présentent : - S’il existe une défaillance, incrémenter ce cas ; - Si non, aller dans (a) ; 

d) Répéter (a) à (b) jusqu'à ce que le nombre de tirage suffisant soit atteint ; 

e) Calculer la probabilité définie comme le rapport des cas défaillants au nombre total de 

réalisations. 

Un générateur de nombres aléatoires, (random number generator RNG) en anglais, est un 

dispositif capable de produire une séquence de nombres dont on ne peut pas « facilement » tirer 

des propriétés déterministes, de façon que cette séquence puisse être appelée « suite de nombres 

aléatoires ». La construction d’échantillons selon une loi donnée est particulièrement importante, 
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et la validation de la qualité du générateur est essentielle, en particulier pour une analyse 

multidimensionnelle.  

Pour des raisons techniques, un bon générateur doit également satisfaire les exigences suivantes : 

• Rapidité. Durant une simulation un grand nombre de variables aléatoires sont à engendrer 

et, donc, la complexité de cette génération peut peser sur la complexité de l'algorithme. 

• Reproductibilité. Il est aussi souhaitable que la suite puisse se refaire de façon identique 

d'une exécution à une autre. Cette exigence est motivée par les soucis de recherche 

d'erreurs dans le programme de simulation. En effet, ces derniers sont souvent de nature 

complexe et la détection des erreurs nécessite souvent une répétition du même processus 

d'exécution. 

III.7.2 Nombres pseudo-aléatoires uniformes 

La nécessité d'obtenir des données aléatoires est présente dans bien d'autres domaines. Certains 

domaines peuvent se contenter de données pseudo-aléatoires et utilisent des générateurs qui 

s'approchent plus ou moins d'un aléa parfait. La génération pour une loi quelconque passe 

d’abord par la génération des réalisations des variables à distribution uniforme dans l’intervalle 

[0, 1[. Comme le processus de génération est totalement déterministe, il est possible de 

démontrer que les nombres engendrés obéissent à une loi de distribution uniforme et sont 

relativement indépendants. Nous pouvons distinguer les générateurs les plus connues : 

III.7.2.1 Générateur congruentiel mixte 

C’est le générateur le plus utilisé, dont le principe est d’engendrer une suite :R basée sur la 

détermination du reste de la division par un nombre entier m ; l’expression la plus utilisée est 

écrite sous la forme générale : 

:RUM = ([:R + y)(ÅkW Å),   ± = 1,2, … . . , §                                (SSS. 75) 
Avec a, c et m, sont respectivement le multiplicateur, l’incrément et le dénominateur m, sont des 

entiers non négatifs ; mod est l’operateur de division des entiers. On peut donner une autre forme 

d’expression équivalente : 

:RUM = [:R + y − Å�R,   �²    �R = ±§²�Ç�\([:R + yÅ )                              (SSS. 76) 
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Ou l’opérateur integer(.) désigne la partie entière de la division. Notons que le nombre obtenu :R 
appartient à l’intervalle [0, m[, et pour avoir un nombre  ¾R appartenant à l’intervalle [0, 1[, il 

suffit de diviser par m. 
III.7.2.2 Générateur multiplicatif 

Ce type se diffère du générateur mixte par son incrément nul c'est-à-dire en posant (y = 0) dans 

l’expression (III.75) : 

:RUM = ([:R)(ÅkW Å),   ± = 1,2, … . . , §                                (SSS. 77) 
 

La période complète dans ce type n’est pas atteinte, seulement une période maximale est à 

rechercher, obtenue dans le cas ou :¢ n’est pas un facteur premier de m et a respecter certaines 

conditions. 

III.7.2.3 Générateur congruentiel additif 

Il à pour une forme générale exprimé par la relation : 

:RUM = :R + :R.ó(ÅkW Å),    � = 1,2, … . , ± − 1                         (SSS. 78) 
Les propriétés de ce générateur ne sont pas satisfaisantes, mais elles s’améliorent pour les 

grandes valeurs de k.  

III.7.3 Générateurs de distributions non uniformes 

La méthode générale pour la génération des variables aléatoires de distribution quelconque est la 

transformation d'une variable aléatoire de distribution uniforme. Pour ce faire, nous disposons de 

trois méthodes générales et de méthodes spécifiques à certaines lois dont la loi de Gauss : 

III.7.3.1 Méthode de transformation inverse 

Le procédé majeur pour générer une variable aléatoire X, est l’inversion. Soit U, une variable 

aléatoire uniformément répartie sur l’intervalle [0, 1[, alors la variable X, définie par la relation : 

K = Ó.M(Ô)                                                                         (SSS. 79) 
Et possédant une fonction de répartition Ó(K). Alors comme Ó(K) est strictement croissante on 

peut écrire : 
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 �\k°(K ≤ :) = �\k°

Figure. III.5    Construction d’une variable aléatoire par inversion

Il suffit de donner un nombre ¾:R = Ó.M(¾R) (Fig III.5). 

III.7.3.2 Méthode de composition

Dans ce cas la densité de probabilité à engendrer est exprimée par une combinaison d’un certai

nombre de distributions judicieusement choisies. Soit 

définit une fonction ÇO(:). Si une réalisation de 

Ö́(¾) uniforme sur [a, b[ et si 

de X est exprimée par la relation

La technique permet d’engendrer des distributions complexes à partir de dist

simples qui peuvent être générées par la méthode de la transformation inverse.

III.7.3.3 Méthode de rejet

Elle consiste à tirer un nombre aléatoire à partir d’une distribution appropriée

nombre en vue de déterminer s’il est rejeté ou accepté. Soit 

III.6). On peut choisir une densité 

la procédure est décrite comme suit

On génère deux variables : U 

on teste la condition ¾R ≤ Ç(l
- Si ¾R ≤ Ç(lR) on accepte - Si ¾R > Ç(lR) on rejette le couple 
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) �\k°d Ó.M(Ô) ≤ :e = �\k°dÔ ≤ Ó(K)e = ´

Construction d’une variable aléatoire par inversion [Lemaire2005]

¾R et d’en déduire la variable correspondante 

Méthode de composition 

Dans ce cas la densité de probabilité à engendrer est exprimée par une combinaison d’un certai

nombre de distributions judicieusement choisies. Soit ÇO(:│¾ ) une densité de probabilité, ou 

Si une réalisation de U est tirée à partir d’une fonction de répartition 

uniforme sur [a, b[ et si X est tirée sur ÇO(:), alors pour une valeur donnée de 

est exprimée par la relation : 

pO(:) = G ÇO(:│¾ )W Ö́(¾)                         
La technique permet d’engendrer des distributions complexes à partir de dist

simples qui peuvent être générées par la méthode de la transformation inverse.

Méthode de rejet-acceptation 

Elle consiste à tirer un nombre aléatoire à partir d’une distribution appropriée

nombre en vue de déterminer s’il est rejeté ou accepté. Soit pO(:) une densité à générer (Fig 

III.6). On peut choisir une densité ℎ(:) et une constante C de tel sorte que 

la procédure est décrite comme suit : 

U à partir d’une distribution uniforme [0, 1[ et (lR) = pO(lR)/jℎ(lR) : 
( ) on accepte lR comme un nombre généré de  pO( ) on rejette le couple (¾R, lR) et on recommence le tirage.
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e Ó(K)              (SSS. 80) 

 

[Lemaire2005] 

et d’en déduire la variable correspondante :R par l’expression 

Dans ce cas la densité de probabilité à engendrer est exprimée par une combinaison d’un certain 

densité de probabilité, ou u 

est tirée à partir d’une fonction de répartition 

, alors pour une valeur donnée de u la densité 

                          (SSS. 81) 
La technique permet d’engendrer des distributions complexes à partir de distributions plus 

simples qui peuvent être générées par la méthode de la transformation inverse. 

Elle consiste à tirer un nombre aléatoire à partir d’une distribution appropriée et à tester ce 

une densité à générer (Fig 

de tel sorte que pO(:) ≤ jℎ(:). Alors 

à partir d’une distribution uniforme [0, 1[ et V à partir de h(v). et 

pO(:). 

et on recommence le tirage. 
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Figure. III.6    Représentation de la méthode rejet

 

III.7.4 Principes des méthodes de simulations

L'application de la méthode de Monte Carlo aux problèmes d'analyse probabiliste des structures 

est relativement récente, devenant pratique uniquement avec l'avènement des ordinateurs 

numériques. C'est un puissant outil mathématique pour déterminer la proba

d'un événement spécifique qui est le résultat d'une série de processus stochastiques. Elle 

constitue une méthode d’intégration numérique, en choisissant quelques 

domaine d’intégration au lieu de faire un balaya

d’intégration est obtenue de l’espérance mathématique des tirages.

A titre d’exemple le calcul de l’intégrale de la fonction 

relation : 

Cette expression représente l’air limitée par la fonction 

Figure. III.7
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Représentation de la méthode rejet-acceptation [Lemaire2005]

Principes des méthodes de simulations 

L'application de la méthode de Monte Carlo aux problèmes d'analyse probabiliste des structures 

est relativement récente, devenant pratique uniquement avec l'avènement des ordinateurs 

numériques. C'est un puissant outil mathématique pour déterminer la proba

d'un événement spécifique qui est le résultat d'une série de processus stochastiques. Elle 

constitue une méthode d’intégration numérique, en choisissant quelques points

domaine d’intégration au lieu de faire un balayage dans toutes les directions.

d’intégration est obtenue de l’espérance mathématique des tirages. 

A titre d’exemple le calcul de l’intégrale de la fonction Ç(:) sur le domaine [a, b[ exprimé par la 

S = G Ç(:)W:                                         ?
@

Cette expression représente l’air limitée par la fonction Ç(:) et les limites du domaine (Fin III.7)

 

Figure. III.7    Intégration par simulation  
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[Lemaire2005] 

L'application de la méthode de Monte Carlo aux problèmes d'analyse probabiliste des structures 

est relativement récente, devenant pratique uniquement avec l'avènement des ordinateurs 

numériques. C'est un puissant outil mathématique pour déterminer la probabilité approximative 

d'un événement spécifique qui est le résultat d'une série de processus stochastiques. Elle 

points au hasard dans le 

ge dans toutes les directions. La valeur 

sur le domaine [a, b[ exprimé par la 

                          (SSS. 82) 
et les limites du domaine (Fin III.7) 



CHAPITRE III :                                                                                          Méthodes probabilistes de quantification des incertitudes 

Fiabilité des Ouvrages Géotechniques                                                                                                    74 
 

Si la fonction justifie les conditions tel que  0 < Ç(:) < y pour  [ < : < °, dans ce cas deux 

variables uniformes indépendantes (X,Y) peuvent être générés avec [ ≤ : < ° et  0 ≤ q < y, et 

de fonction de répartition conjointe : 

pO,o(:, q) = £ 1y(° − [)     »± [ ≤ : < ° �² 0 ≤ q < y  0                           »± §k§                  ë                         (SSS. 83) 
D’où on représente le rapport de la surface sous la fonction par rapport à l’air totale : 

� = A Ç(:)W: ?@(y − 0)(° − [) = Sy(° − [)                                            (SSS. 84) 
Si on effectue N tirages aléatoires pour les deux variables (X et Y), le rapport s’exprime par la 

relation : 

�B = Õ!½C(H)Õ                                                               (SSS. 85) 
Avec Ny½g et le nombre de tirages pour lesquels yi ≤ g(xi), dont l’estimation de l’intégrale est 

exprimée par l’équation : 

S � y(° − [) Õ!½CÕ                                                       (SSS. 86) 
D’où on peut exprimer l’espérance par : 

PdSe = G pO,o(:, q)W:Wq!½C(H)                                            (SSS. 87) 
Notons que l’efficacité de la méthode dépend que du rapport Õ!½C/Õ, et les tirages les plus 

utiles sont ceux pour lesquels q ≤ Ç(:). 

III.7.4.1 Simulations de Monte-Carlo classique 

Cette méthode est simple sous sa forme classique, et facile à être implémenter dans des codes de 

calcul numérique. Cependant, elle est très consommatrice de calcul, sans apporter la certitude de 

pouvoir conclure. Alors les tirages effectués suivant la loi multi-normale (Fig III.8) ont pour 

objectif d’évaluer la probabilité de défaillance : 

�³ = G �{(¾)W¾MDE
W¾M … W¾{                                          (SSS. 88) 
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Avec Df est le domaine de défaillance défini par 

de dimension n. on peut introduire un indicateur de défaillance 

Alors la probabilité de défaillance en foncti

�³

Figure. III.8

 
 
Alors la moyenne empirique de 

Dont la variance est exprimée par la relation

 
Et le coefficient de variation de l’estimateur par

D’une manière générale, pour estimer correctement une probabilité d’ordre 10{UL à 10{U/ simulations. Ce qui est difficile et presque impossible à utiliser pour les grands 

systèmes à faible probabilité.  
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est le domaine de défaillance défini par Z(u) ≤ 0, et  φn(u) est la densité multi

de dimension n. on peut introduire un indicateur de défaillance IDf
 défini par

SDE = õ1   »±  �(¾) ≤ 00   »± �(¾) > 0 ë                       
Alors la probabilité de défaillance en fonction de l’indicateur, s’écrit sous la forme

³ = G SDE�{(¾)W¾M¹� W¾M … W¾{ = P �SDE�      

Figure. III.8    Simulation de Monte-Carlo [Lemaire2005].

Alors la moyenne empirique de SDE est une estimation non biaisée de �³ : 

�³ = P �SDE� � �³F = 1Õ Q SDE¼(¾R) 
¼�M             

Dont la variance est exprimée par la relation : 

Z[\u�³F w � 1Õ �³F u1 − �³F w                      
Et le coefficient de variation de l’estimateur par : 

Z = ¨1 − �³Õ�³ � ë¨ 1Õ�³GHE→¢
                   

D’une manière générale, pour estimer correctement une probabilité d’ordre 

simulations. Ce qui est difficile et presque impossible à utiliser pour les grands 
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est la densité multi-normale 

défini par : 

                         (SSS. 89) 
on de l’indicateur, s’écrit sous la forme : 

�                          (SSS. 90) 

 
[Lemaire2005]. 

                         (SSS. 91) 
                          (SSS. 92) 

                         (SSS. 93) 
D’une manière générale, pour estimer correctement une probabilité d’ordre 10.{, il faut réaliser 

simulations. Ce qui est difficile et presque impossible à utiliser pour les grands 
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III.7.4.2 Simulations directionnelles
 

Ce type de méthodes, constituent un moyen plus au moins économique que celui de la simulation 

de Monte-Carlo tout en ne nécessitant pas d’informations supplémentaires. Comme la densité de 

probabilité multi-normale présente une symétrie rotationnelle dans l

sont alors effectuées radialement. Et la probabilité de défaillance sera évaluée 

conditionnellement à la direction (Fig III.9).

L’estimateur de probabilité est évalué par l’expression

 
Avec r est le numéro du tirage, 

Figure. III.9    Tirage directionnels sur une sphère unitaire

 

III.7.4.3 Simulations d’importance

Du moment que le poids de la probabilité de défaillance est généralement situé au voisinage du 

point de conception �∗, il serai préférable de concentrer les tirages au voisinage de ce point (Fig 

III.10). Il s’agit de rechercher en premier 

réaliser ensuite un tirage autour de ce point.

L’estimateur de probabilité est évalué par l’expression

�I³
Avec Ã étant l’indice de Hasofer et Lind, donné par 
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Simulations directionnelles 

Ce type de méthodes, constituent un moyen plus au moins économique que celui de la simulation 

Carlo tout en ne nécessitant pas d’informations supplémentaires. Comme la densité de 

normale présente une symétrie rotationnelle dans l’espace standard, les 

alors effectuées radialement. Et la probabilité de défaillance sera évaluée 

conditionnellement à la direction (Fig III.9). 

L’estimateur de probabilité est évalué par l’expression : 

�I³ = 1Õ Q(1 − J{L(r¼)L) 
¼�M                      

Avec r est le numéro du tirage, J{L la loi de répartition à n degré de liberté, et 

Tirage directionnels sur une sphère unitaire [Lemaire2005]

d’importance 

moment que le poids de la probabilité de défaillance est généralement situé au voisinage du 

, il serai préférable de concentrer les tirages au voisinage de ce point (Fig 

III.10). Il s’agit de rechercher en premier lieu le point de défaillance le plus probable, et de 

réaliser ensuite un tirage autour de ce point. 

L’estimateur de probabilité est évalué par l’expression : 

�I³ = 1Õ Q(SDE(¼)�:� (− Q ¾R∗R ¾R(¼) − ÃL2 )) 
¼�M         

étant l’indice de Hasofer et Lind, donné par Ë∑ ¾R∗LR . 
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Ce type de méthodes, constituent un moyen plus au moins économique que celui de la simulation 

Carlo tout en ne nécessitant pas d’informations supplémentaires. Comme la densité de 

’espace standard, les tirages 

alors effectuées radialement. Et la probabilité de défaillance sera évaluée 

                         (SSS. 94) 
la loi de répartition à n degré de liberté, et r¼ le rayon. 

 
[Lemaire2005]. 

moment que le poids de la probabilité de défaillance est généralement situé au voisinage du 

, il serai préférable de concentrer les tirages au voisinage de ce point (Fig 

lieu le point de défaillance le plus probable, et de 

                         (SSS. 95) 
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Figure. III.10    Tirage directionnels sur une sphère unitaire

III.7.4.4 Simulations Hyper

Dans cette méthode les tirages sont effectuées d’une façon uniforme dans un pavé centré par le 

point de conception, et dont les cotés sont parallèles aux axes du repère (Fig. III.11). 

L’estimateur de probabilité est évalué par l’expression

Avec Z(H) est le volume du pavé.

Cette méthode est réputée peu efficace pour les faibles probabilités.

Figure. III.11  
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Tirage directionnels sur une sphère unitaire [Lemaire2005]

Simulations Hyper-Cube Latin 

Dans cette méthode les tirages sont effectuées d’une façon uniforme dans un pavé centré par le 

point de conception, et dont les cotés sont parallèles aux axes du repère (Fig. III.11). 

L’estimateur de probabilité est évalué par l’expression : 

�I³ = Z(H)Õ Q SDE(¼)�{(¾ó(¼)) 
¼�M                   

est le volume du pavé. 

Cette méthode est réputée peu efficace pour les faibles probabilités.      

Figure. III.11    Tirages uniformes dans un pavé [Lemaire2005].
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[Lemaire2005]. 

Dans cette méthode les tirages sont effectuées d’une façon uniforme dans un pavé centré par le 

point de conception, et dont les cotés sont parallèles aux axes du repère (Fig. III.11).  

                         (SSS. 96) 

 

[Lemaire2005]. 
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III.7.5 Avantages et Inconvénients 
 
Les méthodes de simulations ont l’avantage de pouvoir traiter des cas très complexes, tel que les 

états limites combinés des systèmes série ou parallèle. L’efficacité d’une méthode est augmentée 

en intégrant les informations disponibles sur le problème si celles-ci sont pertinentes. 

En pratique, les choix sont imposés par la disponibilité des outils et des compétences. Quelle que 

soit la méthode retenue, elle a un cout. Le temps de calcul dépend essentiellement du nombre de 

variables et de la précision demandée. Cette méthode est évidement plus lourde à mettre en 

œuvre que les méthodes du type FORM/SORM, mais elle donne beaucoup plus de résultats. 

Cependant, un nombre important d’évaluation du modèle mécanique, les simulations n’offrent 

pas beaucoup d’information sur le comportement fiabiliste du système. En plus les méthodes 

basées sur la connaissance du point de conception peuvent donner une fausse estimation de la 

probabilité de défaillance si le point de calcul est un minimum local, ou bien s’il existe plusieurs 

minimums. 

 
III.8 Conclusion 
 
Ce chapitre a pour objectif, la présentation d’un certain nombre de méthodes de calcul de la 

probabilité de défaillance. Nous avons constaté que différents niveaux d’approximation sont 

possibles, en fonction de la caractérisation de l’état limite, en s’appuyant sur les notions vues, 

qui continuent à jouer un rôle important dans les méthodes proposées. Le choix des outils 

d’analyse de la fiabilité dépend fortement du problème posé. Il n’existe pas de méthode 

universelle permettant de faire face à la multiplicité des situations de la réalité pratique. Les 

décisions méthodologiques résultent donc de l’expérience acquise dans le métier. 

L’approximation FORM présente en pratique un grand avantage : elle nécessite un effort de 

calcul généralement faible pour l’obtention d’une bonne approximation dans la plupart des cas. 

Et pour aller plus loin, on utilise les approximations SORM dont on a vu qu’elles étaient 

multiples. Elles sont fondées sur une connaissance de la géométrie de l’état limite au voisinage 

du point de conception, et la qualité de la solution dépend de celle de l’approximation 

parabolique ou quadratique. Mais il faut noter que SORM peut parfois donner des résultats 

moins précis que FORM ; son utilisation doit donc être contrôlée dans un certain nombre de cas 

significatifs. 

Selon notre cas qui dépond de deux paramètres, on propose d’utiliser la méthode analytique. 

Outre son intérêt intrinsèque, elle peut être également utilisée pour confirmer ou non les résultats 

de la méthode FORM, aussi prise en considération dans l’évaluation de la probabilité de 

défaillance.
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Chapitre IV : Principes de l’Eurocode 7 

 
IV.1.Introduction 

L’Eurocode 7 « Calcul géotechnique » constitue l’un des chapitres d’un ensemble de textes dont 

la préparation a été commandée par la Commission des Communautés Européennes au début des 

années 80, aux fins d’harmoniser les règles de conception et de calcul des constructions 

courantes et de rendre plus égales les conditions de concurrence dans les différents pays 

d’Europe. Par rapport à la pratique traditionnelle de la géotechnique en Europe et dans le monde, 

l’Eurocode 7 se distingue par la volonté délibérée d’appliquer systématiquement le formalisme 

du dimensionnement aux états limites (ultimes et de service) et de traiter la sécurité au moyen de 

facteurs partiels appliqués séparément aux charges, aux propriétés des matériaux et aux 

méthodes de calcul. La référence aux états limites est un remodelage des pratiques existantes, 

mais l’utilisation de facteurs partiels, au lieu d’un coefficient de sécurité global spécifique à 

chaque type de calcul et à chaque type d’ouvrage, est une modification beaucoup plus importante 

qui a nécessité et nécessitera au cours des prochaines années beaucoup d’études de recalage par 

rapport à l’expérience. Le présent chapitre décrit le contenu de l’Eurocode 7 expérimental, dont 

la publication a eu lieu en 1994. Il analyse en particulier les similitudes et différences de ce texte 

par rapport aux pratiques généralement suivies en Europe dans l’étude des ouvrages 

géotechniques, puis commente les possibilités pratiques d’utilisation de ce texte en attendant la 

publication des normes complémentaires prévues ultérieurement par types d’ouvrages. 

IV.2. Structure de l’Eurocode 7 

L’Eurocode 7, comme tous les autres Eurocodes, comprend un texte principal, qui est 

d’application obligatoire, et des règles d’application, qui constituent des modèles reconnus 

d’application des prescriptions de l’Eurocode 7 mais peuvent être remplacées par des procédures 

« équivalentes » du point de vue de la sécurité des ouvrages et du respect des principes généraux 

du dimensionnement. Le texte approuvé au niveau européen, dans le cadre des travaux du CEN 

(Comité Européen de Normalisation), contient de plus des paramètres dits « encadrés » , dont les 

valeurs peuvent être librement fixées dans chaque pays. Un « document d’application nationale » 

est donc publié avec chaque Eurocode pour préciser les conditions d’application de cet Eurocode 

dans chaque pays et définir en particulier les valeurs nationales des paramètres encadrés et les 

règles admises comme équivalentes aux règles d’application décrites dans l’Eurocode. 
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Ce document contient neuf chapitres, dont les premiers présentent les concepts de base du 

dimensionnement des ouvrages, tandis que les chapitres suivants décrivent leur application au 

dimensionnement des grandes catégories d’ouvrages géotechniques. Il est à noter que les  

Eurocodes ont généralement le principe de traiter seulement des questions de conception et de 

calcul des ouvrages, les normes relatives à l’exécution des travaux étant élaborées dans un autre 

cadre (Comité technique 288 du CEN). 

IV.3 Principes généraux de l’Eurocode 7 

IV.3.1 Relations entre les autres Eurocodes 

L’ensemble composé d’une collection complète des « Eurocodes structuraux » comprend jusqu'à 

l’heure actuelle neuf volumes : 

Eurocode 1 – Bases du calcul et actions sur les structures 

Eurocode 2 – Calcul des structures en béton 

Eurocode 3 – Calcul des structures en acier 

Eurocode 4 – Calcul des structures mixtes acier-béton 

Eurocode 5 – Calcul des structures en bois 

Eurocode 6 – Calcul des structures en maçonnerie 

Eurocode 7 – Calcul géotechnique 

Eurocode 8 – Résistance des structures aux séismes 

Eurocode 9 – Calcul des structures en aluminium 

L’Eurocode 1 (ENV 1991) décrit les principes généraux de la conception et du calcul des 

ouvrages et impose ces règles aux autres Eurocodes. En définissant notamment les concepts 

d’états limites ultime et de service, la notion de situation de calcul, les principes de détermination 

des valeurs de calcul des charges et des propriétés des matériaux et aussi le vocabulaire commun 

à tous les Eurocodes. Par contre les autres Eurocodes sont indépendants les uns des autres, sauf 

l’Eurocode 8, qui complète les Eurocodes 2 à 9 pour la justification des ouvrages en zone 

sismique. Différents problèmes d’interaction sol-structure font toutefois intervenir l’Eurocode 7 

en même temps qu’un autre Eurocode et la compatibilité des règles de ces Eurocodes a dû être 

assurée. 

IV.3.2 Champ d’application de l’Eurocode 7 

Certain documents comme le Document d’Application Nationale (DAN) français, précise que l’ 

Eurocode 7 n’est pas suffisant pour le dimensionnement des barrages, tunnels et ouvrages  

souterrains (hors tranchées couvertes) et ouvrages en mer et qu’il ne s’applique pas aux 
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terrassements routiers et ferroviaires, ni aux problèmes de dragage en mer ou en rivière. Il faut 

d’abord éclaircir que l’Eurocode 7 n’est pas un code pour le dimensionnement des ouvrages, 

bien au contraire c’est un règlement destiné pour la justification des projets. Il ne faut pas ce 

mettre à la recherche sur la meilleure façon de concevoir, il vaut mieux prendre la meilleur 

technique de construction. Comme toutes autres Eurocodes, son objectif est de définir les règles 

à appliquer dans le domaine de la géotechnique pour arriver a un certain seuil de sécurité.  

 
Enfin, les rédacteurs de l’Eurocode 7 ont tenu compte de la diversité des pratiques, des 

conditions de terrain et des méthodes de justification actuelles des ouvrages géotechniques dans 

les différents pays membres du CEN et ont laissé beaucoup de souplesse dans l’application 

concrète des principes de justification de l’Eurocode. Il fallait en effet, dans l’énoncé des 

principes obligatoires de justification des ouvrages, tenir compte de l’extrême diversité des 

matériaux rencontrés en géotechnique et de l’existence de traditions nationales incontournables. 

IV.3.3 Organisation des études géotechniques 

Dans le domaine de la géotechnique toutes justifications des ouvrages s’appuient bien 

évidemment sur les conclusions de la reconnaissance du site, à titre d’exemple les cas des études 

géologiques, des sondages et essais en place, des prélèvements et essais de laboratoire, voire des 

expérimentations en vraie grandeur. L’importance de cette reconnaissance géotechnique et les 

méthodes de justification utilisées dépendent non seulement de la nature de l’ouvrage et des 

terrains (sols ou roches) rencontrés sur le site, mais aussi de l’importance de l’ouvrage 

représentée par des catégories. 

IV.3.3.1 Catégories géotechniques 

La notion de « catégorie géotechnique » est introduite dans l’Eurocode 7 pour différencier 

l’importance des « ouvrages simples » des autres ouvrages géotechniques et permettant l’emploi 

de méthodes de justification simplifiées pour ces ouvrages simples, afin de permettre le maintien 

des pratiques en vigueur sans dommages particuliers dans les différents pays d’Europe. 

On définit trois catégories géotechniques : 

a) la catégorie géotechnique 1 :  Ce type rassemble les ouvrages de faible importance, dans 

lesquels on peut admettre que les exigences fondamentales (sécurité, aptitude au service 

et durabilité) seront satisfaites en utilisant l’expérience acquise et des reconnaissances 

géotechniques qualitatives, avec des risques négligeables. Cette catégorie correspond 

typiquement à des maisons à des édifices de faible hauteurs un ou deux niveaux, à des 

bâtiments agricoles de faible importance sur fondations superficielles classiques ou sur 
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pieux, à des murs de soutènement et fouilles blindées où la différence de niveau des 

terrains n’excède pas 2 m, à de petites excavations pour la pose de canalisations ou de 

drains. 

b) la catégorie géotechnique 2 : Ce cas comprend les types d’ouvrages et de fondations qui 

n’ont pas de risques anormaux ou des conditions de terrain et de chargement inhabituelles 

ou exceptionnellement difficiles. Alors dans ce cas les reconnaissances et les calculs de 

justification sont nécessaires, la catégorie comprend les types classiques de fondations 

superficielles, de fondations sur radiers, de fondations sur pieux, les murs et les autres 

ouvrages retenant ou soutenant du sol ou de l’eau, les excavations, les appuis et culées de 

ponts, les remblais et terrassements pour le bâtiment et les ouvrages d’art, les ancrages et 

autres systèmes de tirants, les tunnels simples. 

c) la catégorie géotechnique 3 : Elle rassemble les ouvrages de très inhabituels, c'est-à-dire 

les ouvrages de très grandes risques, ou édifiés dans des terrains de grande complexités 

ou dans des zones de forte sismicité.   

IV.3.3.2 Procédure de justification 

Les justifications de tous ouvrages géotechniques permettent d’assurer et de prouver que, dans 

chaque situation de calcul, aucun des états limites identifiés n’est atteint. La démarche classique 

pour procéder à cette vérification consiste à effectuer les calculs suivant: 

— calcul des efforts déstabilisants et des efforts résistants ; 

— calcul des déplacements ou déformations ; 

Et d’assurer par une vérification que les états limites ultimes (de stabilité et de déformations), ou 

les états limites de service (en stabilité et en déformations) ne soient pas atteintes. Toutefois, 

cette procédure de justification n’est pas la seule qui soit admise pour les ouvrages de 

géotechnique. 

On peut admettre selon l’expérience acquise dans la pratique de la géotechnique, qu’il existe 

quatre façons de justifier un ouvrage : 

1. justification par le calcul : où l’on utilise des modèles de calcul, des actions comme celle 

des charges imposées ou des déplacements imposés, des propriétés de sols, roches ou 

autres matériaux, des données géométriques et des valeurs limites de déformations, de 

profondeurs de fissures, de vibrations, etc. 

2. justification par des mesures prescriptives : elle concerne le choix classique sur les 

matériaux, les détails de réalisation, leur exécution. Le dimensionnement peut s’effectuer 

en particulier pour les ouvrages simples, suivant une expérience acquise des 

constructions semblables ayant les mêmes conditions de terrain. Il est généralement 
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adapté pour traiter les questions de durabilité vis-à-vis du gel et des attaques chimiques et 

biologiques, pour lesquelles des calculs ne sont en général pas appropriés. 

3. justification par des essais de chargement ou des essais sur modèles physiques : qui 

suppose toutefois de maîtriser les effets de temps, d’échelle et de différences éventuelles 

des conditions de terrain entre l’essai et l’ouvrage à construire. 

IV.3.3.3 Rapport géotechnique 

Un rapport de dimensionnement géotechnique qui devra être établi pour chaque projet, dans le 

sens de la vérification et de la justification de l’ouvrage en question, qui complète la 

reconnaissance géotechnique. Il comprend deux parties : la première qui concerne présentation 

des informations géotechniques disponibles, les caractéristiques géologiques et d’autres données 

nécessaires pour le projet, et la seconde qui rassemble les hypothèses de l’établissement des 

paramètres géotechniques utilisées pour le dimensionnement du projet. 

IV.4 Règles de dimensionnement des ouvrages géotechniques 

IV.4.1 Situations de calcul 

Une situation de projet d’une structure est un ensemble de conditions physiques représentant les 

circonstances réelles susceptibles de se présenter pendant une certaine période de temps au cours 

de laquelle il sera vérifié qu’aucun état limite pertinent du projet n’est dépassé. Il est présupposé 

que, pendant cet intervalle de temps, les facteurs affectant la sécurité structurelle demeurent 

inchangés. Chaque situation potentielle, en particulier celles survenant pendant la construction de 

l’ouvrage défini, doit faire l’objet de vérifications indépendantes. 

Les situations examinées dans la présente Instruction sont les suivantes: 

− Situations de projet durables correspondant à des conditions d’utilisation normales de la 

structure pendant sa durée de vie utile. 

− Situations transitoires qui se produisent lorsque les conditions d’utilisation ou l’état de la 

structure sont provisoires, par exemple pendant sa construction ou réparation, ou pour 

lesquelles une durée correspondante est définie. En l’absence d’études plus détaillées, une 

situation de ce type d’une durée d’un an peut être acceptée. 

− Situations accidentelles correspondant à des conditions exceptionnelles affectant la 

structure telles que celles causées par un choc ou la défaillance d’un élément. Il s’agit de 

situations instantanées (sauf dans le cas où la défaillance peut ne pas être détectée). 

− Situations sismiques correspondant à des conditions exceptionnelles affectant la structure 

pendant un événement sismique. La situation sismique se distingue des autres situations 
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accidentelles par le fait que différents niveaux de magnitude de l’action sont définis en 

fonction des exigences de sécurité et de service.  

IV.4.2 Exigences Fondamentales de calcul 

La présente Instruction a été rédigée en prenant en compte les exigences fondamentales 

suivantes: 

(1) Dans le but d’atteindre les niveaux de sécurité adoptés à chaque situation de calcul 

géotechnique, il doit être vérifié qu’en aucun cas état limite pertinent, au sens de la norme EN 

1990:2002, n’est atteint.  

(2) Au cours de la définition des situations de calcul et des états limites, il convient de considérer 

les facteurs suivants : 

− les conditions du site en termes de stabilité globale et de mouvements du terrain ; 

− la nature et la taille de la structure et de ses éléments, y compris des exigences spéciales 

comme la durée de vie de calcul ; 

− les conditions relatives au voisinage du projet (par exemple, structures avoisinantes, 

circulation, réseaux divers, végétation, produits chimiques dangereux) ; 

− les conditions de terrain ; 

− l’état des eaux souterraines ; 

− la sismicité régionale ; 

− l’influence de l’environnement (hydrologie, eaux superficielles, affaissements et 

subsidence, variations saisonnières de la température et de l’humidité). 

(3) Les états limites peuvent être atteints séparément dans le terrain ou dans la structure ou 

simultanément dans le terrain et la structure.  

(4) Il convient de vérifier les états limites par l’un ou par une combinaison des moyens suivants : 

− l’utilisation de calculs 

− l’adoption de mesures prescriptives 

− des modèles expérimentaux ou des essais de chargement 

− une méthode observationnelle 

(5) Dans la pratique, l’expérience montre souvent le type d’état limite qui gouverne le calcul de 

l’ouvrage et l’on pourra comme même se contenter d’un contrôle pour vérifier que les autres 

états limites ne sont pas atteints. 
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(6) Il convient aussi de protéger les bâtiments contre la pénétration, des eaux souterraines ou la 

transmission de vapeur ou de gaz. 

(7) Si c’est possible, il est préférable de procéder à une vérification des résultats des calculs par 

rapport à des expériences comparables. 

(8) Pour établir les exigences minimales relatives à l’ampleur et au contenu des reconnaissances 

géotechniques, des calculs et des contrôles d’exécution des travaux, la complexité de chaque 

étude géotechnique doit être identifiée, ainsi que les risques associés. En particulier, une 

distinction doit être faite entre : 

− les ouvrages légers et simples pour lesquels il est possible d’assurer que les exigences 

minimales seront satisfaites avec un risque négligeable ; 

− les autres ouvrages géotechniques. 

(9) L’utilisation de procédures de calcul simplifiées est admise, pour le cas des structures et des 

terrassements qui présentent une faible complexité géotechnique et un risque faible.  

(10) Trois catégories géotechniques (1, 2 et 3) peuvent être considérées, pour établir les 

exigences relatives au calcul géotechnique. 

(11) Il sera juste d’effectuer une classification préliminaire de l’ouvrage dans l’une des 

catégories géotechniques, et de vérifier ensuite où modifier si nécessaire cette catégorie à chaque 

étape du processus de conception et de construction. 

(12) La justification d’un projet considéré comme plus économique ou plus approprié, nécessite 

l’utilisation d’une catégorie plus élevée. 

(13) Les traitements qui correspondent à des catégories géotechniques différentes, peuvent être 

nécessaires dans la conception des différents aspects du calcul d’un projet. Il n’est pas nécessaire 

de traiter la totalité d’un projet conformément à la plus élevée de ces catégories. 

(14) La catégorie géotechnique 1 ne devrait être considérée que pour les ouvrages simples et 

relativement petits : 

− Dans lesquels on admet que les exigences fondamentales seront satisfaites en utilisant 

l’expérience et des reconnaissances géotechniques qualitatives ; 

− avec un risque négligeable. 
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(15) Les procédures de la catégorie géotechnique 1 ne sont utilisées que dans le cas d’un risque 

en matière de stabilité globale et de mouvements du terrain est négligeable, ou lors d’une 

expérience comparable montrant qu’elles sont suffisamment simples pour permettre à 

l’utilisation des méthodes de routine dans le calcul et l’exécution des fondations. 

(16) Les procédures de la catégorie géotechnique 1 ne sont aussi utilisées que lorsqu’on est à 

l’abri des excavations prévues sous le toit une nappe, ou lorsqu’il s’agit d’une expérience 

semblable indiquant qu’une excavation sous le niveau de la nappe ne présente pas de risque et 

peut être réalisée sans aucune difficulté. 

(17) La catégorie géotechnique 2 est désignée pour les ouvrages classiques et les fondations qui 

ne présentent pas de risque exceptionnel ou les conditions de terrain ou les chargement difficiles. 

(18) La catégorie géotechnique 2 contient des données géotechniques quantitatives et des calculs 

pour permettre à la satisfaction des exigences fondamentales. 

(19) Les ouvrages de la catégorie géotechnique 2 nécessitent l’utilisation des procédures de 

routine tel que, les essais en place et en laboratoire et pour la conception et l’exécution des 

travaux. Les ouvrages suivants sont des exemples de structures ou parties de structures qui 

entrent dans la catégorie géotechnique 2: 

− fondations superficielles ; 

− fondations sur radiers ; 

− fondations sur pieux ; 

− murs et autres ouvrages de soutènement retenant du sol ou de l’eau ; 

− excavations ; 

− piles et culées de ponts ; 

− remblais et terrassements ; 

− ancrages et autres systèmes de tirants ; 

− tunnels dans les roches dures non fracturées, sans conditions spéciales d’étanchéité ou 

autres exigences. 

(20) La catégorie géotechnique 3 désignée pour le type d’ouvrages qui sortent des catégories 

géotechniques 1 et 2. 

(21) La catégorie géotechnique 3 devrait normalement faire appel à des dispositions ou règles 

alternatives à celles de cette norme. Elle comprend les types d’ouvrages suivants : 

− les ouvrages très grands ou inhabituels : 
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− les ouvrages impliquant des risques anormaux ou des conditions de terrain ou de 

chargement inusuelles ou exceptionnellement difficiles ; 

− les ouvrages construits dans des zones très sismiques ; 

− les ouvrages situés dans des zones sujettes à des instabilités ou des mouvements 

permanents du terrain qui nécessitent des reconnaissances séparées ou des mesures 

spéciales. 

IV.4.3 Classification des actions 

L’Eurocode 1 définit trois catégories d’actions (ou charges au sens large, puisqu’il peut s’agir de 

forces, de moments ou de déplacements imposés) correspondant à des durées et fréquences 

d’application différentes : 

− les actions permanentes (poids des structures et des sols, pressions d’eau, pressions des 

terres, précontrainte, etc.) ; 

− les actions variables (charges de circulation, charges de vent et neige, etc.) ; 

− les actions accidentelles (explosions, charges dynamiques, chocs, séismes, etc.). 

L’Eurocode 7 précise que la durée des actions doit être appréciée par référence aux effets du 

temps sur les propriétés mécaniques du sol, notamment la perméabilité, les conditions de 

drainage et la compressibilité des sols fins. Suivant les calculs effectués, certaines forces ou 

déplacements imposés peuvent, de plus, être ou non traités comme des actions (frottement 

négatif et pressions des terres, par exemple). 

IV.4.4 Propriétés des terrains 

(1) Les propriétés des massifs de sols ou de roches, évaluées pour les calculs de conception 

représentant les paramètres géotechniques, doivent être déduites a partir des essais en place ou en 

laboratoire, soit directement soit par des corrélations, des théories ou des raisonnements 

empiriques, ainsi que des autres données pertinentes. 

(2) Les valeurs déduites des résultats d’essais et des autres données doivent être interprétées de 

façon appropriée à l’état limite considéré. 

(3) Il convient de tenir compte des différences possibles entre les propriétés du terrain et les 

paramètres géotechniques obtenus à partir des résultats d’essais et ceux qui gouvernent le 

comportement de l’ouvrage géotechnique. 

(4) Les différences mentionnées dans la clause 2.4.3(3)P peuvent provenir des facteurs suivants : 
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− beaucoup de paramètres géotechniques ne sont pas de vraies constantes mais dépendent 

du niveau de contraintes et du mode de déformation ; 

− la structure des sols et des roches (par exemple, les fissures, les structures laminaires ou 

les grosses particules) qui peuvent jouer un rôle différent dans l’essai et dans l’ouvrage 

géotechnique ; 

− les effets de temps ; 

− l’effet ramollissant de l’eau qui percole sur la résistance du sol ou de la roche ; 

− l’effet ramollissant des actions dynamiques ; 

− le caractère fragile ou ductile du sol ou de la roche dans l’essai ; 

− la méthode d’exécution de l’ouvrage géotechnique ; 

− l’influence de l’exécution sur les terrains artificiels ou améliorés ; 

− l’effet des activités de construction sur les propriétés du terrain. 

(5) Au cours de l’établissement des valeurs des paramètres géotechnique, il est nécessaire de 

tenir compte des points suivants : 

− l’information publiée et reconnue concernant l’utilisation de chaque type d’essais dans 

les conditions de terrain appropriées ; 

− la valeur de chaque paramètre géotechnique par comparaison avec les données publiées 

pertinentes et avec l’expérience locale et générale ; 

− la variation des paramètres géotechniques qui sont pertinents pour le projet ; 

− les résultats des essais en vraie grandeur et des mesures effectuées sur les constructions 

voisines ; 

− les corrélations entre les résultats d’au moins deux types d’essais ; 

− toute détérioration significative des propriétés du terrain qui pourrait se produire pendant 

la durée de vie de la structure. 

(6) Les valeurs représentant le comportement du sol et de la roche pour un état limite considéré, 

sont obtenues par l’application des facteurs d’étalonnage sur les résultats des essais en place ou 

en laboratoire exécutés selon la norme EN 1997-2.     

IV.4.5 Valeurs caractéristiques 

La notion de valeur caractéristique d’un paramètre de dimensionnement (charge ou propriété 

mécanique d’un matériau) est liée à une conception probabiliste de la sécurité : c’est une valeur 

« représentative » ayant une certaine probabilité d’être dépassée du côté défavorable au 

comportement de l’ouvrage (c’est ainsi, par exemple, que l’on choisit en général des valeurs 
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caractéristiques inférieures à la moyenne pour la résistance et des valeurs supérieures pour les 

charges).  

IV.4.5.1 Valeurs caractéristiques et valeurs représentatives des actions 

Ces valeurs caractéristiques et représentatives des actions doivent être déterminées 

conformément à la norme EN 1990:2002 et aux différentes parties de la norme EN 1991. 

IV.4.5.2 Valeurs caractéristiques des paramètres géotechniques 

La détermination des valeurs caractéristiques des paramètres géotechniques s’appuient toujours 

sur les mesures dérivées des essais in-situ ou en laboratoire, et complétées par les informations 

de l’expérience. Elles doivent être estimées avec prudence, dont le choix dépend des points 

suivants : 

− l’existence d’informations préalables, d’ordre géologique ou autre, telle que des données 

de projets antérieurs ; 

− la variabilité des valeurs mesurées des propriétés et les autres informations pertinentes, 

par exemple, à partir de connaissances existantes ; 

− le volume des investigations menées en place et en laboratoire ; 

− le type et le nombre d’échantillons ; 

− les dimensions de la zone du terrain qui gouverne le comportement de l’ouvrage 

géotechnique pour l’état limite considéré ; 

− la capacité de l’ouvrage géotechnique à transférer les charges des zones faibles aux zones 

plus résistantes du terrain. 

De ce point de vue, une estimation prudente de la valeur moyenne consiste à choisir la valeur 

moyenne d’un ensemble limité de valeurs du paramètre géotechnique avec un niveau de 

confiance de 95 % ; par rapport à une rupture locale, une estimation prudente de la valeur la plus 

faible est un fractile à 5 %. 

IV.4.5.3 Valeurs caractéristiques des données géométriques 

Il faut que les valeurs caractéristiques que ce soit celles des niveaux du terrain, de la nappe ou de 

l’eau libre doivent être des valeurs par excès ou par défaut des niveaux mesurés, nominaux ou 

estimés. D’une manière générale les dimensions des ouvrages géotechniques soient des valeurs 

nominales. 

IV.4.6 Valeurs de calcul 
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Les valeurs de calcul, qui sont, comme leur nom l’indique, les valeurs des paramètres qui seront 

utilisées pour contrôler l’occurrence des états limites dans chaque situation de calcul, sont 

déduites des valeurs caractéristiques par application d’un coefficient minorateur ou majorateur, 

suivant que l’augmentation du paramètre va ou non dans le sens de la sécurité. 

IV.4.6.1 Valeurs de calcul des actions 

La valeur de calcul des actions obtenue conformément à la norme EN 1990:2002, et doit être 

déduite de la valeur représentative de l’action par l’intermédiaire de la relation suivante : 

Ḱ = 1L. ¼́)9                                                                      (SZ. 1) 
¼́)9 = Ѱ. ó́                                                                        (SZ. 2) 

Ou Ѱ est un facteur appliqué aux valeurs caractéristiques, dont ces valeurs doivent être prises 

dans la norme EN 1990:2002. Et 1L est un facteur partiel des situations permanentes ou 

transitoires défini dans l’annexe A. 

IV.4.6.2 Valeurs de calcul des paramètres géotechniques 

La valeur de calcul d’un paramètre géotechnique Xd est obtenue de la valeur caractéristique en 

utilisant l’expression suivante : KK = Kó/1N                                                                      (SZ. 3) 
 
 1N Est un facteur partiel des situations permanentes ou transitoires défini dans l’annexe A. 
 

En géotechnique, le coefficient partiel de sécurité d’un même paramètre peut être minorateur 

dans certaines situations de calcul et majorateur pour d’autres situations. Pour une même 

situation de calcul, le même paramètre peut avoir un sens défavorable par rapport à certaines 

actions et sens favorable par rapport à d’autres. 

IV.4.7 Etats limites ultimes 

L’objectif principal du dimensionnement des ouvrages géotechniques, est de satisfaire un certain 

nombre de conditions de sécurité et d’aptitude au service, spécifiques à chaque type d’ouvrages 

et à son utilisation prévue. Les Eurocodes distinguent deux grandes catégories d’états limites, qui 

sont les états au-delà desquels les exigences de sécurité (pour les états limites ultimes) et 

d’aptitude au service (pour les états limites de service) ne sont plus satisfaites. 

Les états limites ultimes concernent à la fois la sécurité de la structure (qui ne doit pas être 

gravement endommagée) et la sécurité des personnes. Il convient  alors de vérifier que les états 

limites suivants ne sont pas dépassés, lorsqu’ils sont pertinents : 
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− perte d’équilibre de la structure ou du terrain (EQU) 

− rupture interne ou déformation excessive de la structure ou d’éléments de structure (STR) 

− rupture ou déformation excessive du terrain (GEO) 

− soulèvement global de la structure ou du terrain (UPL) 

− soulèvement local du terrain, érosion interne ou érosion régressive du terrain, sous l’effet 

des gradients hydrauliques (HYD) 

IV.4.7.1 Vérification de l’équilibre statique 
 

Dans les états limites d’équilibre statique ou de déplacement global de la structure ou du terrain 

(EQU), on doit vérifier que : 

PKÜ;K ≤ PÜ?;K + âK                                                                        (SZ. 4) 
PKÜ;K = Pû1L ¼́)9 ;Kó 1N⁄  ;  [KýKÜ                                                       (SZ. 5) 
PÜ?;K = Pû1L ¼́)9 ;Kó 1N⁄  ;  [KýÜ?                                                      (SZ. 6) 

Ou PKÜ;K est la valeur de calcul de l’effet des actions déstabilisatrices. Et ad la valeur de calcul 

des données géométriques. 

Les valeurs des facteurs partiels peuvent être fixées dans l’annexe nationale. Les tableaux (IV.1) 

et (IV.2) donnent les valeurs recommandées.  

 

Pour la vérification de l’état d’équilibre limite (EQU), on doit appliquer aux actions les facteurs 

suivants  représentés dans le Tableau (IV.1): 

 

− 1�;KÜ pour les actions permanentes défavorables déstabilisatrices ; 

− 1�;Ü? pour les actions permanentes favorables stabilisatrices ; 

− 1P;KÜ pour les actions variables défavorables déstabilisatrices ; 

− 1P;Ü? pour les actions variables favorables stabilisatrices. 

 
 

 

Tableau (IV.1) : Facteurs partiels pour les actions (1L) [Eurocode7] 

Action Symbole Valeur Permanente   
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0ép[lk\[°¦�@) ´[lk\[°¦�?) 1�;KÜ 1�;Ü? 1,1 

0,9 Variable 0ép[lk\[°¦�@) ´[lk\[°¦�?) 
 1P;KÜ  1P;Ü? 

 

1,5 

0 

a) Déstabilisatrice  b) Stabilisatrice 

 
La vérification de l’état d’équilibre limite (EQU), nécessite aussi l’application des facteurs 

partiels 1N (Tableau IV.2) suivants pour les paramètres de sols lorsque l’on inclut des résistances 

au cisaillement de faible importance : 

− 1Q� pour la tangente de l’angle de frottement interne ; 

− 1Ä� pour la cohésion drainée ; 

− 1ÄÛ pour la cohésion non drainée ; 

− 1RÛ pour la résistance en compression simple ; 

− 1S pour le poids volumique. 

 

Tableau (IV.2) : Facteurs partiels pour les paramètres de sol (1N) [Eurocode7] 

Paramètre du sol Symbole Valeur 

Angle de frottement internea) 1Q� 1,25 
Cohésion effective 1Ä� 1,25 
Cohésion non drainée 1ÄÛ 1,4 
Resistance en compression simple 1RÛ 1,4 
Poids volumique 1S 1,0 
a) Ce facteur est appliqué à ²[§�� 

 

 

IV.4.7.2 Vérification de la résistance pour les états limites de la structure   

              (STR) et du terrain (GEO) dans les situations permanentes et  

              transitoires 

Les états limites de rupture ou de déformation excessive d’un élément de structure (STR) ou du 

terrain (GEO) et, doivent vérifier en tout cas l’inégalité suivante: 

 
 PK ≤ ®K                                                                                   (SZ. 7) 

IV.4.7.2.1 Valeurs de calcul des effets des actions 
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On applique les facteurs partiels sur les actions elles mêmes (Frep) ou sur les effets des actions 

(E) comme suit : 

PK = Pû1L ¼́)9 ;Kó 1N⁄  ;  [Ký                                                            (SZ. 8) 
Ou  

PK = 1TPû ¼́)9 ;Kó 1N⁄  ;  [Ký                                                            (SZ. 9) 
 

Les valeurs des facteurs partiels peuvent être fixées dans l’annexe nationale. Les tableaux (IV.3) 

et (IV.4) donnent les valeurs recommandées. Dont la vérification des états limites de structure 

(STR) et géotechnique (GEO), permet d’appliquer les facteurs A1 ou A2 sur les actions (1L) ou 

sur les effets des actions (1T) : 

− 1� pour les actions permanentes favorables ou défavorables ; 

− 1P pour les actions variables défavorables ou favorables. 

 
 

Tableau (IV.3) : Facteurs partiels pour les actions (1L) ou les effets des actions (1T) [Eurocode7] 

Action Symbole 
Ensemble 

A1 A2 

Permanente 
Défavorable 1� 

1,35 1,0 

Favorable 1,0 1,0 

Variable 
Défavorable 1P 

1,5 1,3 

Favorable 0 0 

 
La vérification des états limites de la structure (STR) et géotechniques (GEO), nécessite aussi 

l’application des ensembles M1 et M2 des facteurs partiels de résistance γM (Tableau IV.4) pour 

les paramètres de sols : 

− 1Q� pour la tangente de l’angle de frottement interne ; 

− 1Ä� pour la cohésion drainée ; 

− 1ÄÛ pour la cohésion non drainée ; 

− 1RÛ pour la résistance en compression simple ; 

− 1S pour le poids volumique. 

 
Tableau (IV.4) : Facteurs partiels pour les paramètres de sol (1N) [Eurocode7] 
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Paramètres du sol Symbole 
Ensemble 

M1 M2 

Angle de frottement internea) 1Q′ 1,0 1,25 

Cohésion effective 1Ä ′ 1,0 1,25 

Cohésion non drainée 1ÄÛ 1,0 1,4 

Compression simple 1RÛ 1,0 1,4 

Poids volumique 1S 1,0 1,0 

a) Ce facteur est appliqué à ²[§�′ 
IV.4.7.2.2 Valeurs de calcul des résistances 

On peut appliquer les facteurs partiels aux propriétés du terrain (X) ou aux résistances (R) ou aux 

deux simultanément, comme suit : 

®K = ®û1L ¼́)9 ;Kó 1N⁄  ;  [Ký                                                            (SZ. 10) 
®K = ®û1L ¼́)9 ;Kó ;  [Ký/1¹                                                              (SZ. 11) 
®K = ®û1L ¼́)9 ;Kó 1N⁄  ;  [Ký/1¹                                                      (SZ. 12) 

Lorsque les facteurs partiels sont appliqués aux effets des actions, alors le facteur partiel des 

actions est pris égal à l’unité (γF = 1). 

La vérification des états limites de la structure (STR) et géotechniques (GEO) dans le cas des 

fondations superficielles, nécessite l’application des ensembles R1, R2, ou R3 des facteurs 

partiels de résistance (γR) Tableau (IV.5) : 

− γ
R;V  Pour la portance; 

− γ
R;h  Pour la résistance au glissement. 

 
Tableau (IV.5) : Facteurs partiels de résistance (1¹) [Eurocode7] 

Résistance Symbole 
Ensemble 

R1 R2 R3 

Portance γR;V 1,0 1,4 1,0 

Glissement γR;h 1,0 1,1 1,0 

IV.4.7.2.3 Approches de calcul 

Dans les états limites ultimes qui comportent les défaillances dans le sol, nommés états limites 

ultimes GEO, l’Eurocode 7 défini trois approches de calcul 1, 2 et 3. La façon d’appliquer les 
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équations (IV.8 à IV.12) est déterminée par le choix de l’une des trois approches de calcul définies 

ci-après, dont les facteurs partiels sont groupés en ensembles notés A (pour les actions ou effets des 

actions), M (pour les paramètres du sol) et R (pour les résistances). Ils sont sélectionnés en fonction 

de l’approche de calcul utilisée. 

 
� Approche de calcul 1 

Sauf pour le calcul des pieux sous charge axiale et des ancrages, on doit vérifier qu’aucun état 

limite de rupture ou de déformation excessive ne sera atteint sous chacune des deux 

combinaisons d’ensembles de facteurs partiels suivantes :  

− Combinaison 1 : A1 «+» M1 «+» R1 

− Combinaison 2 : A2 «+» M2 «+» R1        où «+» signifie : «à combiner avec». 

 
Dans les combinaisons 1 et 2, les facteurs partiels sont appliqués aux actions et aux paramètres 

de résistance du terrain. 

 
� Approche de calcul 2 

On doit vérifier qu’aucun état limite de rupture ou de déformation excessive ne sera atteint avec 

la combinaison d’ensembles de facteurs partiels suivante : 

− Combinaison : A1 «+» M1 «+» R2 

Dans cette approche, les facteurs partiels sont appliqués aux actions ou aux effets des actions et 

aux résistances du terrain. De plus si cette approche est utilisée pour les calculs de stabilité de 

pente ou de stabilité générale, l’effet résultant des actions sur la surface de rupture est multiplié 

par γE et la résistance globale au cisaillement sur la surface de rupture est divisée par γR;e. 

 
� Approche de calcul 3 

On doit vérifier qu’aucun état limite de rupture ou de déformation excessive ne sera atteint avec 

la combinaison d’ensembles de facteurs partiels suivante : 

− Combinaison : (A1* ou A2†) «+» M2 «+» R3 

Avec * sur les actions provenant de la structure, et † sur les actions géotechniques. 

Dans cette approche, les facteurs partiels sont appliqués aux actions ou aux effets des actions et 

aux paramètres de résistance du terrain. Pour les analyses de stabilité de pente ou de stabilité 

globale, les actions appliquées au sol (par exemple les actions provenant de la structure ou les 
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charges de circulation) sont traitées comme des actions géotechniques, en utilisant l’ensemble de 

facteurs partiels A2. 

IV.4.8 Etats limites de service 

Les états limites de service définissent les conditions au-delà desquelles les spécifications de 

service de l’ouvrage ne sont plus remplies, que ce soit en termes de fonctionnement mécanique, 

de confort, d’aspect, etc. Ce sont souvent des conditions relatives aux tassements relatifs 

maximaux ou déformations maximales acceptables, à des vibrations, sources d’inconfort, à la 

fissuration de l’ouvrage, qui peut compromettre sa durabilité. 

La vérification par rapport aux états limites de service dans le terrain ou dans une section, un 

élément ou une connection de la structure, peut soit exiger que : 

PK ≤ jK                                                                           (SZ. 13) 
Il convient normalement de donner aux facteurs partiels pour les états limites de service une 

valeur de 1,0. 

IV.4.9 Fondations superficielles 

Les dispositions suivantes s’appliquent aux fondations superficielles, y compris les semelles 

isolées, les semelles filantes et les radiers. Certaines de ces dispositions peuvent être appliquées 

aux fondations profondes comme le cas des caissons. 

IV.4.9.1 Etats limites 

L’Eurocode 7 donne la liste suivante pour les états limites à éviter pour les fondations 

superficielles : 

− instabilité d’ensemble (fondations sur pente, en tête de talus, près d’une excavation ou 

d’un mur de soutènement, dans une zone minière ou à proximité d’ouvrages souterrains). 

cette instabilité est analysée par les méthodes définies pour les ouvrages en terre 

(remblais et talus) ; 

− défaut de capacité portante ; 

− rupture par glissement ; 

− rupture combinée dans le sol et dans l’ouvrage ; 

− rupture de la structure due à un mouvement du sol de fondation ; 

− tassements excessifs ; 

− soulèvement excessif ; 

− vibrations inacceptables. 



CHAPITRE IV :                                                                                                                                           Principes de l’Eurocode 7 

Fiabilité des Ouvrages Géotechniques                                                                                                   97  
 

IV.4.9.2 Actions et situations de calcul 

Les actions à prendre en compte sont de façon générale les mêmes que pour les fondations 

profondes, en tenant compte de la rigidité globale de la structure, du niveau de l’eau dans le sol, 

de toutes les sollicitations extérieures diverses susceptibles d’influer sur leur comportement. 

Lorsque la rigidité de la structure est importante, il convient d’analyser l’interaction de la 

structure et du terrain afin de déterminer la distribution des actions. 

IV.4.9.3 Calcul à l’état limite ultime 

IV.4.9.3.1 Stabilité générale 

D’une manière La stabilité de l’ensemble, avec ou sans les fondations, la réglementation exige 

une vérification particulière dans les situations suivantes : 

− près de ou sur une pente naturelle ou créée par l’homme ; 

− près d’une excavation ou d’un ouvrage de soutènement ; 

− près d’une rivière, d’un canal, d’un lac, d’un réservoir ou d’une côte ; 

− près de mines ou d’ouvrages enterrés. 

Selon le principes de stabilité décrites précédemment, il convient de démontrer que toute 

instabilité d’un massif de terrain contenant la fondation est suffisamment peu probable. 

IV.4.9.3.2 Portance 

La condition de stabilité de la fondation superficielle vis-à-vis du poinçonnement, exprimée par 

l’inégalité suivante doit être vérifiée pour tous les états limites ultimes : 

ZK ≤ ®K                                                                           (SZ. 14) 
Avec ZK : La charge de calcul à l’état limite ultime, appliquée normalement à la semelle de la 

fondation, incluant le poids de la fondation elle-même et le poids des matériaux de remblai 

éventuels, et toutes les pressions des terres, favorables ou défavorables. Les pressions d’eau qui 

ne sont pas dues à la charge appliquée au sol par la fondation doivent être comptées parmi les 

actions. Et ®K capacité portante de calcul du sol de fondation sous charge normale à la surface. 

Sa valeur est donc le produit de la méthode de calcul analytique ou numérique ou empirique 

utilisée par l’ingénieur géotechnicien dans les conditions du projet. 

a) Méthode analytique 

Il convient d'utiliser une méthode analytique communément reconnue. Le calcul 

analytique des valeurs à court terme et à long terme de Rd doit être considéré, en 

particulier dans les sols fins. 
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La détermination de la capacité portante de calcul d’une fondation reposant sur un massif 

stratifié, dont les propriétés varient fortement d’une couche à l’autre, les valeurs de calcul 

des propriétés du terrain doivent être déterminées pour chaque couche. 

L’Eurocode 7 fournit en annexe (informative) une méthode de calcul analytique 

(expressions de ÕS, ÕU  �²  ÕR, avec des coefficients de correction pour la forme, 

l’inclinaison et l’excentricité). 

 

b) Méthode semi-empirique 

Dans ce cas l’estimation de la valeur de calcul de la capacité portante d'une fondation 

superficielle reposant sur un sol, est obtenue sur la base des essais en place tels que l'essai 

pressiométrique. 

 
c) Méthode perspective utilisant une valeur présumée de la portance 

Ce type de méthodes, sont généralement fondées sur une valeur présumée de la portance. 

Lorsqu’on se trouve dans le cas des fondations reposant sur les roches très résistantes, 

comme les roches ignées intactes, les roches gneissiques, les calcaires et les grès, la 

capacité portante présumée est limitée par la résistance à la compression de la fondation 

en béton. IL convient aussi d’évaluer le résultat du calcul sur la base d’expériences 

comparables. 

IV.5 Conclusion 

Ce chapitre dresse une synthèse des principales procédures de calcul, de dimensionnement et de 

justification des ouvrages géotechniques selon l’Eurocode 7. Les détails précis de calcul des 

fondations superficielles se trouvent dans les Annexes (A et B) (Eurocode 7). Bien que ces 

normes de calcul définissent des principes de justification, il ne faut pas oublier que le travail de 

conception de l’ingénieur reste prépondérant. Les normes fournissent des listes de mécanismes 

de rupture et de déformation à prendre en compte pour les justifications aux ELU et aux ELS, 

mais elles ne sont pas exhaustives. Pour chaque projet, l’ingénieur doit donc développer une 

stratégie spécifique de conception et de dimensionnement. 

Dans les codes anciens totalement déterministes, les coefficients dits « de sécurité » couvraient 

l’ensemble des incertitudes ou ignorances sur les grandeurs considérées, y compris les 

dispersions statistiques des variables aléatoires. Dans les codes récents semi-probabilistes, 

des valeurs caractéristiques d’effets des actions et de résistances sont introduites, qui tiennent 

compte des lois des variables aléatoires associées et de leur coefficient de variation. Les facteurs 
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partiels appliqués a` ces valeurs caractéristiques pour obtenir les valeurs de dimensionnement, 

couvrent les autres incertitudes ou erreurs de modèle. 
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Chapitre V : Etude paramétrique 

1 Introduction 

Par rapport à la pratique traditionnelle de la géotechnique, l’Eurocode 7 se distingue par la 

volonté délibérée d’appliquer systématiquement le formalisme du dimensionnement aux états 

limites et de traiter la sécurité au moyen des facteurs partiels appliqués séparément aux charges 

et aux propriétés des matériaux. La référence aux états limites est un remodelage des pratiques 

existantes, mais l’utilisation des facteurs partiels, au lieu d’un coefficient de sécurité global 

spécifique à chaque type de calcul et à chaque type d’ouvrage, est une modification plus 

importante qui nécessitera toujours beaucoup d’études de recalage par rapport à l’expérience. 

Le présent chapitre décrit le contenu d’une étude paramétrique, basée sur l’utilisation d’un 

nouveau concept qui à pour objet de mesurer la sécurité d’un ouvrage en prenant en compte ces 

divers incertitudes. Et une analyse comparative avec l’approche déterministe, permettant de 

cerner les paramètres les plus influents sur la stabilité de l’ouvrage en question. 

2 Modèle mécanique 

La modélisation mécanique à la rupture des fondations superficielle par poinçonnement, est 

effectuée dans la littérature par plusieurs méthodes qui sont en général inspirées de la théorie 

classique de Prandtl (1921): formation d’un cône rigide solidaire à la fondation (Fig. V.1). Une 

fondation superficielle du type filante à été prise dans notre cas conformément aux hypothèses 

suivantes : 

- Le sol est un massif homogène horizontal ne présente pas de discontinuité. 

- L’effet des contraintes de cisaillement au contact sol-fondation est négligé. 

- Le sol situé au dessus de l’horizontal AA′ de la base de la fondation agit comme une 

surcharge verticale constante d’intensité γD (Fig. V.1). 

- Aucune nappe d’eau n’est présente.    

 
Figure. V.1    Equilibre des terres sous la fondation (charge verticale centrée) 
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Un seul cas de charge verticale centrée à été analysé pour une semelle filante de largeur B 

enterrée dans le  massif à une profondeur D (Fig. V.1). 

Le modèle mécanique de rupture choisi, est le modèle classique proposé par Terzaghi (1940) 

pour l’évaluation de la capacité portante des fondations superficielles. L’équation d’état limite 

générale exprimant la contrainte limite de rupture par poinçonnement est donnée par la relation. 

qL = 1

2
. γ. B. Nγ + γ. D. Nq + c′. Nc                                                   (V. 1) 

Ou γ est le poids volumique du sol et c′, la cohésion effective du sol. Nγ, Nq et Nc sont les 

facteurs de capacité portante ou de portance, dépendant généralement de l’angle de frottement 

interne φ′. Le tableau (V.1) regroupe ces facteurs qui ont été choisis selon les exigences de 

l’Eurocode 7 (2004). 

 
Tableau V.1  Facteurs de capacité portante [Eurocode7] 

                 Facteurs de       
Approche               
portance                      
                                                   

 
                 Nγ                        

 
                 Nq 

 
                     Nc       

 
Eurocode 7 (2004) 
 

 
     2uNq − 1w tg φ′ tg2 �π

4
+ φ′

2
� eπtgφ′

 
 
      cot φ′ uNq − 1w 

 
 

Par substitution de ces facteurs dans l’équation (V.1), et en tenant compte de la relation 

trigonométrique suivante : 

tg �π

4
+ φ′

2
� = �tg φ′ + (1 + tg2φ′)1

2V �                                            (V. 2) 

La contrainte limite de rupture exprimée en fonction des paramètres mécaniques (variables 

aléatoires) s’écrit : 

 

qL = c′

tgφ′ õeπtgφ′ �tgφ′ + (1 + tg2φ′)1
2V �2 − 1W+ q0. eπtgφ′ �tgφ′ + (1 + tg2φ′)1

2V �2
+ 2. γ. tgφ′ õeπtgφ′ �tgφ′ + (1 + tg2φ′)1

2V �2 − 1W                                                       (V. 3) 
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3 Modèle stochastique 

Les paramètres géométriques (encastrement de la semelle D, largeur de la semelle B, etc.) 

présentent en général une dispersion négligeable  par rapport à celle des paramètres de 

cisaillement du sol et des charges (Nottrodt, 1990; Gäβler, 1987). Les calculs probabilistes 

effectués par Nottrodt (1990), Genske & Walz (1987) et  Gäβler (1987) ont montré, que d’un 

coté le facteur de sensibilité α pour le poids volumique du sol γ, est très faible comparativement 

aux paramètres mécaniques du sol, et d’un autre coté les facteurs partiels de sécurité dérivés pour 

le poids volumique du sol sont très proches de l’unité. C’est pourquoi on les considères comme 

des paramètres déterministes. 

Sur la base des résultats de Genske & Walz (1987) et Belabed (1996), les calculs ont été réalisés 

avec des combinaisons de paramètres de cisaillement considérées comme relativement typiques 

en mécanique des sols (tableau, V.2). De plus, on néglige dans notre travail l’effet de 

l’autocorrélation, et on suppose que les valeurs caractéristiques des paramètres ont été 

déterminées avec prudence conformément aux recommandations de l’Eurocode 7 (2004). 

Wolf (1985), et Lacasse & Nadim (1996), suggèrent que la densité de probabilité des paramètres 

de cisaillement (φ′ et c′), est normalement distribuée pour les sables. Considérons les données 

rapportées par Moorman & Katzenbach (2003) et Elramly & al (2005) ; il semblerait que le 

coefficient de dissymétrie de l’angle de frottement interne effectif, pourrait être ignoré et le choix 

d’une distribution normale semble approprié. D’autre part ces auteurs trouvent un coefficient de 

l’ordre de ϑ = 1,7 (Moorman & Katzenbach) et de ϑ = 4 (Elramly & al) pour la cohésion 

effective, ainsi une densité log-normale semble être la plus convenable. Sur la base de ces 

données on a proposé des distributions de probabilité résumées dans le tableau (V.2).  

Plusieurs auteurs, négligent dans leurs études probabilistes l’effet de la corrélation entre les 

paramètres de cisaillement du sol, ceci à pour but de simplifier les calculs. Lumb (1996), était le 

probablement premier à étudier la corrélation entre la cohésion et l’angle de frottement interne. 

Sur la base des données expérimentales, il indique une corrélation négative entre ces paramètres 

dans un rang de -0,3<ρ<-0,7 pour le sable limoneux. Nottrodt (1990), à pu montrer l’existence 

d’une relation inversement proportionnelle entre les paramètres de cisaillement effectives du sol 

(φ′ et c′) : Les petites valeurs de φ′ correspondent à des grandes valeurs de c′ et vice versa. Cette 

relation est exprimée par un coefficient de corrélation négatif élevé. Cherubini (1998), et par 

l’intermédiaire des essais triaxiales drainés effectués sur les argiles bleus de matera, confirme la 

présence d’une importante corrélation d’un ordre de      ρ = -0,6 entre les paramètres de 



CHAPITRE V :                                                                                                                                                   Etudes paramétriques 

Fiabilité des Ouvrages Géotechniques                                                                                                  103 
 

cisaillement effectifs du sol. Par conséquent, il semblerait que la prise en compte dune valeur de 

ρ = -0,6 entre les paramètres mécaniques du sol dans nos calculs serait plus réaliste.  

Les paramètres mécaniques à la rupture dans les sols, présentent des incertitudes aléatoires, du 

fait de l’hétérogénéité du matériau, ou de l’erreur de mesure liée au dispositif utilisé. Ces 

incertitudes proviennent de la variabilité intrinsèque de ces paramètres. La plupart des synthèses 

publiées, montrent que l’angle de frottement interne φ′ est moins dispersé comparativement à la 

cohésion c′. Sanchez Lizarraga & al (2014), examine l’effet de la variabilité spatiale des 

propriétés du sol sur la réponse sismique d’un barrage en remblai, une description statistique des 

paramètres d’entrées adoptées dans son étude, offre des valeurs du coefficient de variation de la 

cohésion et de l’angle de frottement interne : Vc′ = 40% et Vφ′ = 9%. Srivastava & al (2009), 

étudient la variabilité du sol sur la capacité portante d’une argile dans les problèmes de stabilité 

des pentes. Les paramètres statistiques de conception obtenues à partir des testes de pénétration 

du cône statique (SCPT) représentées comme suit : Vc′ = 39% et  Vφ′ = 11%. Ogunsanwo 

(1985), à étudié la variation des caractéristiques de la résistance au cisaillement d’un sol 

latérique provenant d’une amphibolite à grain fin, cette dernière est recherchée en se servant des 

essais de compression triaxiale de consolidation non drainée. Les résultats montrent que les 

coefficients de variation pour la cohésion effective c′ s’élève à 65,1% et pour l’angle de 

frottement interne φ′ s’élève à 16,1%. Sur la base de ces résultats et de ceux de Orr (2000) et 

Shneider (1999), nos calculs ont été établis en choisissant un coefficient de variation de 10% 

pour l’angle de frottement effective interne et de 40% pour la cohésion effective.   

 
Tableau V.2  Données statistiques des variables aléatoires 

Paramètre Type de 

distribution 

Coefficient de 

variation 

Valeur 

caractéristique 

Angle de frottement interne φ′ [degrés] Normale 10%-13% 20 à 40 

Cohésion c� [KN mL⁄ ] Log-normale 40%-80% 0 à 35 

 

4 Etudes paramétriques 

Cette partie  présente l’application des méthodes probabilistes dans une étude paramétriques, qui 

a pour objectif d’étudier l’influence des valeurs caractéristiques des paramètres mécaniques et de 

leurs informations sur l’évaluation des facteurs partiels de sécurité. Ces derniers sont les 

principaux éléments constitutifs d’un format de dimensionnement, dénommé format aux facteurs 

partiels, obtenues selon notre cas par le rapport des valeurs caractéristiques aux valeurs de calcul 
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des paramètres mécaniques (Lemaire, 2005). L’étude est effectuée en utilisant deux méthodes, 

qui sont implémentées dans un code de calcul sous plate forme Matlab: 

 
- Une méthode analytique, qui sert à déterminer les valeurs de calcul, par l’intermédiaire 

des valeurs statistiques (moyennes et écarts types), d’un domaine composé de valeurs 

critiques des paramètres mécaniques. 

- Une méthode approximative considérée comme la plus efficace en termes de rapport 

entre temps de calcul et précision de la réponse, qui se base sur la théorie de fiabilité du 

premier ordre (FORM). Son principe consiste, à rechercher le point de défaillance le plus 

probable, appelé point de conception représentant avec ces coordonnées les valeurs de 

calcul des paramètres mécaniques. 

 
Le modèle de fondation choisi dans l’étude paramétrique, est un benchmark pris dans la 

littérature par Russeli (2008) , représenté par une semelle filante de largeur B=2m, un sol 

homogène ne présentant pas de discontinuité dont le poids volumique est de 15 KN m3⁄ , et une 

surcharge de 10 KN m2⁄  représentant l’ancrage de la semelle.       

Différents cas on été considérés en faisant varier les paramètres de calcul suivants : 

- Caractéristiques du sol (sol cohérent et pulvérulent) 

- Prise en compte de la corrélation entre les paramètres mécaniques 

- Coefficients de variations (modèle de Russeli (2008)) 

Tableau V.3  Types de sols 

Sols 
Corrélation  

 

Paramètres Valeurs Caractéristiques Coefficient de variation 

φ′ddegrése/c′dkn/m2e    Tan(φ′)  c′ Vφ′  Vc′ 

1 0 40/0 0,838 (-) 10% (-) 

2 0 35/0 0,700 (-) 10% (-) 

3 0 30/0 0,577 (-) 10% (-) 

4 0/-0,6 25/4 0,466 4 10% 40% 

5 0/-0,6 *25/4 0,466 4 13% 80% 

6 0/-0,6 35/5 0,700 5 10% 40% 

7 0/-0,6 30/10 0,577 10 10% 40% 

8 0/-0,6 25/20 0,466 20 10% 40% 

9 0/-0,6 20/35 0,364 35 10% 40% 
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4-1 Analyse de la fiabilité  

La prise en compte de l’incertain probabiliste en conception des ouvrages géotechniques, a 

conduit au développement d’une analyse de fiabilité qui recherche les conditions de défaillance 

en vue d’assurer un dimensionnement optimal. Pour cela différents types de sol ont été 

considérés en faisant varier les paramètres de cisaillement (tan φ′ et c′), qui sont décrites par leurs 

distributions respectivement normale et log-normale et des valeurs statistiques correspondantes 

(Tableau, V.3). La notion de fiabilité étant posé un critère de défaillance, qui est défini à l’aide 

d’une fonction dite de performance (ou d’état limite) notée Z, et qui dépend des variables 

aléatoires du modèle. 

  
Considérant la fonction d’état limite Z représentée par : 

� = �Ó − NRYº́                                                                       (Z. 4) 

Ou qL = capacité portante ultime représentant la résistance du système, considérée comme   

       variable aléatoire dépendant des paramètres mécaniques du sol. 

        
µqL

FS
  = est la sollicitation déterministe du système, obtenue par l’intermédiaire de la valeur   

        statistique (moyenne) de la charge limite, divisée par un facteur de sécurité.  

 

Deux cas se présentent pour une définition d’un état limite : 

Cas (1) : Selon l’approche déterministe (conventionnel), la sécurité est exprimée à l’aide d’un   

               facteur global de sécurité FS, qui est généralement pris égal à (2). Dont l’état limite  

               peut être exprimé par la relation : 

� = �Ó − NRY2                                                                                     (Z. 5) 

Cas (2) : D’après l’approche semi-probabiliste (Eurocode 7,2011). Le poinçonnement  

               correspond à un état limite de rupture ou de déformation excessive d’un élément de  

               structure ou du terrain (STR et Geo-2) représenté par l’équation : 

 ®K − ¯K = 0                                                                                   (Z. 6) 

Ou  Rd = la résistance de calcul ou capacité portante et Sd, la sollicitation (charge) de calcul. 

Selon l’Eurocode 7 on a : 

®K = ®ó1¹      �²     ¯K = 1� . Ø + 1P.Z                                                    (Z. 7) 

Avec Q = 0 (dans notre cas), et Par substitution dans l’équation (V.6) : 
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®ó1¹ −  1�Ø = 0    [¦k\»   Ø = ®ó1¹ . 1�                                                           (Z. 8) 

Avec Rk = qL , γG = 1,35  et γR = 1,4 (cas pertinent d’après Eurocode 7), On peut écrire : 

Ø = �Ó1,35.1,4                                                                            (Z. 9) 

La sollicitation du système est évaluée par l’expression : 

Ø = NRY1,89                                                                            (Z. 10) 

Est l’équation d’état limite peut être décrite par la relation : 

� = �Ó − NRY1,89                                                                 (Z. 11) 

Les équations (V.5) et (V.11) se distinguent seulement dans le dénominateur. Ces deux cas 

seront pris dans l’étude paramétrique pour une comparaison en utilisant la méthode (FORM).  

4-1-1 Méthode de Rosenblueth 

La charge limite de la semelle filante, qui représente la variable aléatoire d’intérêt, est exprimée 

dans une équation comme le résultat d’une opération mathématique d’autres variables aléatoires 

(tan φ′ et c′) équation (V.3). Alors la méthode des points estimés développée par Rosenblueth 

(1975), prévoit une procédure de calcul directe et facile pour obtenir des estimations de moments 

pour cette variable. En particulier, ces moments statistiques sont la moyenne, écart type et le 

coefficient d’asymétrie, dont la procédure de mise en œuvre à été implémentée dans un code de 

calcul représenté par l’algorithme suivant :   

 
1. Définition de l’équation d’état limite Z(xi) dépendant des variables aléatoires de base. 

2. Estimation des unités d’écarts types ξ
x# et ξ

x" et les coordonnées des points d’application 

des poids xiU et xi. pour tous variables équations (III.31- III.34). 

3. Evaluation des probabilités concentrées des variables de base PxU et Px. équations 

(III.35- III.36). 

4. Détermination des poids Ps1s2
 de la fonction de performance équations (III.38- III.39). 

5. Evaluation de la fonction de performance Z(xi) pour tous points localisés à xiU et xi.. 

6. Détermination des trois premiers moments de la fonction de performance équations 

(III.41- III.43).  
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4-1-2 Méthode analytique 

Cette méthode, qui a pour objectif de rechercher l’intervalle réduit des paramètres mécaniques de 

base. Ces intervalles contiennent les valeurs de la cohésion et de l’angle de frottement interne, 

qui causent la rupture. Deux façons différentes pour la détermination de ces rangs, soit en les 

choisissant sur la base des connaissances des experts ou en utilisant une procédure itérative. 

Dans notre cas, la procédure itérative est implémentée dans un code de calcul sous plate forme 

matlab, qui considère les différentes combinaisons des paramètres mécaniques et détermine ceux 

qui causent la rupture. Ces valeurs sont obtenues lorsque la valeur de la borne supérieure du 

domaine de rupture de la capacité portante, est considérée comme étant égale à sa valeur 

moyenne divisée par un facteur de sécurité égal à 2. 

 
Les paramètres statistiques correspondants à ces intervalles, représentant les valeurs d’intérêts 

(valeurs de calcul), sont évalués par l’intermédiaire d’une intégration numérique sur le domaine 

réduit de chaque paramètre. Ces derniers sont définis mathématiquement par l’expression 

suivante :      

NH,¼)K = A :pH(:)W:H[¢"A pH(:)W:H[¢"                                                               (Z. 12) 

                                 

Ou      ` red ` désigne l’intervalle réduit 

             x, f(x) désigne la variable du paramètre en question et sa fonction densité de probabilité 

             x6 la valeur extrême droite de l’intervalle réduit 

             0U la valeur extrême gauche de l’intervalle réduit qui devrait être supérieure à zéro. Pour  

             des solutions pratiques une valeur de 10.1 est adoptée. 

4-1-3 Méthode approximative 

La littérature nous propose de nombreuses méthodes pour la résolution d’un problème de 

minimisation sous contraintes (Freudenthal, & al. 1966), parmi lesquels nous venons de choisir 

celle qui se base sur la théorie de fiabilité du premier ordre appelée (FORM). Elle est la plus 

utilisée et convient dans la majorité des cas. Son implémentation dans un code de calcul exige 

l’efficacité et la précision numérique de l’algorithme d’optimisation, qui consiste à partir d’un 

point initial, à déterminer la meilleure direction de descente et à parcourir un certain chemin 

selon cette direction (Lemaire, 2005). La résolution du problème donne des valeurs (valeurs de 

calcul) des coordonnées d’un point de défaillance le plus probable, appelé point de conception 
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P∗, d’où découlent immédiatement les cosinus directeurs αi et une valeur β qui correspond à 

l’indice de fiabilité proposé par Hasofer & Lind (1974). L’implémentation de cette méthode dans 

un code de calcul sous plate forme matlab, est représentée par un algorithme qui sera récapitulé 

par les étapes suivantes :  

1. Définir la fonction d’état limite qui convient à l’équation (III.8). 

2. Assigner la valeur moyenne comme point de conception initial, i.e., xi,k = μ
xi

. Ici, xi,k est 

le ieme élément dans le vecteur xk de la keme itération.  

3. Evaluer les moyennes et écarts types pour les variables non normales équations (III.21- 

III.22). 

4. Décorrélation des variables corrélées équations (III.23- III.24). 

5. Déterminer les dérivées partiellesã\�\Dáä, de la fonction de performance par rapport à 

chaque variable aléatoire, évaluées au point de conception sxi
∗t. 

6. Evaluer les cosinus directeurs sαit, en utilisant l’équation (III.16) (pour les variables 

aléatoires non corrélées), et les équations (III.27) et (III.28) (pour les variables aléatoire 

corrélées). 

7. Calculer l’indice de fiabilité β par substitution des équations, (III.17) (pour les variables 

aléatoires non corrélées) et (III.29) à (III.30) (pour les variables aléatoires corrélées), 

dans l’équation (III.18). Et satisfaisant l’état limite Z=0 en utilisant un procédé itératif de 

recherche de la racine numérique. 

8. Déterminer le nouveau point de calcul (point de conception), en substituant la valeur de 

l’indice β obtenu en étape 7, dans l’équation (III.17) (pour les variables aléatoires non 

corrélées) et (III.29) à (III.30) (pour les variables aléatoires corrélées). 

9. Répétez les étapes 3 à 8 jusqu'à ce que l’indice β converge avec une tolérance 

acceptable : ]βüUM − βü] < 
 . 
Tableau V.4  Résultats de la méthode analytique 

Sols 

φ′/c′ 

Corrélation 

 

Moyenne de 

qL 

Résultats  (Valeurs de calcul) Facteurs partiels de sécurité 

 Tan(φred
′ )  cred

′   φ′  c′ 

40/0 0 2458 0,7031 (-) 1,19 (-) 

35/0 0 1090 0,571 (-) 1,23 (-) 

30/0 0 524,5 0,458 (-) 1,26 (-) 

25/4 
0 344,7 0,393 2,939 1,19 1,36 

-0,6 341,4 0,392 2,939 1,19 1,36 
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*25/4 
0 350,5 0,3856 2,2748 1,21 1,76 

-0,6 342,9 0,3829 2,2748 1,22 1,76 

35/5 
0 1328 0,5988 3,6747 1,17 1,36 

-0,6 1315 0,5974 3,6747 1,17 1,36 

30/10 
0 835,5 0,5188 7,3494 1,11 1,36 

-0,6 821,1 0,5168 7,3494 1,12 1,36 

25/20 
0 685,4 0,4314 14,6988 1,08 1,36 

-0,6 669,2 0,4314 14,6988 1,08 1,36 

20/35 
0 641,2 0,3361 25,2043 1,08 1,39 

-0,6 625,8 0,3361 25,7228 1,08 1,36 

 

4-2 Interprétation des résultats 

4-2-1 Méthode analytique  

Le tableau (V.4), donne les résultats des facteurs partiels de sécurité des paramètres mécaniques 

(cohésion et angle de frottement interne ) pour les différents types de sol, obtenues par le rapport 

des valeurs caractéristiques sur les résultats des valeurs de calcul, qui sont a leurs tour évaluées 

analytiquement par intégration sur le domaine de rupture (domaine réduit).  

Ces résultats montrent que, dans les sols pulvérulents et de faible cohésion (c≤10), le facteur 

partiel de sécurité de la variable (tan φ′) présente une fine sensibilité aux variations de la valeur 

caractéristique. Il prend des valeurs ayant pour intervalle de (1,11÷1,26). Alors que pour les deux 

sols de forte cohésion (c≥20), les FSP restent constants à une valeur de l’ordre de (1,08) (Fig. 

V.2). Cette fine sensibilité est due au fait que la capacité portante présente une forte non linéarité 

avec (tan φ′), qui l’un des variables d’entrées jouant un rôle important dans cette analyse.  

 
Figure. V.2    Facteurs partiels de sécurité de l’angle de frottement interne 

d’après la méthode analytique. 
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Par ailleurs les facteurs partiels de sécurité de la variable (c′) ne présentent aucune sensibilité à la 

valeur caractéristique, ils prennent les mêmes valeurs (valeurs constantes) dans les sols de faible 

à moyenne cohésion (c≤20),  et deviennent très peu sensible à dépendance directe dans les sols à 

forte cohésion (c>20) (Fig. V.3). A l’exception du modèle de Russelli (*25/4) mis en 

comparaison au (25/4), représentant un cas loin de la réalité dans lequel l’influence de la 

dispersion (Vc) sur le calcul probabiliste de sécurité est très remarquable (voir Fig. V.3), plus le 

coefficient de variation est grand plus la valeur du facteur partiel de sécurité est grande. Cette 

influence à été signalée par Rjanitzine il ya 60 ans (lemaire, 2005), dont il attire l’attention sur le 

rôle essentiel des coefficients de variation. 

En plus la présence de la corrélation qui n'a aucune influence sur les FSP des paramètres 

mécaniques (φ et c), présentant des valeurs identiques aux cas non corrélés sur toutes la 

fourchette des sols étudiés.   

 

 
 

Figure. V.3    Facteurs partiels de sécurité de la cohésion d’après la méthode analytique. 
 

D’une manière générale, les résultats confirment les études paramétriques effectuées dans la 

littérature, indiquant que les facteurs partiels de sécurité des paramètres mécaniques sont 

insensibles aux valeurs caractéristiques à coefficient de variation et lois constants (Lemaire, 

2005). Les valeurs des facteurs partiels de sécurité obtenus pour φ varient à peu prés d’une 

valeur de (≅1,25), sont proches de ceux proposés par l’Euro-code 7 dans les sols pulvérulents et 

de faible à moyenne cohésion (c<20). A l’exception des sols de forte cohésion (c≥20), les valeurs 

des facteurs partiels de sécurité pour φ sont vus plus petits que ceux de l’Euro-code 7 

(1,08<1,25). Alors de même les facteurs partiels de sécurité pour c donnent aussi des valeurs 

plus grandes à ceux de l’Euro-code 7 (=1,25), d’un ordre de (1,36÷1,39) dans tous les sols 

étudiés. 
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4-2-2 Méthode FORM 

4-2-2-1 Approche Traditionnel (cas 1) 

Tableau V.5  Résultats de la méthode approximative (FORM) 

 
 

 
 

Figure. V.4    Facteurs partiels de sécurité de l’angle de frottement interne d’après la 
méthode FORM. 
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Types de sol ϕ'[degrés]/c'[KN/m²]

ρ≠0

ρ=0

Sols 
Corrélation 

 

Indice de 

Fiabilité  

Résultats 

(Valeurs de calcul) 

Facteurs de 

Sensibilité 

Facteurs  partiels 

de sécurité 

φ′/c′  β Tan(φred
′ )  cred

′   αφ′   αc′  φ′  c′ 

40/0 0 1,33 0,733 (-) 1,00 (-) 1,14 (-) 

35/0 0 1,48 0,596 (-) 1,00 (-) 1,17 (-) 

30/0 0 1,68 0,478 (-) 1,00 (-) 1,21 (-) 

25/4 
0 2,09 0,3707 2,8811 0,9491 0,3149 1,26 1,39 

-0,6 2,79 0,3478 4,2947 0,8259 0,5637 1,34 0,93 

*25/4 
0 1,52 0,3846 2,1421 0,9360 0,3519 1,21 1,87 

-0,6    Situation non convergente    

35/5 
0 1,56 0,592 4,135 0,9810 0,1920 1,18 1,21 

-0,6 1,86 0,574 6,05 0,6640 0,7470 1,22 0,83 

30/10 
0 1,81 0,48 7,007 0,9140 0,4040 1,20 1,43 

-0,6 2,60 0,453 9,46 0,8860 0,4630 1,27 1,06 

25/20 
0 1,92 0,398 11,37 0,7490 0,6620 1,17 1,76 

-0,6 3,15 0,388 11,79 0,9960 0,0800 1,20 1,70 

20/35 
0 1,85 0,321 17,68 0,5240 0,8520 1,13 1,98 

-0,6 2,88 0,345 14,67 0,9440 -0,3270 1,05 2,39 
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Figure. V.5    Facteurs partiels de sécurité de la cohésion d’après la méthode FORM. 

 
En considérant les mêmes types de sol, le tableau (V.5) regroupe les résultats obtenus par la 

méthode (FORM). Son avantage par rapport à la méthode précédente réside non seulement dans 

la détermination du point de conception, mais aussi dans l’évaluation de l’indice de fiabilité et 

des facteurs de sensibilité.  

 
Les figures (V.4 et V.5) montrent en premier lieu l’influence considérable de la corrélation, qui 

augmente les FSP de φ et diminue ceux de c dans les sols de moyenne à faible cohésion (c≤20), 

et qui devienne inverse en augmentant les FSP de c et diminuant ceux de φ dans les sols à forte 

cohésion (c>20). En second lieu l’évolution exprimée d’une part par une légère sensibilité des 

FSP de φ aux valeurs caractéristiques, ayant pour intervalles de (1,14÷1,21) dans les sols 

pulvérulents, de (1,18÷1,30) dans les sols de faible cohésion (c≤10), et de (1,05÷1,20) dans les 

sols à forte cohésion (c≥20). D’autre part, la sensibilité apparente des FSP de c aux valeurs 

caractéristiques, donnant des valeurs de (1,06÷1,43) dans les sols de faible cohésion (c≤10), et de 

(1,70÷2,39) dans les sols à forte cohésion (c≥20) (voir tableaux V.5 et V.6). Nous pouvons 

conclure que les résultats des FSP obtenus dans les sols pulvérulents et de faible cohésion 

(c≤10), moyennant des valeurs proches à ceux proposés par l’Eurocode 7, à l’exception des sols 

de forte cohésion (c≥20), ou les résultats des FSP de c sont vus plus grandes que ceux proposés 

par l’Eurocode 7 mais proches de ceux proposés par Meyerhof (1970) (2÷2,5).     
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Figure. V.6    Indice de fiabilité d’après la méthode FORM. 
 

La prise en compte d’une corrélation négative entre les paramètres de cisaillement, modifie 

considérablement les résultats par rapport au cas non corrélé. Pour un même type de distribution 

(µ et σ), sa présence qui intervienne d’une part, par augmentation des valeurs de l’indice de 

fiabilité sur toute la fourchette des sols (Fig. V.6). Et d’autre part, par modification de 

dépendance des facteurs de sensibilité aux valeurs caractéristiques des paramètres mécaniques 

observée dans les sols de moyenne à forte cohésion (c>10).  

 

 
 

Figure. V.7    Facteurs de sensibilité de l’angle de frottement interne. 
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Figure. V.8    Facteurs de sensibilité de la cohésion. 
 

A l’exception des sols de faible cohésion, une corrélation de (-0,6) parait assez grande, elle 

conduit dans la majorité des cas à des résultats erronés (facteurs partiels inferieurs à l’unité), et 

parfois à des situations de non convergence plus particulièrement dans les sols à grande 

variabilité (*25/4). Cet ordre de grandeur de cohésion choisie pour les types de sol (25/4, *25/4 

et 35/5), est souvent rencontré dans la pratique dans les sables humides appelé (cohésion 

apparente), dont la prise en compte d’une valeur de (-0,6) demeure excessive pour ce genre de 

sol. 

Et l’évitation de ces problèmes rencontrés, a été justifié par un choix des valeurs de corrélation 

prises d’un ordre de (-0,4,-0,4 et -0,2) respectivement pour les sols (25/4, *25/4 et 35/5) 

résumées dans le tableau (V.6). Comme les petites valeurs de c peuvent éventuellement 

disparaitre, il est préférable de prendre le cas non corrélé pour être du coté de la sécurité car ρ 

augmente β. 

 

Tableau V.6  Résultats de la méthode approximative (FORM)  (Cas de corrélation modifiée) 
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Sols 
Non corrélées 

Corrélées 

Indice de 

Fiabilité 

Résultats 

(Valeurs de calcul) 

Facteurs de 

Sensibilité 

Facteurs  partiels 

de sécurité 

φ′/c′  β Tan(φred
′ )  cred

′   αφ′   αc′  φ′  c′ 

25/4 
0 2,09 0,3708 2,872 0,9491 0,3149 1,26 1,39 

-0,4 2,46 0,3582 3,6384 0,8478 0,5303 1,30 1,10 

*25/4 
0 1,52 0,3846 2,1421 0,9360 0,3519 1,21 1,87 

-0,4 1,85 0,3724 2,7737 0,8851 0,4654 1,25 1,44 

35/5 
0 1,56 0,5926 4,135 0,9810 0,1920 1,18 1,21 

-0,2 1,64 0,5879 4,59 0,7850 0,6194 1,19 1,09 
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Différemment à la méthode analytique, FORM nous offre la possibilité de connaitre le taux de 

contribution de chaque paramètre de base à la probabilité de ruine, à travers des facteurs de 

sensibilité appelés aussi (cosinus directeurs). Les 

contribution majeure de l’angle de frottement interne par rapport à la cohésion, observée par des 

valeurs proches de l’unité dans les sols pulvérulents et de faible cohésion (c

la présence de la corrélation modifie l’importance des paramètres mécaniques

augmentation de αφet diminution de 

d’autre part par diminution de 

 

Figure. V.9    Facteurs de sensibilité de l’angle de frottement interne et de la cohésion.

 

4-2-2-2 Approche Semi-probabiliste (cas 2)

Tableau V.7  Résultats de la méthode approximative (FORM)

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

4
0

/0F
a

ct
e

u
rs

 d
e

 s
e

n
si

b
il

it
é

 α
[-

]

Sols 
Non corrélées 

Corrélées 

Indice de

Fiabilité

φ′/c′  β 

40/0 0 1,20 

35/0 0 1,35 

30/0 0 1,54 

25/4 
0 1,91 

-0,4 2,24 

*25/4 
0 1,37 

-0,4 1,68 

35/5 
0 1,42 

-0,2 1,48 
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Différemment à la méthode analytique, FORM nous offre la possibilité de connaitre le taux de 

contribution de chaque paramètre de base à la probabilité de ruine, à travers des facteurs de 

sensibilité appelés aussi (cosinus directeurs). Les figures (V.7 et V.9) nous confirment la 

contribution majeure de l’angle de frottement interne par rapport à la cohésion, observée par des 

valeurs proches de l’unité dans les sols pulvérulents et de faible cohésion (c

la présence de la corrélation modifie l’importance des paramètres mécaniques

et diminution de αc dans les sols de moyenne à forte cohésion (c>10), et 

d’autre part par diminution de αφ et augmentation de  αc dans les sols à faible cohésion (c

 

Facteurs de sensibilité de l’angle de frottement interne et de la cohésion.

probabiliste (cas 2) 

Résultats de la méthode approximative (FORM) 
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cas ρ=0

ce de 

Fiabilité 

Résultats 

(Valeurs de calcul) 

Facteurs de 

Sensibilité 

Tan(φred
′ )  cred

′   αφ′   αc′ 

0,7436 (-) 1,00 (-) 

0,6056 (-) 1,00 (-) 

0,4878 (-) 1,00 (-) 

0,3795 2,94 0,9493 0,3142 

0,3677 3,67 0,8435 0,5370 

0,3929 2,21 0,9350 0,3545 

0,3813 2,82 0,8829 0,4695 

0,6023 4,18 0,9817 0,1903 

0,5981 4,60 0,7827 0,6224 
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Différemment à la méthode analytique, FORM nous offre la possibilité de connaitre le taux de 

contribution de chaque paramètre de base à la probabilité de ruine, à travers des facteurs de 

.9) nous confirment la 

contribution majeure de l’angle de frottement interne par rapport à la cohésion, observée par des 

valeurs proches de l’unité dans les sols pulvérulents et de faible cohésion (c≤10). 

la présence de la corrélation modifie l’importance des paramètres mécaniques ; d’une part par 

dans les sols de moyenne à forte cohésion (c>10), et 

à faible cohésion (c≤10). 

 

Facteurs de sensibilité de l’angle de frottement interne et de la cohésion. 

C'

Φ'

Facteurs  partiels 

de sécurité 

 φ′  c′ 

1,13 (-) 

1,16 (-) 

1,18 (-) 

 1,23 1,36 

 1,27 1,09 

 1,19 1,81 

 1,22 1,42 

 1,16 1,20 

 1,17 1,09 
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Le Tableau (V.7), regroupe les résultats de l’approche semi-probabiliste (cas 2) pour les 

différents types de sols, obtenus par l’intermédiaire de la méthode (FORM). Les figures (V.10 et 

V.11) présentent l’évolution de l’indice de fiabilité (β) pour les deux approches, et nous montrent 

que l’approche semi-probabiliste est de loin le plus défavorable. Il donne le minimum de sécurité 

comparativement à l’approche traditionnel, observé par des valeurs inférieures sur toute la 

fourchette des sols étudiés. Ces valeurs inférieures mettent la situation du coté de la sécurité. 

D’autre part, cet approche (cas 2) donne aussi des valeurs inférieurs pour les FSP des paramètres 

mécaniques (tan φ′, c′) par rapport à l’approche classique (Tableau V.7). Ce qui conduit à un 

dimensionnement plus économique.   

A titre comparatif les principaux résultats du (cas 2), obtenus à partir d’une proposition basée sur 

l’approche semi-probabiliste (Euro-code 7, 2011) pour un facteur de sécurité F�=1,89, nous 

permettent de choisir ce cas parcequ’il est justifié par (Euro-code 7). Ceci peut être effectué en 

gardant l’approche classique seulement avec un facteur de sécurité F�=1,89.  

 
 

 

Figure. V.10    Evolution de l’indice de fiabilité β selon les deux approches (cas non corrélé). 
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30/10 
0 1,64 0,4900 7,16 0,9143 0,4048 1,18 1,40 

-0,6 2,36 0,4639 9,55 0,8810 0,4731 1,24 1,05 

25/20 
0 1,74 0,4049 11,88 0,7447 0,6673 1,15 1,68 

-0,6 2,86 0,3964 12,2 0,9970 0,0760 1,18 1,64 

20/35 
0 1,67 0,3252 18,67 0,5170 0,8559 1,12 1,87 

-0,6 2,61 0,3485 15,61 0,9376 -0,3475 1,04 2,24 
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Figure. V.11    Evolution de l’indice de fiabilité β selon les deux approches (cas corrélé). 
 

A l’issue de ces études, on propose les valeurs des FSP des paramètres mécaniques suivants 

(Tableau V.8). 

 

Tableau V.8  Facteurs partiels de sécurité 

Type de sols Paramètres Coefficients de 

Variation 

Facteurs Partiels de 

sécurité 

Pulvérulent φ′ 10% 1,25 

Faible  cohésion 
        φ′ 10% 1,25 

 c′ 40% 1,40 

Forte  cohésion 
 φ′ 10% 1,10 

 c′ 40% 2,00 

 

5 Conclusion  

Cette étude paramétrique de l’analyse probabiliste d’une semelle filante, nous a permis de faire 

une comparaison objective des différents types de sols, d’évaluer les effets d’incertitudes des 

paramètres de conception sur l’indice de fiabilité, et d’obtenir les conclusions suivantes :  

 
- Le calcul probabiliste de sécurité par la méthode analytique, malgré son exactitude il 

présente des limitations. Un nombre de variables aléatoires supérieurs à deux rend le 

calcul très complexe et pénible, et les exemples numériques présentés montrent que la 

précision fournie par la méthode de First Order Reliability Method (FORM) est suffisante 

pour des applications pratiques en géotechniques. 
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- La pratique traditionnelle de conception des fondations qui utilise des facteurs de sécurité 

peut être fallacieuse. Des fondations conçus avec de grands facteurs de sécurité ne sont 

pas exempts du risque de rupture en particulier si les incertitudes sur les paramètres de 

conception sont grandes. 

 
- Une nouvelle analyse du problème fondée sur la théorie probabiliste (Euro-code 7), en 

remplaçant le facteur de sécurité global par des facteurs partiels de sécurité, qui tiennent 

compte de la variabilité naturelle (dispersion) des paramètres de conception, pour une 

bonne évaluation de la fiabilité des ouvrages géotechniques. L’analyse comparative avec 

l’approche déterministe effectuée, nous montrent que l’approche semi-probabiliste est de 

loin le plus défavorable. De plus cette approche assure un emploi souvent économique 

des matériaux et met la situation du coté de la sécurité. Son application peut être 

effectuée en gardant l’approche classique seulement avec un facteur de sécurité F�=1,89. 

 
- Les problématiques rencontrées, d’une part lors de la prise en compte d’une corrélation 

négative de (-0,6) dans les sols à faible cohésion (c<10), et plus précisément le cas du sol 

(6), parait physiquement irréalistes. Et d’autre part l’apparition des facteurs de sensibilité 

négatives, qui dépendent à leurs tour de la fonction d’état limite (Lemaire, 2005), nous 

obligent aussi à reformuler le mécanisme de rupture par poinçonnement pour les sols à 

forte cohésion (c>20). 

 
- Pour la fonction d’état limite considérée dans l’analyse probabiliste, la capacité portante 

des fondations superficielles dépende fortement de l’angle de frottement interne φ. Le 

calcul de l’indice de fiabilité est très important pour l’évaluation de la sécurité qui à son 

tour augmente en présence de la corrélation. 
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Conclusion générale 

          Les principales sources et types d’incertitudes, qui affectent fortement l’ingénierie 

géotechnique, ont été décrits. Malgré les progrès des ressources informatiques modernes et des 

technologies de l’information pour faire face aux incertitudes, la connaissance des ingénieures 

sur les paramètres incertains impliqués dans une conception reste imparfaite. Comme l’a 

souligné Christian (2004), l’incertitude peut être ignorée en appliquant l’approche déterministe, 

avec le risque d’être aussi conservateur, conduisant aussi à des projets trop couteux. Les analyses 

probabilistes et statistiques sont un moyen puissant de faire face aux incertitudes, en leur 

fournissant un cadre mathématique plus logique. En dépit de la réticence des experts dans 

l’application des concepts et méthodes probabilistes, ces dernières années, ces techniques 

trouvent une application croissante dans le domaine géotechnique. 

 

Au chapitre V, des méthodes probabilistes bien connues ont été appliquées à une étude 

paramétrique de la capacité portante d’une semelle filante, reposant sur un sol homogène 

caractérisé par la cohésion effective et l’angle de frottement interne. Ces paramètres sont 

sélectionnés pour être représentés comme variables aléatoires car ils ont le plus grand impact sur 

la capacité portante du sol. Cette étude à été effectuée en considérant différents types de sol à 

différents coefficients de variations pour les cas corrélés et non corrélés. Il à été démontré que 

l’utilisation de la méthode FORM exige seulement une connaissance fondamentale des 

statistiques et de la théorie des probabilités pour résoudre le problème de la capacité portante. 

Les résultats numériques présentés en termes de facteurs partiels de sécurité, montrent que la 

précision fournie par cette méthode (FORM) est suffisante pour des applications pratiques en 

géotechniques. Malgré ces résultats qui sont similaires a ceux de la méthode analytique, cette 

dernière considérée à son tour exacte puisqu’elle se base sur l’intégration numérique, les 

résultats de FORM sont approximatifs et la précision diminue à mesure que la non-linéarité de 

l’état limite augmente ou le nombre de paramètres sera grand. 

 

Une nouvelle analyse du problème, fondée sur la théorie probabiliste (Eurocode 7) est effectuée, 

en remplaçant le facteur de sécurité global par des facteurs partiels de sécurité, qui tiennent 

compte de la variabilité naturelle (dispersion) des paramètres de conception, pour une bonne 

évaluation de la fiabilité des ouvrages géotechniques. Les résultats d’une analyse comparative 
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avec l’approche déterministe, ont été montrés en termes d’indice de fiabilité et de facteurs 

partiels de sécurité pour les paramètres du sol non corrélés et négativement corrélés. Ils Montrent 

que l’approche semi-probabiliste est de loin le plus défavorable. De plus elle assure un emploi 

souvent économique des matériaux et met la situation du coté de la sécurité. Son application peut 

être effectuée facilement en gardant l’approche classique seulement avec un facteur de sécurité F�=1,89. 
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Perspectives 

L'application des méthodes probabilistes bien connues au problème de la capacité portante a 

montrée la nécessité de fournir un cadre mathématique pour faire face aux incertitudes de 

manière plus rationnelle. La combinaison de l'approche déterministe traditionnelle et de l'analyse 

probabiliste de recherches ultérieures peut être bénéfique pour la pratique de l'ingénierie 

géotechnique, en soutenant le jugement de l'ingénierie et en améliorant le processus décisionnel. 

En outre, l'approche proposée pourrait à l'avenir être un outil important pour la prise en compte 

des incertitudes en géotechniques. Par conséquent, la prochaine étape devrait être une mise en 

œuvre conviviale de cette approche en codes d'éléments finis et son extension à certaines études 

de cas réelles, telles que le problème de la stabilité de la pente. Cela améliorerait son 

applicabilité dans la conception pratique et permettrait un jugement plus définitif sur ses 

avantages et ses limites. 

Il doit être clair que cette recherche a montrée les résultats d'une analyse probabiliste simplifiée 

du problème de capacité portante, en ignorant certains facteurs importants d'incertitude, comme 

l'hétérogénéité des propriétés du sol. Alors, la probabilité de rupture peut être surestimée, ce qui 

entraîne un surdimensionnement. Ainsi, le prochain défi consiste à utiliser l'approche 

probabiliste dans des modèles géotechniques plus complexes (par exemple très non linéaire, 3D) 

compte tenu de toutes les sources d'incertitude importantes, telles que la variabilité spatiale 

inhérente des paramètres du sol. 
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Notations Principales 
 ��                     : Probabilité de rupture F�                    : Facteur de sécurité globale F9(:)              : Fonction de répartition f9(:)               : Fonction densité de probabilité 

φ′                     : Angle de frottement interne effectif du sol 

c′                      : Cohésion effective du sol NO                    : Valeur moyenne d'une variable aléatoire Z[\(K)            : Variance d'une variable aléatoire YO                    : Ecart type d'une variable aléatoire VO                    : Coefficient de variation d'une variable aléatoire iO                    : Coefficient d’asymétrie d'une variable aléatoire jkl(K, m)       : Covariance rOo                  : Coefficient de corrélation  djOe                 : Matrice de covariance drOe                 : Matrice de corrélation �                      : Variable aléatoire centrée réduite ��(�)              : Densité de probabilité centrée réduite x¢                     : Paramètre de décalage de la variable aléatoire X p¹,º(\, »)          : Densité cumulative Ã                      : Indice de fiabilité ∅                      : Fonction de distribution normale standard ÃÄ                    : Indice de Cornell  ÅÊ                   : Moyenne de l’état limite YÊ                    : Ecart type de l’état limite ∅(¾)                : Fonction de répartition d’une variable centrée réduite Ø(:R)               : Etat limite dans l’espace physique �(¾R)               : Etat limite dans l’espace centré réduit âRu:vw              : Transformation iso-probabiliste Uí                      : Variable standard corrélée  dГ¢e                 : Matrice triangulaire inférieur de la décomposition de Cholesky W(¾ó)              : Distance de l’origine à l’état limite 
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s¯tó                 : Vecteur de la direction de descente ßó                    : Distance du pas optimal ∇ùZ                  : Gradient de l’état limite þ(¾ó, �)           : Le Lagrangien �                      : Le multiplicateur de Lagrange  d�e                   : Matrice de la projection sur le sous espace tangent à la contrainte active. ‖��(¾¥)‖        : Norme de l’état limite �∗                    : Point de calcul ßR                     : Facteur de sensibilité ou cosinus directeur ��(H∗)�H�                : Dérivée partielle évaluée au point de conception xi
∗ 

xi
∗                     : Coordonnées correspondants au point de conception �∗ dans l’espace original 

µxi

N                    : Moyenne normalisée 

σxi
N                     : Ecart type normalisé 

YR                     : Variables aléatoires non corrélées �R                     : Valeurs propres 

ξx"  et ξx#          : Unités d’écarts types 

xiU et xi.          : Coordonnées des points d’applications 

Pi                     : Probabilité concentrée d’une variable aléatoire 

Ps1s2
                 : Estimations ponctuelles ou poids des variables (p, p)               : Produit scalaire de deux vecteurs d�¢�e                : Matrice orthogonale 

kij                     : Courbure de la surface de réponse au point de conception �∗ :                     : Région approximative de rupture SDE                   : Indicateur de défaillance 

Ḱ                    : Valeur de calcul des actions 

¼́)9                  : Valeur représentative de l’action 

ó́                    : Valeur caractéristique de l’action de l’action 

Xd                    : Valeur de calcul d’un paramètre géotechnique Kó                    : Valeur caractéristique d’un paramètre géotechnique 1N                   : Facteur partiel des situations permanentes ou transitoires PKÜ;K              : Valeur de calcul de l’effet des actions déstabilisatrices 

ad                    : Valeur de calcul des données géométriques. ®K                   : Valeur de calcul de résistance 
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γ                      : Poids volumique du sol 

qL                    : Contrainte limite de rupture par poinçonnement 

µqL
                   : Moyenne de la charge limite 

µD,85_               : Moyenne de l’intervalle réduit 
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A.  Algorithmes de calcul 

Le but de cette annexe est de décrire les programmes implémentés dans MATLAB® version 

13.0 pour évaluer les principaux paramètres tels que la Moyenne, Ecart type, indice de Fiabilité 

et la Probabilité de défaillance du problème de capacité portante. Ces derniers ont été exposés 

dans le Chapitre (V). 

A.1 Programme principal pour évaluer les paramètres de l’intervalle réduit 

Un programme principal conçu pour évaluer les paramètres statistiques correspondants aux 

intervalles réduits, qui représentent les valeurs d’intérêts (valeurs de calcul), sont évalués par 

l’intermédiaire d’une intégration numérique sur le domaine réduit de chaque paramètre.       

Ce programme débute par l’introduction des données de la manière suivante : 
 

clear 

clc 

global n; 

n=input('nombres de variables---->'); 

for i=1:n; 

    clc; 

    disp('(1)Normale (2)lognormale'); 

    j=1; 

    tv(i,j)=input('type de variables---->');     

    if tv(i,j)==1; 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Moment Central---->'); 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Ecart type---->'); 

    elseif tv(i,j)==2; 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Moment Central---->'); 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Ecart type---->'); 

    end 

end 

moy=input('Moyenne de la charge limite---->'); 

 

% Ou tv(i,j) désigne le type de variable à introduire 
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for i=1:n; 

    mu(i,1)=tv(i,2); 

    sg(i,1)=tv(i,3); 

end 

mu1(1,1)=tan(pi*mu(1,1)/180); 

sg1(1,1)=tan(pi*sg(1,1)/180); 

mu1(2,1)=mu(2,1); 

sg1(2,1)=sg(2,1); 

  

% Normalization de la variable Lognormal 

for i=1:n; 

    if tv(i,1)==1; 

        sy(i,1)=sg1(i,1); 

        my(i,1)=mu1(i,1); 

        elseif tv(i,1)==2; 

            sy(i,1)=sqrt(log((sg1(i)./mu1(i)).^2+1)); 

            my(i,1)=log((mu1(i))./(sqrt(1+(sg1(i)./(mu1(i))).^2))); 

    end 

end 

 

% Initialisation des variables de calcul est évaluation de l’intervalle réduit, par l’intermédiaire 

d’un sous programme (reduced). 

ph=mu(1,1); 

co=mu(2,1); 

[maxphi, maxc]=feval('reduced2V',ph,co,moy); 

lf=[0.0001;tan(pi*maxphi/180)]; 

lc=[0.0001;maxc]; 

 

% Calcul des integralles 

if tv(1,1)==1; 

    A(1,1)=quad(@(x)(1./(sqrt(2.*pi)*sy(1))).*exp(-0.5.*((x-my(1))./sy(1)).^2),lf(1),lf(2)); 

    A(2,1)=quad(@(x)(x.*(1./(sqrt(2*pi).*sy(1))).*exp(-0.5.*((x-my(1))./sy(1)).^2)),lf(1),lf(2)); 

    muf=A(2)./A(1); 

    A(3,1)=quad(@(x)((x-muf).^2.*(1./(sqrt(2*pi).*sy(1))).*exp(-0.5.*((x-

my(1))./sy(1)).^2)),lf(1),lf(2)); 



Annexe                                                                                                                                                                Algorithmes de calcul 

Fiabilité des Ouvrages Géotechniques                                                                                                  135 
 

    A(4,1)=quad(@(x)((x-muf).^3.*(1./(sqrt(2*pi).*sy(1))).*exp(-0.5.*((x-

my(1))./sy(1)).^2)),lf(1),lf(2)); 

elseif tv(1,1)==2; 

    A(1,1)=quad(@(x)((1./(sqrt(2*pi).*sy(1).*x)).*exp(-0.5.*((log(x)-

my(1))./sy(1)).^2)),lf(1),lf(2)); 

    A(2,1)=quad(@(x)(x.*(1./(sqrt(2*pi).*sy(1).*x)).*exp(-0.5.*((log(x)-

my(1))./sy(1)).^2)),lf(1),lf(2)); 

    muf=A(2)./A(1); 

    A(3,1)=quad(@(x)((x-muf).^2.*(1./(sqrt(2*pi).*sy(1).*x)).*exp(-0.5.*((log(x)-

my(1))./sy(1)).^2)),lf(1),lf(2)); 

    A(4,1)=quad(@(x)((x-muf).^3.*(1./(sqrt(2*pi).*sy(1).*x)).*exp(-0.5.*((log(x)-

my(1))./sy(1)).^2)),lf(1),lf(2)); 

end 

sgf=sqrt(A(3)./A(1));nuf=A(4)/(sgf.^3.*A(1));  

if tv(2,1)==1; 

    B(1,1)=quad(@(x)(1./(sqrt(2.*pi)*sy(2))).*exp(-0.5.*((x-my(2))./sy(2)).^2),lc(1),lc(2)); 

    B(2,1)=quad(@(x)(x.*(1./(sqrt(2.*pi)*sy(2))).*exp(-0.5.*((x-my(2))./sy(2)).^2)),lc(1),lc(2)); 

    muc=B(2)./B(1); 

    B(3,1)=quad(@(x)((x-muc).^2.*(1./(sqrt(2.*pi)*sy(2))).*exp(-0.5.*((x-

my(2))./sy(2)).^2)),lc(1),lc(2)); 

    B(4,1)=quad(@(x)((x-muc).^3.*(1./(sqrt(2.*pi)*sy(2))).*exp(-0.5.*((x-

my(2))./sy(2)).^2)),lc(1),lc(2)); 

elseif tv(2,1)==2; 

    B(1,1)=quad(@(x)((1./(sqrt(2*pi).*sy(2).*x)).*exp(-0.5.*((log(x)-

my(2))./sy(2)).^2)),lc(1),lc(2)); 

    B(2,1)=quad(@(x)(x.*(1./(sqrt(2*pi).*sy(2).*x)).*exp(-0.5.*((log(x)-

my(2))./sy(2)).^2)),lc(1),lc(2)); 

    muc=B(2)./B(1); 

    B(3,1)=quad(@(x)((x-muc).^2.*(1./(sqrt(2*pi).*sy(2).*x)).*exp(-0.5.*((log(x)-

my(2))./sy(2)).^2)),lc(1),lc(2)); 

    B(4,1)=quad(@(x)((x-muc).^3.*(1./(sqrt(2*pi).*sy(2).*x)).*exp(-0.5.*((log(x)-

my(2))./sy(2)).^2)),lc(1),lc(2)); 

end      

sgc=sqrt(B(3)./B(1));nuc=B(4)/(sgc.^3.*B(1)); 

Phi_red=[muf;sgf;nuf];C_red=[muc;sgc;nuc]; 
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disp('  Phi_red       C_red'); 

disp([Phi_red     C_red ]) 

 

Nous pouvons évaluer non seulement la moyenne, mais aussi l’Ecart type et le coefficient 

d’Asymétrie de l’intervalle réduit représentés par les expressions suivantes : 

 

µD,85_ = A D³a(H)KHb[c"A ³a(H)KHb[c" ,   σde,85_L = A (D.µfe,ghi)I³a(H)KHb[c" A ³a(H)KHb[c" ,     ϑde,85_ = A (D.µfe,ghi)j³a(H)KHb[c"
σfe,ghij A ³a(H)KHb[c"   

 
Ces paramètres sont représentés respectivement par les termes les suivants : 

� muf=A(2)./A(1);pour l’Angle de Frottement Interne, et muc=B(2)./B(1);pour la 

Cohésion. 

� sgf=sqrt(A(3)./A(1)); et sgc=sqrt(B(3)./B(1)); 

� nuf=A(4)/(sgf.^3.*A(1)); et nuc=B(4)/(sgc.^3.*B(1)); 

A.1.1 Sous Programme pour évaluer les bornes de l’intervalle réduit 
 
Cette procédure, qui a pour objectif de rechercher l’intervalle réduit des paramètres mécaniques 

de base. Dont ces intervalles contiennent les valeurs de la cohésion et de l’angle de frottement 

interne, qui causent la rupture. L’exécution du sous programme s’effectue par un appel à la 

fonction (reduced2V) dans le Programme principal.  

 

% Sous programme des intervalles réduits 

function [maxphi,maxc]=reduced2V(ph,co,moy) 

clc 

I=1; 

par1=[]; 

par2=[]; 

for c=0.0001:co/10000:co; 

for phi=0.0001:ph/10000:ph; 

qf=(c./(tan(phi*pi/180))).*(exp(pi.*tan(phi*pi/180)).*(tan(phi*pi/180)+(1+(tan(phi*pi/180)).^2)

.^0.5).^2- 1)+10.*(exp(pi.*tan(phi*pi/180)).*(tan(phi*pi/180)+ 

(1+(tan(phi*pi/180)).^2).^0.5).^2)+30.*tan(phi*pi/180).*(exp(pi.*tan(phi*pi/180)).*(tan(phi*pi/

180)+(1+(tan(phi*pi/180)).^2).^0.5).^2-1); 

if qf <= moy/2; 

par1(I)=c; 

par2(I)=phi; 

end 
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end 

I=I+1; 

maxc=max(par1); 

maxphi=max(par2); 

end 

 
Le résultat se réalise par un affichage des bornes supérieures des intervalles pour les paramètres 

en question (maxphi et maxc). 

 

Exemple Numérique 

 
Nous pouvons considérer comme exemple le sol (7) cité dans le Tableau (V.3), pour le cas 

corrélé et non corrélé. 

Les données du problème sont représentées comme suit: 

 
1) Cas non Corrélé 

 

- Pour l’angle de frottement interne : Moy=30 et  Ecart type=3 
- Pour la Cohésion : Moy=10 et  Ecart type=4 
- Moyenne de la charge limite Moy=835.5 

 

Le programme affiche les résultats statistiques des paramètres : 
 
Phi_red       C_red 
    0.5188    7.3494             La moyenne de φ� et de c� 
    0.0275    1.6334             L’Ecart type de φ� et de c�   
   -0.9933   -0.3721            Le Coefficient d’Asymétrie de φ� et de c� 
Avec  maxphi =  28.9381 et maxc = 9.9991 
 
2) Cas Corrélé 
 

- Pour l’angle de frottement interne : Moy=30 et  Ecart type=3 
- Pour la Cohésion : Moy=10 et  Ecart type=4 
- Moyenne de la charge limite Moy=821.1 
- Corrélation ρ=-0.6 

 

Le programme affiche les résultats statistiques des paramètres : 
 
Phi_red       C_red 
    0.5168    7.3494             La moyenne de φ� et de c� 
    0.0270    1.6334             L’Ecart type de φ� et de c� 
   -0.9932   -0.3721            Le Coefficient d’Asymétrie de φ� et de c� 
Avec  maxphi =  28.8151 et maxc = 9.9991 
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A.2 Programme principal de la méthode approximative (FORM) 

La méthode de Hasofer-Lind, également connue sous le nom de méthode de fiabilité du premier 

ordre, ou FORM, peut être utilisée en calculant les dérivées de la marge de sécurité à un point 

critique sur la surface de rupture, également appelé point de conception. Une solution itérative 

est généralement requise pour trouver ce point, mais le processus tend à converger très 

rapidement selon l’efficacité et la précision numérique de l’algorithme d’optimisation. 

L’implémentation de cette méthode dans un code de calcul sous plate forme matlab, est effectuée 

conformément à l’algorithme représenté en (Page 108).  

L’introduction des données s’effectuent de la manière suivante : 

% Methode FORM avec Lognormal Tronquée  

clear 

clc 

eps=0.1; 
global n; 

n=input('nombres de variables---->'); 

for i=1:n; 

    clc; 

    disp('(1)Normale (2)Gaussienne (3)lognormale (4)Weibull'); 

    disp('(5)Beta (6)Exponentielle (7)Gamma (8)Poisson'); 

    j=1; 

    tv(i,j)=input('type de variables---->');     

    if tv(i,j)==1; 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Moment Central---->'); 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Ecart type---->'); 

    elseif tv(i,j)==2; 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Moment Central---->'); 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Ecart type---->'); 

    elseif tv(i,j)==3; 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Moment Central---->'); 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Ecart type---->'); 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Valeur Tronqée---->'); 

    elseif var(i,j)==4; 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Moment Central---->'); 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Ecart type---->'); 

    elseif tv(i,j)==5; 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Moment Central---->'); 
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        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Ecart type---->'); 

    elseif tv(i,j)==6; 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Moment Central---->'); 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Ecart type---->'); 

    elseif var(i,j)==7; 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Moment Central---->'); 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Ecart type---->'); 

    else      

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Moment Central---->'); 

        j=j+1; 

        tv(i,j)=input('Ecart type---->');    

    end 

end  

vdc=input('les variables sont correlées 1 / 2 ?'); 

if n==1; 

    rho(1,1)=1; 

    tvc(1,1)=0; 

else 

    for i=1:n-1; 

        for j=i+1:n; 

            if vdc==1; 

                rho(i,j)=input('coefficient de corrélation----->'); 

                rho(j,i)=rho(i,j); 

                elseif vdc==2; 

                    rho(i,j)=0; 

                    rho(j,i)=rho(i,j); 

                    elseif vdc~=(1&2); 

                        disp('veuillez SVP réintroduire vos données'); 

                        return 

            end 

        end 

    end 

Le programme principal, selon sa conception utilise des sous programmes les suivants : 

% Sous programme de Normalisation des variables non normales appelé par la fonction        

% (equnCond) dans le programme principal. 

function [Mn Sgn]=equnCond(x,mu,sg,my,sy,tv,xtr) 

n=length(x); 

Mn=[];Sgn=[]; 

for i=1:n; 

    if tv(i,1)==1; 

        mn(i)=mu(i); 
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        sgn(i)=sg(i); 

        elseif tv(i,1)==2; 

            Dig(i)=(x(i)-mu(i))/sg(i); 

            Gf(i)=normpdf(Dig(i),0,1); 

            f(i)=normpdf(x(i),0,1); 

            sgn(i)=Gf(i)/f(i); 

            mn(i)=x(i)-sgn(i)*Dig(i); 

            elseif tv(i,1)==3; 

                del=0.0001; 

                if x(i)<=xtr(i); 

                   x(i)=xtr(i)+del; 

                end 

                sgn(i)=(x(i)-xtr(i))*sy(i); 

                mn(i)=x(i)-(x(i)-xtr(i))*(log(x(i)-xtr(i))-my(i));  

                elseif tv(i,1)==4; 

                    Dig(i)=(x(i)-mu(i))/sg(i); 

                    Gf(i)=normpdf(Dig(i),0,1); 

                    f(i)=wblpdf(x(i),A,B); 

                    sgn(i)=Gf(i)/f(i); 

                    mn(i)=x(i)-sgn(i)*Dig(i); 

                    elseif tv(i,1)==5; 

                        Dig(i)=(x(i)-mu(i))/sg(i); 

                        Gf(i)=normpdf(Dig(i),0,1); 

                        f(i)=betapdf(x(i),A,B); 

                        sgn(i)=Gf(i)/f(i); 

                        mn(i)=x(i)-sgn(i)*Dig(i); 

                        elseif tv(i,1)==6; 

                            Dig(i)=(x(i)-mu(i))/sg(i); 

                            Gf(i)=normpdf(Dig(i),0,1); 

                            f(i)=exppdf(x(i),mu); 

                            sgn(i)=Gf(i)/f(i); 

                            mn(i)=x(i)-sgn(i)*Dig(i); 

                            elseif tv(i,1)==7; 

                                Dig(i)=(x(i)-mu(i))/sg(i); 

                                Gf(i)=normpdf(Dig(i),0,1); 
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                                f(i)=gampdf(x(i),A,B); 

                                sgn(i)=Gf(i)/f(i); 

                                mn(i)=x(i)-sgn(i)*Dig(i); 

    else                           

        Dig(i)=(x(i)-mu(i))/sg(i); 

        Gf(i)=normpdf(Dig(i),0,1); 

        f(i)=poisspdf(x(i),lam); 

        sgn(i)=Gf(i)/f(i); 

        mn(i)=x(i)-sgn(i)*Dig(i); 

    end 

    Mn=[Mn;mn(i)]; 

    Sgn=[Sgn;sgn(i)]; 

end 

% Sous programme des dérivées appelé par la fonction (dsig) dans le programme principal 

function [dg]=dsig(fonc,x,sg) 

n=length(x); 

dg=zeros(1,n); 

for k=1:n; 

    md=zeros(1,n); 

    mg=zeros(1,n); 

    for i=1:n; 

        if i==k;  

            md(i)=x(i)+sg(i); 

            mg(i)=x(i)-sg(i); 

        else 

            md(i)=x(i); 

            mg(i)=x(i); 

        end 

    end 

    xp=md; 

    xg=mg; 

    y2=feval(fonc,xp); 

    y1=feval(fonc,xg); 

    dg(1,k)=(y2-y1)/sg(k)/2; 
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end 

dg=dg'; 

end 

% Sous programme d’évaluation de la fonction d’état limite 

G(k+2,1)=feval('mod2',x); 

function y=mod2(x) 

c=exp(pi*x(1)); 

b=sqrt(1+x(1)^2); 

a=c*(x(1)+b)^2; 

y=(x(2)/x(1))*(a-1)+10*a+2*15*x(1)*(a-1); 

end 

 
Ou « mod2 », est le nom du model choisi, et « feval » la fonction d’évaluation de l’état limite à 

l’itération (k+2). 

Les résultats obtenus sont affichés selon le mode suivant :  

format short g 

disp('       G(x)         MuZ          SgZ           Bta           Pf'); 

disp([G MuZ SgZ Bta  Pf]); 

plot((1:1:k+2),Bta, '.-'), grid('on') 

xlabel('Iteration') 

ylabel('Indice de Fiabilité') 

title ('Methode Form ') 

 

Exemple Numérique 

 
Nous gardons le même exemple du sol (7) cité dans le Tableau (V.3), pour le cas corrélé et non 

corrélé. 

 
Les données du problème sont représentées comme suit: 
 
1) Cas non Corrélé 

 

- Pour l’angle de frottement interne : Moy=0.58 et  Ecart type=0.06 
- Pour la Cohésion : Moy=10 et  Ecart type=4 
- Moyenne de la charge limite Moy=835.5 

 
 



Annexe                                                                                                                                                                Algorithmes de calcul 

Fiabilité des Ouvrages Géotechniques                                                                                                  143 
 

Le programme affiche les résultats des paramètres et la convergence se réalise à partir de la 

cinquième itération: 

       G(x)         MuZ          SgZ           Bta           Pf 
       379.73       379.73       270.34       1.4047      0.08006 
       52.361       279.81       162.14       1.7257       0.0422 
       11.936       268.66       148.81       1.8054     0.035508 
       0.2315       261.82        144.9       1.8069     0.035385 
     0.057386       261.78       144.84       1.8073     0.035354 
   0.00089697       261.75       144.82       1.8073     0.035354 
   6.6941e-05       261.75       144.82       1.8073     0.035354 
  -4.1011e-07       261.75       144.82       1.8073     0.035354 
   6.6095e-07       261.75       144.82       1.8073     0.035354 
  -1.1534e-07       261.75       144.82       1.8073     0.035354 
   2.6015e-08       261.75       144.82       1.8073     0.035354 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Convergence de l’indice de Fiabilité 

 

2) Cas Corrélé 

 
- Pour l’angle de frottement interne : Moy=0.58 et  Ecart type=0.06 
- Pour la Cohésion : Moy=10 et  Ecart type=4 
- Moyenne de la charge limite Moy=821.1 
- Corrélation ρ=-0.6 

 
Les résultats de calcul sont : 
      G(x)         MuZ          SgZ           Bta           Pf 
       386.93       364.36       197.05       1.8491     0.032219 
       82.869       300.05       118.41        2.534    0.0056379 
       5.6682       261.69       100.73       2.5979    0.0046903 
      0.05678       257.26       99.008       2.5984    0.0046827 
   -0.0034604        257.9       99.253       2.5985    0.0046822 
  -0.00014962       257.47       99.085       2.5985    0.0046817 
  -0.00084765       257.75       99.193       2.5985    0.0046817 
   0.00015722       257.57       99.124       2.5985    0.0046816 
  -0.00026042       257.69       99.168       2.5985    0.0046816 
   0.00010152       257.61       99.139       2.5985    0.0046816 
  -9.2146e-05       257.66       99.158       2.5985    0.0046816 
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   4.8007e-05       257.63       99.146       2.5985    0.0046816 
  -3.5375e-05       257.65       99.153       2.5985    0.0046816 
   2.0812e-05       257.64       99.149       2.5985    0.0046816 
  -1.4127e-05       257.65       99.152       2.5985    0.0046816 
   8.7447e-06       257.64        99.15       2.5985    0.0046816 
  -5.7416e-06       257.64       99.151       2.5985    0.0046816 
   3.6295e-06       257.64        99.15       2.5985    0.0046816 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Convergence de l’indice de Fiabilité 

 

 

A.3 Programme principal de la méthode (PEM) 
 

Alors la méthode des points estimés développée par Rosenblueth (1975), prévoit une procédure 

de calcul directe et facile pour obtenir des estimations de moments pour la charge limite d’une 

fondation superficielle. En particulier, ces moments statistiques sont la moyenne, écart type et le 

coefficient d’asymétrie, dont la procédure de mise en œuvre à été implémentée dans un code de 

calcul représenté par l’algorithme (Page 106).   

L’introduction des données s’effectuent de la même manière que celle de la méthode (FORM). 
 

% Estimation des unités d’écarts types kl# et kl" et les coordonnées des points d’application 

des poids lmU et lm. pour tous variables par la boucle imbriqué la suivante : 
 

for i=1:n 

    ksp(i,1)=nu(i,1)/2+sqrt(1+(nu(i,1)/2)^2); 

    ksm(i,1)=ksp(i,1)-nu(i,1); 

    xp(i,1)=mu(i,1)+ksp(i,1)*sg(i,1); 

    xm(i,1)=mu(i,1)-ksm(i,1)*sg(i,1); 

    pp(i,1)=ksm(i,1)/(ksp(i,1)+ksm(i,1)); 

    pm(i,1)=1-pp(i,1); 

end 
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% Evaluation des probabilités concentrées des variables de base nlU et nl. 

 

if n==1; 

    P(1,1)=pp(1,1); 

    P(2,1)=pm(1,1); 

    elseif n==2; 

        P(1,1)=pp(1,1)*pp(2,1)*(1+rho(1,2)); 

        P(2,1)=pp(1,1)*pm(2,1)*(1-rho(1,2)); 

        P(3,1)=pm(1,1)*pp(2,1)*(1-rho(1,2)); 

        P(4,1)=pm(1,1)*pm(2,1)*(1+rho(1,2)); 

else 

    for i=1:m; 

        s=0; 

        for k=1:n-1; 

            for j=k+1:n; 

                s=s+vor(i,k)*vor(i,j)*rho(k,j); 

            end 

        end 

        P(i,1)=(1/m)*(1+s); 

    end 

end 

 

Les résultats sont affichés de la façon suivante: 

disp('   P              x              Z'); 

disp(num2str([P,x,Z],4)); 

disp('  MuZ        SgZ       CvZ      NuZ') 

disp(num2str([MuZ  SgZ  CovZ  NuZ],4)); 

 

Exemple Numérique 

 
Nous gardons toujours le même exemple du sol (7) cité dans le Tableau (V.3), pour le cas corrélé 

et non corrélé. 

 
Les données du problème sont représentées comme suit: 
 

1) Cas non Corrélé 

 

- Pour l’angle de frottement interne : Moy=0.58 et  Ecart type=0.06 
- Pour la Cohésion : Moy=10 et  Ecart type=4 
- Coefficient d’Asymétrie i =1.26 

 
Les résultats de calcul sont : 
 
Signe     P                    x                    Z 
++      0.1167       0.64      17.25       1354 
 +-      0.3833       0.64      7.792       1000 
-+       0.1167       0.52      17.25      767.9 
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--        0.3833       0.52      7.792      533.4          
 
  MuZ        SgZ       CvZ      NuZ 
835.5        278     0.3327     0.3432 
 

2) Cas Corrélé 

 
- Pour l’angle de frottement interne : Moy=0.58 et  Ecart type=0.06 
- Pour la Cohésion : Moy=10 et  Ecart type=4 
- Coefficient d’Asymétrie i =1.26 
- Corrélation ρ=-0.6 

 
Les résultats de calcul sont : 
 
Signe   P                   x                   Z 
++       0.1       0.64      13.65       1219 
+-        0.4       0.64      6.316      945.1 
-+        0.4       0.52      13.65      678.7 
--         0.1       0.52      6.316      496.8 
 
  MuZ        SgZ       CvZ      NuZ 
821.1      201.6     0.2455     0.3062 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 


