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ChapitreI:
Optimisation linéaire
[-1 Introduction

L’optimisation (programmation) linéaire est une technique mathématique permettant de
déterminer la meilleure solution d’un probléme dont les données et les inconnues satisfont a une série
d’équations et d’inéquations linéaires. La programmation linéaire a eété formulée par George Bernard
Dantzig en 1947 et connait un développement rapide par suite de son application directe & la gestion
scientifique des entreprises. Le facteur expliquant I’essor de la programmation linéaire est la
construction d’ordinateurs puissants qui ont permis de traiter les problemes concrets de taille tres
grande. On I’applique surtout en gestion et en économie appliquée. On peut citer les domaines
d’application de la programmation linéaire qui sont : les transports, les banques, les industries lourdes
et légeres, I’agriculture, les chaines commerciales, la sidérurgie, et méme le domaine des applications
militaires.

Les méthodes de résolution sont la méthode du simplexe, méthode duale du simplexe, méthodes
des potentiels, méthode lexicographique et des méthodes récentes appelées méthodes des points
intérieurs.

|.2 Définition

Un programme linéaire (PL) est un modele mathématique qu’on peut écrire sous la forme :
Maximiser ou minimiser la fonction objectif :

min max z = Y- CiX; (1.1)
<

Sous les contraintes  aj1xq + -+ aipxy, = b i=1,...,m (1.2)
>

Et x;20, j=1,..,n (1.3)

ou & , by et ¢ sont des constantes connues.
Les contraintes x; > 0, j = 1,...,n sont appelées contraintes de non-négativite.

Définition 1. On appelle solution d’un probléme de programmation linéaire tout vecteur x qui satisfait
les contraintes (1.2).

Une solution est appelée solution réalisable si elle vérifie les contraintes de non-négativité (1.3). Dans
le cas contraire, on dit que la solution n’est pasréalisable.

Définition2. Une solution réalisable est une solution optimale s’il n’existe pas d’autres solutions
réalisables qui fournissent une plus grande valeur de la fonction objectif. A noter que dans un probléme
possédant des solutions réalisables, il se peut que la valeur optimale de la fonction objectif soit infinie.
Dans ce cas, on parle de solution optimaleinfinie.

[-3 Exemple de probleme de programmation linéaire

[-3-1 Probléme de production




Une entreprise fabrique des chaises et des tables a I’aide de deux machines A et B. Chaque
produit passe obligatoirement par les deux machines. Pour produire une chaise, il faut 2 heures de
machine A et 1 heure de machine B. Pour produire une table, il faut 1 heure de machine A et 2 heures
de machine B.

L’entreprise réalise un bénéfice de 3 DZD.- sur chaque chaise et de 4 DZD.- sur chaque table. Les deux
machines A et B sont disponibles 12 heures par jour au maximum.

Le probleme consiste a savoir combien de chaises et de tables il faut fabriquer pour maximiser le
bénéfice. Le tableau suivant montre :

1. le nombre d’heures nécessaires pour produire chaque table et chaque chaise par machine ;

2. le nombre total des heures disponibles ;

3. le profit pour chaque unité de chaise et de table produite.

Machine Produit Disponibilité
Chaise Table
A 2 1 12
B 1 2 12
Benéfice par 3 4
unité

Il s’agit a présent de formuler mathématiquement le probléme.
Notons respectivement par X, et X, le nombre de chaises et de tables qui doit &tre produit par jour. Le
bénéfice pour une chaise etant de 3 DZD.- et celui pour une table de 4 DZD, le bénéfice journalier est
donc donné par la fonction objectif :
z= 3x1 + 4x;

Il faut formuler maintenant les contraintes. Puisque le temps ou les machines peuvent fonctionner
est limité, on ne peut pas accroitre la production indéfiniment. Les machines A et B ne peuvent pas
fonctionner plus de 12 heures par jour. On sait que pour produire une chaise, il faut 2 heures de
machine A alors que pour une table il n’en faut qu’une.

La contrainte concernant la machine A est donc :

2x1 + xp < 12

De méme, une chaise requiert 1 heure de machine B, tandis qu’une table en demande 2. La
contrainte concernant la machine B, avec la méme durée maximale de 12 heures par jour, est donnee
par :

Xy + 2x; < 12

De plus, comme on ne peut pas produire de quantités négatives, il faut ajouter encore deux
contraintes de non-négativité :

X1, X7 >0

Le probléme consiste donc a trouver les valeurs des variables x; et X, qui maximisent le bénéfice
journalier (fonction objectif) tout en satisfaisant les contraintes.

En résumé, le probléme s’écrit sous la forme :
Maximiser

Sous contraintes

z = 3x; + 4x;
ZX1 + Xp < 12




X, + ZXZ < 12
Et X1, X7 >0

Représentation graphique du probleme

L’exemple décrit ci-dessus peut étre représenté graphiquement puisqu’il ne contient que deux
variables. Avant de rechercher la solution du probléeme, représentons sur la figure 1.1 la région des
points (X1; X2) qui satisfont les quatre contraintes simultanément. Les deux contraintes de non-négativite
x1, %, 2 0 indiquent que cette région se trouve dans le premier quadrant. En ce qui concerne les deux
autres inégalités, on étudie les équations de droite :

2x1 + xp = 12
Xy + 2xp, = 12

La premiére est une droite passant par les points (6 ;0) et (0 ;12), tandis que la deuxieme passe

par (12 ;0) et (0 ;6). L’intersection de ces deux droites est le point (4 ;4). La région des points
satisfaisant les quatre inégalités est la région hachurée sur la figure 1.1. Elle a pour sommets les points
(0;0), (0:6), (4 ;4) et (6 ;0).
Pour résoudre le probleme de programmation linéaire, nous devons trouver le ou les points appartenant
a ce polyédre convexe et maximisant la fonction objectif : z = 3x; + 4x,. Pour une valeur donnée
de z il s’agit d’une droite. En attribuant différentes valeurs a z on obtient autant de droites paralleles
(quelle que soit la valeur de z, la pente reste inchangée et vaut -3/4).

Puisque le but est de maximiser la fonction objectif, la recherche de la solution optimale se fait en
translatant la droite z = 3x; + 4x, de maniére a ce que I’ordonnée a I’origine soit la plus grande. De
plus, pour satisfaire les contraintes, I’intersection de cette droite avec la région hachurée doit étre non
vide.

Sur la figure 1.1, la fonction objectif est tracée pour trois valeurs de z La premiere valeur est z; = 18.
Cette valeur n’est pas optimale puisque I’on peut encore déplacer la fonction objectif en gardant des
points communs avec la région hachurée. La deuxiéme valeur z, = 28. Il s’agit de la valeur optimale
puisque I’ordonnée a I’origine est la plus grande possible tout en gardant un point d’intersection avec la
région hachurée.

La troisiéme valeur zz = 38 ne peut pas étre optimale puisqu’il n’y a plus de point en commun entre la
droite et la région hachurée.

Ainsi dans cet exemple, la solution optimale se situe a I’intersection des deux droites
2x1 + X = 12 etx; + 2x, = 12. 1l s’agit d’une solution unique donnee par x; = 4 et X, = 4. Cela
signifie que le bénéfice est maximal lorsqu’on produit 4 chaises et 4 tables par jour. Ce bénéfice s’éléve
az= 3(4) + 4(4) = 28 par jour.

A noter que la solution optimale est I’un des sommets du polyédre (point extréme).
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Figurel.l: Région réalisable et fonction objectif pour z; = 18, z, = 28 et 3= 38

[-3-2 Probléme de Méange. Il faut melanger trois gaz de telle maniére que le gaz mixte soit le plus
bon marché que posséde un pouvoir calorifique entre plus de 1700 et 2000 k. cal/ m® et un taux de

sulfure au plus de 2,8 g/ m® . Indications sur les trois gaz :

Gaz Pouvoir calorifique Taux de sulfure Prix en DA
k. call m® g/ m®

1 1000 6 100

2 2000 2 250

3 1500 3 200

Ecrire le modéle mathématique de ce probléme.

Formulation du probléme

v Variables : Xi, X, et xs sont les nombres en midu 1%, 2°™ et 3*™ gaz & fabriquer
respectivement.
v" Fonction objectif a maximiser : La fonction objective Z correspond au profit total:

Z = 100x; + 250x; + 200x;

On cherche donc
MaxZ = 100xy + 250x;, + 200x3

v' Contraintes:
Pouvoir calorifique 1700 < 1000x4, + 2000x, + 1500x3 < 2000
Taux de sulfure 6x1 + 2Xx; + 3x3 < 2.8
Positivité des variables x; 2 0, x> 0,x3 =2 0

[-3-3 Probleme de découpe. Une usine a regu des plaques de métal d’une largeur de 200 cm et d’une
longueur de 500 cm. Il faut en fabriquer au moins 30 plaques de largeur de 110 cm , 40 plaques de
largeur de 75 cm et 15 plaques de largeur de 60 cm. Donner le modele mathématique pour que les
déchets soient les plus petits possibles .

Formulation du probléme
Une plaque de 200 cm de largeur peut étre découpée de cing fagons :

1. une plaque de 75 cm et deux plaques de 60 cm. Les déchets seront de 05 cm.

]



2. une plagque de 110 cm et une plaque de 75 cm. Les déchets seront de 15 cm.
3. une plaque de 110 cm et une plaque de 60 cm. Les déchets seront de 30 cm.
4. trois plaques de 60 cm. Les déchets seront de 20 cm.
5. deux plaques de 75 cm. Les déchets seront de 50 cm.

v Variables: X, X, ,Xa,X4 €t Xss0nt les nombres de plaques a découper parla 1%¢, 2°M¢ 3%me 4°m¢ ot
la 5°™ fagons respectivement.
v Fonction objectif a minimiser : La fonction objective Z correspond déchet total:

Min Z = 5x4 + 15x, + 30x3 + 20x4 + 50x5

On cherche donc
Min Z = 5x4 + 15x, + 30x3 + 20x4 + 50x5

v' Contraintes:
Plaques de largeur 110cm Xy + x32 30

Plaques de largeur 75cm X1+ X+ X5 2 40
Plaques de largeur 60cm 2xy + x3 + 3x4 = 15
Positivité des variables X1 20,..,x52 0

[-3-4 Probléme detransport.

Il s’agit ici d’un probléeme que I’on peut résoudre par la programmation linéaire, c’est-a-dire un
probléme de transport. Ce type de probléme se définit comme suit.

Connaissant les quantités disponibles de chacune des unités de production, les quantités requises
aux points de distribution et le colt de transport d’un bien d’une usine vers un point de vente, il s’agit
de déterminer le plan de transport optimal, c’est-a-dire de déterminer les quantités de biens que chaque
usine va envoyer vers chacun des points de vente afin que le colt de transport total soit minimum. On
suppose qu’il est possible d’expédier des produits de n’importe quelle origine vers n’importe quelle
destination.

L’exemple ci-dessous est le cas d’une fabrique de conserves qui expédie des caisses vers ses
dépdts. Nous voulons que le plan d’expédition des caisses minimise le codt total de transport des usines
aux dépots. Pour simplifier, supposons qu’il y a deux usines et trois dépdts. L’offre des usines et les
demandes des dép06ts sont les suivantes (en nombre de caisses) :

Usine 1 : 350 dépot 1: 200
Usine 2 : 450 dépbt 2 : 300
dépot3: 50

Les colts de transport de chaque origine vers chaque destination sont donnés dans le tableau ci-dessous
(en DA par caisse) :

Usines Dépots
1 2 3
1 25 17 16
2 24 18 14




Ainsi, le colt pour transporter une caisse de I’usine 1 au dépét 1 est de 25, le colt pour transporter une
caisse de I’usine 2 vers le dépdt 1 est de 24, et ainsi de suite. Ce probléme peut se formuler sous la
forme d’un probléme de programmation linéaire. Notons par c; le colt de transport d’une caisse de
I’origine i vers la destination j. Nous avons donc, d’apres le tableau précédent :

€11 =25 ,c12=17 ,c13=16 ,c1 = 24 ,cyp = 18 ,cp3 = 14

Soit & la quantité de caisses disponibles a I’origine i et b celle requise a la destination j.

Nous pouvons représenter le probléme sous forme d’un diagramme (figure 1.2). Les lignes qui relient
les usines aux dépots peuvent étre considérées comme des routes. On y indique leur colt de transport
unitaire respectif.

A noter que le nombre de caisses disponibles doit étre supérieur ou égal au nombre de caisses requises :
a; + az = by + by + by

Dans le cas contraire, le probleme n’a pas de solutions réalisables.

Si x; represente le nombre de caisses expediées de I’origine i vers la destination j, le colt total de
I’expédition se traduit alors par I’équation :

zZ= CijXij = C11X11 T C12Xq12 + C13Xq13 T C21X21 + C22X22 T C23X23
j=1i=1
zZ = ZSX1-1 + 17X12 + 16X13 + 24‘X21 + 18JC22 + 14‘)C23
C’est la fonction objectif a minimiser.

Usines Deépaots

/, by — 200

ar = 350

Iy — 300

2[3] b — 50

Figurel.2: Co0t de transport unitaire des usines aux dépots

Comme il est impossible d’expédier plus de caisses d’une origine donnée qu’il n’y en a de disponibles,
nous sommes confrontés aux deux contraintes :

&
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X1j = X171+ X12 + X913 < 350 (usine 1)

= Xp1 + Xgp + X3 < 450 (usine 2)

&=
o
L -
|

De plus, il faut approvisionner chacun des trois dép6ts avec la quantité requise, ce qui nous donne trois

nouvelles contraintes :

a

o
[

= X171 + X21 = 200 (dépot 1)

300 (dépot 2)

K
N
|

= X2 t X22

Xij3 = Xq3+ X3 = 50 (dépot 3)
i=1

Comme il n’est pas possible d’expédier des quantités négatives, nous avons encore les six contraintes
de non-négativité suivantes :
xj20, i=12 et j=123
Finalement, le programme linéaire a résoudre est :
Minimiser Z = 25x11 + 17xq3 + 16x13 + 24x5, + 18xy, + 14x,3
Sous contraintes X11 + Xq12 + X913 < 350
X1 + X2 + X3 < 450
X171+ X1 = 200
X12 + X2 = 300
X13 + X3 = 50
xj20, i=12 et j=123

Comme ce probléeme présente plus de deux variables, nous ne pouvons pas le résoudre
géométriquement.

|.4 Résolution du probléme par la méthode Simplexe :

La méthode de simplexe est I’outil principal de résolution des problémes de programmation linéaire.
Elle consiste a suivre un certain nombre d’étapes avant d’obtenir la solution d’un probleme donné. I
s’agit d’une méthode algébrique itérative qui permet de trouver la solution exacte d’un probleme de
programmation linéaire en un nombre fini d’étapes.

La forme matricielle permet de représenter un probléme de programmation linéaire sous une forme
plus concise.

Max Z = cx (1.4)
Ax = b

§ (1.5)
x=20




Ou c est un vecteur-ligne de dimension (1 x n), x un vecteur-colonne de dimension (nx1), A une
matrice de dimension (mxn), b un vecteur-colonne de dimension (mx 1) et 0 le vecteur nul a n
composantes.
Un probléme de programmation linéaire peut se présenter sous différentes formes. En voici la
terminologie.

» Forme canonique

Si la fonction objectif doit étre maximisee et si toutes les contraintes sont des inéquations du type <,
on dit que le programme linéaire se présente sous une forme canonique. Matriciellement, un probleme
de programmation linéaire se présente sous sa forme canonique de la maniére suivante :

Maximiser Z=cX (1.6)
sous contraintes Ax< b (1.7)
et x= 0 (1.8)

A noter que toute contrainte peut étre transformé sous forme canonique.

» Forme standard

Un probléeme de programmation linéaire se présente sous sa forme standard si toutes les contraintes
sont des équations. La fonction objectif doit également étre maximisée. Sous forme matricielle, la
forme standard s’écrit :

Maximiser Z=cx (1.9
sous contraintes Ax= b (1.10)
et xz0 (1.12)

» Transformation minimisation-maximisation
Tout probleme de minimisation peut étre transformé en un probléeme équivalent de maximisation. En
effet, le probléeme :
Minimiser Z=CX
est équivalent a :
Maximiser -Z=-CX

» Variablesd’écart
La procédure que nous allons développer pour trouver la solution d’un probleme de programmation
linéaire s’appelle la méthode du simplexe. Cette méthode exige que le programme linéaire soit sous
forme standard. Pour cette raison, il faut transformer les inégalités rencontrées en égalités. Cette
transformation se fait simplement en introduisant des variables non-négatives (qui verifient les
contraintes de non-négativité) appelées variables d’écart.
Si les contraintes sont du type :

Aj1 Xy + QjpXy + =+ QipXn < by

Nous introduisons une nouvelle variable x,4; = 0 et écrivons :
Aj1X1 + QipXp + o+ AipXn + Xnyi = by

De méme, nous pouvons étre contraints de transformer les contraintes de la forme :
@j1X1 + QipXp + -+ QinXn 2 by

en une égalité en soustrayant cette fois une variable d’écart x,,4; = 0. Nous écrivons alors :
Aj1X1 + QipXp + o+ QipXn = Xnsi = by




Dans la fonction objectif le réel ¢; est souvent appele le “prix” associé a la variable x;. En assignant un
prix nul a chaque variable d’écart, la transformation des contraintes en un systeme d’équations
linéaires ne change pas la fonction objectif.

Exemplel.1l
Résoudre le programme linéaire suivant a I’aide de la méthode algébrique :

Maximiser la fonction objectif :  Z =7x +4x,
Soumise aux contraintes linéaires suivantes :

2% + X%, £140
X + X, £104
5% +3x, £360

Et 30, %30
En introduisant les variables d’écart dans chaque contrainte, on obtient la forme standard du modeéle :

2%, + X, + X, =140
X +X, +X, =104
5%, +3X, + X, =360

30, x30 x30 x30 x30

Z= max(7x1 4%, +0%; +0x, + OXS) Fonction objectif reste inchangée

|.4.1 Bases et solutions de base des programmes linéaires

Pour développer la méthode du simplexe, nous avancerons les hypotheses suivantes :

1.7(A) = r(A]|b), c’est-a-dire que le systeme d’equations est compatible,

2.7(A) = m, oum est le nombre de contraintes.

La seconde hypothése permet de former, a partir de A, une (mxm) sous matrice B non-singuliére. Cette
matrice B peut étre formée par n’importe quel ensemble de m colonnes linéairement indépendantes de
A. Les colonnes de B seront notées by, by, . . ., by (& ne pas confondre avec le second membre b). La
matrice B est appelée matrice de base puisqu’elle est formée de m vecteurs linéairement indépendants.
Sans restreindre la généralité, on peut supposer que les colonnes de A ont été ordonnées de maniere a
pouvoir écrire A sous la forme A = (B, N), avec B de dimension (mxm) la matrice de base et N de
dimension (m x (n - m)) contenant les colonnes de A qui n’appartiennent pas a B. Le vecteur x peut

étre partitionné de fagon analogue en posant = xi . Les variables xg sont appelés variables de base et

les variables xy les variables hors base.
Finalement le vecteur c peut lui aussi étre partitionné de la méme maniére en ¢ = (Cg, Cn).
Le programme linéaire (1.9)-(1.11) peut donc étre reformulé de la maniere suivante :

Maximiser Z = CgXg+ CyXy (1.12)
sous contraintes Bxg+ Nxy = b (1.13)




et

Xg,Xp 2 0

La contrainte (1.13) peut s’écrire de maniere équivalente :
BXB =b- NXN

et puisque B est non-singuliere (inversible) :

Lorsque toutes les variables hors base sont nulles, xy = 0, (1.15) devient

On appelle solution de base la solution :

Lorsque xg = B™'h > Oetxy = 0, on parle de solution réalisable de base.

xg= B™'b- B Nxy

Xp = B_lb
X _ B71p
XN 0

Exemple 1.2 Soit le probleme de programmation linéaire suivant :

Maximiser

Ce probleme peut se mettre sous forme standard en introduisant les variables d’écart x, et Xs :

Et

Maximiser
Sous contraintes

Et

Sous forme matricielle, on obtient donc :

c=3 5 10 0, A=

z= 3x1+ 5x; + x3
Sous contraintes x; + 2x; — x3 < 16

3X1 - 4x2 < 20
X1,%X2,x32 0

zZ = 3X1+ 5x2+x3+ O)C4+ Ox5
X, + ZXZ—X3+X4= 16

3x1 - 4xy, + x5 = 20

X1,X2,X3,X4, X5 >0

2 -

1
3 4

1 1
0 0

X1
X2
X3
X4
X5

1b=

16
20

(1.14)

(1.15)

Formons a partir de A une matrice de base B en prenant par exemple les colonnes 2 et 4, dans cet ordre

Il s’agit bien d’une base puisque B est non-singuliére (| B| = 4 # 0).

A noter que dans notre cas, ona:
bi=a, (2°colonne de A)
b,=a; (4°colonne de A).

A cette matrice de base correspond une solution de base donnée par :

Dans notre cas :

Xp =

XBzB_lb
0 -1/4
-1 _
B = 1 1/2
0 -1/4 16
1 1/2 20

-5
26




Les autres variables étant nulles, x; = x3 = x5 = 0. Cette solution de base n’est pas réalisable pour la
simple raison que Xg; = X2 = -5 viole la contrainte de non-négativité.

Dans cet exemple, il est tres facile de trouver une base qui fournisse une solution réalisable de base. En
effet les colonnes a, et as forment une base qui est I’identite :

.10
B=1-= 0 0
Ici, by = a4 et by = as.
La solution de base est le vecteur b puisque :
16

xg=Ib=b=

Comme b doit étre non-négatif lorsque le probléme est présenté sous sa forme standard, la solution est
une solution realisable de base.

Zapourvaleur:z=0-16+0-20=0

1.4.2 Recherche d’une solution optimale

Résultat 4.1 Tout point extréme est une solution réalisable de base.

Ainsi pour trouver la solution optimale, il suffit d’examiner les points extrémes ou de maniére
équivalente les solutions réalisables de base.

A la solution réalisable de base initiale correspond une valeur de la fonction objectif z. Le but est
d’améliorer la valeur de la fonction objectif en I’évaluant en un point extréme adjacent. Pour cela, étant
donné une base B, on trouve un point extréme adjacent (nouvelle solution réalisable de base) en
échangeant I’une des colonnes de la base (ki) contre une colonne & qui n’est pas dans la base.
Cependant, en faisant cet échange, il faut s’assurer que la solution de base reste réalisable et que la
valeur de la fonction objectif augmente (ou du moins ne diminue pas).

Il'y a donc deux régles a suivre pour cet échange. La premiere consiste a déterminer quelle colonne &
de A (a laquelle correspond une variable x) doit entrer dans la base pour améliorer la fonction objectif.
La seconde consiste a sélectionner I’une des colonnes b; qui doit quitter la base de maniére a ce que la
nouvelle solution de base reste réalisable.

Nous développons ici les critéres d’entrée et de sortie de la base pour obtenir une nouvelle solution
réalisable de base qui améliore la valeur de la fonction objectif. Il restera ensuite a déterminer si la
nouvelle solution réalisable de base est optimale ou non.

Pour développer ces deux critéres, nous reformulons le programme linéaire

(1.12)-(1.14) sous la forme suivante :

Maximiser Z= CpXg + Xjej CjXj (1.16)
sous contraintes Bxp+ Y jc;xja; = b (1.17)
et xg,xj2 0,j€] (1.18)

ou J est I’ensemble des indices des variables hors base.

Comme B est une base formée de m colonnes linéairement indépendantes, toute colonne &g de la
matrice A peut s’écrire comme une combinaison linéaire des colonnes de la matrice B. On peut donc
écrire :

m
Gj = Y1jb1 + y25by + -+ Ymjbym = yijbi = By
i=1
On peut également écrire (puisque B est inversible) :
yi = B laj, j=1,..,n (1.19)




Vij

Y2j
Avec yi= .
Ymj
Définissons encore une nouvelle variable z par :

Zj = Y1jCp1+ Y2jCg2 *+ '+ YmjCBm = €BY;j (1.20)
En utilisant (1.19), les contraintes (1.17) s’écrivent :

Bxgp + xja; = b

jel
xg= B! b- xja;
Jjej
- Rp-1p _ p-1,.
xp= B b xjB™ a;
jej
xg= B7'b- Yjej XY (1.21)
Introduisons (1.21) dans la fonction objectif (1.16) :
z=cg B 'b- Xy + CjX;
Jjej jej

Finalement, en utilisant (1.20), la fonction objectif s’écrit :

z=cgB7'b-  xcpy; + CjX;
jej jej
z=cgB7'b-  xzj+ (X
Jjel jej
D’ou
z= cgB'b - Yjej %= € X (1.22)

Lorsqu’on obtient une solution realisable de base, les valeurs des variables x; sont nulles pour tout
indice j € /. Dans ce cas, la valeur de la fonction objectif est z = czgB~'b.

Le but est d’améliorer au maximum cette valeur de z. Dans I’équation (1.22), les variables x; sont non-
negatives et la sommation est précédée du signe négatif. C’est donc la variable X; , au plus petit
zj - ¢; < 0, qui améliorera le plus la valeur de la fonction objectif. Le critere d’entrée dans la base

est donc le suivant.

* Critére d’entrée dans la base
Le vecteur ax qui doit entrer dans la base correspond a la variable hors base x pour laquelle (z -¢) ala
plus petite valeur négative :

Zg— Ck= Minjey zj— ¢;  avec zj—¢ <0
Il reste encore a déterminer quel vecteur de base doit quitter la base. Pour cela, reprenons la solution de
base (1.21) :

xg= B 1b- XY,
Jjej




Toutes les variables hors base sont nulles sauf x¢ qui devient une variable de base. Comme X est une
nouvelle variable de base, elle sera notée x,. Ainsi la nouvelle solution de base, notée Xg s’écrit :
%= B7'b- %y;

La i*™ composante de cette solution de base est :

Xpi = Xp1 — XxYik (1.23)

Pour que cette solution de base soit réalisable, il faut que les variables de base soient non-négatives,
c’est-a-dire :
Xpi= xp1 — XkYik 2 0, i=1,...m (1.24)

Les contraintes de non-négativité (1.24) sont evidemment satisfaites pour les variables qui ont un iy
négatif ou nul. En revanche, en ce qui concerne les variables qui ont yi positif, il faut que :

Xpi

Yik

Pour ne pas violer les contraintes de non-négativité. Cette derniére inégalité devant étre valable pour
tout i tel que yix > 0, X, doit étre égale au plus petit rapport xgi/yik. Supposons que ce plus petit rapport
soit associé & la r°™ variable de base Xg.

Alors en posant :

ka

XBr
Vrk

fk=

Toutes les contraintes de non-négativité dans (1.24) sont satisfaites et par (1.23) :

~ _ xBT _
XBr = Xpr — Yrk = 0
Vrk

ce qui permet de sortir xg de la base. Nous avons ainsi obtenu le critére pour sortir une colonne by de la
base.

* Criteredesortiedela base
Soit le vecteur ax qui doit entrer dans la base. Le vecteur b, associé a la variable Xg; qui doit sortir de la
base est celui qui satisfait :
B min; @:}‘m >0
Yrk Yik
Résultat 4.2 La solution réalisable de base associée a la base B est optimale si :

(Zj - CJ,') >0
pour chaque colonne g de A qui n’est pas dans la base.

Remarque 4.1 1l se peut que la solution optimale d’un probléme de programmation linéaire possédant
une solution réalisable de base soit infinie.

« Etapes de la méthode du simplexe
Etape 1 : Rechercher la solution optimale a partir d’une solution réalisable de base :
xg= B7'b
Etape 2 : Examiner les (z - ¢;) pour toutes les colonnes & qui ne sont pas dans la base. Si tous les
(zi - ¢j) 2 0, passer al’étape 6, sinon passer a |’étape 3.




Etape 3: S’il existe un (z - ¢) négatif pour lequel il n’y a pas d’éléments positifs dans y;, arréter la
recherche puisque la solution optimale est infinie.
Sinon, choisir le vecteur (et donc la variable) associée a la valeur la plus négative des (z - ¢) pour
entrer dans la base :
Zg — Ck = Minje; zj — ¢;  avec <0
Etape 4 : Déterminer le vecteur (et donc la variable) qui sort de la base a I’aide du critere :
XBr

Zj—CJ,'

min B Vik> 0
= i =ik
Yrk Yik
Etape 5: Etablir la nouvelle base, calculer la nouvelle solution réalisable de base et la nouvelle valeur

de la fonction objectif. Retourner a I’étape 2.

Etape 6 : La solution réalisable de base courante est la solution optimale. La solution optimale n’est
pas unique s’il existe un (z - ¢;) nul pour un vecteur & qui ne se trouve pas dans la base.

|.5 Tableaux du simplexe et procédure de calcul

Lorsque I’on calcule la méthode du simplexe a la main, il est préféerable de travailler avec un tableau
qui contient toutes les données nécessaires. A chaque itération correspond un nouveau tableau prenant
la forme suivante :

e & 2,

Cp Vecteurs Tp g a, a,,
de base

(23] b, Lp1r = Yo Y11 Uiy Yin
CR2 bs Lr2 = Yo a1 o Yon
CBm bm LBm = Ymo Ymi Ymj Yo

L —="%ui10 | 51— C1 — Zp— 65— ST Cp —

Upe 1 1,1 Yo 1.j Yon | L

Tableau 1 : Tableau initial du simplexe
La premiere colonne indique les prix cg correspondant aux vecteurs de base. La deuxieme colonne
indique quels vecteurs se trouvent dans la base. Les vecteurs b;, i = 1, . . .,m représentent les m
colonnes de la matrice de base B. Si la matrice de base est formée des colonnes a;, as et a4 par exemple,
on écrira a; a la place de by, ag a la place de b, et a4 a la place de bs. La troisieme colonne du tableau
fournit la solution réalisable de base xg sauf a la derniére ligne ou I’on trouve la valeur de z pour la
solution réalisable de base. Les colonnes suivantes indiquent les valeurs des y; pour tous les vecteurs de
A. La premiere ligne donne les prix associes aux variables et la derniére ligne donne les (z - ).
Voyons comment utiliser les informations données par le tableau pour effectuer les différentes étapes
de la méthode du simplexe.
En premier lieu, examinons les éléments de la derniére ligne (z - ¢;) correspondant aux vecteurs hors
base a. Si tous les z; - ¢; 2 0, la solution est optimale. S’il existe un z; - ¢; < 0 pour lequel il
n’existe pas d’eléments positifs dans y; (la colonne au-dessus de (zj [ cj)), la solution est infinie. Si
tel n’est pas le cas, nous choisissons le plus petit z - ¢; . Appelons la colonne correspondante k.
Ainsi a entre dans la base. Le vecteur qui doit sortir de la base est choisi par le critére :
o min; @:}‘m >0
_ Yrk Yik
Cela signifie que le vecteur de la r®™ ligne dans la colonne “vecteurs de base” est remplacé par a. Les

valeurs nécessaires au calcul de ce critére sont faciles a trouver, puisque les valeurs Xg; se trouvent en

>

<



regard des valeurs yix. Il faut a présent tracer un nouveau tableau. A I’intersection de la colonne ax qui
entre dans la base et du vecteur b, qui en sort, se trouve le terme yy qui est appelé le pivot de la
transformation. La colonne ax est appelée colonne-pivot et le vecteur b, ligne-pivot. Il est utile
d’encercler dans le tableau le pivot ainsi que la colonne-pivot et la ligne-pivot. Etablissons les formules
de transformation en ajoutant le symbole ( ° ) au-dessus des nouvelles valeurs afin de les distinguer des
anciennes. Les nouvelles valeurs des variables de base se calculent facilement a partir des anciennes.
En effet, nous avons vu que la nouvelle variable qui entre dans la base est :

a A XBr

Xpr = Xk = (1.25)
En substituant (1.25) dans (1.23), nous obtenons :

fBi = fBi - %yik A (|26)
Développons a présent les formules de transformation afin de calculer les termes ¥;;. Toute colonne &
de A peut s’exprimer comme une combinaison linéaire des anciens vecteurs de base :

a; = y‘ljb‘l ot ymjbm = zri‘lyijbi (|-27)
Or le vecteur ay a remplacé le vecteur by dans la base. De (1.27), en posant j = k, on déduit que :
1
b, = - Ell i:;tri”;b + ;ak (1.28)
Substituons (1.28) dans (1.27) :
= yr; Yik b m '\B .29
a; ik ap+ ZJ‘. 1 i=#r Yij ~ yr; i=1YijDi ( )

oub; = b;, i # r eth, = ay. Sil’on compare les deux egalltes dans (1.29), on trouve :

~ Yrj 3

Yy =Yy~ Yie LET (1.30)

Vyj = 22 1.31

Yrj Yrk ( ' )
Calculons les nouvelles valeurs Z; - ¢; en utilisant la définition :

2 —_ _ m a o

Zj= ¢ = CpY¥j = ¢ = Niz1 Cpidij ~ ¢ (1.32)

avec €p; = cpi , L # retcip,. = ci. En utilisant les résultats (1.30) et (1.31), I’équation (1.32) devient :
2 y Vr
5= = Bliier Coi Yij~ Yri3l * ki G (1.33)

A noter que la sommation peut se faire sans la restriction i # r puisque le terme correspondant & cet
indice est nul :
Yrk

Cgr Yrj~ Yrj— = 0
Vrk
Ainsi, I’équation (1.33) peut s’écrire :
m m
Fal —_— yrj
G- 6= CiYij— &G~ — CBiYik — Ck
i— Yrik .
=1 i=1
ou de maniere équivalente :
” _ Yrj
Zj— G = Z— G o~ )E Zi — Ck (|34)
Enfin, déterminons Z, la nouvelle valeur de la fonction objectif :
Z= CpRp = XiZ1 Cpi¥pi (1.35)
Avec (1.25), (1.26) et le fait que ¢g; = cp;, i # T, Cpr = Ci, ON Obtient :
m
5 _ XBr XBr
z= Cpi Xpi— — Vik * Ck
;oo Yrk rk
=1 i#r




Dans la sommation, le terme pour i = r étant nul on peut omettre la restriction i # r. On obtient alors

m m
A _ Xpr Xpr
4= CBiXBi ~ CBiYik + Ck
. — Tk Yrk
=1 =1
Puisque zx = X/%; cpiVik €t Z= Xi=; cpiXxpi, On a finalement :
A X
2=2z-"2 z. - ¢ (1.36)
Yrk

Exemple 1.3 Soit I’exemple suivant
Maximiser z = 3x; + 4x;
sous contraintes 2x; + x, < 12
X1 + 2xp < 12
etx;,x, 2 0
Tout d’abord, passons ce programme linéaire sous forme standard.
Maximiser z = 3x; + 4x, + 0.x3 + 0.x4
sous contraintes 2x; + x; + x3 = 12
X1+ 2%y + x4 = 12
et xq,x3,x3,x4 2 0
Appliquons les différentes étapes de la méthode du simplexe
Etape 1: Le tableau initial du simplexe est donné dans le tableau 1.

Cj 3 1 0 0

cg | vecteurs de base T | a as a; | a,
0 as; 12 2 1 110
0 a, | 12 1 2] [0 ] 1
(2 —ity) z=0] =3 —4 0] 0

Tableau 2 : Tableau initial du simplexe
La base B est formée par les vecteurs ag et a4 et correspond a la matrice identité. La solution réalisable
de base correspondante est donnée par
xg= B'b=Ib= 1;
Les termes (z -c) correspondant aux vecteurs de base sont nuls et ceux correspondant aux vecteurs
hors base s’obtiennent en calculant :
Z1- € = gy * CpYau~- €= 02 +01 -3
Zy= € = CpY12 * CpYo2— €2 = 01 +02 -4
Enfin, la fonction objectif a pour valeur :
z = Cp1Xp1 + CpXpy = 0(12) + 0(12) = 0
Etape 2 : Dans le tableau 2, nous voyons qu’il reste des (z - ¢;) négatifs. Nous passons donc a I’étape
3.
Etape 3: Les vecteurs y; situes au-dessus des (z -¢) négatifs n’ont que des éléments positifs. Une
amélioration de la fonction objectif est donc possible et nous cherchons le vecteur qui doit entrer dans
la base.
La plus petite valeur négative des (z -c) est (-4) obtenue pour (z - ¢y). Ainsi, k = 2 et le vecteur a,
entre dans la base. La colonne correspondante est la colonne-pivot qui a été encadrée dans le tableau 2.
Pour connaitre le vecteur qui sort de la base, nous passons a I’étape 4.
Etape 4 : Examinons les rapports ? avec y;; > 0:

iz

In
I |
=W




Xp1 _ 12

yiz 1
et Y2 L _ g,
Yz2 2
Le plus petit rapport est 6 et correspond a % Ainsi, r = 2 et le vecteur a4 (correspondant a la
2

2
variable xg, = x4) sort de la base. La ligne correspondante est la ligne-pivot qui a été encadrée dans

le tableau 2. Il reste a établir le nouveau tableau a I’étape 5.
Etape 5: Puisque a, remplace a4 dans la base, on remplace cg, = ¢4 = 0 par c; = 4 dans la
colonne cg. Tous les autres éléments du nouveau tableau se calculent a partir des formules (1.30) et

(1.31). Commencons par calculer les éléments de la ligne-pivot a I’aide de (1.31)

12

A Vrj :
?"‘= - = 0,1,...,?’1.
yj Yrk /
j} = X = @ = E:
20 B2 Yoz )
Py = Y1 _ 1
LTy 2
~ Y22
y =—=1
o Y22
~ Y23
y =—=0
o Y22
Doy = Y24 _ 1
Ty 2

Calculons a présent la premiere ligne a I’aide de (5.30) : 3, = yyj - j:_riylk' A noter que

1 .
21k - 212 - st une constante pour cette ligne.
Yrk Y2z 2

1 1
Yio = Xp1 = Y0~ 5 Yo = 12‘5(12) = 6

5 1 _211_3
Vi1 = Y1 23’21 = 2()—2
Vio = L —112—0
Y1z = Y12 23322 = 2()-

Via = L —110—1
Y13 = Y13 23323 = 2()-

i 1 _011_ 1
Via = Y14 23’24- > = >

Il ne reste plus qu’a calculer les éléments de la derniére ligne :

931 = y yw‘y jop Y3k - Y32 _ -4 5
3j = V3j - Vs I, ——=——= —= =~
! T v Yrk Y2 o 2

r

Y30 = 2= y30- (-2)y20 = 0+ 2(12) = 24

Y31 = Z1- € = Y3+t 2y = -3+21=-1
Y32 = Z3- € = ynt 2yp = -4+ 2(2)=0
Y33 = (23— ¢3) = ¥33 + 2(y23) = 0+ 2(0) = 0

Vaa = (24— ¢4) = Yaa + 2(¥2a) = 0+ 2(1) = 2

Le tableau 3 représente le nouveau tableau du simplexe. Avant de retourner a I’étape 2, mentionnons
que certains calculs effectués lors de I’étape 5 ne sont pas necessaires. En effet les (z - )
correspondant aux vecteurs dans la base sont forcément nuls. Le vecteur qui entre dans la base devient
un vecteur unitaire avec pour composantes : 1 a la place de I’élément pivot et O ailleurs. Le vecteur qui




reste dans la base n’est pas modifie. De plus, la ligne-pivot est trés facilement calculée puisque chaque
élément de cette ligne est divisé par I’élément pivot. Nous appliquerons ces remarques dans les calculs

suivants.

[ i } -1' O 0

cg | vecteurs de base rp a; as | as ay
0 as | 6 72 1 1/2
| a- 6 1/2 1 1/2
(z; —¢;) 24 —1 00 2

Tableau 3 : Tableau du simplexe obtenu apres une itération
Etape 2 : Dans le tableau 3, il reste un (z - ¢;) négatif. Par conséquent, nous passons a |’étape 3.
Etape 3: Seul z; -c; = -1 est négatif et tous les éléments de y; sont positifs. Par conséquent
le vecteur a; entre dans la base ; passons a ,I’étape 4.

Etape 4 : Calculons les rapports %,yn > 0:

k=1et

6
Xp1Y11 = 3—/2= 4

Xp2Y21 = 1/% = 12

Le plus petit rapport correspond & xg;/y;1 = 4, d’ou r = 1. Le vecteur ag sort donc de la base.
Calculons le nouveau tableau a I’étape 5.

Etape 5: Puisque a; entre dans la base pour se substituer a ag, on remplace cg; = 0 par ¢; = 3.
L’élément pivot étant y;; = 3/2, tous les élements de la ligne-pivot sont diviseés par 3/2. Le vecteur a;
qui entre dans la base devient le vecteur unitaire avec pour composantes : 1 a la place de I’élément
pivot et O ailleurs. Le vecteur a, qui reste dans la base n’est pas modifié. De plus Z2; - ¢; = 0 et
72, - ¢ = 0, puisque a; et a, se trouvent dans la base. Les autres éléments se calculent & I’aide de

(1.30) comme suit :

1 1
Y20 = Xp2 = Y20~ 3 Y10 = 6‘5(6) = 4

5 1 - 0 1 _ 1
Y23 = Va3 3y13 = 3 = 3

~ 1 1 1 1 _2
Y24 = Y24 3 Y14 > 3( 2) =3

2 2
Y30 = 2 = Y30 +§(}’10) = 24+§(6) = 28

2 2
Y33 = 23— C3 = Y33 +§(}’13) = 0+§(1) =z

2 2 2 ( 1)
= Zi— C = + — + — - - —] =

Y34 4 4 Y34 3 Y14 3 )

C; 3| 4 0 0

cg | vecteurs de base | g | @ | a2 as ay
3 a; 41110 2/3 —1/3
4 as 410 1| -1/3 2/3
(z; —¢;) 28 1 0 0 2/3 5/3

Tableau 4 : Tableau du simplexe obtenu apres deux itérations




Retournons a I’étape 2.
Etape 2: Tous les (z -c;) correspondant aux vecteurs hors base sont strictement positifs, nous passons
donc a I’étape 6.
Etape 6 :Puisque (z; - ¢;) > 0,Vj € ], lasolution optimale est donnée par :

Xg1 = X1 = 4

Xgp = X2 = 4
Les variables hors base sont nulles : x3 = x4, = 0.
La valeur de la fonction objectif est z = 28.
Observons les solutions x; et x, obtenues a chaque itération. Dans le tableau initial, x; = O et x, = 0.
Aprés la premiere itération, x;, = 0 et x, = 6. Finalement, a la seconde et derniere itération, X, = 4 et x,
=4,
Jusqu’a présent, nous avons toujours étudié des cas ou une solution réalisable de base initiale était
connue. Cependant, cette situation (idéale) ne se rencontre pas dans tous les problémes de
programmation linéaire. Nous verrons donc dans le paragraphe suivant comment trouver une solution
réalisable de base initiale.

|.6 Recherche d’une solution réalisable de base initiale
Jusqu’ici nous avons vu comment trouver une solution réalisable de base initiale lorsque toutes les
contraintes sont sous forme d’inégalités du type “<”. Dans ce cas, en ajoutant une variable d’écart a
chaque contrainte pour la transformer en une égalité, la matrice A qui correspond a I’ensemble des
contraintes Ax = b prend la forme :

A= (R
ou | est la matrice identité d’ordre (m x m), puisqu’il y a m contraintes.
L’intérét d’obtenir au départ une matrice identité comme sous-matrice de A est évident. En effet,
comme B = | est une matrice de base, une solution réalisable de base est immeédiatement trouvée sous
laforme:xz = B~'b.Deplus,y; = B~'a; = aj,j = 1,...,netcg = 0 puisque les prix associés
aux variables d’écart sont nuls.
A noter que cette matrice identité peut apparaitre sans que les variables d’écart aient été rajoutées. Dans
ce cas, la méthode du simplexe s’applique également, a la différence pres que les prix associés aux
variables de base ne sont pas nuls.
Cependant, il n’existe pas, le plus souvent, de sous-matrice identité dans la matrice A. C’est le cas par
exemple lorsque des contraintes n’ont pas besoin de I’adjonction de variables d’écart (contraintes déja
sous forme d’égalites).
On peut néanmoins obtenir une matrice identité comme matrice de base initiale en considérant le
nouveau systéme de contraintes :

Ax + Ixg = (AD) = b (1.37)
a

dans lequel nous avons ajouté m variables xai, i = 1, . . . ,m, dont les colonnes correspondantes sont les
vecteurs g (vecteurs unitaires). Ces nouvelles variables sont appelées variables artificielles car elles
n’ont aucune signification pour le systéeme original de contraintes. Les vecteurs artificiels g qui
correspondent aux variables artificielles seront désignés par g; de maniere a les distinguer des vecteurs
g; de la matrice A. Nous avons fait apparaitre une matrice identité comme matrice de base initiale. Nous
disposons donc immédiatement d’une solution réalisable de base pour (1.37) quiest x, = betx = 0.
Nous noterons toutefois qu’il ne s’agit pas d’une solution réalisable du systéme original. Pour qu’une
solution de (1.37) soit aussi une solution du systeme original, il faut que x, = 0, c’est-a-dire que toutes
les variables artificielles sortent de la base. Nous allons donc donner a ces variables artificielles des

-



prix tres défavorables, de facon a ce que la fonction objectif puisse étre améliorée tant qu’une de ces
variables reste dans la base. Si la fonction objectif z doit étre maximisée, en donnant un prix négatif tres
grand a chaque variable artificielle, on peut s’attendre a ce que z s’améliore aussi longtemps qu’une
variable artificielle se trouve dans la base avec une valeur positive.

[.7 Initialisation de I’algorithme du simplexe (la méthode a deux phases).

Comme son nom I’indique, cette méthode consiste a resoudre un probléme de programmation linéaire
en deux parties. La premiere partie, appelée phase 1, consiste a annuler toutes les variables artificielles
en utilisant une fonction objectif artificielle. Si I’on ne peut pas annuler toutes les variables, alors le
probléme n’est pas réalisable.

La phase Il consiste a remplacer la fonction objectif artificielle de la phase 1 par la vraie fonction
objectif a maximiser. On utilise alors la solution réalisable de base obtenue a la fin de la phase 1. Deux
cas peuvent se présenter en ce qui concerne cette solution réalisable de base.

Premier cas La solution réalisable de base obtenue a la fin de la phase 1 ne contient plus de variables
artificielles. Dans ce cas, on utilise simplement I’algorithme du simplexe décrit précédemment pour
obtenir la solution optimale.

Deuxiéme cas Une ou plusieurs variables artificielles (nulles) font partie de cette solution réalisable de
base. L’algorithme du simplexe peut également étre utilisé mais il faut s’assurer que ces variables
artificielles ne deviennent jamais positives. Pour éviter ce probléme, le critére de sortie de la base doit
étre modifié en conséquence. Apres avoir déterminé le vecteur ax a faire entrer dans la base, il faut
examiner les valeurs yixqui correspondent aux vecteurs artificiels.

Si y;, < Opour tous les indices i correspondant aux vecteurs artificiels et y;;, > 0 pour au moins un
indice i, le critére usuel de sortie de la base ne sélectionnerait aucun vecteur artificiel. Ce serait donc un
vrai vecteur b, qui serait éliminé. Si xg>0, alors les valeurs des variables artificielles avec y;, < 0
deviendraient positives puisque :
Xpi = Xpi - &xﬁ'r = - &xﬁ'r >0
Vrk Yrk

Dans une situation de ce type, au lieu d’utiliser le critere usuel de sortie de la base, on fait sortir un
vecteur artificiel avec un yj<0. Dans ce cas, les nouvelles valeurs de la solution réalisable de base
restent inchangées puisque xg=0. La nouvelle valeur de la fonction objectif n’est pas strictement
améliorée mais reste constante, Z = Z, pour cette itération.

La méthode des deux phases et les étapes de chaque phase sont décrites ci-dessous.
> Phase |

Cette phase consiste a construire une fonction objectif artificielle en attribuant a chaque variable
artificielle un prix de -letun prix nul a toutes les autres variables. Il s’agit donc de maximiser la
fonction objectif suivante :

Maximiser z%= -x41 — Xq2—...— Xgs




ou I’indices indique le nombre de variables artificielles qui ont été rajoutées dans les contraintes.
Puisque les variables artificielles x5 sont non-négatives, la fonction objectif artificielle est toujours
non-positive et atteint son maximum O lorsque chaque variable artificielle est nulle.

Les étapes de la phase | sont les suivantes:

Etape 1: Transformer au besoin le probleme de programmation linéaire sous forme standard en
ajoutant les variables d’écart et les variables artificielles nécessaires.

Etape 2: Construire la fonction objectif artificielle Z2 en changeant les coefficients de la fonction
objectif originale de la maniére suivante :

(@) les coefficients des variables artificielles valent -1
(b) les coefficients des autres variables sont nuls.

Etape 3: Résoudre le probleme établi dans les deux etapes précedentes avec la méthode usuelle du
simplexe. On s’arréte a la phase| dans deux cas :

(a) La valeur de Zvaut 0 (méme s’il reste certains (z-¢;) négatifs).On passe alors a I’étape 1 de
laphasell.

(b) Le critere d’optimalité z; - ¢; 2 0,Vj €], est satisfait mais il reste dans la base des
variables artificielles avec des valeurs positives (ainsi Z°<0). Dans ce cas, le probléme original
n’a pas de solution réalisable et I’on s’arréte.

Voyons a présent les étapes de la phase |1 dont le but est de trouver une solution optimale au probléme
original.

» Phasell

Etape 1: Remplacer la fonction objectif artificielle par la fonction objectif originale, y compris les
variables d’écart en donnant leur prix réel aux vraies variables et un prix zéro a toute variable
artificielle qui peut apparaitre dans la base a un niveau zéro. Les colonnes des vecteurs artificiels qui ne
sont pas dans la base peuvent étre éliminees du tableau car elles ne seront plus candidates pour y entrer.

Etape 2: Le premier tableau de la phase Il et le dernier tableau de la phase | sont identiques a
I’exception des coefficients de la fonction objectif et des valeurs (z-¢;) qui doivent étre recalculées.

Etape 3: S’il n’y a plus de variables artificielles dans la base a la fin de la phase I, on applique la
méthode usuelle du simplexe. Sinon, on passe a I’étape 4.

Etape 4 : Pour éviter que les variables artificielles de la base ne deviennent positives, il faut examiner
les valeurs yix (la colonne correspondant au vecteur ax qui entre dans la base) pour chaque variable
artificielle. Si ces valeurs sont telles que y;, < 0 pour tous les indices i correspondant aux vecteurs
artificiels et y;>0 pour au moins un indice i, on fait sortir de la base un vecteur artificiel avec un y;<0.
Sinon on utilise le critére usuel de sortie.

Les exemples suivants illustrent respectivement les trois cas qui peuvent se présenter a la fin de la
phase I, c’est-a-dire :

1. Z=0et il ne reste plus de vecteurs artificiels dans la base.
2. Z=0et il reste un ou plusieurs vecteurs artificiels dans la base.




3. Z%<0; dans ce cas, il n’existe pas de solution réalisable.
Exemple : Soit le probleme suivant a résoudre avec la méthode des deux phases :

Minimiser z= -2x1+ 3xy - 5x3
sous contraintes x;+ x;+ x3 = 6
X1t Xp + ZX3= 4
2x, + 3x3 = 10
X3 < 2
etxy+ xp+ x3 = 6

* Phase |

Etape 1: Comme il s’agit d’un probleme de minimisation, il faut le transformer en un probléme de
maximisation en inversant le signe des coefficients de la fonction objectif. Cette opération n’intervient
que dans la phase Il. En revanche, il faut introduire une variable d’écart dans la quatriéme contrainte et
ajouter trois variables artificielles pour qu’une matrice identité apparaisse dans le tableau 1 de la phase

I. Les contraintes s’écrivent alors :

X1+ Xp+ X3+ Xg1 = 6

X1+ X+ 2X3+ Xgp = 4

2xy + 3x3+ xg3 = 10
x3 + x4 = 2
et Xq,X7,X3,X4,Xq1, Xa2, Xq3 = 0
Etape 2 : La fonction objectif artificielle s’écrit :
Maximiser z% = -Xg1 - Xg2 - Xg3

Etape 3 : Nous construisons le tableau 1 de la phase | et appliquons I’algorithme usuel du simplexe.

e 0] o0 0 0 [ =1 [=1]=
cp | vecteurs g aq ay as ay | ¢4 qy q-
de base
— q, 6| 1] 1 1 0ol1]0]|0
—1 g, [ 4]-1] 1 2 0Olo] 1] 0]
1 ds 0[] 0] 2 3 0Olol0T1
0 ay 21 0] 0 1 Lfolo o
(2 — ¢;) —20] 0] —4 —6 olToloT]o
Tableau 1

Le critere d’entrée indique que le vecteur az entre dans la base. Le critéere de sortie indique deux

possibilités pour sortir un vecteur de la base : g, ou a4 puisqu’ils ont tous deux le plus petit rapport (4/2

= 2/1 = 2). Le but de la phase | étant de faire sortir les vecteurs artificiels de la base, notre choix

portera sur . Nous construisons le tableau 2 de la phase I.




c; 0 0 JoJoJ]-1 —1 —1
Cg vectenurs g mn o Ny | 1y q, - qq
de base
-1 q. 4 3/2 1/21 0| 0 ~1/2 0
0 a; 21 | —1/2 12|26 | o 1/2 0
-1 q; 4 3/2 1/2( 0|0 —-3/2 l
0 a | 0 12] |=1/2l 0|11 0 =121 @ |
(zj—cj) | -8 - —-1loflofo 3 0
Tableau 2
Le tableau 2 de la phase I indique que Z* = -8. On peut faire entrer a; dans la base. Le vecteur a, sort de
. . - son s g O
la base puisqu’il correspond au plus petit rapport %,yn > 0, C’est-a-dire T 0.
i1

A noter que puisque xg; = x4 = 0, la valeur de la fonction objectif dans le tableau suivant reste
constante, comme I’indique le tableau 3 de la phase I.

¢; 0 0 0 0O |-1]-1]-1
cp | vecteurs g | aq as as | ay | g | 92 | 93
de base

1| q |[ 4]0 2] [0 ]3] 1 [ 1[0]
0 as 210 0 1 0 0] 0
—1 gs 41 0 2 0| - 0 0] 1
0 a; 0] 1 -1 0 210 [|=11 0
(2s —.Cj) -8 0 —4 0 6 0 0] O

Tableau 3

Dans le tableau 3 de la phase I, nous avons 22 = -8. Le vecteur qui entre dans la base est le vecteur a,. Il
y a deux vecteurs candidats pour sortir de la base : gz et gs. Nous choisissons arbitrairement de sortir g;
de la base et calculons un nouveau tableau.

C; 0 0 0 0 —1 —1 —1

Ccp | vectewrs | *p | @) | a2 | s a, q, qd- q-;

de base
0 a, 2 (o[ 1[0 [=32[1/2] 1/2[ 0
0 as 2 0 0 1 1 0 0] 0
—1 q, 0 0 0 0 0 -1 —1 1
0 a s|i|lo|0]| 122|112 0
(27 —¢;) 0 0 0 0 0 2 21 0
Tableau 4

Puisque dans le tableau 4 de la phase 1.2=0, la phase | est terminée. Notons qu’il reste un vecteur
artificiel (gs) dans la base a un niveau 0. Il faudra donc s’assurer dans la phase Il que la variable
correspondante ne devienne pas positive. Nous pouvons passer a I’étape 1 de la phase II.

» Phasell




Etape 1: Puisqu’il s’agit d’un probleme de minimisation, il faut le transformer en un probléme de
maximisation. La fonction objectif a maximiser est donc :

Maximiser (- z) = 2x; — 3x, + 5x3

Les coefficients de la variable d’écart x4 et de la variable artificielle x,3 dans la base sont nuls. De plus,
nous pouvons éliminer du tableau les vecteurs artificiels g, et g, qui ne sont plus dans la base.

Etape 2 : Etablissons le tableau 1 de la phase II.

cp | vecteurs de base | &g | a, | a2 | as ay qs
-3 as 2 0 1 01]-3/2]0
5 as 2 0 0 1 110
0 q; 0 0 0 0 0] 1
2 a, 2 1 0 0 1/2]1 0
(2 — &) 8 0 0 01]21/2] 0

Tableau 1

Le tableau 1 de la phase Il fournit la solution optimale puisque la seule valeur de (z-cj) pour un
vecteur hors base est strictement positive. A noter que dans ce cas, a la fin de la phase Il, il reste un
vecteur artificiel dans la base a un niveau zéro.

La solution optimale est donnée par x;=2, X,=2 et Xs=2. La valeur de la fonction objectif vaut z=-8
(car il s’agit d’une minimisation).




Chapitre2:
Optimisation non-linéaire sans contraintes
[1.1 Introduction

Nous allons étudier le probleme d’optimisation sans contraintes ou on effectue la minimisation de la

fonction f:@™ — @ sur tout I’espace. Nous considérons donc le probleme formulé de la fagon
suivante :

min f(x)

x € Q™
Ou f est une fonction de ™ vers + 00
1.2 LeGradient

La dérivée partielle au premier ordre de la fonction f en a dans la direction u :

fat+ttu - fa
t

lim
t-0

Dans le cas particulier ou u décrit une base ey, ...,e, de ™, on note

of of of

a,.,—a,.,—a
0x4 0x; ax;

Les dérivées partielles dans ces directions.

Définition 1: Soit f: ™ - admettant des dérivées partielles d’ordre 1 en a ; on appelle gradient de
fa= 2 g Y of o

f en a le vecteur . a a_xj a e

Lorsque f= fi,....f1: ™ - P | le gradient est une matrice n x pdont les colonnes sont les
vecteurs f; a

Fonction de classe C!

Définition 2: fest continument différentiable si et seulement si toutes ces dérivées partielles d’ordre

1% existent et sont continues.

I1.3LeHessien

Si les dérivées partielles de f possedent a leur tour des dérivées partielles : on dit que f possede des

R , R . . . R . d ,
dérivées d’ordre 2. La dérivée partielle dans la direction e; de la dérivée partielle a_; est notée :
L
62
8x{-8x;f(a)

Définitionl: Soit f: ™ - admettant des dérivées partielles d’ordre 2 en a ; on appelle gradient de
fen aon appelle Hessien de f en a la matrice n x n donneée par




d*f d*f

5@ e @
_ 2*f _
“Fa = Ty (a) = T (a)
0*f 0*f
0x,,0x, (@) Ox? (@)

Exemplel1.1: soit f x1,X5,x3 = e+ x?x3 — x1x,x3 L’hessienne de f est donné par
e+ 2x3 -—x3 2x1— X
Hx = - X3 0 -Xq
2x1 - Xz - X1 0

Fonction de classe €?

Définition2 :f est deux fois différentiable si et si seulement toutes ces dérivées partielles d’ordre deux
a%f

existent et sont continues.
69({'62(;'

Hessien defonctions C?

2f _  9*f
' dxj0x; B dx jox

Proposition : Lorsque f est C? - le Hessien est une matrice symetrique

Toute matrice symétrique réelle H est diagonalisable dans le groupe orthogonal : il existe A diagonal,
U orthogonale telle que

H= UAUT; Ao valeurspropres de H

2f a est positive si et seulementsi A;= 0
s ifa B2 0, B
2f a est définie positive si et seulement si A;= 0

= 2fq B2 0, 0 n

Définition3 : (minimum global). Soit f: ™ - une fonction. f(x )est le minimumglobal de f si et
seulementsi: x , f(x)= f(x)
x est un minimiseur global de f.

Définition 4 : (minimum local). Soit f: " - une fonction. f(x )est le minimumlocal de f si et
seulementsi: &, x Jx —&x + ¢, f(x)= f(x)
x est un minimiseur local de f.

Définition 5 : Xg est un point stationnaire si et seulementsi f xo = 0.

Dans les points stationnaires, il y a les minima et les maxima (locaux et globaux) et il y a aussi d’autres
points.

Définition 6 : Un point stationnaire qui n’est ni un minimum ni un maximum est un point singulier.

I1.4 Condition nécessaire pour I’existence d’un minimum local




Définition 1 : a est un minimum local de f si et seulement si il existe au voisinage v, de a tel que pour
toutx vg, f(a) £ f(x)

Théoreme: Soit f: ™ - de classe C? si f posséde un minimum local en a alors :

1- fa =0n
2- *f a estune matrice positive.

[1.5 Conditions suffisantes pour I’existence d’un minimum local
Théoréme: Soit f: ™ - de classe C2.Si

1- f a =0 n
2- 2f a estune matrice définie positive. alors f posséde un minimum local en a.

I1.6 Fonctions convexes
I1.6.1 Fonctions convexes

La convexité joue un réle extrémement important en optimisation puisqu’elle permet d’étudier en
géneéral I’unicité des solutions d’un probléme d’optimisation.
Définition :

1- Un ensemble D est dit convexe si, pour tous point x et y de D, le segment [a,b] est inclus dans
D, i.e. Quel que soittout t [0,1], le pointta+ 1- t b appartienta D.
exemple : les ensembles@, b, C sont des ensembles convexes ; d, € sont des ensembles non

convexes. Un ensemble convexe ne peut avoir des parties entrantes comme d ou de trous
commee.

A
a

2- fr "o définie sur un ensemble convexe D est dite convexe si pour tout points a, b nf
ettoutt [0,1]

b C

»
»

ftat 1-tb <tfa+ 1-tfb.
La fonction est dite strictement convexe si
ab D?a#b, t 101[fta+ 1-tbh <tfa+ 1-tfbh.
Théoréeme

fi " est de classeC?, il est équivalent :




1- fest convexe.
2- Pourtout x,a "fx =2fa+ x-al f(x)
3- Pourtoutx " %f x estpositive.

I1.6.2 Minimum de fonctions convexes

Théoreme: Soitf: ™ - une fonction convexe possédant des dérivées partielles. f admet un
minimum globale en asi et seulementsi f a = 0 n.

Corollaire: Sif est convexe, tout minimum local est un minimum global.

1.7 Méthodes de recherche unidimensionnelle
Soit f une application de  dans . Les méthodes d’optimisation de telles fonctions ont d’autant plus

d’importance qu’elles servent d’outils pour I’optimisation de fonctions de plusieurs variables.

[1.7.1 Méthodes du premier ordre (dichotomie)
L'idée la plus simple est de trouver un zéro de la dérivée de la fonction objectif a I'aide d'une recherche
dichotomique.

Définition : On dit qu’une fonction est unimodale s’il existe un réel x pour lequel lafonction est

strictement décroissante sur J-oo, x ] et strictement croissante sur [x , + oo.
Le point x est alors minimum global de f.

Algorithme 1: Algorithme de recherche dichotomique

Données : f une fonction unimodale de classe C* sur [a;b] telleque f'(a) < 0 < f'(b)
1- Initialisation

choix[a;b] telleque f'(a) < 0 < f'(b)

2- Critere d’arrét

S lIb- all < ¢ STOP

3- S non, On pose m = %b

4-9 f'"m =0aos b=m

Snon a=m

Onretournea 2

[1.7.2M éhodes du second ordre (M éthode de Newton)
A partir d’un point x, on approche f par :

gx =fox +f xp x-x +%f” xe (x = xp)?
Onremarqueque g' x = ' xp + f" xp (x— x)
Si f"" x;, > 0(cas ou f est convexe autour de x; ) , on pose
I
Xk+1 = Xp ~ I;x—k
Xk
qui est le point ou g atteint son minimumg’ x4+, = Osi f” x;, < 0, la méthode échoue

Algorithme 2: Algorithme de Newton unidimensionnel
Données : f une fonction de classe C? et xo un point dans le voisinage d’un minimiseur de f
1- Initialisation




k=0 : choix de x, dans un voisinagede x .
2- |tération k
S

e 7T

3- Critére d’arrét
S llxpyq — xll < €, STOP
S non, On pose k=k+1 et on retourne a 2.

D'un point de vue pratique, cette méthode souffre de nombreux inconvenients :

> la méthode peut diverger si le point de départ est trop éloigné de la solution.

> laméthode n'est pas définie si f"" x;, = 0.

» la méthode peut converger indifféremment vers un minimum, un maximum ou un point de selle.
Cette méthode est donc peu utilisée. Son intérét majeur est d'illustrer dans  lefonctionnement des
algorithmes de minimisation multidimensionnelle du second ordre

1.8 Méthodes du gradient

Il s’agit d’une famille de méthodes itératives qui s’appliquent a des fonctions dérivables et qui utilisent
I’idée ci-dessous.

On veut minimiser une fonction f. Pour cela on se donne un point de départ arbitraire xo. Pour
construire I’itéré suivant x;il faut penser qu’on veut se rapprocher du minimum de f; on veut donc que
(x1) < f(xp) . On cherche alors x; sous la forme x; = xy + p;dy ou d; est un vecteur non nul de ™
et pyest un réel strictement positif. En pratique donc, on cherche d; et p; pour que f(xy+ pidy) <
f(x0). On ne peut pas toujours trouver d;. Quand d; existe on dit que c’est une direction de descente
et p; est le pas de descente. La direction et le pas de descente peuvent étre fixes ou changer a chaque
itération. Le schéma général d’une méthode de descente est le suivant :

X0 " donnée
X1 = X+ prdi dxy "= 0 ,py
Ou py et dy sont choisis de telle sorte que f(xy, + prdy) < f(xk)

De tels algorithmes sont souvent appelés méthodes de descente. Essentiellement, la différence entre ces
algorithmes réside dans le choix de la direction de descente dk.

Une idée naturelle pour trouver une direction de descente est de faire un développement de Taylor a
I’ordre 2 de la fonction f entre deux itérations Xq et x+1 = x) + pPrdy

fxe+t prdre = f xe + pe f(xg ,dyg) + O prdy

Comme on veut f x, + prdy < f xi , On peut choisir en premiere approximation
dr = - f(xx) . La méthode ainsi obtenue s’appelle I’algorithme du Gradient. Le pas pj est choisi
constant ou variable.

Alghorithme 3 : Algorithme du Gradient
1- Initialisation
k=0 choixdex, et de gy > O
2- Itération k
Xk+1 = X+ prVf(xk)
3- Critére d’arrét




S lxpyq — x,ll < €, STOP
S non, On pose k=k+1 et on retourne a 2.

€ est un réel positif (petit) donné qui représente la précision désiree.

Cette méthode a pour avantage d’étre tres facile a mettre en ceuvre. Malheureusement, les conditions de
convergence sont assez lourdes (c’est essentiellement de la stricte convexité) et la méthode est en
général assez lente.

M éthode du gradient a pas constant

On utilise le plus souvent la méthode du gradient a pas constant (p, = constant).Toutefois, on peut faire
varier le pas a chaque itération : on obtient alors la methode dugradient a pas variable.

Exemplell.2

Soit la fonction f x = x%+ %x% - 3(x; + x3) trouver le minimum de cette fonction en partant du
point de cordonnée x, = (- 2,1.5) ; critére d’arrét est llxj4q — xxll < 1073

Solution

1-xy= (-215)p= 045

2- Calcul de la dérivée par rapport a x;

d
—f = ZX1 -3
X1
Calcul de la dérivee par rapport a x,
of
— = X2~ 3
. X1
1% itération
X11=x10%tp Vf(x1)
X21=X20%p Vf(x1)

X111~ X190 < lO‘g,STOP
X21~ X209 < 10_‘3,STOP
Si non on pose k=2 et on retourne a 2

3- Testd’arrét S

2 2 A
fonction cout z=x,“+0 5%. -3 Diy)

contour de z=x2+0.5"y 2-3*(x+y);

150
100 -

50 -

> 0
0- 3 ==
-50 . : -4
10 e
10 -
Y o0 @ _3:&; e o, 9 g 2 4 6 8
Les itérations
Itérations X1 X2 f(x)
1 -2 1,5000 6,6250

2 1,1500 2,1750 6,6250




3 1,4650 2,5462 -6,2872
4 1,4965 2,7504 -6,6458
5 1,4996 2,8627 6,7188
6 1,4999 2,9245 -6,7406
7 1,4999 2,9585 -6,7471

M éthode du gradient a pas optimal
La méthode du gradient a pas optimal propose un choix du pas qui rend la fonction colt minimale le
long de la direction de descente choisie. Plus précisément, I’étape 2devient :
2’- Itération k
X1 = X+ peVf(xp)

OU py, réalise le minimum sur  * de la fonction ¢, définie par

ok(p) = f xx = pVf(xk)
En pratique, on ne cherche pas le minimum de ¢, et on détermine p; en effectuant une recherche
linéaire de pas optimal suivant une régle de la forme suivante par exemple :

Régle de recherchelinéaire de Wolfe
1- Initialisationp = 1 par exemple, p— = p; = 0.Onsedonne 0< B; < B, < 1.
2-Sigr p < @k 0 + B1pei(0) et @ p = Prpi(0), STOP : py = p.
3- Sinon

- Sigg p > @ 0 + By1ppy(0), onpose py = p

- Sigrp <o 0 + Bipp(0), et @ p < Pagpy 0 ,0npose p_= petonvaads,
4- Choix du nouveau p

- Sipy = 0,0ncherche p> p_ parexemple p = 2p_

p=tp+

- Sipy > 0,0ncherche p Jp—, pi[ par exemple p = -

Retour a 2.
La régle apparaissant a I’étape 2. est connue sous le nom générique de regle d’Armijo.
Il existe beaucoup d’autres regles de recherche linéaire.
or(p) = [ xx = piVf(xk)
Cette fonction est dérivable de dérivée :

mn
, of
o p =- ax—prx ij-x=—grx—pgx -gx
j=1""
Avec gx =Vf(x)
Notons en particulier que :
@JO == —grx.gx = —||gx “2

Exemplell.3: Méme exemple 11.2

Solution

Etape 1

p = 1 parexemple,Onsedonne0< ;= 01< f,=05<1
f xg = 6.6250

&



af

x_: 2x1 -3=-7

On calcul le gradient de fVf x, = ;-
~=x-3=-15
2

-
15

Ladirectiondy, = -Vf x =
Ok p = f xx= pVf xx =355
= (-2-1x(-7)?+05%x (1.5-1x (-15))?-3x -2-1x(-7) + (15-1x (-15))
=55
@, 0 =-lgxl?=717

Bippr 0 = 01x1x 717 = 0717

Bz, 0 = 05x 1x 717 = 3585
Etape 2
OnfaitletestS @ 1 < @x O + Bippy, 0 et @ 1 = Br¢,(0), STOP: py = 1.

1.9 Méthodes des dir ections conjuguées

Les methodes du gradient conjugue sont utilisées pour résoudre les problemes d’optimisation non
linéaires sans contraintes spécialement les problemes de grandes tailles. On I’utilise aussi pour résoudre
les grands systémes linéaires.

Elles reposent sur le concept des directions conjuguées parce que les gradients successifs sont
orthogonaux entre eux et aux directions précédentes.

L’idée initiale était de trouver une suite de directions de descente permettant de résoudre le probléme.
Soit f une fonction quadratique :

ming = f(x)

Ou f est réguliére (continiment différentiable)
Avant d’accéder a la méthode, on va d’abord donner le principe général d’une méthode a directions
conjuguées.
Définition 9.1 Soit A une matrice symétrique n x n, définie positive. On dit que deux vecteurs x et y de
" sont A-conjugués (ou conjugués par rapport a A) s’ils vérifient :
xTAy=0

Soit dg,d4,...,d,, une famille de vecteurs A-conjugués. On appelle alors méthode dedirections
conjuguées toute méthode itérative appliquée a une fonction quadratique strictement convexe de n

variables : g x = ExTAx + bTx + c avec x " et A une matrice symetrique et définie positive de

nx néléments. b etc conduisant a I’optimum en n étapes au plus. Cette méthode est de la
forme suivante :

xo donnée
Xk+1 = Xt agdy

Ou ay, est optimal et d,dq,...,d,, possedant la propriété d’étre mutuellement conjuguées par rapport
a la fonction quadratique. Si I’on noteg, = q(xy), la méthode se construit comme suit :




Calcul de a;Comme a; minimise g dans la direction d; ona, k :

q ax =dig qxg4q1 =0
di q Xpy1 = di Axgert b =0

Soit
d;‘:ﬂ X+ apdy + d;‘:b =0
e e _ —dF(Axx+b)
D’ou I’on tire : ay = aTAdy

Comment construire les directions A-conjuguées ?
Des directions A-conjuguées dg,dy, ..., d, peuvent étre générées a partir d’un ensemble de vecteurs

linéairement indépendants &;, &5, ..., egen utilisant la procédure dite de GramSchmidt, de telle sorte que
pour tout i entre O et k, le sous-espace généré par dy, d, ..., dy, SOit

égale au sous-espace généreé par &g, &1, ..., &.

Alors di.1 est construite comme suit :

dit1 = €41t @ i+1 mAm
m=0

Nous pouvons noter que si di+1 est construite d’une telle maniére, elle est effectivement linéairement
indépendante avec dy, dy, ..., d;.
En effet, le sous-espace générée par les directions dg, dy, ..., d; est le méme que le sous-espace généré
par les directions &g, &4, ..., &, €t €44 est linéairement indépendant de &g, &1, ..., &;:
€41 ne fait donc pas partie du sous-espace genéré par les combinaisons linéaires de
laformeY ., o ® i+1 mdm, de sorte que di.1 n’en fait pas partie non plus et est donc linéairement
indépendante des dg, dy, ..., d;.
Les coefficients ¢ ;11 m, eux sont choisis de maniere a assurer la A-conjugaison des dg, dy, ..., dj41.

M éthode de gradient conjugué dansle cas quadratique

La méthode du gradient conjugué quadratique est obtenue en appliquant la procédure de Gram-Schmidt
aux gradients q xp ,..., q(xp—q)c’est-a-dire enposanteg = q xg ,...,&n—1 = q(xp—1)

En outre, nous avons :

qgx =Ax+ b

Et 2gx = A

Notons que la méthode se terminesi g x = 0.

La particularité intéressante de la méthode du gradient conjugué est que le membre de droite de
I’équation donnant la valeur de dy.; dans la procédure de Gram-Schmidt peut étre grandement
simplifié.

Algorithme de La méthode du gradient conjugué pour lesfonctions quadratiques

On suppose ici que la fonction a minimiser est quadratique sous la forme :

1
qx = ExTAx+ bTx + c

Sil’onnoteg, = f(xy), I’algorithme prend la forme suivante.
Cet algorithme consiste a générer une suite d’itérés x, sous la forme :
X1 = X+ oagdy




L’idée de la méthode est :
1- construireitérativement desdirections dy, dy, ..., dj, mutuellementconjuguées:
A chaque étape k la direction di est obtenue comme combinaison linéaire du gradient
En x et de la direction précedente dx.; c’est-a-dire
dr+1= = q Xg41 + Brerdi
les coefficients By €tant choisis de telle maniére que dg soit conjuguée avec toutes les directions
précédentes. Autrement dit :
di+1Ady = 0
diy1Adg =0 = q Xgpq + Brgady TAdg = 0
~V"q Xpq1 Ady+ PrirdiAdy = 0
_VTq xXp4q Ady _ gy Ady
Prers = dTAd,  dLAdy

2-déterminer lepas ay, :
En particulier, une fagon de choisir a; consiste a résoudre le probléme d’optimisation
unidimensionnelle suivant :

a, = minf x,+ ady, , a>0

: —dj

On en deduit ay = d;;'f;ff:

Le pas ay, obtenu ainsi s’appelle le pas optimal.

Algorithme 3.1 Algorithme du gradient conjugué "quadratique™
Etape O : (initialisation)

Soit X le point de départ, go = q xo = Axgy + b, poser dp = -Qo;
Poser k= O et aller a I’étape 1:

Etapel:

Sigk=0:STOP (x* = x)."Test d’arrét"

si non aller a I’étape 2.

Etape?2:

Prendre xy4q1 = xx + agpd,  avec

e - di gk
kT dTAdy,

A1 = = q Xg+1 + Br+1dk
_ ngﬂdk

Br+1 = d;‘:ﬂdk
Poser k=k+1 et aller a I’étape 1.
Exemplell.4: Méme exemple 11.2
Solution
Etape O : (initialisation)

Y=oy, -3=-7

Xy

= x,-3=-15

Xz

Soit Xo(-2.1.5) le point de départ, go = Vf x, =




Sous la forme suivante g x, = Axgy + b, Matrice A = S 2 et b= :g on posedy = - Vf xo =
7

15

Poser k= O et aller a I’étape 1:

Etapel:

Sigo=0:STOP ( x* = x)."Test d’arrét” Test non vérifier donc aller a I’étape suivante.

Etape 2
X1g4 = X1 T Qoo

X241 = X24 T aodo

_7
_cdige_ T T IS X 45 | 05112
@0 = 3T aq " 2 0 7
“Ado 7 15 x 0 1 15

X, = -2+ 05112 7= 15786
X, = 15+ 05112 15= 22668
Test d’arrét
of
~ = 20,- 3= 01571
g1=Vfx = 6]3 70
— = x,,—- 3= -07332

on pose k=k+1
X1, = Xq, t apdy,

X2, = Xz, t aqdy,
di= - qx; t pdo
_ g1Ad
hi= irad
0 0
_ _ 01571
=Vl x = 4733
01571 -07332 x 2 9 x 7
_ 01 15 _
By = s = 0.0110
7 15 x
270 1 15
di,= - qx + fidy, = 01571+ 00110 7= -0.0803
di,= - qx; + pidy, = -07332+ 00110 15= 0.7496
_dTg, ~ —0.0803 -0.7496 X _0(')175?22
@1 = = 20 -00803 _ 9780

~dTAd,  _
1 0.0803 0749 * o . 7496
x;, = 15786+ 09780 (-0.0803) = 1.5000
x;, = 22668+ 0.9780 (0.7496) = 3.0000

-15
Test d’arrét g2=Vfxg = 0.888 B 10 0 arrét.

S




M éthode du gradient conjugué dansle cas non quadratique
On s’intéresse dans cette section a la minimisation d’une fonction f: ™ - , honnécessairement
quadratique :

minf x, x L

Xg+1 = Xp t apdy
Le pas ay étant déterminé par une recherche linéaire. La direction dx est définie par la formule
de récurrence suivante (B )
d = - gk Si. k=1
-gkt ﬁkdk—l si k=2
Ces méthodes sont des extensions de la méthode du gradient conjugué linéaire du cas quadratique, si Sy
prend I’une des valeurs

T
PrRP _  Y9rYk

K - g2
2
FR _ gl
k g 1%
2
ED: gl
T
—dy_19Kk-1

OU Yk—1= gk~ Gk—1

Algorithme 3.2Algorithme de La méthode du gradient conjugué pour les fonctions quelconques
Etape0 : (initialisation)

Soit x0 le point de départ ,go = f xo , poser do=-0o

Poser k=0 et aller & I’étape 1.

Etapel:

Sigk=0:STOP ( x* = x¢)."Test d’arrét"

si non aller a I’étape 2.

Etape?2:

Définir x4 = x + apd,  avec ay :calculer par larecherchelinéaire

dis1 = = Gr+1 + Prrdy
Ou

Br+1:defini selon la métlode
Poser k=k+1 et aller a I’étape 1.

1.9 M éthode de Newton

La méthode de Newton pour les fonctions multivariables est identique a celle des fonctions univariées.
Comme précédemment, une estimation g x de f au point x¢ est donnée par le développement de
Taylor du second ordre, qui s'écrit pour une fonction multivariée :

1
— b T 2
gx =foax + x-x 0 foax *50-x) f xue (0= x)
Si la matrice Hessienne est inversible, on choisit x4 qui minimise g, soit :

— 2 -1
k1= Xk = °f X f(xk)
En pratique, la direction de descente D = — 2f x;, ~' f(xy) est calculée sans inverser 2f x
mais en résolvant :




°f xk D= - f(x)
L'intérét de cette suite est sa convergence quadratique vers un minimiseur local a la condition que Xo
soit assez proche d’'un minimiseur. Néanmoins d’un point de vue pratique, cette Méthode comporte les
mémes inconvénients que dans le cas monovariable :
v la méthode peut diverger si le point de départ est trop éloigné de la solution,
v la méthode n'est pas définie si la matrice Hessienne n'est pas inversible,
v la méthode peut converger indifféremment vers un minimum, un maximum ou un point de selle.

Algorithme 4. Algorithme de la méthode de Newton Dans "
Donnees : f une fonction différentiable et xo un point initial
1- Initialisation
k=0 : choix de x, dans un voisinage de x .
2- Itération k
Xk+1= Xt D

3- Critére d’arrét
Si llxpyq = xxll < €, STOP
Si non, On pose k=k+1 et on retourne a 2.
L’etape 2. de la méthode revient a résoudre le systeme linéaire suivant:

°f xk D= - f(x)
Puis a poser xx4q = xx+ D
Actuellement on développe surtout des méthodes dites quasi-Newton qui gardent la rapidité de la
méthode de Newton, et sont plus robustes par rapport au du point de départ.
Exemplell.5: Méme exemple 11.2

Solution
1-x9 = (-215)
2- Calcul de la dérivée par rapport a x;
d
x—f= 2xy— 3= —-Taupointx 1
1
Calcul de la dérivée par rapport a x,
d
x—f= x;— 3= -15aupointx 5
1
- Calcul de la dérivee deuxieme par rapport a x;
62
L7
X1
Calcul de la dérivée deuxieme par rapport a x,
62
LT
X1
- Calcule de D au point xo
2 -1 ZJC1 -3 ; ;
Dy = - °f xp fxx = > = 3.5 au point de cordonné x { g, X 2 ¢
2 -1 X2~ 3 ; ,
Dy == “f xi fxp = 1 = 5 au point de cordonné x 1 g, X 7 o

- 1% jtération
X11=X10+ D = 1.5000
x21=x20+ D=3
X11~ X190 < 10_3,ST0P

3- Testd’arrét S -5
X217 X209 < 10 ,STOP




Si non on pose k=2 et on retourne a 2

> U:‘
-3: ==
-8 B 4 2 la] 2 4 (=3 8
A
Les itérations

Itérations X1 X2 f(X)
1 -2 1,50000000000000 6,62500000000000
2 1,5000000000000 3 -6.7500

[1.11.Méhodes quasi-Newton

Pour des problemes de grandes dimensions, le calcul du Hessien est trop couteux. On peut alors utiliser
des algorithmes, dits quasi-Newton, qui calculent donc une approximationB), de  2f(xx) ~! en
fonctionde By—1, f xx, f Xp—1 Xy et xp_1.
On trouve notamment deux méthodes de calcul :
v" la formule de Davidon-Fletcher-Powell (DFP) :
Bi—1YieY Br—1 N Dy—1Dj—
Y Br-1Yk Di_1Yk
v' la formule de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS):
Vi Bk—1Ye Dr-1Di—1  Bi—1YiDi—1 + Dp—1YiBy—
Y¢Dr-1 Yy D1 Y D1

By = By -

By = B4t 1+

Avec

Ye= fxx = f(xk-1)
Ces formules donnent toujours des matrices définies positives. A l'aide de ces estimations, on établit un
algorithme a convergence tres efficace et particuliérement robuste.
Son unique inconvénient est la nécessité du stockage en mémoire d’'une matrice de taille n x n. Dans la
pratique, on utilise en général la méthode BFGS qui est plus efficace.

Algorithme 5 Algorithme de quasi-Newton avec mise a jour BFGS ou DFP

Donnees : f une fonction différentiable et xo un point initial

Etape 1 :soit € > O critere d’arrét, choisir B, défini positive quelconque (par exemple g1 = I)

Poser k=1 et aller a I’étape suivante

Etape2:Sill f x;, Il < £ STOP; Sinon, poser dy, = — B X gy et déterminer le pas optimale «a,
solution du probléme linéaire a;, = minf x, + ady , a = O(par une méthode de recherche linéaire




par exemple dichotomie ou Wolfe) et poser
X1 = Xg + agdy
Etape 3 : construire 4+, comme suit :

Bka+1V:3+13k+ DD}
YlaBkYksr  DiYisa

Selon DFP Ou

By41 = By -

Yili1BkYk+1 DiDi _ ByYiDj+DiYk41Bi
YkT+ 1Dk YkT+ 1Dk YkT+ 1Dk

Bgsy1 = Byt 1+ Selon BFGS

Avec
Yerr = f xper — f(xk)
Dy = aydy
Remplacer k par k+1 et aller a I’étape 1

Exemplell.6 : Méme exemple 11.2

Solution

Etape 1 :soit € = 0.001 critére d’arrét, choisir S, défini positive quelconque (par exemple £, = I)
Poser k=0 et aller a I’étape suivante

Etape2:Sill f x;, Il < £ STOP ; Test non vérifier,

-1 x —-7.0000
poser do = = Bo X go = _ 1 x -1.5000

et déterminer le pas optimale a, solution du probléme linéaire @y = minf x; + ady ,a=> 0

-7
-dTg, -7 15 x 15
Q= —7 = ' = 05112
diAd; 5 15><2 0 7
' 0 1 15
poser
X11 = X10 + aodo = 15786
le = X10 + aodo = 2.2668
Etape 3 : construire £; comme suit :
By = By - 2B, Dol goin pEp
1= 50 vIgyy, * Blvy
Avec
i= fx1 - f(x)
Dy = apd,
Remplacer k par k+1 et aller a I’étape 1
Les itération sont résumé dans le tableau ci-dessous
Itérations cordonnées gradient F(x) ay
1 X1 -2.0000 -7.0000 6.62500 | 0.5112

X2 1.5000 -1.5000

*



X1 1.5786 0.1571 -6.4751 | 0.9888
X2 2.2668 -0.7332

X1 1.5000 0 -6.7500

X2 3.0000 0




Chapitre 11
Optimisation avec contraintes

[11.1 Introduction
On s’intéresse maintenant a des problemes d’optimisation de la forme

min, nf(x)

0
0

@l x

Sous les contraintes
g(x)

IN I

Ou les fonctions f, h et g sont différentiables au moins une fois, et f est typiquement non-linéaire.
Cependant nous étudierons le cas ou h et g sont linéaires avec un intérét tout particulier. Dans ce
chapitre nous allons nous efforcer d’obtenir les conditions d’optimalité associées au probléme
d’optimisation avec contraintes. Les paragraphes suivants mettront ensuite I’accent sur les méthodes
numeriques permettant de le résoudre.

[11.2 Probléme avec contraintes d’égalité
On va tout d’abord s’intéresser au probleme suivant, dit probleme d’optimisation avec contraintes
d’égalité seulement :

min, nf(x) (1n.2)
Sous les contraintes x =0

Ou@ ™ Pestdifférentiable. Onnote S = x TBAx =0
Considérons une courbe Q(t) définie pour t < 0 verifiant

Qt S, t -aa,a>0
Q0 =%

Puisque Q(t) Sonal; Q t = Opourl< i< peton peutécrire que

d ‘
2B Qt = BQt "0t =0 1gisp

Si on note y = Q(0) le vecteur tangent a la courbe Q(t)en t = 0, on a donc
E; £ Ty=0, 1<i<p
Cela conduit a la définition suivante :

Définition 111.2.10n dit que y "est unedirection admissibleen X S s’il existe @ > 0 et une
courbe Q(t) vérifiant
Qt S, t [-ada]
Q0 =%
x(0) = y

Onnoteraalors T(X).
L’ensemble T'(X) definit le plan tangent a S en x. L’analyse faite précédemment montre que I’on a
I’implication

y TZ% B £ Ty=0, 1<i<p




qui sera insuffisante pour montrer la condition nécessaire d’optimalité. Nous allons donc maintenant
nous attacher a montrer sous quelles conditions cette derniére relation est une condition suffisante
d’appartenance aT(x).
Définition 111.2.20n dit que Xest un point régulier pour la contrainte h(x) = Osi
- x =0
- LesvecteursVE; ¥ sont linéairement indépendants.
Sionnote VE; ¥ lamatricenx p
Bx =[ B X .. B,%]
la condition d’indépendance linéaire des [@; X peut s’écrire
Rang B; X = p.
etonadonc @ £ Tx(0) = Opour toute courbe admissibleQ ¢ .
On a la proposition suivante :
Proposition 111.2 S Xest un point régulier pour la contrainte h(x) = 0, alors
£Ty=0 y T(@®)

[11.2.1 Lethéoreme de Lagrange
Théoréme 111.2.1. Soitx S= x " B x = 0un point régulier solution du probleme (111.1),
vérifiant donc

fx<fx, x §
Alorsil existe nécessairement un vecteur A Punique vérifiant

fx+ xA=0

Soit encore

fx+ =0

j=i

Les composantes du vecteur A sont appel ées multiplicateurs de Lagrange.

b
=
=D

[11.2.2. Définition du lagrangien

Considérons le probleme avec contraintes d’égalité

min, nf(x) (111.2)
Sous les contraintes x =0
oup: "L, P

Définition 111.2.2.1 On appelle lagrangien associé au probléme avec contraintes d’égalité la fonction
L. "x P définie par

LxA=fx+ AiZi(x)
=1

Les conditions de Lagrange peuvent se reformuler a I’aide du lagrangien: soit X solution de probléme
avec contraintes d’égalité. Alors il existe A telque




<L 2A

Ou on a noté B le gradient partiel par rapport a la variable x. Dans la suite nous ferons I’hypothese que
h et f sont deux fois continment différentiables.

I11.2.3 Condition nécessaire du second ordre

Théoreme 111.2.3.1 Soit £ un point régulier solution de probleme avec contraintes d’égalité. Alors il
existe A tel que

L X,A =0

Etde pluspourtouty T X ,y# Oona

Le résultat suivant est une généralisation du théoreme précédent dont la démonstration sera admise.

Théoremelll.2.3.2 soit £ net A P vérifiant les conditions

y' 2,L2Ay=20, y TZ,y%0
alors X est un minimum local du probléme avec contraintes d’égalité.
[11.2.4 Condition nécessaire du second ordre

Théoreme 111.3.2 soit & net A P vérifiant les conditions

gx) <0

420i=1..m
A g % =0i=1..m
yl 2L %Ay=20, vy Ttz ,y20
Ouonanoté T* £ le plan tangent en % a la sureface
st= x "ngiXx =0 IX% etA=0

alors x est un minimum local du probleme avec contraintes d’égalité.

Exemplel:
Minimiser 2x; + X




Avec h(X) = x®+ x°-1=0

Le Lagrangien est
L(x, A) = 2X1 + Xo + A(X:® + X2 =1)

of oh _ X1 = —
9L — 0 ce qui donne o =0 2+ 2Ax; = 0 %
ox, q g 1+2,=0 %=

axz 612

2 V5
ZBx =0 1/—{ +12;|.2=0 A = 7

2 points vérifient les conditions de Lagrange, mais un seul est minimum : ces conditions sont
nécessaires, mais pas suffisantes pour qu’un point soit optimum.

\\ \\
& R (2W5,1W'5)
g X
N / \\
N/ \
\\\ [' \ LY
) / \
4 N\
(-2V5,-1V5) \ /
\ \““‘a__,_‘___.__z”’ \\
\\\ \
\\ \

Exemple 2
Minimiser f x,y = x*+ y?

Sous les contraintes @ x,y = y-x+ 1=10

1
aof _om_ % ==
axt 2320 x-a=o0 21
a = _
_f+;16_l=0 2y+4=0 y ==
dy 9y -1

[11.3. Probléeme avec contraintes d’inégalite - Conditions necessaires d’optimalité (KKT,

Karush, Kuhn, Tucker)

On s’intéresse maintenant au probléme suivant, dit probléme d’optimisation avec contraintes
d’inégalité seulement:

min, nf(x) (1n.2)

Sous les contraintes gx <0




Ou g: ™ - ™ est différentiable (il n’y a ici aucune condition sur m). On notera K I’ensemble des
points admissibles, c'est-a-dire K = x T gx £0

Au point solution de Probléme avec contraintes d’inegalité il va de soi que les contraintes effectivement
actives vérifieront g £ = 0. Cependant, puisque I’on ne sait pas apriori quelles sont ces contraintes, le
passage de Probléme avec contraintes d’inégalité a un probléme du type Probleme avec contraintes
d’égalité n’est pas direct.

Définition 111.3.1 On appelle contraintes saturées en X I’ensemble des indices i tel queg; £ = 0, eton
note

Le concept de direction admissible se définit comme suit:

Définition 111.3.2.0n dit que y " est unedirection admissibleent K s’il existea > 0 et une
courbe Q(t) vérifiant

Qt K, t [-aaqa]
Q0 =%
Q0 =y
Onnoteraalorsy  C(X).
Lemmelll.3.1. Soit y "une direction admissible en X K, alors on a nécessairement
g®Ty<0i 12

Comme dans le cas des contraintes d’égalité, on doit définir la notion de point regulier qui est
nécessaire pour que la condition précedente soit suffisante:

Définition 111.3.3.0n dit que X est un point régulier pour la contrainte g(x) < 0s

- g(®) = 0,
- Lesvecteurs{VE;(x)}; 1z sont linéairement indépendants.

Sous I’hypothese de régularité de £ on aura, comme dans le cas des contraintes d’égalité
g 2Ty<0i I8 y C2*
La proposition suivante permet d’effectuer le premier pas vers les conditions de Kuhnet Tucker.
Proposition 111.3.1. Soit £ la solution du probléme avec contraintes d’inégalité. Il existe u > O telque
x Bxpu,gix <0i I(X)
Ouonanoté B x,u laboule de centre X et de rayon u. Alors x est la solution du probléme

minx B Xu f(x)
gix =00 IZX
Ce résultat est uniqguement dd a la continuité de g, et montre que I’on est localement ramené a un
probléme avec contraintes d’égalité. On peut donc maintenant énoncer le résultat principal:




Théoreme 111.3.1. Soit £ K un point régulier solution du probléme avec contraintes d’inégalité.

Alors il existe un unique vecteur A " telque

Exemple
Minimiser f x = x{+ x,
_ el wE_
g1 x =xi+x5-9<0
g2 x =x1+x-1<0

Sous les contraintes

On va montrer que la résolution des conditions de KKT donne les valeurs du minimum
x et des multiplicateurs A associés :

Les conditions de KKT s’écrivent :
_ 2x1
fx +A g1x +2 g2x = + A

Algl X = /11 X1t x5 - 9
gz x = A xptx- 1
A, A, 20
Pour résoudre, on étudie les différents cas possibles (ce n’est pas une méthode générale).

Si 2,

A, = 0, (2) est vérifiée, mais pas (1)

Si 2,

H

Oet /12 =0, (1) 2x1 + 2)0]/11 =0

A1 = = 1ne Vvérifie pas (3), donc x; = 0

(2) s’écrit x¢ -9 = 0,etcommeA; # 0,x, = 3

Six; =3,(1) 1+ 64, = 0, Impossible avec (3)
Donc x; = _3et(1) 1- 6/]1: 0,d’ou A = %
La résolution des conditions de KKT donne donc

X1:O x2=—3 ;11:— ;1120

111.4 Conditions de KKT pour un probléme avec limitations d’égalité et d’inégalité

On suppose que : f, g, j=1, ..., m, h, 1 =1, ..., psont continues et différentiables |

1)

(2)

3)




Alors, si Xo est un optimum local, il existe des nombres A; 20 et p de signe quelconque tels que:

m 4

fxgt+ A gixot ubBx =0

j=1 I=1

;lj gj Xo =0 )f: 1. m

Remarque:
¢ On suppose X A, doncona gj(X) <0 hi(Xg) =0
¢ Sion ades limitations d’égalité seulement, on retrouve les conditions de Lagrange

[11.5 Méthodes de pénalité
[11.5.1 Principe
Remplacer le probléme contraint :
Minimiser f(x)
Avec gix <0;j=1..,m
par une suite de problémes sans contraintes
Si I’on définit la fonction h telle que :
Osiy< O
toosiy>0
la résolution du probléme d’optimisation revient a résoudre le probléeme de minimisation sans
contrainte suivant :

By =

Ming x = f x + H(x)
Ou Hx = Z}”:i Zi(g; x )
La fonction H étant discontinue et ‘infinie’ en dehors du domaine admissible, on ne peut utiliser cette
méthode telle quelle. Une méthode de pénalité consiste a minimiser une fonction (pénalisée) de la
forme :
Min, P x = f x + Y(x, )

ou la fonction v est telle :

- Qu’elle force I’optimum a saturer approximativement les limitations qui doivent I’étre.

- Qu’ elle n’altére pas trop la solution approchée obtenue.
Le parametre de pénalisation o est a caler pour que la solution approchée soit précise sans que le
systéme a minimiser soit trop mal conditionné.

[11.5.2 Pénalité extérieure

Modifier la fonction a minimiser pour qu’elle prenne de « grandes » valeurs en dehors du domaine
admissible.

Exemple avec 1 variable, 1 limitation :




\ ", A
(I) h' -“ /
>
» <
gj(x) >0 gi(x) <0

Pour cela, on définit :
< gjx >"=0pourgj(x)< 0
gj x pour gj(x) >0

et on considere la fonction obtenue en ajoutant a la fonction f(x) a minimiser les termes :
€< g x >

ou € est un scalaire > 0 (facteur de pénalité), ceci pour chaque contrainte g; .
On obtient la fonction :

— +2
pxe=fx+e <gjx >
=i
et on considere le probleme :
minimiser ¢ x,e = f x + €Y< g;j x > (P")

Soit (x) la solution de (P’). Si on a choisi € « assez grand », les termes < gj x > *2 seront « petits »,
ce qui signifie que X sera « presque » admissible.
Mais en pratique, si € est tres grand, ¢ est mal conditionnée. C’est pourquoi on procéde itérativement,
en augmentant e progressivement, et en initialisant chaque recherche par la solution précédente.
Algorithme général :
1- k=1, choix de X1, €; (proportion colt/pénalité)
2- Resoudre (par une méthode sans contraintes) :

minimiser ¢ x,€x = f x + €3] < gj x > (P)
avec pour point de départ X
— solution X,
3- Tester si les contraintes sont « suffisamment » satisfaites :

Maxj—y m(g; x )< ¢

Si oui, fin, X' = xc
Si non,
4- augmenter le facteur de pénalité :
€y = €gxc parex1l< <10
mettre & jour le point de départ : X1 = X
k=k+1
aller en (2)




¢ facile a implanter, mais pas trés performant (conditionnement), solution toujours légerement non
admissible.

Remarque : Dans le cas de contraintes d’égalité @, x =0 i=1,..,p), la fonction pénalisée a
considérer est :

pxe=fx+e (Bx)*
j=1
[11.5.3 Pénalitéintérieure

Méme principe que la pénalité extérieure, mais pour obtenir un minimum approché par I’intérieur du
domaine (donc toujours admissible). On définit :

m

1
pxe=fx Ejzlgj(x)
Ou bien
¢ xe =fx —-€e log(-gjx))
j=1

Ou le facteur de pénalité r doit cette fois tendre vers O pour que x s’approche de la frontiére du
domaine admissible. On résout donc une succession de problemes sans contraintes :

m

1
b xe =fx - Ekalgf(x) k=1,..
Avec
€1 = €gx c (parex01l< c<])
R
f ! "
gj(x) >0 B g(x) <0

Il faut connaitre un point de départ admissible

¢ Cette pénalisation n’est pas valable sur la frontiére ni a I’extérieur du domaine admissible.
Exemple

Soit a minimiser la fonction f(x) = 0.5x

sous la contrainte g(x) = 4-x<0




par les différentes méthodes de pénalite.
1. Pénalitésextérieures.
La fonction pénalisée s’écrit :
Poyt x,€ = 05x+ € 4— x ™2

Sa minimisation induit les solutions approchées dépendant de € :

®; = 4—2

2. Pénalitésintérieures

La fonction pénalisée s’écrit :

La solution approchée associée est :

[11.6 Programmation quadratique sequentielle
Nous allons nous attaquer maintenant a une derniere classe de méthodes appelées SQP pour Sequential

Quadratic Programming.

Intéressons-nous dans un premier temps au cas de contraintes en égalité. Considérons le probleme

min f(x)
x C

C= x e ox =0, i=1..,p

L’idée essentielle consiste a résoudre une succession de problémes quadratiques avec contraintes
linéaires (ces problemes sont relativement simples a résoudre) qui sont des approximations du
probléme de départ.

Etant donné xy, on cherche xy4q = x; + prdy OU dy, " est une direction de descente et gy, le pas.
Effectuons une approximation des contraintes h a I’aide de la formule de Taylor du premier ordre :
@ xp + d = B x, + B xp .d+ O("d"z)

Si on néglige les termes d’ordre supérieur ou égal a 2, on définit la direction d, avec la direction
permettant d’assumer &;(x, + d) O

On pose donc B xk + B x,.d“=0, i=1,.,q

i Xk .dk: —5 Xk




Ou [; x; est la matrice jacobienne de @ en xj. Cette relation correspond a une linéarisation des
contraintes au voisinage de xj : ¢’est un systéeme linéaire.

Par ailleurs, il faudrait que x4 diminue la valeur du Lagrangien (puisque c’est le Lagrangien qui joue
le réle de la fonction objectif quand on a des contraintes). On va faire une approximation du
Lagrangien.

1
Lxg+dpu =Lxpu+ LLxpu,d t3 2L xp,u d,d + o(lldl®)

Si on néglige les termes d’ordre supérieur ou égal a 3, on voit qu’il faut minimiser

1
b Xy id 45 Wl xpp d d

Pour espérer minimiser le Lagrangien. On cherche donc, en fin de compte x; solution du probléme

min ka ,d +( erx xkuu'd’d)
B xp dk+ @ xp =0

En effet, nous avons :
(2L X pt  di) = f xp die + b f(xp)dy

= f xg . di + p" f(xg)dy

constant

Le dernier terme étant constant. Il reste ensuite a déterminer le pas pi et le multiplicateur y;, a chaque
itération. Il y a bien sur, beaucoup de possibilités qui générent autant de variantes de la méthode.

Nous présentons ici, la méthode qui est basée sur le choix : p, = 1
Algorithme : Méthode SQP pour des contraintes en égalité
Initialisation

K=1, choix de x; , Ho p

Itération k : tant que le critere d’arrét n’est pas satisfait

1- Résoudre le sous probléeme quadratique

min f xe.d *5( Gl X -d.d)
B x, de+Bx, =0

1)

2- On pose alors py4q P le multiplicateur associe a la contrainte (en égalité) de (1) et
Xk+1 = Xg + dy

K=k+1

Intéressons-nous maintenant au cas de contraintes générales en égalité et inégalité ; globalement, le
principe est le méme, seule la fonction Lagrangienne est modifiée.




Pour le probleme :

min f(x)
x C
ou
C= x =, Bx =0g(x)<0
Elle vaut Lx,ud =fx +ufx+ATgx)
Ou u Pet A s

La méthode SQP s’ ecrit de la fagcon suivante ou linéarise les contrainte et on fait une approximation
quadratique de L. On obtient alors I’algorithme suivant.

Il existe finalement pour ce type d’algorithme, des résultats de convergence de I’algorithme.
Algorithme : Algorithme SQP pour des contraintes générales

Initialisation

K=1, choix de x; , Ho Pet Ay o

Itération k : tant que le critére d’arrét n’est pas satisfait

1- Résoudre le sous probléeme quadratique d’inconnu d
min £ x. . d +2( Zl Xy -dd)

x;( dk'l' xk =0 (2)
gxgdgtgx <0

2- On pose alors pyq P le multiplicateur associe a la contrainte (en égalité) de (1) et
Aps1 ™ e multiplicateur (positif) associé a la contrainte en inégalité x4 = x, + Ay

K=k+1




Chapitre IV :

Méthodes d’optimisation stochastiques

IV.1 L’algorithme génétique

Les algorithmes génétiques sont des algorithmes d'optimisation s'appuyant sur des techniques dérivées
de la génétique et des méecanismes d’évolution de la nature : croisements, mutations, sélections, etc....
Ils appartiennent a la classe des algorithmes évolutionnaires.

IV.1.1Lecodage

Chaque parameétre d’'une solution est assimilé a un gene, toutes les valeurs qu'il peut prendre sont les
alléles de ce géne, on doit trouver une maniere de coder chaque allele différent de facon unique (établir
une bijection entre I'allele "réel" et sa représentation codée).

Un chromosome est une suite de gene, on peut par exemple choisir de regrouper les parameétres
similaires dans un méme chromosome (chromosome a un seul brin) et chaque gene sera repérable par
sa position : son locus sur le chromosome en question.

Chaque individu est représenté par un ensemble de chromosomes, et une population est un ensemble

d'individus.

Population

lnf]i\ idus

Chromosomes [
[ Geénes

Figure 1: les cing niveaux d'organisation d'un algorithme génétique

Il 'y a trois principaux types de codage utilisables, et on peut passer de l'un a l'autre relativement
facilement :

* lecodage binaire: c'est le plus utilisé.

Chaque gene dispose du méme alphabet binaire {0, 1}. Un gene est alors représenté par un entier long
(32 bits), les chromosomes qui sont des suites de genes sont représentés par des tableaux de genes et les
individus de notre espace de recherche sont représentes par des tableaux de chromosomes.

Ce cas peut étre généralisé a tout alphabet allélique n-aire permettant un codage plus intuitif, par

exemple pour le probléme du voyageur de commerce on peut préférer utiliser I'alphabet




allélique {c, ¢y, C3, ..., Cn} OU C; représente la ville de numéro i.
* le codage réd : cela peut-étre utile notamment dans le cas ou I'on recherche le maximum d'une
fonction réelle.

chromosome

géne 1 gene 2 géne 3

10010011 11101011 |00011010

|

X,=3.256  x,=0.658  x,=10,26

Figure 2 : illustration schématique du codage des variables réelles
* le codage de Gray : dans le cas d’'un codage binaire on utilise souvent la "distance de Hamming"
comme mesure de la dissimilarité entre deux éléments de population, cette mesure compte les
différences de bits de méme rang de ces deux séquences.
Et c'est la que le codage binaire commence a montrer ses limites. En effet, deux éléments voisins en
terme de distance de Hamming ne codent pas nécessairement deux eéléments proches dans I'espace de
recherche. Cet inconvénient peut étre évité en utilisant un "codage de Gray" : le codage de Gray est un
codage qui a comme propriété que : entre un élément n et un élément n + 1, donc voisin dans I'espace
de recherche, un seul bit differe.
IV.1.2 L'opérateur de sélection
Cet opérateur est chargé de définir quels seront les individus de P qui vont étre dupliqués dans la
nouvelle population P’ et vont servir de parents (application de I'opérateur de croisement).
Soit n le nombre d'individus de P, on doit en sélectionner n/2 (I'opérateur de croisement nous permet de
repasser a n individus).
Cet opérateur est peut-étre le plus important puisqu’il permet aux individus d’une population de
survivre, de se reproduire ou de mourir. En régle générale, la probabilité de survie d’un individu sera
directement reliée a son efficacité relative au sein de la population.
On trouve essentiellement quatre types de méthodes de sélection différentes :
 La méthode de la "loterie biaisée™ (roulette wheel) de GoldBerg,
 La méthode "élitiste",
* La sélection par tournois,
« La sélection universelle stochastique.
a) Laloterie biaisée ou roulette whed :
Cette méthode est la plus connue et la plus utilisée.




Avec cette méthode chaque individu a une chance d'étre sélectionné proportionnelle a sa performance,
donc plus les individus sont adaptés au probléme, plus ils ont de chances d'étre sélectionnés.

Pour utiliser I'image de la "roue du forain", chaque individu se voit attribué un secteur dont lI'angle est
proportionnel a son adaptation, sa "fitness".

On fait tourner la roue et quand elle cesse de tourner on sélectionne I'individu correspondant au secteur
désigné par une sorte de "curseur", curseur qui pointe sur un secteur particulier de celle-ci aprés qu'elle

se soit arrété de tourner.

Indiviclu 1

Indiviciu 4

Individu 5

Figure 3: la méthode de sélection de la loterie biaisée

Cette méthode, bien que largement répandue, a pas mal d'inconvénients :

« En effet, elle a une forte variance. Il n'est pas impossible que sur n sélections successives destinées a
désigner les parents de la nouvelle génération P’, la quasi-totalité, voire pire la totalité des n individus
sélectionnés soient des individus ayant une fitness vraiment mauvaise et donc que pratiquement aucun
individu voire aucun individu a forte fitness ne fasse partie des parents de la nouvelle génération. Ce
phénomeéne est bien sir trées dommageable car cela va complétement a I'encontre du principe des
algorithmes génétiques qui veut que les meilleurs individus soient sélectionnés de maniere a converger
vers une solution la plus optimale possible.

* A l'inverse, on peut arriver a une domination écrasante d'un individu "localement supérieur”. Ceci
entrainant une grave perte de diversité. Imaginons par exemple qu'on ait un individu ayant une fitness
trés élévée par rapport au reste de la population, disons dix fois supérieure, il n'est pas impossible
qu'apres quelques générations successives on se retrouve avec une population ne contenant que des
copies de cet individu. Le probleme est que cet individu avait une fitness tres élevée, mais que cette
fitness était toute relative, elle était tres élevée mais seulement en comparaison des autres individus. On
se retrouve donc face a probleme connu sous le nom de “convergence prématurée; I'évolution se met

donc a stagner et on atteindra alors jamais I'optimum, on restera bloqué sur un optimum local.




Il existe certaines techniques pour essayer de limiter ce phénomene, comme par exemple le "scaling”,
qui consiste a effectuer un changement d’échelle de maniere a augmenter ou diminuer de maniére
forcée la fitness d'un individu par rapport a un autre selon leur écart de fitness.

Malgré tout, il est conseillé d'opter plut6t pour une autre méthode de sélection.

b) La méthode dlitiste.

Cette méthode consiste a sélectionner les n individus dont on a besoin pour la nouvelle génération P’ en
prenant les n meilleurs individus de la population P apres I'avoir triée de maniere décroissante selon la
fitness de ses individus.

Il est inutile de préciser que cette méthode est encore pire que celle de la loterie biaisée dans le sens ou
elle amenera a une convergence prématurée encore plus rapidement et surtout de maniére encore plus
sire que la méthode de sélection de la loterie biaisée ; en effet, la pression de la sélection est trop forte,
la variance nulle et la diversité inexistante, du moins le peu de diversité quil pourrait y avoir ne
résultera pas de la selection mais plutdt du croisement et des mutations. La aussi il faut opter pour une
autre méthode de sélection.

c) La sdlection par tournois:

Cette méthode est celle avec laquelle on obtient les résultats les plus satisfaisants. Le principe de cette
méthode est le suivant : on effectue un tirage avec remise de deux individus de P, et on les fait
"combattre”. Celui qui a la fitness la plus élevée I'emporte avec une probabilité p comprise entre 0.5 et
1. On répete ce processus n fois de maniére a obtenir les n individus de P’ qui serviront de parents.

La variance de cette méthode est élevée et le fait d'augmenter ou de diminuer la valeur de p permet
respectivement de diminuer ou d’augmenter la pression de la sélection.

d) La sélection universelle stochastique::

Cette méthode semble étre trés peu utilisée et qui plus est possede une variance faible, donc introduit
peu de diversite, nous n'entrerons donc pas dans les détails, on se contentera d'exposer sa mise en
ceuvre : On prend I'image d'un segment decoupé en autant de sous-segments qu'il y a d’individus. Les
individus sélectionnés sont désignés par un ensemble de points équidistants.

IV.1.3 L'opérateur de croisement ou crossover

Le crossover utilisé par les algorithmes génétiques est la transposition informatique du mecanisme qui
permet, dans la nature, la production de chromosomes qui héritent partiellement des caractéristiques
des parents. Son role fondamental est de permettre la recombinaison des informations présentes dans le
patrimoine génétique de la population.

Cet operateur est appliqué apres avoir applique l'opérateur de sélection sur la population P; on se
retrouve donc avec une population P’ de n/2 individus et on doit doubler ce nombre pour que notre

nouvelle génération soit compleéte.

2



On va donc créer de maniére aléatoire n/4 couples et on les fait se "reproduire”. Les chromosomes
(ensembles de paramétres) des parents sont alors copiés et recombinés de fagon a former deux
descendants possédant des caractéristiques issues des deux parents.

Détaillons ce qui se passe pour chaque couple au niveau de chacun de leurs chromosomes :

Un, deux, voire jusqua Ig - 1 (ou Ig est la longueur du chromosome) points de croisements (loci) sont
tirés au hasard, chaque chromosome se retrouve donc séparé en "segments". Puis chaque segment du
parent 1 est échangé avec son "homologue"” du parent 2 selon une probabilité de croisement pc . De ce
processus résulte 2 fils pour chaque couple et notre population P’ contient donc bien maintenant n
individus.

On peut noter que le nombre de points de croisements ainsi que la probabilité de croisement pc
permettent d'introduire plus ou moins de diversité. En effet, plus le nombre de points de croisements
sera grand et plus la probabilité de croisement sera élevée plus il y aura d'échange de segments, donc
d’échange de paramétres, d'information, et plus le nombre de points de croisements sera petit et plus la
probabilité de croisement sera faible, moins le croisement apportera de diversité.

Ci-dessous, un schéma illustrant un croisement en un point, un autre pour un croisement en deux
points, et enfin un schéma représentant un croisement avec Ig - 1 points de croisements (on notera

dailleurs sur ce schéma que I'échange d'un segment avec son homologue ne se fait pas toujours) :

2 parents 2 enfants
' _
110010011101001 | 1001000101101
i nd
01110100101101 0111@11101001
]
Figure 4: croisement avec un point de crossover
2 parents 2 enfants
! )
10010011101001 10010100101001
: - -
01110100101101 01110011101101
T

Figure 5: croisement avec 2 points de crossover




2 parents 2 enfants

—

Figure 6: croisement uniforme

On peut citer aussi une autre méthode trés utilisée dans le cas des probléemes modélisés par un codage
binaire, il s'agit du croisement uniforme. La mise en ceuvre de ce procédé est fort simple, elle consiste
a définir de maniére aléatoire un "masque”, c'est-a-dire une chaine de bits de méme longueur que les
chromosomes des parents sur lesquels il sera appliqué. Ce masque est destiné a savoir, pour chaque
locus, de quel parent le premier fils devra hériter du géne s'y trouvant; si face a un locus le masque
présente un 0, le fils héritera le géne s'y trouvant du parent n° 1, si il présente un 1 il en héritera du
parent n° 2. La création du fils n° 2 se fait de maniere symétrique : si pour un gene donné le masque
indique que le fils n° 1 devra recevoir celui-ci du parent n° 1 alors le fils n° 2 le recevra du parent n°2,
et si le fils n° 1 le regoit du parent n° 2 alors le fils 2 le recevra du parent n° 1.

L’ opérateur de croisement favorise I’exploration de I’espace de recherche. En effet, considérons deux
genes A et B pouvant étre améliorés par mutation. Il est peu probable que les deux genes améliores A’
et B’ apparaissent par mutation dans un méme individu. Mais si un parent porte le gene mutant A’ et
l'autre le gene mutant B, I’opérateur de croisement permettra de combiner rapidement A’ et B’ et donc
de créer un nouvel individu posseédant cette combinaison, combinaison grace a laquelle il est possible
qu'il soit encore plus adapté que ses parents. L’opérateur de croisement assure donc le brassage du
matériel génetique et I’accumulation des mutations favorables. En termes plus concrets, cet opérateur
permet de créer de nouvelles combinaisons des parametres des composants. Malgré tout, il est possible
que l'action conjointe de la sélection et du croisement ne permette pas de converger vers la solution
optimale du probléme. En effet, imaginons que nous avons une population d'individus possédant un
seul chromosome. Considérons un géne particulier de ce chromosome, on I'appellera G, géne ayant 2
alléles possibles : 0 et 1; si aucun individu de la population initiale ne posséde I'allele 1 pour ce géne,
aucun croisement possible ne permettra d'introduire cet alléle pour notre gene G. Si la solution optimale
au probléme est telle que notre géne G posséde l'allele 1, il nous sera impossible d'atteindre cette
solution optimale simplement par sélection et croisement. C’est pour remedier entre autre a ce

probleme que I’opérateur de mutation est utilisé.




IV.1.4 L'opérateur de mutation

Cet opérateur consiste a changer la valeur allélique d’'un gene avec une probabilité pm tres faible,
généralement comprise entre 0.01 et 0.001. On peut aussi prendre pm= 1/1g ou Ig est la longueur de la
chaine de bits codant notre chromosome. Une mutation consiste simplement en I'inversion d'un bit (ou
de plusieurs bits, mais vu la probabilité de mutation c’est extrémement rare) se trouvant en un locus
bien particulier et lui aussi déterminé de maniere aléatoire; on peut donc résumer la mutation de la
facon suivante :

On utilise une fonction censée nous retourner true avec une probabilité pm.

Pour chaque locus faire

Faire appel a la fonction

Si cette fonction nous renvoie true alors

on inverse le bit se trouvant a ce locus

Fin Si

Fin Pour

10010014&F1u01“

ume mutation l

1001ﬂﬂ11001001”

Figure 7 : une mutation
L'opérateur de mutation modifie donc de maniere completement aléatoire les caractéristiques d’'une
solution, ce qui permet d'introduire et de maintenir la diversité au sein de notre population de solutions.
Cet opérateur joue le rdle d’'un "élément perturbateur”, il introduit du "bruit" au sein de la population.
Cet operateur dispose de 4 grands avantages :
« || garantit la diversité de la population, ce qui est primordial pour les algorithmes génetiques.
* Il permet d'éviter un phénomeéne connu sous le nom de dérive génétique. On parle de dérive génétique
quand certains genes favorisés par le hasard se répandent au détriment des autres et sont ainsi présents
au méme endroit sur tous les chromosomes. Le fait que I'opérateur de mutation puisse entrainer de
maniere aléatoire des changements au niveau de n'importe quel locus permet d'éviter l'installation de
cette situation défavorable.
« Il permet de limiter les risques d’une convergence prématurée causée par exemple par une méthode de
sélection élitiste imposant a la population une pression sélective trop forte. En effet, dans le cas d’'une
convergence prématurée on se retrouve avec une population dont tous les individus sont identiques
mais ne sont que des optimums locaux. Tous les individus étant identiques, le croisement ne changera
rien & la situation. En effet, I'échange d'informations par crossover entre des individus strictement

identiques est bien sOr totalement sans conséquences;




on aura beau choisir la méthode de croisement qu'on veut on se retrouvera toujours a échanger des
portions de chromosomes identiques et la population n'évoluera pas. L'évolution se retrouvant bloquée
on n'attendra jamais I'optimum global.

La mutation entrainant des inversions de bits de maniere aléatoire permet de reintroduire des
différences entre les individus et donc de nous extirper de cette situation.

Il est quand méme utile de garder a I'esprit que ceci n'est pas une solution "miracle™ et qu'il est bien
entendu plus intelligent de ne pas utiliser de méthodes de sélection connues pour entrainer ce type de
probleme.

* La mutation permet d’atteindre la propriéte d’ ergodicité.

L'ergodicité est une propriété garantissant que chaque point de I'espace de recherche puisse étre atteint.
En effet, une mutation pouvant intervenir de maniére aléatoire au niveau de n'importe quel locus, on a
la certitude mathématique que n’importe quel permutation de notre chaine de bits peut apparaitre au
sein de la population et donc que tout point de I'espace de recherche peut étre atteint. Grace a cette
propriété on est donc sdr de pouvoir atteindre I'optimum global. On notera que la mutation régle donc
le probléme exposé a la fin du Section sur le croisement.

IV.1.5 L' 'opérateur deremplacement

Cet opérateur est le plus simple, son travail consiste a réintroduire les descendants obtenus par
application successive des opeérateurs de selection, de croisement et de mutation (la population P’) dans
la population de leurs parents (la population P). Ce faisant il vont remplacer une certaine proportion de
ceux-ci, proportion pouvant bien sir étre choisie. Le rapport entre le nombre d'individus nouveaux
allant étre introduits dans la population P et le nombre d’individus de cette population est connu sous le
nom de génération gap.

On trouve essentiellement deux méthodes de remplacement différentes :

* Le remplacement stationnaire : dans ce cas, les enfants remplacent automatiquement les parents sans
tenir compte de leurs performances respectives, et le nombre d’individus de la population ne varie pas
tout au long du cycle d'évolution simulé, ce qui implique donc d'initialiser la population initiale avec un
nombre suffisant d'individus. Cette méthode peut étre mise en ceuvre de deux fagons différentes :

« La premiere se contente de remplacer la totalité de la population P par la population P’, cette méthode
est connue sous le nom de remplacement générationnel et on a donc une génération gap qui vaut 1.

* La deuxieme méthode consiste & choisir une certaine proportion d'individus de P’ qui remplaceront
leurs parents dans P (proportion égale a 100 % dans le cas du remplacement générationnel. Ce type de
remplacement engendre une population ayant une grande variation et de se fait favorise la dérive
géneétique qui se manifeste d’'autant plus que la population est de petite taille.

De plus dans bien des cas, étant donné que méme un enfant ayant une faible performance remplace

forcement un parent, on n’atteint pas la meilleure solution mais on s’en approche seulement.




* Le remplacement ditiste : dans ce cas, on garde au moins l'individu possédant les meilleures
performances d'une génération a la suivante. En général, on peut partir du principe qu’un nouvel
individu (enfant) prend place au sein de la population que s’il remplit le critére d’étre plus performant
que le moins performant des individus de la population précédente. Donc les enfants d’'une génération
ne remplaceront pas necessairement leurs parents comme dans le remplacement stationnaire et par la
méme la taille de la population n’est pas figée au cours du temps.

Ce type de stratégie améliore les performances des algorithmes évolutionnaire dans certains cas. Mais
présente aussi un désavantage en augmentant le taux de convergence prématuré.

Néanmoins, des implémentations plus fines procédent de maniere différente. Dans ce cas la, le taux

de remplacement n’est pas de 100 %, la taille de la population augmente donc au cours des générations
successives, on dit qu'il y a overcrowding. Il faut donc trouver un moyen pour sélectionner les parents
qui seront supprimés, qui vont mourir. De Jong a proposé la solution suivante : imaginons qu’on veuille
remplacer 30 % des parents, soit np le nombre de parents correspondants a ce pourcentage, on
remplacera les np parents les plus proches de leurs descendants de P'. Cette méthode permet donc
premiérement de maintenir la diversité et deuxiemement d’améliorer la fitness globale de la population.
Exemple :trouver le maximum de la fonction f(x) = x sur l'intervalle [0, 31] ou x est un entier
naturel.

On a 32 valeurs possibles pour x on choisit donc un codage discret sur 5 bits : on obtient donc la
séquence 0,1,1,0,1 pour 13, la séquence 1,1,0,0,1 pour 25, etc...

On initialise la population initiale de maniére aléatoire et on fixe sa taille a 4 individus. On définit
simplement la fitness comme étant la valeur de x, vu quon en cherche la valeur maximum sur
I'intervalle [0, 31] plus la valeur de x sera élevée plus on se rapprochera du maximum de la fonction

identité et donc plus la fitness sera grande. Soit la population initiale suivante :

Individu Séquence Fitness | % du total
1 01011 11 186
2 10011 19 32.2
3 00101 5 8.5
L 11000 24 40.7
Total 59 100

On opte pour une sélection par la méthode la loterie biaisée :

Figure 8: la population initiale




Figure 9: application de la méthode de sélection de la |oterie biaisée sur |a population
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On fait tourner la roue 4 fois de suite, en général on fait tourner n/ 2 fois, soit 2 fois dans ce cas, mais

le nombre 2 étant trop petit on décide de la faire tourner 4 fois. On obtient la nouvelle population :

Figure 10: individus sélectionnés par la méhode de |a |oterie biaisée

Individu Sequence
1 11000
2 go101
3 11000
4 01011

On applique l'opérateur de croisement en utilisant un seul point de crossover. Normalement chaque

couple donne 2 enfants qu’on ajoute a notre nouvelle population P’ la faisant passer de n/ 2 individus a

n individu, mais vu que dans le cas de notre exemple nous avons déja atteint nos n individus, les 2

enfants du couple remplaceront leurs parents.

Deux couples sont formés de maniére aléatoire :

e couple 1 : l'individu 2 avec l'individu 3

e couple 2 : I'individu 1 avec l'individu 4.

Les points de crossover sont eux aussi tiré au hasard. On obtient le résultat suivant :

Figure 11: résultat de I'application de |'opérateur de croisement avec un point de crossover sur les

On applique I'opérateur de mutation qui choisit de maniere aléatoire si on doit faire une mutation et sur

quel locus la faire :

Farents Eniants
D0g1 01 01011
UIgU11 uutu1
1 1 OR0OO olo1l
010811 11000

individus sélectionnés par la loterie biaisée




Chromosome avant mutation Chromosome aprés mutation

01011 Jion

o010 no10

01011 01111
-

11000 11000

Figure 12: résultat de I'application de I'opérateur de mutation sur les individus engendrés par
croisement

Puis on applique l'opérateur de remplacement qui décide de remplacer 100% de la population P, la
population P est donc entierement remplacée par P’ et sa taille reste fixe :

Indrvidu Séquence Fitness % du total
1 11011 27 38
rd o010 5 7
3 01 15 211
q 11000 24 33.8
Total 1 100

Figure 13: la nouvelle popul ation apres application des différents opérateurs
En une seule génération le maximum est passé de 24 a 27, et la fitness globale de la population a
relativement augmentée pour passer de 59 a 71. On s'arréte ici pour cet exemple mais dans la réalité on
continuera a engendrer des générations successives jusqu’a obtenir le maximum global : 31.
Le seul intérét de cet exemple était de montrer une trace simple, sur une génération, de I'application
successive des différents opérateurs. Il est bien sir évident qu'un tel "probleme"” ne nécessitait pas
I'utilisation d'algorithmes génétiques.
Dans la partie suivante nous allons exposer différents problémes, problemes considérés comme
difficiles, nécessitant un temps de calcul important avec une approche algorithmique classique, et
exposer des mises en ceuvre possibles a l'aide d'algorithmes génétiques. On montrera en quoi les
algorithmes génétiques améliorent la rapidité de résolution, ou carrément permettent une résolution qui
n‘aurait pas éte possible autrement vu la taille des entrées du probléme et sa complexité en temps.

V.2 La méthode d’essaim particulaire

L’optimisation par essaim de particules repose sur un ensemble d’individus originellement disposés de
facon aléatoire et homogene, que nous appellerons des lors des particules, qui se déplacent dans
I’hyper-espace de recherche et constituent, chacune, une solution potentielle. Chaque particule dispose
d’une mémoire concernant sa meilleure solution visitée ainsi que la capacité de communiquer avec les
particules constituant son entourage. A partir de ces informations, la particule va suivre une tendance

faite, d’une part, de sa volonté a retourner vers sa solution optimale, et d’autre part, de son mimétisme

=



par rapport aux solutions trouvées dans son voisinage. A partir d’optimums locaux et empiriques,
I’ensemble des particules va, normalement, converger vers la solution optimale globale du probléeme

traité.

a) Formalisation Un essaim de particule est caractérisé par :

a) le nombre de particules de I’essaim, noté nb (3.3.1) ;

b) la vitesse maximale d’une particule, notée vy, (3.3.4) ;

c) la topologie et la taille du voisinage d’une particule qui définissent son réseau social (3.3.2).
d) I’inertie d’une particule, notée ¥ (3.3.5) ;

e) les coefficients de confiance, notés pl et p2, qui ponderent le comportement conservateur (ie. la
tendance a retourner vers la meilleure solution visitée) et le panurgisme (ie. la tendance a suivre le

voisinage) (3.3.3).

Une particule est caractérisée, a I’instant t, par :

* x;(t) : Sa position dans I’espace de recherche ;

* v;(t) : Savitesse ;

*Xppest; - La position de la meilleure solution par laquelle elle est passée ;
* Xypest; - La position de la meilleure solution connue de son voisinage ;

* pbest; : La valeur de fitness de sa meilleure solution ;
* vbest; : La valeur de fitness de la meilleure solution connu du voisinage ;

V.2 .1 Configuration de la méhode

IV.2.1.1 Nombrede particules

La quantité de particules allouées a la résolution du probleme dépend essentiellement de deux
parameétres : la taille de I’espace de recherche et le rapport entre les capacités de calcul de la machine et
le temps maximum de recherche. 1l n’y a pas de regle pour déterminer ce paramétre, faire de nombreux

essais permet de se doter de I’expérience nécessaire a I’appréhension de ce paramétre.

IV.2.1.2 Topologie du voisinage
La topologie du voisinage défini avec qui chacune des particules va pouvoir communiquer. Il existe de

nombreuses combinaisons dont les suivantes sont les plus utilisées :




a) topologie en étoile : chaque particule est reliée a toutes les autres, ie. L’optimum du voisinage est
I’optimum global ;

b) topologie en anneau : chaque particule est reliée a n particules (en général, n = 3), c’est la topologie
la plus utilisée ;

c) topologie en rayon : les particules ne communiquent qu’avec une seule particule centrale ;

O O O
) O O O O O
O
O O O O O O
O O O

Figure 14 — (a) anneau (avec n = 2), (b) rayon, (c) étoile.
Le voisinage géographique auquel nous sommes amenés a penser en premier lieu n’est pas
nécessairement pertinent car, d’une part, il s’agirait d’un voisinage trop local, et d’autre part car la
sociabilisation des particules tend a rendre tout voisinage social en voisinage géographique. Enfin, c’est
un voisinage trés lourd en terme de calculs car nécessitant de recalculer le voisinage de chaque

particule a chaque itération.

IV.2.1.3 Coefficients de confiance
Les variables de confiance ponderent les tendances de la particule a vouloir suivre son instinct de
conservation ou son panurgisme. Les variables aléatoires rl et r2 peuvent étre definis de la facon

suivante :

pl rl.cl
p2 12.c2
ou rl et r2 suivent une loi uniforme sur [0.1] et c1 et c2 sont des constantes positives déterminées de

facon empirique et suivant la relationcl + ¢2 < 4.

V.2.1.4 Vitesse maximale et coefficient de constriction

Afin d’éviter que les particules ne se déplacent trop rapidement dans I’espace de recherche, passant
éventuellement a coteé de I’optimum, il peut étre nécessaire de fixer une vitesse maximale (notée

V mazx) pour améliorer la convergence de I’algorithme. Cependant, on peut s’en passer si on utilise un
coefficient de constriction k « introduit par Maurice CLERC» et qui permet de resserrer I’hyper-
espace de recherche.

L’équation de la vitesse devient alors :




avec p=pi+p,> 4.

Vit = kUi t=1 +py Xppesty ~ Xi b+ P2 Xppest; ~ Xi t
Les études de SHI et EBERHART indiquent que I’utilisation d’un coefficient de constriction donne
généralement un meilleur taux de convergence sans avoir a fixer de vitesse maximale. Cependant, dans
certains cas, le coefficient de constriction seul ne permet pas la convergence vers la solution optimale
pour un nombre d’itérations donné. Pour résoudre ce probléme, il peut étre intéressant de fixer vy, =
Xmax €N plus du coefficient de constriction, ce qui, selon les études de SHI et EBERHART, permet

d’améliorer les performances globales de I’algorithme.

IV.2.1.5 Facteur d’inertie
Le facteur d’intertie 1 introduit par SHI et EBERHART permet de définir la capacité d’exploration de
chaque particule en vue d’améliorer la converge de la méthode.
Une grande valeur de i (> 1) est synonyme d’une grande amplitude de mouvement et donc, in fine,
d’exploration globale. A contrario, une faible valeur de i (< 1) est synonyme de faible amplitude de
mouvement et donc, d’exploration locale. Fixer ce facteur, revient donc a trouver un compromis entre
I’exploration locale et I’exploration globale.
Le calcul de la vitesse est alors défini par :

Vit =Yvit— 1 + py Xppest; ~ Xi b P2 Xppest; — Xi €
La taille du facteur d’inertie influence directement la taille de I’hyper-espace exploré et aucune valeur
de 1y ne peut garantir la convergence vers la solution optimale.
Les études menées par SHI et EBERHART indiquent une meilleure convergences pour i  [0.8,1.2].
Au dela de 1.2, I’algorithme tend a avoir certaines difficultés a converger.
Enfin, il est également possible de faire diminuer le facteur d’inertie au cours du temps, un peu a la
maniére de la température dans un algorithme de recuit simulé (Simulated Annealing). De bons
résultats ont été trouvés pour une valeur décroissant linéairement de 0.9 a 0.4. Pour de plus amples
informations sur le réglage de ce paramétre, veuillez vous référer a la thése de VAN DEN BERGH.
1V.2.1.6 Initialisation de I’essaim
La position des particules ainsi que leur vitesse initiale doivent étre initialisés aléatoirement selon une
loi uniforme sur [0,1]. Cependant, en ce qui concerne la position des particules, il est préférable
d’utiliser un générateur de séquence de SOBOL qui est plus pertinent dans la disposition homogéne des
particules dans un espace de dimension n.
IV.2.1.7 Critéres d’arrét




Comme indiqué précédemment, la convergence vers la solution optimale globale n’est pas garantie
dans tous les cas de figure méme si les expériences dénotent la grande performance de la méthode. De
ce fait, il est fortement conseillé de doté I’algorithme d’une porte de sortie en définissant un nombre
maximum d’itération (que nous noterons nblter may).

L algorithme doit alors s’exécuter tant que I’un des criteres de convergence suivant n’a pas éte atteint :
* nblter oy a été atteint ;

« la variation de la vitesse est proche de O ;

* |e fitness de la solution est suffisant.

IV.2.2 Algorithme de synthése

Algorithme 2 version simpliste (avec voisinage)
Répéter

pour i = 1jusqu’a nb faire

S F(x;) > pbest; alors

pbesti = F(%;)

Xpbest; = Xi

fins

S F(x;) > vbest; alors
vbest; = F(X;)

Xybest; = Xi

fins

fin pour

pour i = 1tonbfaire

Vi = k(Ui + p1(Xppest; = %i ) + p2(Xvpest; = i)
X;= X;+ 9

fin pour

jusqu’a (un des critéres de convergence est atteint)
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