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Introduction générale
%

Introduction générale

L'analyse statique ou dynamique de poutres et plaques reposant sur milieux
¢lastique, faisant partie de la science des problémes de contact, est un sujet
d'actualité vu l'application large de ce type de structure comme dans le cas des
fondations des immeubles, les fondations des ponts, différentes constructions
sous terraines etc. Mais la résolution de ce probléme est lide a de tres grande
difficultés mathématiques, notamment lorsque certains éléments plus réalistes
sont tenus en compte et par conséquent entrent dans le calcul, a savoir la
geéomeétrie complexe de la structure, la matiére anisotrope du matériau de la
structure, la tenue en compte des forces de frottement dans la zone de contact
entre la structure et la surface du milieux élastique, la tenue en compte de I'
inertie du milieux élastique etc. La définition de l'inertie du milieu ¢lastique
réside dans la tenue en compte de sa masse dans le calcul de ce probleme ce qui
aboutit & une étude intéressante et que ce facteur influe fortement sur les
resultats de calcul et les rend plus proches a la réalité. Clest pourquoi, 'analyse
dynamique de poutres et plaques en interaction avec les surfaces des milieux
¢lastiques ne s'est pas résolue complétement a ce jour, méme avec l'utilisation
des approches linéaires les plus simples, comme le modéle de Winkler. Donc
actuellement les chercheurs de ce domaine s'intéressent a amcliorer les méthodes
de calcul existantes de ces structures ou de proposer de nouvelles méthodes plus
efficaces et plus exactes aboutissant aux résultats de calcul plus proches de la
reéalite.
Le travail pris dans le cadre de la préparation du mémoire de fin d'études de ce
Master sera focalisé sur 1'étude dynamique d'une plaque rectangulaire de type
Kirchhoff reposant sur milieu élastique de propriétés inertielles, le modele de
Lamb. Cela consiste a déterminer les fréquences et modes propres de la plaque,
ainsi que sa réponse due a des excitations extéricures harmoniques. Pour
accomplir ces taches ; les déflexions de la plaque se déterminent par la méthode
de Ritz et les déplacements de la surface du milieu ¢lastique se déterminent par
I'étude de la fonction de Green. Le couplage de ces deux études se fait par la
méthode mixte connue dans la science de la théorie d'élasticité qu'on note pour
notre cas meéthode de Gemochkin. Cette méthode de couplage aboutit a4 un
systtme d'équations algébriques sous forme matricielle dont les inconnues
représentent les efforts de liaison qui physiquement signifient les forces de
réaction dans la zone de contact. Ce systéme permet la détermination des
fréquences et modes propres de la plaque rectangulaire reposant sur la surface
~ du milieu élastique de propriétés inertielles en appliquant le principe
. mathématique relatif au calcul des valeurs et vecteurs propres des matrices. Le
reste des grandeurs physiques se déterminent par l'application des différentes
| formules de la théorie d'élasticité.
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1. Synthése des références bibliographiques:

Des recherches considérables ont été effectués dans ce domaine afin d’arriver au
stade actuel. Le premier travail dans le domaine de la propagation des ondes a
travers des solides élastiques a été établi par Lamb [1], connu ultérieurement par
le modéle de Lamb. Dans ce travail, il a considéré la propagation des ondes
geénérée sur la surface du semi-infini élastique, isotrope et homogene due a une
charge appliquée sur la surface ou a I'intérieur du semi-infini. Le principe de ce
travail rapidement propagé et appliqué dans plusieurs domaines & savoir :
science du tremblement de terre, géo-mécanique, science des fondations,
anisotropie générale, probleémes de contact, géodynamique, mécanique de
contact, €lasto-dynamique et autres problemes complexes de la physique des
solides [2].

Reissner [3] est le premier qui a développé la solution analytique d’un disque
cylindrique sollicité verticalement ct rcposant sur la surface d’un semi-infini
¢lastique en utilisant le principe de Lamb. Apres, plusieurs chercheurs |4, 5] ont
expansé la solution de Reissner pour étudier différentes modes de vibrations
liées au probleme de Lamb.

La sismologie de certaines plaques enterrées, en se hasant sur la solition de
Lamb, a été faite par Pekeris |6]. En utilisant la procé¢durc d’Eason, Guan ct
Novak [7] ont déterminé la réponse ondulatoire du semi-infini élastique et
homogene due a une charge appliquée instantanément.

Shinozuka et al. [8] ont tenté¢ d’établir des modéeles réels pour la source
sismique, en se basant sur le probléme de Lamb, puisque elle joue un rdle
crucial dans le tremblement des terres et a partir duquel la possibilité de
déterminer plusieurs entités physiques donnant de 1’information fondamentale
sur les secousses sismiques et par conséquent adopté le design structurel adéquat
en vue de bonne résistance. Basé sur la méthodologie de Lamb, chouet [9] et
Dunkin [10] ont adopté des algorithmes permettant de minimiser le temps du
calcul numérique pour analyser des structures en interaction avec les semi-
infinis sous forme de couches. Zhang et Shinozuka [11] ont investigué la
propagation 3D des ondes dans les semi-infinis sous forme de couches
considérant le non homogénéité¢ latérale. La tenue en compte du non
homogénéité latérale dans le modele concemnant le semi-infini sous forme de
couches a augmenté la complexité mathématique et physique du probléme. Chu
et al. [12] ont étudi€ la propagation des ondes sismiques en se basant sur le fait
que la terre ne peut étre jamais considérée latéralement homogéne. Erdik and
Durukal [13] ont développé une procédure hybride pour I’évaluation du
mouvement des sols. Cette procédure est utilisée dans 1’ingénierie des structures
proches des sols non stables causés par la propagation des ondes sismiques et
leurs effets accompagnés. Zeng et Liang [14] ont présenté une solution
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fondamentale, dérivé des travaux de Luco et Apsel [15] et Franssens [16], pour
déterminer la propagation des ondes dans les problemes élasto-dynamiques des
semi-infinis sous formes de couches causées par une source sismique, étudié
aussi auparavant par Chapel et Tsakalidis [17]. Ce probleme est examiné aussi
par Georgiadis et al [18]. et al. [18] et dans leur travail ont détaillé une
procédure pour I’évaluation numérique de la transformation des intégrales
classiques du probleme de Lamb.

En utilisant la méthode de Cagniard—De Hoop, Jin et Liu [19] ont obtenu la
solution exacte pour le déplacement horizontal du centre de la surface du semi-
infini élastique causé par une charge impulsive horizontale. Cette étude peut
servir dans le cas problémes d’interactions dynamiques entre sols et structures
en utilisant le principe de Lamb. Des solutions exactes pour les déplacements
verticaux et horizontaux dus a des charges impulsives horizontales et verticales
ont été obtenues par Jin [20,21] du centre de la surface du semi-infini €lastique.
Le travail apporté dans la référence [26] consacré a une étude semi-analytique
pour l'analyse dynamique des poutres et plaques reposant sur semi-infini
¢lastique de propriétés inertielles, modéle de Lamb. Ces problémes sont li¢s a de
trés grandes difficultés mathématiques ce qui conduit souvent a des processus de
résolution irréalisablcs. Les autcurs dec cc travail ont présenté unc analysc
détaillée de la fonction de Green définissant les déplacements verticaux de la
surface du semi-mtini ¢lastique dans la zonc de contact avee les structures. Cette
étude de la fonction de Green permet la détermination des forces réactives dans
la zone de contact et les autres grandeurs physiques se déterminent par
l'application des différentes formules de la théorie d'élasticité. Les solutions
apportées dans ce travail peuvent étre appliquées a: (i) étude de l'interaction
dynamique entre les sols et les structures, (i1) déterminer les déplacements de
caractere ondulatoire provoquées par une source sismique et (iii) algorithmes
adaptés aux calculs numériques en utilisant différentes méthodes numériques.
En outre, sont déterminées les fréquences propres, les déformées propres d'une
poutre reposant sur un semi infini €lastique de propriétés inertielles, ainsi que sa
réponse due a une excitation harmonique extérieure. Une validation avec la
méme structure reposant sur un milieu €lastique de propriétés distributives,
modele de Boussinesq, illustre I'importance de la tenue en compte de 1'inertie et
son effet sur les résultats de I'analyse dynamique.

Les auteurs de la référence [27] ont utilisé la méthode de Ritz pour calculer avec
une grande précision sans les déflexions d’une plaque rectangulaire déformable
reposant sur la surface d'un quart-infini €élastique. Pour atteindre cet objectif, les
auteurs de ce travail ont étudié trois étapes essentielles. La premicre étape a été
consacrée a l'étude de la fonction de Green qui décrit les déplacements verticaux
de la surface d'un quart-infini élastique sous I'effet d’une force verticale
appliquée sur sa surface. Dans ce cas, une formule explicite a ét€ obtenue en
résolvant analytiquement une intégrale complexe qui n'a pas eu de solution
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analytique auparavant. La deuxiéme étape a été consacrée a 1'étude du systéme
couplé, la plaque et le quart-infini élastique. Cette partie a abouti a la
détermination des forces de réaction dans la zone de contact en se basant sur la
solution de Hetenyi. La derniére étape a été consacrée a l'application de Ia
méthode de Ritz pour déterminer les déflexions d’une plaque reposant sur la
surface du quart-infini élastique. Il s'agit de la premiére solution semi-analytique
proposé pour ce type de problémes de contact.

2. Problématique:

Le probléme posé est de déterminer les fréquences et modes propres de la
plaque reposant sur milieu élastique de propriétés inertielles, ainsi que sa
réponse due a I’action des excitations extérieures harmoniques par une approche
semi-analytique. Négligeons, I'amortissement, ainsi que les forces de frottement
dans la zone de contact entre la plaque el le milieu élastique.

3. Formulation de ’approche :

Soit une plaque de masse M et de rigidité cylindrique D reposant sur
semi-infini élastique de type Lamb, (fig. I.1)

Fig. L1. Plaque reposant sur semi infini élastique de propriétés inertielles

Divisons la plaque en un nombre d’éléments identiques 7 et au centre de
chaque élément on met une liaison rigide a travers laquelle se réalise le contact
de la plaque avec la surface du semi-infini €lastique. C’est a dire le contact
continu de la plaque avec la surface du milieu élastique est remplacé par un

a
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contact partiel au niveau des liaisons. Admettons que la masse de chaque
¢lément est concentrée en son centre (fig. 1.2).

Fig. 1.2, Plaque reposant sur semi infini élastique discrétisée en un nombre d’élémenis

Le principe de la méthode utilisée, connue sous le nom de la méthode de
Gemochkin, est illustré sur (fig. 1.3) En outre, les forces d'inertie J,(¢) vibrant

les masses sont appliquées uniquement sur la plaque, tant que les efforts de
liaisons X ,(r) sont appliqués sur la plaque et sur la surface du semi-infini

élastique [28].

Fig. 1.3. Discrétisation du systéme couplé : plaque et semi infini élastique
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Le systéme d’équations canoniques permettant 1’étude des vibrations
libres de la plaque reposant sur la surface du semi-infini élastique est [28]:

n

(vy. ¥ W,.J,)Xj(t)—— Z; yb.JJ.(t)+ A, 0,)+ut)+A, =0; i=1,..,n
=

=

i

=

> [x,0-7,0]2, =1, 0,.0) (L)

J=1

>[x,0-7,01, =1, 0,0)

J=1

302, 0)-7,0)]- 54 0)

]

= I

Ou v, déplacement vertical de la surface du semi-infini élastique au point 7 du a

la force P appliquée au point ;j de la méme surface;

W, : Déflexion de la plaque au point i due a la force X, =1 appliquée au point

de la plaque;

X,(¢): Effort de liaison appliqué sur la plaque et sur la surface du semi-infini
élastique (inconnue);

A, : La déviation est fonction de caractérisation du faisceau au niveau du point

i en raison de charges externes;

P : Est la charge externe appliquée au point p de la poutre (pour les vibrations

libresA,, =0);
4, : Est le bras de la masse élémentaire correspondant au point i d'intégration;
J,(t): La force d’inertie uniquement sur la plaque;
,(t). ,,(t): Angles de rotation par rapport aux axes Ox et Oy (inconnues) ;

u,(t) Déplacement vertical initial de la plaque & I’encastrement (inconnue);

M : Masse totale de la plaque;
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{..¢, : Bras de levier des centres des éléments par rapport aux axes Ox et Oy ;

I, 1, : Moments d'inertie de la plaque par rapport aux axes Ox et Oy;

3 d’py, . ¢’ ; -
¢0x() d{pzo > qoﬂy( = 0) O(t) D

La vibration libre de la plaque est supposée sous forme harmonique, alors
on pourra écrire [26]:

Xj(t):Xjem; Po. (1) = @ 6™ ; {poy(t)=g00yem; o (t) = upe™ ; J;(t)=‘]kem- (I.2)

Reportons (I.2) dans le systéme (I.1), ce dernier devient:

i(vu +W, )X

i=l

!

J:

n Ir * é?m([{“ * epu@ljy +u 0

e

SIx, -0t =T o (L3)

il

[X -J; ] v zIoJ. Q;;.\,;

A

Z[Xj -7, =Mu,

Li=1

Le premier challenge principal de cette étude est ’étude de la fonction de Green
exprimée par le parametrev,. Son expression finale a introduire dans le systéme

(I.3) est donnée dans la référence [26]. Le second challenge est la détermination
des déflexions de la plaque en utilisant la méthode de Ritz. Son expression finale
est donnée dans la référence [27].

Enfin, le couplage de la plaque avec le milieu élastique de propriétés inertielles
et par conséquent la détermination des fréquences et mode propres de plaque est
accompli par la méthode de Gemochkin [28] exprimée par le systéme
d’équations (1.3).
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4. Conclusion :

[’application de cette méthode nécessite la détermination de tous les parametres
du systeme (I.3) et sa mise en exécution sur une machine de calcul puissante, car
le calcul des fréquences propres nécessite un temps de calcul énorme,
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CHAPITRE T Fonction de Green

1. Fonction de Green pour déterminer les déplacements verticaux
de la surface du semi-infini élastique de propriétés inertielles

La fonction de Green définit les déplacements verticaux de la surface du semi-infini
élastique de propriétés inertielles [1]. Cette fonction prend la forme suivante :

=22 [p vin gk I ()] (IL1)
226Gy "

Ou P est l'amplitude de la charge harmonique;

@ La fréquence d'excitation;

r la distance entre le point ou la force dynamique est appliquée et le point ou le déplacement

de la surface du semi-infini élastique est déterminé.

Selon Guenfoud et al. [30], aprés plusieurs simplifications mathématiques de la formule
(IL.1), cette derniére devient:

= o) +122)+M@]} w2)
G, k

x @ ; TR
Ou k& cat donné par k - LL avee pla masse voluniigue du seii- infiui élastiyue,
0

Ey o : ; .
Gy = 2_(1“75 E, et v, ce sont le module d'¢lasticité et le coefficient de Poisson du semi-

+v,
infini élastique, respectivement.
Compte tenu de la charge externe Pe'”' = cos(a) t) et en tenant compte que de la partie réelle
de I'équation (11.2), alors I’Eq. (II.3) peut s'écrire :

—kcos(wt
v =%:))(I” +1,) (IL3)

Ou, selon Guenfoud et al. [30]

_k_ZrZ

" 122 le(m;l,erl; 16 ]
Ly=Y 22U Flmlm+1— = 11.4
21 sz iz[m P ] 47 (11.4)

m=l
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1 1,3 —k%?
Iy =it e | —}, =] 04
. 0{\/k3r2 2(2 l 2 4 )}

7
di{E[Yo(Zkr)"' Ho(lk")]_
2.2
F, 1+m;1’3+m;—k r
B i 2 2 4 "
— (1 o m)zmﬂ
252
+d2L— ARRE L .
128 4
+16(4 klr’(z 2y +In4)+ k> (k2 )}
(IL5)
Oud,,d,,d,,h,b,... .5y, ce sont des coefficients a déterminer par la méthode des moindres

carrés, Demidovich et al. [31];

Selon Gradshteyn et Ryjik [32], H, (a) est la fonction de Struve; et Yo(a) est la fonction de
Bessel du deuxiéme genre, ,F, (a;b;d) est une fonction hypergéométrique généralisée;
y=~0.577216 (constante d'Euler) et x=1.07236 pour v =1/3. Pour l'application de
I'approchie propusée, 1'Eq. (11.3) devralent &wre Intégrées sur 1'élément chargé de dimensions b

et ¢, Fig (IL.1). Par conséquent, la variable » devient » = \/x” + °

_fff,f(é”) ”[12,( x4y )”( JP+y? ) dy (IL6)

Ici, l'expression est divisée sur la grandeur bc, puisque le chargement est considéré
uniformément distribué sur un élément rectangulaire de dimensions b et. ¢. Comme de
nombreux auteurs ont noté, que la complexité de ce probléme réside dans la détermination de
l'intégrale définie, intégrale de la formule (IL.6), alors ce probléme est résolu de la maniére
sulvante :

10
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2. a. Déplacement d’un point de la surface situant a I'intérieur de I'élément
chargé
Dans ce casr — 0, le point i coincide avec le point j et donc I’Eq. (I1.6) est

intégrée sur la surface de 1'élément chargé par une charge uniformément répartie.
Ceci est montré dans I'équation (I1.7)

_Mcjz bj‘zl:l [ (x_§)2+ ZJ"’I[ (x_§)2+ zj}dﬂdf (II?)
2bcn Gy 2 s B . ’ 4 .
Ici r=y(x-£F +(y-n)

Certaines parties des intégrales 7,, et I, dans les formules (II.7) sont calculées
sans difficultés, mais certaines parties ne sont pas évaluées, en raison de leur
complexité. Par conséquent, pour résoudre ce probléme, I'approche de Johnson

[33] est appliquée, dans lequel un changement de variables du systéme de
coordonnées cartésiennes en un systéme de coordonnées polaires est accompli.

Aprces l'introduction du chargement de coordonnées et selon Johnson [33],
la formule (I1.7) devient :

zfzf’i”’”{ Tl )P ot

o)
bJ 2cos
+ ]

0

(IL8)

o

6[ (‘/—")J“rs( (X—é’)zﬂ?zﬂ rdrde

0

Cette approche permet de tenir compte de la singularité, qui est observé dans les

termes % et ¥;(y k) dans 1’éq.(IL.5).
k°r
A
y=nq
B 0
2 @
i 51 7 !
2
v
) ef2 c/2

Fig I1.1. Géométrie de I’élément chargé

11
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2. b. Déplacement d’un point de la surface situant en dehors de
I'élément chargé

Dans ce cas, r#0 c'est-a-dire I'absence totale de la singularité dans tous les
termes des équations (IL.4) et (IL.5) et les déplacements de la surface du demi-
infini élastique de propriétés inertielles sont exprimé par 1’éq. (I.3) et qui sont
calculées par 1’éq. (I1.6). Par exemple, si I'élément chargé est divisé en 16 sous
éléments (fig. I1.2), alors l'expression des déplacements de la surface du semi-
infini élastique de propriétés inertielles prend la forme suivante :

v =M{li[le[qf(x—§,)z +1; )+13(,/(x—§n)2 +n? ﬂ} (IL9)

27G, 164 5 . y
0 I

L'équation (I1.9) définissant les déplacements verticaux de la surface du semi-infini élastique
de propriétés inertielles, donne une expression trés longue, encombrante et compliquée a

appliquer. Par conséquent, il est nécessaire d'obse}'ver de précautions supplémentaires dans
son application, v=0
* + * * b
* * * Y 2
& b, 4 [
! * * J * * b = é:
L 4 * * * 2
v
G2 c/2

Fig I1.2. Maillage de I’élément chargé
3. Conclusion :
Le grand challenge de ce probléeme (étude de la fonction de Green) a été surmonté par
I’évaluation des intégrales de I’expression (II.1) ol un algorithme a été donné dans [26]

adapté a la méthode de calcul utilisée pour I’étude dynamique de la plaque rectangulaire
reposant sur milieu élastique de propriétés inertielles.
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CHAPITRE III Fonction des déflexions de la plaque

1. Fonction des déflexions de la plaque

1.1. Solution de Clebsch

> qui figure dans le systéme d’équations canoniques (1.3) pour

étudier ce systéme (plaque reposant sur milieu élastique de propriétés
inertielles), définit les déflexions de la plaque rectangulaire de condition aux
limites libres sur tout son contour et donnée, en se basant sur la solution de
Clebsch [29], sous la forme suivante :

La fonction 7.

W, (,3) =W, (. 3)+ > AW, (x.). (IIL1)

n=]

D'apres [30] et pour notre cas, les termes qui satisfont les conditions aux limites
de la plaque étudiée sont :

W, (%, 3) = Wo (5, ¥)+ AV, (5, ¥)+ By, (x, )+ 4, 3 (x, y)+ By, (x,y),  (LL2)

Ou:

[

. e B T
+4(xt+yb) e VXT Y N2 |
a* b? ab

g 2 . 2 2 2 By
(Bl L] (Sl 2 2
a b a b a b a b

x,y : Coordonnées du point ou se détermine le déplacement de la plaque ;

t,z : Coordonnées du point ou la charge est appliquée ;

a, b : Dimensions de la plaque (fig. IL.1) ;
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CHAPITRE IIT Fonction des déflexions de la plaque
m

2
W3(xay):z 22 :Zz

Wiloy)=2| 54 22 |

1.2. Méthode de Ritz

Pour déterminer les coefficients A,,, Byy, A3q, B3, on utilise la méthode de Ritz
[27] qui se base sur la variation de I’énergie de déformation de la plaque.

D’aprées [27], on peut écrire :

L’énergie de déformation de la plaque est donnée par :

U = [ oo, (I11.3)
Xy
Ou
5 2
o) (e S) (G- ) |

:8:2(1'"1/);

3
D= l—z(f—h—z) : Rigidité cylindrique de la plaque,
il

E,v : Module d'élasticité et coefficient de Poisson du matériau de la plaque;

h : Epaisseur de la plaque.

Le travail des forces extérieures agissant sur la plaque lors du passage de la
plaque de I’état déformé a 1’état initial est donné par :

II=—-PW(t,z)
La fonctionnelle de I’énergie de déformation totale est donnée par :
3=U+ II

Enfin, les coefficients A5, By, A3q, B3, se déterminent par :
14



Fonction des déflexions de la plaque

CHAPITRE II1
a3

0Asn 0;

a3

8Byy 0;

GE) _
0As1 g

03

dBs; 0.

Aprés une suite de simplifications mathématiques on obtient le systeme suivant :

1605

0 0
lwp
[%:3
30D(-8+ )
. S
0 0

A tz ZZ
) [
B —(_7?’)+215
22 12"“_2

ot
A3 o33+ &
1 a
BBI/ —O44+ a4

La solution de ce systeme donne les expressions de ces différents coefficients :

ab
i =
2 16DB
ab
By, =
16DS3
_ —3ab
31
32Dp8
_ —3ab
3=
32Dp

II) 101 (x, )y -

-b-a

|

b a

| —b—a

~b a ¢
[ 105(x, y)dxdy — =

-b-a

—

F 104005 )de—

b

_—b—a

2 2|
a 2|

2tz

j I£22(XLY)ahxi _'E&;

L
A

2
2

|

[2

2

[

a2

+

+_

2

-

b2

2

b2
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CHAPITRE III Fonction des déflexions de la plaque

Q1 (x,¥) =
(Bt (t-x)2%% (x-y) (x+y)+2® (x-y) ¥ (x+y) (v-2)%z+
asbzy (—txy3 (x2+3y2) +y'2 (x2 (t2+2x2) + (—t2+8tx+x2) y2+y4) z -
v (2 (x2+y2)2+t(x3+3xy2})z2+ (x2+y2)223)+
azbsa\‘:(-t3 (x2+y2)2+x3y(3x2+y2)z+t2 (2x(x2+y2)2+xy(3x2+yz) z) -
t x2 (x4+x2 (y2+8yz-zz) -1-y2 (2y2+z2))) +
a’ bt (-t3xy2 (:-:2+3yz)+ty2 (2x5+3x3y2+3xy4)—tx(x2+y2)222+
Py (2 (x-y) ¥ (x+y) + (&P +y))%2) +
xzz(—2y5+}[322+x4 (—3y+22)+x2y(—3y2—2yz+3zz)))),B)/
(4apn (22 +y*)2 (2 x2+a%y?) (B2 (t-x)%2+a2 (y-2)2));

(y ( t(x-y) (X+y) x ) 5 (t-%) (v-2) L X (X)) (x+Y) Z) B
a2 (x24y2)2  P2x24a?y2 | " B2 (t-x)2+a2 (y-2)2 B2 (x2+y?) 2

27 g

Q2 (x,¥) =

Q3 (X, Y) =
(/3 [31:‘9t(t—x)2x2 (x-y) (x+y) -32°x (x-y) ¥y (x+y) (y-2)°z+

22t ((E-x)2x+22 (B5t2-10tx+8xX) ¥* - (2t%2 -4tx+5®) v +
3xy (2 (3t2-8tx+3x%) + (2+x0) vP) 2+ 3t (x-v) (X+¥) 22) +

A’ B xy (- +y¥) z+t Vi (v-2) z+x* (3vVP +2yz+2%) + 2 yP (9YP-20yz+ 52%)) +
Xz (Y (¥-32) (y-2) +x* (-5y+22) +X°y (8Y? -14yz+92%))) -

] ° P o I LRSS
X y LY (L-x)" +a&a" (y-2)
22’ x (¢ +y?)? @ (L-0)%+2® (v-2)?) [“’g[§+§J‘L°gl a2 b2 JJ]J/

(aatpPr (2 +v*)? (B2 (t-x)2+2% (y-2)2));

QQ (xl Y) =
-[,e (Sbst (t-%)2xy (-¥ +y%) +3a° (x-¥) ¥ (x+y) (y-2)°z+
a*p?
(Bt (x-y) ¥ (x+y) z+z (-¥* (y-2)2+3y° (-8y°+10yz-52%) +x* (5y° -4dyz+223)) -
3txy (x2 (y2+zz) +y2 (3y2—8yz+322))) +
a’b? (-3t3xy P +3y%) -3y B3+ z +
t2 (Xy? (14y-5z) +2x* 2y +z) -y* (2y+2)) +
t (- (y+2z) +x°y (-8y°+20yz-32%) +xy° (5y°-2yz+32%))) +

T T
2a2b2Y.(X2+Y2)2 ®% (t-x)2+a% (y-2)?) [Iog[xz "'i]'l‘:’g[bZ(t e ]])]/

a2 b2 a2 b2
(423b*r 2 +y2)2 P (£-x)2+22 (y-2)?)).

Ici x, y: Ce sont des coordonnées ou se détermine la déflexion de la plaque;
t, z: Ce sont des coordonnées du point ou la force est appliquée.

Les expressions finales des coefficients Ajj, By, 431, B3; sont données dans
I’annexe 1.
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CHAPITRE III Fonction des déflexions de la plaque

Les schémas suivants illustrent la déformation de la plaque due a deux types de
charges issues de I’application de cette solution.

a. Charge uniformément répartie sur toute la plaque

Fig. 1111, Déformation de la plaque due A une charge verticale uniformément répartie
sur toute sa surface

b. Charge concentrée au centre de la plaque

Fig. I11.2. Déformation de la plaque due & une charge verticale concentrée appliquée en
son centre

17



CHAPITRE III Fonction des déflexions de la plaque

2. Conclusion :

L’application de la méthode de Ritz basant sur la variation de 1’énergie de
déformation de la plaque étudiée dans ce travail a abouti a un algorithme
simplifié¢ afin qu’il soit adapté non seulement pour la méthode de calcul utilisée,
mais aussi pour d’autres différentes méthodes de calcul numérique.

18
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CHAPITRE IV Exemple d’ Application

1. Introduction

Dans ce chapitre on va appliquer I’approche semi-analytique décrit dans les
chapitres précédents en vue du calcul dynamique d’une plaque carrée reposant
sur milieu élastique de propriétés inertielles.

Les valeurs suivantes relatives aux caractéristiques géométriques et mécaniques
de la plaque et du semi-infini élastique sont pises en considération :

P
=
p = 1900 kg/m?;

x = 1.0723562676808107

0
K= —

w Gu
a=1m;
1]N_l

3
B=2x(1-V);

E; =200000000000;

-
= .4,

2. Cas d’une plaque Divisée en quatre éléments identiques

Fig. IV.1. Plaque maillée en quatre éléments identiques

L’introduction de valeurs géométriques et mécaniques du systéme étudié
(plaque reposant sur milieu élastique de propriétés inertielles) dans le systéme
d’équations (I.3), et aprés plusieurs transformations et simplifications

19



CHAPITRE IV Exemple d’Application

L’introduction de valeurs géométriques et mécaniques du systtme étudié
(plaque reposant sur milieu €lastique de propriétés inertielles) dans le systeme
d’équations (1.3), et aprés plusieurs transformations et simplifications
mathématiques, permet d’obtenir le systeme d’équations sous la forme
matricielle suivante :

T T
x|

[4] " |=|: (IV.1)
¢0:¢' :
(DOJ'
L4, | O]

2.1. Détermination des fréquences propres de la plaque

La détermination des valeurs propres @ de la plaque carrée reposant sur milieu
¢lastique de propriétés inertielles se fait par la détermination des racines de
I’équation du déterminant de la matrice 4 du systéme (IV.1), c'est-a-dire :

Det [A]=0 (IV.2)

L’expression du déterminant est tellement compliquée et longue, alors sa
solution est encore plus compliquée. C’est pourquoi on a recours a de la solution
~ graphique a I’aide du logiciel «Mathematica ».

La figure IV.2 représente le graphe de 1’équation du déterminant dans un
intervalle donné ou I'on voit les points d’intersection de 1’équation avec 1’axe
des coordonnées. Le zoom graphique des racines de 1’équation du déterminant
de la matrice A permet de déterminer leurs valeurs numeriques.

1.5 10172 -

5.% 10180 |

200 400 600 800 1000

—5.x 107180 ¢

~1.x10"1791

Fig IV 2 Détermination des racines de I’équation du déterminant graphiquement
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CHAPITRE IV Exemple d’Application

Cette opération de détermination graphique a donné toutes les valeurs des fréquences propres
de la plaque carrée reposant sur milieu élastique de propriétés inertielles et les quatre
premiéres valeurs des fréquences propres en (Hz) sont :

| 1 2 3 4
w(Hz) | 559.8320 | 594.4746 | 851.6920 | 950.5567

2.2. Détermination des formes propres de la plaque

La détermination des formes propres de la plaque carrée reposant sur milieu
élastique de propri€tés inertielles se fait de la maniére suivante :
Remplagons dans le systéme d’équations de forme matricielle (IV.1) @ par ’une
de ses valeurs propres ;
Supprimons la premiére équation du systéme (IV.1), ce dernier devient de taille
(n + 2)(n + 2) et affectant la valeur de 1 a I’inconnue X ;
Iransformons la premiére colonne du systéme de taille (n + 2)(n + 2) a ’autre
coté du systéme et résolvons ainsi le systéme résultant ;
Cette résolution permet de déterminer les valeurs des inconnues Xi du systéme
(IV.1) et par conséquent déterminer les déplacements de la plaque carrée
reposant sur milieu €lastique de propriétés inertielles. Ces déplacements donnent
une lorme déformée de la plaque qui représente sa [ore propre, par la formule
suivante [26] :

—k o

V. = X .F. IV.3
=6 2 IV.3)

Cette opération est répétée pour chaque valeur de fréquence propre de la plaque
ce qui a permis de déterminer ses modes propres appropriés pour chaque
fréquence propre.

La figure IV.2 représente les modes propres correspondant aux quatre premiéres
fréquences propres de la plaque.
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CHAPITRE IV Exemple d’Application

Mode 1 Mode 2

o
L
g o

Mode 3 Mode 4

Fig. I'V.3 Modes propres correspondant aux quatre premiéres fréquences propres de la plaque

3. Cas d’une plaque Divisée a différents nombres d’éléments
identiques

De la méme maniére on a répété cette opération d’étude dynamique de la plaque
carrée reposant sur milieu élastique de propriétés inertielles en vue de
déterminer ses fréquences et modes propres pour différents maillages.

Pour une plaque maillée en neuf éléments identiques (fig. IV.), on a obtenu les
résultats suivants :
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e e  ,eer

a a
~ = = >]
b TS 73 2
85 6
L1/ 8 /s
4 b

A%

v

Fig. IV 4. Plaque maillée en neuf éléments identiques

Les quatre premieres valeurs des fréquences propres de la plaque pour ce type
de maillage sont

I 1 2 3 4
w(Hz) 326.9159 868.4374 972.4834 2757.8483

Les quatre premiers modes propres de la plague pour ce lype de maillage sont

Mode 1
Mode2

Mode 3 Mode 4

Fig. IV.5 Modes propres correspondant aux quatre premiéres fréquences propres de la plaque
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Pour un maillage de la plaque en seize éléments identiques (fig. IV.6), on a
obtenu les résultats suivants :

Fig. IV.6. Plaque maillée en seize éléments identiques

Les quatrc premicres valeurs des fiéquences propres de la plaque pour ce type
de maillage sont

I 1 2 3 -+

® 87.9011 213.5890 515.2564 610.3860

Les quatre premiers modes propres de la plaque pour ce type de maillage sont

Mode 1 Mode2

Mode 3 Mode 4

Fig. IV.7 Modes propres correspondant aux quatre premiéres fréquences propres de la plaque
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m

16

v, = =5 ZX(tF;j

2bcaG, ‘5

La figure IV.9 représente la réponse de la plaque a cette charge harmonique en
3D pour différents instants. Ici, 7, =t,+Af, £, =05 Ar=0.001s. En outre, le

déplacement maximal est obtenu au niveau du point d’application de I'excitation
extérieure.

Fig. IV.9. Réponse de la plaque en fonction du temps en 3D due a Pexcitation harmonique

5. Conclusion :

Le calcul en statique ou en dynamique des structures en interaction avec dans ce
travail, plaque reposant sur milieu élastique, qui fait partie des problémes de
contact et donc non épargné de ces difficultés de calcul. L’approche semi-
analytique proposée apportée dans ce travail pour résoudre ce probléme est
donnée sous forme d’algorithmes simplifiés et adaptés aux machines de calcul
personnelles et aux différentes applications d’engineering.
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Conclusion générale

Conclusion générale

Le calcul statique ou dynamique des structures en interaction avec des
milieux élastiques (problémes de contact) est li¢ a de trés grandes difficultés
mathématiques. Cette tAche se complique de plus en plus lors de la tenue en
considération de certains paramétres comme la complexité des formes
géométriques des structures, la variabilité de leurs dimensions géométriques ou
mécaniques, la tenue en compte de l'inertie des milieux €lastiques, la non-
négligence de I’amortissement et des forces de frottement dans les zones de
contact, la non-linéarité du calcul etc. C'est pourquoi, la tdche concernant I'étude
des problémes de contact n'est pas accomplie complétement & nos jours et que
souvent sa solution inévitablement se fait de facons numériques ou semi-
numeériques.

Dans ce conlexle, 1'élude dynamiyue d'une plaque flexible carrée reposant
sur-la surface d'un milieu élastique de propriétés inertielles accomplie dans le
cadre de ce travail de mémoire de Master est considéré comme une contribution
en vue de résoudre l'un des points de ce probléme compliqué. Le travail est
réalisé par une approche semi-analylique basant sur la méthode mixte du calcul
des structures connue sous le nom de méthode de Gemochkin discrétisant le
systéme étudié. Les deux grands challenges de cette étude résident dans: (I)
étude de la fonction de Green définissant les déplacements de la surface du
milieu élastique de propriétés inertielles et (IT) application de la méthode de Ritz
pour déterminer les déflexions de la plaque flexible. Ces deux tAches ont €té
étudiées et publiées auparavant en plus ce sont données sous formes
d'algorithmes simplifiés et adaptés pour le calcul d'ingénieur. L'exécution de
cette méthode est faite par un programme de calcul "Mathematica".

Les résultats de calcul trouvés, issus de cette étude dynamique, concernent
les valeurs des fréquences propres de la plaque, les modes propres de la et sa
réponse due a une excitation harmonique extérieure sont tres satisfaisants.

Enfin, la raison pour laquelle le maillage apporté dans ce travail est assez
faible est justifié par l'inconvénient de cette méthode qui exige de machines de
calcul trés puissantes, voir la nécessité d'exécuter les calculs de maillage fin par
des stations de calcul puissantes et non par de simples singles machines.
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