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 ملخص

 

 

التفاضلية ذات نواة  التكامليةفي هذه الأطروحة، نحن مهتمون بالمعادلات فولتيرا غير الخطية 

وبشكل أدق، تكرس دراستنا على المعادلات التي تحتوي على مشتق المجهول بطريقة  .ضعيفة

مختلف هذا النوع من المعادلة له أهمية علمية كبيرة، في  .ضمنية غير خطية تحت التكامل

 .مجالات الرياضيات التطبيقية والفيزياء

 

وقد تم  .الهدف من هذه الأطروحة هو بناء طريقة عددية جديدة لحل هذه المعادلات التكاملية

ضعيفة نوعا  شروط إضافةالبرهان على الدراسة التحليلية لهذه الطريقة الجديدة، حيث يتطلب 

 .لحل، الذي يقوم على طريقة بيكاردا الناحية العملية لضمان وجود ووحدانيةما من 

 

نيستروم، والتي  وطريق التكامل المنتج،  باستعمالالعددية  بعض الأمثلة وأخيرا، يتم عرض

 .تؤكد فعالية هذه الطريقة الجديدة

 

 تكامل طريقة -الخطية غير المعادلة - ثابتة نقطة l-  تكامل -فولتيرا معادلة : الرئيسية الكلمات

 .المنتج
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Résumé 
 

 

On s’intéresse dans cette thèse aux équations intégro-différentielles non 

linéaires de Volterra avec noyau faiblement singulier. Plus précisément, notre 

étude est consacrée aux équations, où la dérivée de l'inconnu est se trouve 

d’une façon non linéaire à l’intérieur de signe intégrale. Ce type des équations 

présente un grand intérêt scientifique, elles touchent divers domaines des 

mathématiques appliquées et de la physique. 

L’objectif de cette thèse est de construire une nouvelle méthode numérique 

pour résoudre ces équations intégrales.  L’étude analytique de cette nouvelle 

méthode a été prouvée, où  on exige des hypothèses assez faibles du point de 

vue pratique pour assurer l'existence et l'unicité de la solution, qui basé sur la 

méthode de picard.  

Finalement, des tests numériques basés sur l'approximation par la méthode de 

Product intégration, et la quadrature de Nystrom ,  sont présentés qui nous 

confirment l’efficacité de cette nouvelle méthode.  

 

Mots-clés : équation de Volterra- Intégro-différentiel- point fixe - équation non 

linéaire- Méthode produit d'intégration. 

 

 

 

 

 



Abstracts 
 

In this thesis, we are interested to study the Volterra nonlinear 

integrable-differential equations with weakly singular kernel. More 

precisely, our study is devoted to such equations, where the 

derivative of the unknown is found in a non-linear way  of the 

integral sign. This type of equation represents a great interest in the 

fields of applied mathematics and physics. 

The objective of this thesis is to build a new numerical method to 

solve these integral equations. The analytical study of this new 

method is proved, where we require rather weak assumptions from 

the practical point of view to ensure the existence and uniqueness of 

the solution, which is based on the Picard method. 

Finally, numerical tests based on the approximation by the Product 

integral method, and the quadrature of Nystrom, this descritezation 

confirms the effectiveness of this new method.    

 

Keywords :  Volterra equation _ Integro-dierential _ Fixed point _ Nonlinear 
equation _ Product integration method. 
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Introduction

L’objet de cette thèse de doctorat est l’étude analytique et numérique des équa-
tions intégro-différentielles non linéaires de Volterra avec noyau faiblement singulier
par des méthodes basées sur le principe du Product integration. Notre travail est
la suite logique des résultats obtenus pour les équations intégrales non linéaires de
Volterra avec noyau faiblement singulier [1] et ceux récemment développés au sein de
notre laboratoire de recherche pour les équations intégro-différentielles non linéaires
de Volterra [2]

Il est connu que ce genre d’équations représente un grand intérêt dans différents
domaines de modélisation mathématiques [33, 34]. Le cas pour lequel la dérivé de
l’inconnu intervient d’une façon non linéaire à l’intérieur de signe intégrale est peu
étudié malgré sa grande importance. Il a été étudié d’une façon analytique et nu-
mérique par Guebbai et al en 2014, mais avec un noyau régulier. Nous proposons
une étude analytique, qui en retraçant des techniques assez similaires avc celles uti-
lisées dans [1–3], on arrive à construire des hypothèses assez acceptables d’un point
de vue théorique pour assurer l’existence et l’unicité de la solution du même type
d’équation lorsque son noyau est faiblement singulier.

Pour mieux montrer les similitudes et les différences entre nos méthodes ana-
lytiques et celles développées dans [1–3] et mieux assimiler les difficultés que nous
devons appréhender pour notre nouvelle équation, nous reprenons en détails dans le
chapitre I ces techniques analytiques et numériques pour les cas intégrale et intégro-
différentiel avec noyau régulier, précédées par le rappel des outils mathématiques
nécessaires pour la continuation de notre travail. Chaque méthode développée est
validé par des tests numériques adéquats. Nous affirmons à ce niveau, que les pro-
grammes mathématiques développés sur MATLAB [14, 15] ont été développés par
nos soins et nullement reproduits à partir de support bibliographique quelconque,
ce qui représente un effort supplémentaire caché.

Dans le deuxième chapitre, nous commençons par rappeler l’étude effectué dans
[1] sur les équations intégrales de Volterra avec noyau non linéaire qui inclus une
partie faiblement singulière. Ce type d’équations nécessite une approche analytique
et numérique assez différentes de celles développées dans le chapitre I. L’étude numé-
rique montre une difficulté supplémentaire à cause du caractère singulier du noyau
qui rend impossible l’application des méthodes d’intégrations numériques classiques.
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INTRODUCTION

Pour contourner cette difficulté, nous allons construire une méthode numérique basé
sur l’idée du "Product Integration". Les tests numériques construits montrent son
efficacité. La suite de ce chapitre constitue l’essentiel de notre étude analytique, nous
construisons des hypothèses assez acceptables du point de vue théorique pour assu-
rer l’existence et l’unicité de la solution d’une équation qui est le parfait mélange
entre les différentes équations étudiées dans les parties précédentes, à savoir l’équa-
tion intégro-différentielle non linéaire de Volterra avec noyau faiblement singulier.

Le dernier chapitre est consacré à l’étude numérique de la dernière équation
du chapitre précédent. Nous allons développer quatre méthodes différentes pour
approcher l’unique solution de l’équation intégro-différentielle non linéaire de Vol-
terra avec noyau faiblement singulier. La consistance et la convergence de chaque
méthodes développées est assurée avec les mêmes conditions obtenues par l’étude
analytique. dans le but de rendre notre travail plus précis et vue que les théorèmes
de convergences obtenus ne permettent pas une comparaison théorique entre ces
quatre méthodes, nous utilisons le profil de performance [4] pour fournir une lecture
précise de notre étude numérique en comparant ces quatre méthodes selon le temps
d’exécution et la précision.

L’application du profil de performance, peu connue dans le cadre de l’analyse
numérique des équations intégrales, nous permet de ressortir la méthode la plus
adapté pour notre équation entre les quatre développées.
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Chapitre 1

Définitions et rappels

L’équation intégrale de Voltera, a coté de l’équation de Fredholm, est l’une des
équations les plus célèbres en mathématiques appliquées par son intérêt en modélisa-
tion et l’abondance des études effectués dessus. Contrairement à l’équation intégrale
de Fredholm qui est générée par une équation différentielle avec conditions aux li-
mites fixes sur le bord, l’équation intégrale de Volterra est générée par une équation
différentielle à valeur initiale de la forme

u′(t) = F (t, u(t)), t ∈ [a, b] , (1.1)
u(a) = α. (1.2)

ce qui rend l’intervalle d’intégration variable. Elle se présente pour ce cas, sous la
forme

u(t) =

∫ t

a

F (s, u(s))ds+ α, t ∈ [a, b] . (1.3)

Pour l’approximation numérique du problème (1.1)-(1.2), nous avons besoin d’ap-
procher u′(t), t ∈ [a, b] sur une subdivision par la méthode de différence finis. L’ap-
proximation de la dérivée pose un grand problème dans la pratique, parce que le
problème est instable. Contrairement au le problème (1.3), qui est en général bien
conditionné, leur algorithme d’approximation est stable.

Dans notre travail nous avons besoin de quelques résultats, plus ou moins clas-
siques, à fin de démontrer la convergence des techniques numériques que nous allons
construire dans la suite. Ce chapitre, est dédié à ces résultats. Nous allons les cités
et les démontrer sans entrer dans les détails et dans le sens dans lequel nous allons
les utilisés après.

1 Propriété de dérivation
Soit ψ une fonction définit de [a, b]2 à image dans R, tel que pour tout s ∈ [a, b],

ψ(., s) ∈ C1(a, b). Nous définissons la fonction suivante

ϕ(t) :=

t∫
a

ψ(t, s)ds, t ∈ [a, b] .

3



CHAPITRE 1. DÉFINITIONS ET RAPPELS

Proposition 1.

∀t ∈ [a, b] , ϕ′(t) = ψ(t, t) +

t∫
a

∂ψ

∂t
(t, s)ds.

Preuve. Nous avons :

ϕ′(t) = lim
h→0

t+h∫
a

ψ(t+ h, s)ds−
t∫
a

ψ(t, s)ds

h

= lim
h→0

t∫
a

ψ(t+ h, s)ds+
t+h∫
t

ψ(t+ h, s)ds−
t∫
a

ψ(t, s)ds

h

= lim
h→0

1

h

t+h∫
t

ψ(t+ h, s)ds+

t∫
a

lim
h→0

ψ(t+ h, s)− ψ(t, s)

h
ds

= lim
h→0

1

h

t+h∫
t

ψ(t+ h, s)ds+

t∫
a

dψ

dt
(t, s)ds

Mais, en utilisant le théorème des accroissements finis, il existe ξ ∈ ]0, h[ tel que

1

h

t+h∫
t

ψ(t+ h, s)ds = ψ(t+ h, t+ ξ).

Il suffit de faire tendre h vers 0 pour obtenir le résultat.

2 Théorème du point fixe de Banach
Soit (X, ‖·‖) un espace de Banach, T une application définit de X sur lui même.

Le théorème de Banach nous assure l’existence et l’unicité d’un point fixe x∗ de T
c-à-d, x∗ = T (x∗).

Définition 1. On dit que T est une application lipschitzienne si

∃k > 0, ∀x, y ∈ X, ‖T (x)− T (y)‖ ≤ k ‖x− y‖ .

Si k < 1, T est dite une contraction.

Théorème 2. Si T est contractante, alors elle a un unique point fixe x∗ ∈ X. De
plus, la suite {

x0 ∈ X,
xn+1 = T (xn) n ∈ N,

converge vers x∗ et on a

‖xn − x‖ ≤
kn

1− k
‖x1 − x0‖

.

Preuve. Voir [8]

4



CHAPITRE 1. DÉFINITIONS ET RAPPELS

3 Intégration Numérique

3.1 Interpolant polynômiale par morceaux

Soit {tj}nj=1 une subdivision de l’intervalle [a, b]. Nous définissons la suite des
fonctions {ej}nj=1 par

ej(t) =


t− tj−1
tj − tj−1

t ∈ [tj−1, tj] ,

tj+1 − t
tj+1 − tj

t ∈ [tj, tj+1] ,

0 ailleurs.

2 ≤ j ≤ n− 1,

e1(t) =


t2 − t
t2 − t1

t ∈ [t1, t2] ,

0 ailleurs.

en(t) =


t− tn−1
tn − tn−1

t ∈ [tn−1, tn] ,

0 ailleurs.

Ce qui s’appelle les fonctions chapeaux.

L’interpolant polynômiale par morceaux d’ordre 1 d’une fonction f ∈
C(a, b) est donné par

∀t ∈ [a, b], Pn,1 [f ] (t) =
n∑
j=1

f (tj) ej (t) .

Pour h > 0, la fonction suivante

w0 (h, f) = max
|s− t| ≤ h

a≤s,t≤b

|f (s)− f (t)| ,

est appelée le module de continuité de f . Donc, si h tend vers 0 alors w0 (h, f)
tend vers 0, puisque f est continue.

Théorème 3.

sup
t∈[a,b]

|f(t)− Pn,1 [f ] (t)| ≤ w0 (hn, f) .

Où,

hn = max
1≤j≤n−1

(tj+1 − tj) .

Preuve. Nous avons, pour tout t ∈ [tj, tj+1],

Pn,1 [f ] (t) = f (tj) (1− αj (t)) + f (tj+1)αj (t) ,

5



CHAPITRE 1. DÉFINITIONS ET RAPPELS

où,

αj (t) =
t− tj
tj+1 − tj

∈ [0, 1] .

Ceci montre que pour tout t ∈ [tj, tj+1],

Pn,1 [f ] (t)− f (t) = (f (tj)− f(t)) (1− αj (t)) + (f (tj+1)− f(t))αj (t) ,

ce qui donne,

sup
t∈[α,β]

|f(t)− Pn,1 [f ] (t)| ≤ w0 (f, hn) .

3.2 Méthode de Newton-Côtes

Soient a < b deux rèels et f : [a, b] → R une fonction continue. Dans cette
section, nous allons rappelé les méthodes de Newton-Côtes pour l’approximation

numérique de l’intégrale suivante
∫ b

a

f(t)dt.

Pour N ∈ N∗, nous définissons la subdivision suivante : tj = a + jh, 0 ≤ j ≤ N et

h =
b− a
N

. Les formules d’intégrations numériques sont

∫ b

a

f(t)dt ' h
N∑
j=0

wjf(tj),

où, les wj sont des quantités positives appelés poids, tel max
0≤j≤N

|wj| ≤ W fixe pour

tout N ∈ N∗.

Définition 2. La méthode des trapèzes est la méthode de quadrature qui a pour
poids la suite suivante : {

w0 = wN = 1
2
,

wj = 1, 1 ≤ j ≤ N − 1.

Ce qui donne

I =

∫ b

a

f(t)dt ' TN =
h

2
f(t0) + h

N−1∑
j=1

f(tj) +
h

2
f(tN).

Cette méthode est celle que nous allons utiliser dans nos calculs numériques, si
l’intégrant est bornée. Nous l’avons choisi puisqu’elle assure la convergence du calcul
sous la condition de continuité uniquement. Contrairement à d’autres méthodes, tell-
que Simpson, qui exige plus de régularité.

Théorème 4. Si f ∈ C (a, b), alors

lim
N→∞

|I − TN (f)| = 0.

6



CHAPITRE 1. DÉFINITIONS ET RAPPELS

Preuve. Un simple calcul nous montre que ∀N ≥ 1,

TN (f) =

∫ b

a

PN,1 (f) (t) dt.

Où, PN,1 est l’interpolant par morceaux d’ordre 1 de la fonction f correspondant à
la subdivision {tj}Nj=0.
Donc, en utilisant le Théorème 3 nous obtenons

|I − TN (f)| =

∣∣∣∣∫ b

a

(f (t)− PN,1 (f) (t)) dt

∣∣∣∣ ,
≤ (b− a)w0 (f, h) .

Et comme h tend vers 0 lorsque N tend vers +∞, le résultat est démontré.

Cette méthode est la meilleur méthode d’intégration, puisqu’elle exige le moins
de régularité possible pour qu’il y est convergence. Mais, nous pouvons facilement
démontrer que si f ∈ C2 (a, b), il existe c > 0 telle que

|I − TN (f)| ≤ ch2.

3.3 Intégration produit

Les règles d’intégration numérique standard, telles que les méthodes du trapèze
et de Simpson, sont construites en supposant que l’intégrant est au moins bornée.
Lorsque ce n’est pas le cas, ces méthodes peuvent ne pas fonctionner. Même si
l’intégrant est continue, une grande précision est perdue si des dérivés plus élevés
n’existent pas.

Des méthodes spéciales sont nécessaires pour traiter efficacement ces cas. L’un
des outils le plus efficace pour traiter les intégrants qui se comportent mal est l’inté-
gration produit, et pour simplifier cette idée, nous supposons que l’intégrale qu’on
cherche à approximer est on sous la forme :

I =

∫ t

a

p(t)ϕ(t)dt.

où, ϕ(t) est supposée être régulière (continue), ainsi, quelles que soient les singula-
rités ou un mauvais comportement de l’intégrant, elles sont incluses dans p(t). Nous
approchons alors ϕ(t) par une fonction ϕ̂(t) telle qu’on peut calculer l’intégrale

Î =

∫ t

a

p(t)ϕ̂(t)dt.

Dans notre travail, on approche ϕ(t) par l’interpolation par morceaux, puis nous
devons être capables d’évaluer explicitement des intégrales de la forme :

I =

∫ t

a

tp(t)dt.

Où l’erreur produit et leur ordre de convergence sont lié par la relation :

|I − Î| ≤ max
a≤t≤b

|ϕ(t)− ϕ̂(t)|
∫ t

a

p(s)ds.

7



CHAPITRE 1. DÉFINITIONS ET RAPPELS

3.4 Lemme de majoration

Nous allons présenter deux lemmes de Gronewel

Lemme 1. Soit {ξn}n∈N vérifiant

|ξn| ≤ A

n−1∑
i=0

|ξi|+Bn, n ∈ N,

où,
A > 0, |Bn| ≤ B.

Alors,

|ξn| ≤ (1 + A)n−1(B + A |ξ0|), n ≥ 1.

Preuve. Voir [1]

Lemme 2. Supposons que

|εn| ≤
n−1∑
j=0

|αnj||εj|+B, n = r, r + 1, ...,

où, B > 0, et

r−1∑
j=0

|εj| ≤ η.

— Si
n−1∑
j=0

|αnj| ≤ α < 1, n = r, r + 1, ...,

alors,

|εn| ≤
B + η

1− α
, n = 0, 1, ....

— S’il existe des entiers 0 = J0 < J1 < ... < Jm < Jm+1, avec 0 ≤ r < J1 et
Jm ≤ n < Jm+1, tel que, pour v = 0, 1, ...m, et n = r, r + 1, ...,

min(n,jv+1−1)∑
j=jv

|αnj| ≤ α < 1,

alors,

|εn| ≤
B + η

(1− α)2

(
1

1− α

)m
.

Preuve. Voir [1]
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4 Équation non linéaire de Volterra de deuxième
espèce

Une équation non linéaire de Volterra de deuxième espèce est une équation de
la forme

u(t) =

∫ t

a

K(t, s, u(s))ds+ f(t);∀t ∈ [a, b], (1.4)

où, u l’inconnu à chercher dans le même espace de f supposée appartenir à C0(a, b)
et K une fonction définie par,

K : [a, b]2 × R → R,
(t, s, u) 7→ K (t, s, u) .

vérifiant l’hypothèse (H1)suivante :

to (H1)

∥∥∥∥∥∥∥∥
(1) f(t) ∈ C(a, b),
(2) K ∈ C([a, b]2 × R),
(3) ∀t, s ∈ [a, b], ∀u, ū ∈ R

|K(t, s, u)−K(t, s, ū)| ≤ A|u− ū|.

(1.5)

4.1 Étude analytique

Pour prouver l’existence et l’unicité de la solution de l’équation (1.4), nous
construisons deux suites successives, {un(t)}n∈N , {ϕn(t)}n∈N. un(t) = f(t) +

t∫
a

K(t, s, un−1(s)(s))ds ,∀n ∈ N∗

u0(t) = f(t).

{
ϕn(t) = un(t)− un−1(t), ∀n ∈ N∗,

ϕ0(t) = f(t).
, (1.6)

ce qui donne,

n∑
i=0

ϕi(t) = un(t).

En effet,

n∑
i=0

ϕi(t) = ϕ0(t) +
n∑
i=1

ϕi(t)

= ϕ0(t) +
n∑
i=1

un(t)− un−1(t)

= ϕ0(t) + un(t)− u0(t)
= un(t).

9
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Existence de la solution

Théorème 5. Si f ,K, vérifient les conditions du hypothèse (H1), l’équation (1.4)
admet une unique solution u.

Preuve. Nous allons démontrer que la série de terme générale {ϕn}, est normale-
ment convergente. Soit F > 0 tel que

max
a≤t≤b

|f(t)| ≤ F.

Démontrons par récurrence que, ∀n ∈ N,

| ϕn(t) |6 An
F (t− a)n

n!
.

Pour n = 0 :
| ϕ0(t) |=| f(t) |6 F,

Supposons que,

| ϕn(t) |6 An
F (t− a)n

n!
,

alors,

| ϕn+1(t) | 6 A

∫ t

a

| ϕn(s) | ds

6 An+1F

n!

∫ t

a

(s− a)nds

6 An+1F (t− a)n+1

(n+ 1)!
,

nous avons alors,

max
a≤t≤b

| ϕn(t) | ≤ An
F (b− a)n

n!
,

mais, ∑
n≥0

An
F (b− a)n

n!
= F expA(b−a),

ce qui implique que
∑
n≥0

max
a≤t≤b

|ϕn(t)| est convergente. Par conséquent
∞∑
n=0

ϕn est nor-

malement convergente, donc, il existe u ∈ C(a, b) tel que,

u(t) =
∞∑
i=0

ϕi = lim
n−→∞

un(t) (1.7)

Pour prouver que u(t) vérifie l’équation d’origine (1.4), posons,

u(t) = un(t) + ∆n(t),

10
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donc

u(t)−∆n(t) = g(t) +

∫ t

a

K(t, s, u(s)−∆n−1(s))ds,

et

u(t)−f(t)−
∫ t

a

K(t, s, u(s))ds = ∆n(t)+

∫ t

a

K(t, s, u(s)−∆n−1)−K(t, s, u′(s))ds.

Nous appliquons la condition de Lipschitz, pour obtenir

|u(t)− f(t)−
∫ t

a

K(t, s, u(s))ds| 6 |∆n|+ Lt‖∆n−1‖,

où,

‖∆n−1‖ = max
a6s6t6b

|∆n−1(s)|,

mais,
lim

n→+∞
|∆n(t)| = 0,

ce qui donne,

∀ε > 0,∀t ∈ [a, b], |u(t)− f(t)−
∫ t

0

K(t, s, u(s))ds| < ε,

donc f(t) vérifie,

u(t) = f(t) +

∫ t

a

K(t, s, u(s))ds,

elle est donc une solution de l’équation (1.4).

Unicité de la solution

Pour démontrer l’unicité, nous supposons qu’il existe deux solutions continues
u1 et u2, ∀t ∈ [a, b],

u1(t)− u2(t) =

∫ t

0

K(t, s, u1(s))−K(t, s, , u2(s))ds,

il résulte que

|u1(t)− u2(t)| = L

∫ t

0

|u1(s)− u2(s)|ds.

D’autre part, ∀t ∈ [a, b],
|u1(t)− u2(t)| 6 B,

|u(t)− u2(t)| 6 LBt,

|u1(t)− u2(t)| 6 B(Lt)n/n!,

nous faisons tendre n vers l’infini, pour conclure que u1(t) = u2(t).

11
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4.2 Étude Numérique

La méthode que nous allons utiliser est celle de Nyström. Elle consiste à rem-
placer l’intégrale qui apparaît dans l’équation par une formule d’intégration comme
celle présentée dans (3.2).

La méthode de Nyström est une méthode classique bien connue pour résoudre
numériquement les équations intégrales.
Soit la subdivision de l’intervalle [a, b],

a = t0 < t1 < t2 < ... < tN = b,

h =
b− a
N

, tj = a+ jh, nous remplaçons l’intégrale

I =

∫ ti

a

K(t, s, u(s))ds.

Par la formule de quadrature suivant :

Ii = h
i∑

j=0

wjK(ti, tj, u(tj)).

Nous choisissons la méthode des Trapèzes, pour obtenir,

Ii =
h

2
K(ti, t0, U0) + h

i−1∑
j=1

K(ti, tj, Uj) +
h

2
K(ti, ti, Ui),

nous remplaçons dans l’équation (1.4), on obtient l’approximation Ui de u(ti) véri-
fiant : 

U0 = f(t0)

Ui = f(ti) + h
2
k(ti, t0, U0) +

i−1∑
j=1

k(ti, tj, Uj) +
h

2
k(ti, ti, Ui),

(1.8)

qui est une équation non linéaire pour trouver Ui, et équivalente à
U0 = f(t0)
X = S + h

2
k(ti, ti, X),

S = f(ti) + h
2
k(ti, t0, U0) +

i−1∑
j=1

k(ti, tj, Uj).

Existence et unicité de la solution du système

Proposition 6. Si h est suffisamment petite, le système (1.8) admet une unique
solution.

Preuve. Pour tout i ≥ 1, nous définissons

Φi(X) = S +
h

2
K(ti, ti, X),

S = f(ti) +
h

2
K(ti, t0, U0) +

i−1∑
j=1

K(ti, tj, Uj).
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Nous avons,

Φi(X)− Φi(X
′) =

h

2
K(ti, ti, X)− h

2
K(ti, ti, X

′),

≤ h

2
A|X −X ′|.

Pour h suffisamment petite et d’après théorème du point fixe de Banach, alors Φi

est contraction qui admet un unique point fixe.

Analyse de l’erreur

Dans cette partie nous allons démontrer que la méthode numérique,
construite dans la partie précédente, converge vers la solution exacte de l’équation.
Pour cela, nous définissons

εi = Ui − u(ti), 0 ≤ i ≤ N.

On dit que la méthode est convergente si

lim
h−→0

(
max
0≤i≤n

|εi|
)

= 0.

Définition 3. Soit u une solution de (1.4), alors la fonction

δn(h, ti) =

∫ ti

a

K(ti, s, u(s))ds− h
i∑

j=0

wjK(ti, tj, u(tj)),

est appellée l’erreur de la consistance locale pour (1.4).

La méthode d’approximation est dite consistante si

lim
h−→0

(
max
0≤i≤n

|δn(h, ti)|
)

= 0.

Théorème 7. Si la méthode d’approximation est consistante, alors

lim
h−→0

(
max
0≤i≤n

|εi|
)

= 0.

Preuve. Nous avons, pour 1 ≤ i ≤ N

εi = h

i∑
j=0

wj(k(ti, tj, Uj)− k(ti, tj, u(tj)))− δn(h, ti),

|εi| = |h
i∑

j=0

wjA(Uj − u(tj))− δn(h, ti)|,

|εi| ≤ hWA

i∑
j=0

|εj|+ |δn(h, ti)|,

13
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ce qui donne

|εi| ≤
hWA

1− hWA

i−1∑
j=0

|εj|+
|δn(h, ti)|
1− hWA

,

En appliquant le lemme (1) , nous obtenons

|εi| ≤

 max
1≤i≤n

|δn(h, ti)|

1− hWA

 exp

(
WAti

1− hWA

)
.

Résultats Numériques

Dans cette partie, nous allons donner deux exemples différents afin de souligner
l’efficacité de la méthode des Trapèzes, qui donne une grande précision pour appro-
cher l’intégrale. Le premier exemple, dans le cas linéaire, et le deuxième dans le cas
non linéaire.

Exemple 1. Considérons l’équation intégrale linéaire de Volterra définit comme suit

u(t) = 6t − 6 sin (t)+

∫ t

0

sin (t − s)u(s)ds ,0 ≤ s ≤ t ≤ T = 1

K(t, s) = sin(t− s), 0 ≤ s ≤ t ≤ T = 1

K ∈ C0 ([0, 1] × R)

f(t) = 6t− 6 sin(t), 0 ≤ t ≤ T = 1

f ∈ C0 ([0, 1]) .

L’équation admet la solution continue exacte :

u (t) = t3

Le tableau suivant donne, une estimation de l’erreur entre la solution exacte et celle
approchée |Un − u(tn)|, de l’équation précédente.

Exemple 2. Dans cet exemple on suppose que le noyau est non linéaire et l’équation
est définie comme suit

u (t) =
1

4
log

(
3t2 + 1

t2 + 1

)
+

∫ t

0

s

(t2 + s2 + u(s)2 + 1)
ds, 0 ≤ s ≤ t ≤ T = 1

K (t, s, u) =
s

(t2 + s2 + u2 + 1)
, 0 ≤ s ≤ t ≤ T = 1, u ∈ R.

f(t) = t− 1

4
log

(
3t2 + 1

t2 + 1

)
, 0 ≤ s ≤ t ≤ T = 1

Il est clair que f et Ksont continues, pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T, u ∈ R et le noyau K est
Lipschitzien par rapport à la troisième variable u. D’après le théorème 6 , l’équation
admet la solution exacte u ∈ C0 ([0, 1]) .

u(t) =t

Le tableau suivant, donne une estimation de l’erreur, entre les solutions exacte et
approchée |Un − u(tn)|, de la deuxième exemple.
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t
|Un − u(tn)|
h = 0 .1

|Un − u(tn)|
h = 0 .01

00 00 4 .6585 − 005
0 .1 4.9988e − 007 8.3040e − 008
0 .2 6.0064e − 006 6.6732e − 008
0 .3 2.1576e − 005 2.2590e − 007
0 .4 5.2365e − 005 5.3746e − 007
0 .5 1.03680e − 004 1.0545e − 006
0 .6 1.8102e − 004 1.8321e − 006
0 .7 2.90162e − 004 2.9280e − 006
0 .8 4.3713e − 004 4.4028e − 006
0 .9 6.2836e − 004 6.3206e − 006
1 8.70636e − 004 8.74956e − 006

Table 1.1 – Équation linéaire de Volterra

t
|Un − u(tn)|
h = 0 .1

|Un − u(tn)|
h = 0 .01

00 00 00
0 .1 4.7748e − 005 4.7433e − 007
0 .2 1.6384e − 004 1.6317e − 006
0 .3 2.9306e − 004 2.9225e − 006
0 .4 3.9357e − 004 3.9287e − 006
0 .5 4.51781e − 004 4.5126e − 006
0 .6 4.7280e − 004 4.7244e − 006
0 .7 4.6784e − 004 4.6758e − 006
0 .8 4.4729e − 004 4.4709e − 006
0 .9 4.1874e − 004 4.1860e − 006
1 3.8709e − 004 3.86981e − 006

Table 1.2 – Équation non linéaire de Volterra

� Nous remarquons dans les deux exemples précé dents que lorsque n prend des
valeurs assez grandes (n −→∞), l’erreur entre la solution exacte et elle approchée,
de l’équation de Volterra, tend vers zéro, ce qui prouve la convergence de la méthode
de Nyström.
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5 Équation intégro-différentielle non linéaire de Vol-
terra

5.1 Étude analytique

Dans cette section nous effectuons une étude analytique et numérique d’ équation
intégro-différentielle non linéaire de Volterra Voir [2], qui est sous la forme :

u(t) =

∫ t

a

K(t, s, u(s), u′(s))ds+ f(t); ∀t ∈ [a, b], (1.9)

où f ∈ C1(0, T ) et u l’inconnue à chercher dans le même espace. La fonction K est
supposée vérifier les hypothèses suivantes

(H2)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(1) K ∈ C([0, T ]2 × R),
(2) ∃M ∈ R, ∀t, s ∈ [0, T ], ∀x ∈ R,

max

(
|K(t, s, x, y)| ,

∣∣∣∣∂K∂t (t, s, x, y)

∣∣∣∣) ≤M,

(3) ∃a, b, a, b ∈ R, ∀x, y, x, y ∈ R, ∀t, s ∈ [0, T ],
|K(t, s, x, y)−K(t, s, x, y)| ≤ a|x− x|+ b|y − y|,
|∂K
∂t

(t, s, x, y)− ∂K
∂t

(t, s, x, y)| ≤ a|x− x|+ b|y − y|
(4) b < 1.

La dérivé de cette fonction est définis par la formule

u′(t) = K(t, t, u(t), u′(t)) +

∫ t

a

K(t, s, u(s), u′(s))ds+ f ′(t); ∀t ∈ [a, b], (1.10)

Proposition 8. Soit f ∈ C1 (a, b). La fonctionnelle Φ (·) :=

∫ t

a

K(t, s, ·, ·)ds+ f(t)

est définie sur C1([a, b]).

Preuve. Soit, pour tout u ∈ C1 ([a, b]) ,

ū(t) :=

∫ t

a

K(t, s, u(s), u′(s))ds+ f(t).

De la méme façon que celle utilisé dans le premier chapitre, on montre que ū est
continue. En appliquant (1.10), on obtient

ū′(t) = K(t, t, u(t), u′(t)) +

∫ t

a

∂K

∂t
(t, s, u(s), u′(s))ds+ f ′(t).

Ce qui donne le résultat.

Existence de la solution

Nous allons démontrer qu’on peut déterminer une solution de l’équation (1.9),
mais sur un intervalle réduit.

Théorème 9. Il existe r tel que l’équation (1.9) réduite à [a, a + r] admet une
solution u ∈ C1(a, a+ r)
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Preuve. Nous montrons que la fonctionnelle Φ est continue sur C1(a, a + r) dans
lui méme.
Pour, ρ > 0 et 0 < r ≤ ρ

M
, on définit l’ensemble suivant

F := {u ∈ C (a, b) : u (a) = f(a), ∀t ∈ [a, a+ r], |u(t)− f(t)| ≤ ρ,

|u′(t)− f ′(t)| ≤M + ρ} .

Il est claire que l’ensemble F est fermé et convexe. Pour tout u ∈ F et tout t ∈
[a, a+ r]

Φ (u) (a) = f(a),

|Φ(u)(t)− f(t)| =

∣∣∣∣∫ t

a

K(t, s, u(s), u′(s))ds

∣∣∣∣ ,
≤ Mr,

≤ ρ,

|Φ(u)′(t)− f ′(t)| =

∣∣∣∣K (t, t, u(t), u′(t)) +

∫ t

a

∂K

∂t
(t, s, u(s), u′(s))ds

∣∣∣∣ ,
≤ M +Mr,

≤ M + ρ.

Donc, Φ(F ) ⊂ F . Pour conclure en utilisant le théoréme de Schauder, il faut montrer
que Φ(F ) est relativement compact. Nous avons,

|Φ(u)(t)− Φ(u)(x)| ≤
(
M + ρ+ max

s∈[a,b]
|f ′(s)|

)
|t− x| ,

ce qui donne le résultat.

Prolongement de la solution

Dans cette section, on va démontrer l’existence global de la solution.

Théorème 10. L’équation (1.9) admet une solution u ∈ C([a, b]).

Preuve. ū est la solution réduite dans l’intervalle [a, a+ r],
soit l’équation se transforme suivante

u(t) = f(t) +

∫ a+r

a

k(t, s, ū(s), ū′(t))ds+

∫ t

a+r

k(t, s, u(s), u′(t))ds, t ∈ [a+ r, b],

oou, ū est la solution réduite dans l’intervalle [a, a+ r].
On pose

g(t) = f(t) +

∫ a+r

a

k(t, s, ū, ū′(s))ds,

alors, nous avons

u(t) = g(t) +

∫ t

a+r

k(t, s, u(s), u′(t))ds.
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En appliquant le thérème précédant, on trouve qu’il existe une solution ū(t) de cette
équation dans l’intervalle réduite [a+ r, a+ r + r′].
La fonction :

u(t) =

{
ū(t) t ∈ [a, a+ r],
¯̄u(t) t ∈ [a+ r, a+ r + r′],

qui est dans C1([a, a+ 2r]) par construction, est solution de l’équation d’origine sur
l’intervale [a, a+r+r′]. On répète la même opération jusqu’à récupération du résultat.

Unicité de la solution

Contrairement au chapitre précédent les conditions (H3) n’assurent pas l’exis-
tence de la solution. Donc, on rajoute les hypothéses suivantes

(H3)

∥∥∥∥∥∥∥∥
(1) ∃a, b, a, b ∈ R, ∀x, y, x, y ∈ R, ∀t, s ∈ [0, T ],

|K(t, s, x, y)−K(t, s, x, y)| ≤ a|x− x|+ b|y − y|,
|∂K
∂t

(t, s, x, y)− ∂K
∂t

(t, s, x, y)| ≤ a|x− x|+ b|y − y|
(2) b < 1.

Théorème 11. La solution de (1.9) est unique.

Preuve. Soient u, v ∈ C1[a, b] deux solutions de l’équation (1.9). On met

γ (t) := |v(t)− u(t)|+ |v′(t)− u′(t)| .

Nous avons,

|v(t)− u(t)| ≤ max(c, d) +

∫ t

a

γ (s) ds,

(1− d)|v′(t)− u′(t)| ≤ a|v(t)− u(t)|+ max(c̄, d̄)

∫ t

a

γ (s) ds,

alors, il existe p positive tel que

γ (t) ≤ p

∫ t

a

γ (s) ds.

Si on applique le lemme 1, nous obtenons

v(t) = u(t)

ainsi l’équation (1.9) admet une unique solution.

5.2 Étude numérique

En appliquant la proposition de dérivation, nous obtenons

u′(t) = f ′(t) + k(t, t, u(t), u′(t)) +

∫ t

0

∂K

∂t
(t, s, u(s), u′(s))ds, 0 ≤ t ≤ T
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En appliquant la méthode de Nystöm, et en utilisant la quadrature donnée dans
(3.2), on récupère le système suivant

U0 = f(0), (1.11)
V0 = f ′(tn) +K(0, 0, U0, V0) (1.12)

Un = f(tn) + h
n∑
i=0

wiK(tn, ti, Ui, Vi), (1.13)

Vn = f ′(tn) +K(tn, tn, Un, Vn) + h

n∑
i=0

wi
∂K

∂t
(tn, ti, Ui, Vi) 1 ≤ n ≤ N,(1.14)

où, Un approche u(tn) et Vn approche u′(tn).

Existence et unicité de la solution du système

Contrairement au chapitre précédent, les hypothèses (H2)-(H3) ne suffisent pas
pour assurer l’existence et l’unicité du système (1.11)−(1.14). Donc, on doit rajouter
l’hypothèse suivante

(H4) ‖a < 1

Théorème 12. Pour h suffisamment petite, le système (1.11) − (1.14) admet une
unique solution.

Preuve. R2 est supposée être muni de la norme suivante

∀
(
X
Y

)
∈ R2,

∥∥∥∥(XY
)∥∥∥∥

1

= |X|+ |Y | .

Pour tout n ≥ 1, nous définissons

Φn

(
X
Y

)
:=


f(tn) + hwnK(tn, tn, X, Y ) + h

n−1∑
i=0

wiK(tn, ti, Ui, Vi)

f ′(tn) +K(tn, tn, X, Y ) + hwn
∂K

∂t
(tn, tn, X, Y ) + h

n−1∑
i=0

wi
∂K

∂t
(tn, ti, Ui, Vi)

 .

Nous avons ∥∥∥∥Φn

(
X
Y

)
− Φn

(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥(β1β2
)∥∥∥∥

1

.

Où,

β1 = hwn(k(tn, tn, X, Y )− k(tn, tn, X
′, Y ′)),

β2 = k(tn, tn, X, Y )− k(tn, tn, X
′, Y ′) + hwn(

∂k

∂t
(tn, tn, X, Y )− ∂k

∂t
(tn, tn, X

′, Y ′)),

mais,

|β1| ≤ hW (a |X − Y |+ b |X ′ − Y ′|) ,
|β2| ≤ (a+ hWa′) |X − y|+ (b+ b′hW ) |X ′ − Y ′| ,

alors∥∥∥∥Φn

(
X
Y

)
− Φn

(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

≤ max
(
hWa, hWb, (a+ hWa′), (b+ b′hW )

)∥∥∥∥(XY
)
−
(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

puisque a < 1, en appliquant le théorème de Banach, nous obtenons le résultat.
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Analyse de l’erreur

Dans cette section nous allons démontrer que la méthode numérique, construite
dans la section précédente, converge vers la solution exacte de l’équation. Contrai-
rement au chapitre précédent et puisque maintenant nous travaillons sur C1(0, T ),
nous allons définir une erreur plus adaptée.

εi = |Ui − f(ti)|+ |Vi − f ′(ti)| , 0 ≤ i ≤ N.

On dit que la méthode est convergente si

lim
h→0

( max
0≤i≤N

|εi|) = 0.

L’erreur de consistance change elle aussi pour cette équation

δ(h, ti) =

∣∣∣∣∣
∫ ti

0

K(tn, s, u(s), u′(s))ds− h
i∑

j=0

wjK(ti, tj, u(tj), u
′(tj))

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫ ti

0

∂K

∂t
(ti, s, u(s), u′(s))ds− h

i∑
j=0

wj
∂K

∂t
(ti, tj, u(tj), u

′(tj))

∣∣∣∣∣ .
Théorème 13. Si l’erreur de consistance est logique pour l’équation (1.9), alors

lim
h→0

( max
0≤i≤N

|εi|) = 0.

Preuve. Pour n ≥ 1,

εi ≤ (a+ ahW + āhW ) |Ui − f (ti)|+
(
b+ bhW + b̄hW

)
|Vi − f ′ (ti)|

+ hW
i−1∑
j=0

(
(a+ ā) |Uj − f (tj)|+

(
b+ b̄

)
|Vj − f ′ (tj)|

)
+ δ (h, ti) .

Pour h assez petit, α := min
(
1− (a+ ahW + āhW ) , 1−

(
b+ bhW + b̄hW

))
> 0,

et

εi ≤
hW max

(
a+ ā, b+ b̄

)
α

i−1∑
j=0

εj +
1

α
δ (h, ti) .

En appliquant le lemme 1, on récupère

|εi| ≤
1

α

(
1 +

hW max
(
a+ ā, b+ b̄

)
α

)i−1(
max
1≤i≤N

|δ(h, ti)|+ hW max
(
a+ ā, b+ b̄

)
ε0

)
,

et du fait que

lim
n→+∞

1

α

(
1 +

hW max
(
a+ ā, b+ b̄

)
α

)n−1

< +∞,

on obtient le résultat souhaité.
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Résultats Numériques

Nous avons arbitrairement choisi des équations pour illustrer l’efficacité de notre
méthode. A notre connaissance, ces équations ne représentent aucun intérêt phy-
sique, mais elles ont un grand intérêt mathématiques dans nos applications.

Nous allons utiliser la méthode des trapèzes puisqu’elle assure que l’erreur de
consistance est logique pour les deux équations. Les termes Fn, Un et Vn ne seront
pas exactement calcules mais ils seront approchés à l’aide du procédé d’itération du
théorème de Banach avec une condition d’arrêt du type

‖x− T (x)‖ ≤ 1

10N

.
Pour le troisième chapitre, on a choisi l’équation suivante

u(t) = f(t) +

∫ t

0

t(s+ 1)

5 + (u(s) + u′(s))2
ds, t ∈ [0, 1],

K(t, s, x, y) =
t(s+ 1)

5 + (x+ y)2
vérifie (H2) et (H3) avec M = a = b = ā = b̄ = 2

5
. Si on

prend

f(t) = t− t

2
ln(6 + 2t+ t2) +

t

2
ln (6) ,

on trouve que,

u(t) = t.

N max
1≤j≤N

(
|Uj − u(tj)|+ |Vj − u′(tj)|

)

10 1.7130e-002
50 3.3778e-003
100 1.6859e-003
200 8.4219e-004
300 5.6130e-004
500 3.3670e-004
1000 1.6832e-004
1500 1.1221e-004

Table 1.3 – Équation intégro-différentielle
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Chapitre 2

Équations intégrales faiblement
singulière

Dans ce chapitre nous représentons un autre type d’équations de Volterra, avec
des noyaux toujours non linéaires, mais, contrairement aux ceux étudiés dans le pre-
mier chapitre, les nouveaux noyaux sont composés de deux parties, la première est
régulière et contient l’inconnue et sa dérivé d’une façons non linéaire et la deuxième
ne contient pas l’inconnue mais elle représente une singularité faible.

Nous allons étudier ce genre d’équations du coté analytique c-à-d l’existence
et l’unicité de la solution. Le cas sans la dérivé, sera suivi par l’étude numérique,
contrairement aux méthodes numérique destinées au cas intégro-différentielle, qui
seront présentées dans le chapitre suivant

1 Équation intégrale faiblement singulière non li-
néaire de Volterra

Dans cette section nous étudions un autre type d’équations intégrale de Volterra
avec un noyau qui contient une partie faiblement singulière, mais sans l’intervention
de la dérivé de l’inconnu, cette équation se présente sous la forme,

u(t) =

∫ t

a

p(t− s)K(t, s, u(s))ds+ f(t); ∀t ∈ [a, b], (2.1)

où, u ∈ C(a, b) inconnu, et K est une fonction définie par,

K : [a, b]2 × R → R,
(t, s, u) 7→ K (t, s, u) ,

vérifiant les hypothèses suivantes :

(H4)

∥∥∥∥∥∥
(1) K ∈ C([a, b]2 × R),
(2) ∃A > 0,∀t, s ∈ [a, b], ∀X, Y ∈ R

|K(t, s,X)−K(t, s, Y )| ≤ A|X − Y |.
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La partie faiblement singulière p vérifie les hypothèses suivantes :

(H5)

∥∥∥∥∥∥
(1) p ∈ L1(a− b, b− a),

(2) ∀t ≥ 0 lim
δ→0+

∫ t+δ

t

|p(t+ δ − s)| ds = 0.

1.1 Étude analytique

Pour prouver l’existence et l’unicité de la solution de l’équation (2.1) nous construi-
sons deux suites de fonctions, {un(t)}n∈N , {ϕn(t)}n∈N. un(t) = f(t) +

t∫
a

p(t− s)K(t, s, un−1(s))ds,∀t ∈ [a, b], ∀n ∈ N∗,

u0(t) = f(t).

{
ϕn(t) = un(t)− un−1(t), ∀n ∈ N∗,

ϕ0(t) = f(t).

Il est clair que :

n∑
i=0

ϕi(t) = un(t).

Théorème 14. Sous les hypothèses (H4) et (H5) et sachant qu’il existe des points
a = T0 ,T1 ,... ,Tn = b, tel que, pour 0 ≤ i ≤ n, et pour t ∈ [Ti,Ti+1]

A

min(t,Ti+1)∫
Ti

|p(t− s)| ds ≤ ρ, (2.2)

où, ρ est indépendant de t et de n, donc (2.1) admet une unique solution dans
C(a, b).

Preuve. Existence de la solution

Nous procédons par sous intervalle [Ti, Ti+1], nous commençons par montrer
l’existence dans [T0, T1] :
On définit {un(t)}n∈N et {ϕn(t)}n∈N par la relation Précédente dans [a, T1].

Il est clair que {ui(t)}ni=1 et {ϕi(t)}ni=1 sont dans C(a, b).

Nous avons, ∀t ∈ [T0, T1]

|ϕn(t)| ≤ A

t∫
a

|p(t− s)| |ϕn−1(s)| ds

≤ ρ ‖ϕn−1‖C(T0,T1)
.
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Ce qui donne

‖ϕn‖C(T0,T1) ≤ (ρ)n ‖ϕ0‖C(T0,T1) ⇒
∞∑
i=0

‖ϕi‖C(T0,T1) ≤ ‖ϕ0‖C(T0,T1)
1

1− ρ
.

Comme, {un}n∈N converge uniformément vers u ∈ C(T0, T1). Alors, nous pouvons
écrire, ∀t ∈ [T0, T1]

∞∑
i=0

ϕi(t) = lim
n−→+∞

un(t) = u(t).

Pour prouver que u(t) satisfait l’équation originale (2.1), nous supposons que

u(t) = un(t) + ∆n(t),

nous avons, ∣∣∣∣∣∣u(t)− f(t)−
t∫

a

p(t− s)K(t, s, u(s))ds

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∆n(t) + un(t)− f(t)−
t∫

a

p(t− s)K(t, s, u(s))ds

∣∣∣∣∣∣
≤ |∆n(t)|+

∣∣∣∣∣∣
t∫

a

p(t− s) (K(t, s, un−1(s))−K(t, s, u(s))) ds

∣∣∣∣∣∣
≤ |∆n(t)|+

t∫
a

|p(t− s)| {A |∆n−1(s)|} ds,

≤ |∆n(t)|+ ρ ‖∆n−1‖C(T0,T1)
≤ ‖∆n‖C(T0,T1)

+ ‖∆n−1‖C(T0,T1)
.

mais,

lim
n−→+∞

‖∆n‖C(T0,T1)
= 0,

Alors u est solution de (2.1).

Unicité de la solution

Nous supposons qu’il existe deux solutions u1 et u2 de l’équation (2.1). Alors,
pour tout t ∈ [T0, T1] :

|u1(t)− u2(t)| ≤ ρ ‖u1 − u2‖C(T0,T1)
.

Puisque ρ < 1, cela ne peut être vrai que si u1(t) = u2(t), pour tout t ∈ [T0, T1].
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Prolongement de la solution

Pour t ∈ [T1, T2], nous écrivons l’équation sous la forme :

u1(t) = F (t) +

t∫
T1

p(t− s)K(t, s, u1(s))ds , T1 ≤ t ≤ T2 , (2.3)

avec,

F (t) = f(t) +

T1∫
a

p(t− s)K(t, s, u0(s))ds,

et u0(s) est la solution obtenue dans la première étape. Mais, (2.3) est justement la
même équation de Volterra avec a → T1. Nous pouvons donc appliquer les mêmes
étapes précédentes pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution u1 dans l’in-
tervalle [T1, T2].
Nous définissons

u(t) =

{
u0(t) t ∈ [T0, T1] ,
u1(t) t ∈ [T1, T2] .

Il est clair que u ∈ C(T0, T2), donc l’équation (2.1) admet une solution unique
dans [T0, T2] .

Nous répétons cette opération et puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de sous-intervalles
sur [a, b], nous construisons ainsi la solution unique en C(a, b).

1.2 Étude numérique

Pour construire une méthode numérique qui donne une approximation de la
solution de l’équation (2.1), nous utilisons la méthode prodect Intégration pour
enlever la singularité du noyau, cette méthode consiste à approcher la partie régulière
K, par les fonctions chapeaux qui apparaissent à chaque fois que s rejoint t :

Pn,1 [K] (t, s, u (s))) =
s− tj
h

K(t, tj+1, u(tj+1)) +
tj+1 − s

h
K(t, tj, u(tj)), tj ≤ s ≤ tj+1.

Ce qui permet l’approximation du terme intégrale de notre équation par la formule
suivante : ∫ tn

a

p(tn − s)K(tn, s, u(s))ds ' αn,1K(tn, t0, u(t0))

+
n−1∑
j=1

(αn,j+1 + βn,j)K(tn, tj, u(tj)) + βn,nK(tn, tn, u(tn)), (2.4)
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oú, pour 0 ≤ j ≤ n− 1,

αn,j+1 =
1

h

tj+1∫
tj

p(tn − s)(tj+1 − s)ds,

βn,j+1 =
1

h

tj+1∫
tj

p(tn − s)(s− tj)ds.

Une fois les termes, αn,j+1, βn,j+1, sont calculés explicitement, la méthode numé-
rique pour résoudre (2.1), est donnée par :

U0 = f(a), (2.5)

Un = f(tn) + αn,1K(tn, t0, U0) +
n−1∑
j=1

(αn,j+1 + βn,j)K(tn, tj, Uj)

+ βn,nK(tn, tn, Un), (2.6)

où {Un}0≤n≤N approche les valeurs u(tn).

Étude du système

Théorème 15. pour h suffisamment petit, le système (2.5)−(2, 6) admet une unique
solution.

Preuve. Pour n ≥ 1, nous définissons

Ψn : R → R
X → Ψn(X) = Sn + βn,nK(tn, tn, X)

où,

Sn = f(tn) + αn,1K(tn, t0, U0) +
n−1∑
j=1

(αn,j+1 + βn,j)K(tn, tj, Uj).

Supposons que U0, U1, .., Un−1, sont connues, Un est solution de Un = Ψn(Un),

nous avons,

|ψn(X)− ψn(X ′)| = |βn,nK(tn, tn, X)− βn,nK(tn, tn, X
′)|,

≤ Aβn,n|X −X ′|.

Mais, lim
h→0

max(β̂n,n, βn,n) = 0, donc, pour h suffisamment petit les fonctions ψn sont
contractantes et le système (2.5)− (2, 6) admet une unique solution{Uj}0≤j≤n.
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Analyse de l’erreur

Pour u l’unique solution de (2.1) nous définissons la fonction, ∀h > 0, 0 ≤ n ≤ N ,

δ (h, tn) =

∫ tn

t0

p(tn − s)K (tn, s, u (s)) ds−
n∑
j=0

ωnjK(tn, tj, u(tj)),

Où ,

ωnj =


αn,1, j = 0,

αn,j+1 + βnj, 1 ≤ j ≤ n− 1,
βn,n, j = n,

qui est appelée l’erreur de consistance locale pour (2.1).

Proposition 16.

max
0≤j≤n

|δ (h, tj)| ≤ w0 (h, f) + max
a≤t≤b; x∈R

w0 (h,K (t, ·, x)) ‖p‖L1(a,b) + w0 (h,H) ,

où,

∀h > 0,∀ϕ ∈ C(a, b), w0 (h, ϕ) = max
|τ−θ|<h

|ϕ(τ)− ϕ(θ)| ,

∀t ∈ [a, b], H(t) =

∫ t

a

p(t− s)K(t, s, u(s))ds.

Preuve. Nous avons, ∀h > 0, 0 ≤ n ≤ N

|δ (h, tn)| ≤
∫ tn

a

|p(tn − s)||K(tn, s, u(s))− Pn1[K](tn, s, u(s))|ds

≤ max
|τ−θ|<h

(|K(tn, τ, u(τ))−K(tn, θ, u(θ))|)
∫ tn

a

|p(tn − s)| ds,

≤ max
|τ−θ|<h

(|K(tn, τ, u(τ))−K(tn, τ, u(θ))|

+ |K(tn, τ, u(θ))−K(tn, θ, u(θ))|)
∫ tn

a

|p(tn − s)| ds,

≤ max
|τ−θ|<h

|u(θ)− u(τ)|A
∫ tn

a

|p(tn − s)| ds

+ max
a≤t≤b; x∈R

|K(t, τ, x)−K(t, θ, x)|
∫ tn

a

|p(tn − s)| ds,

≤ ρw0 (h, u) + max
a≤t≤b; x∈R

|K(t, τ, x)−K(t, θ, x)|
∫ tn

a

|p(tn − s)| ds.

mais,

u(θ)− u(τ) = f(θ)− f(τ) +

∫ θ

a

p(θ − s)K(θ, s, u(s))ds−
∫ τ

a

p(τ − s)K(τ, s, u(s))ds

donc,

max
1≤j≤n

|δ (h, tj)| ≤ w0 (h, f) + max
a≤t≤b; x∈R

w0 (h,K (t, ·, x)) ‖p‖L1(a,b) + w0 (h,H) .
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Pour 0 ≤ i ≤ N , nous définissons l’erreur de discrétisation par

εi = |Ui − u(ti)|

La méthode numérique (2.5)− (2, 6) est convergente si,

lim
h→0

( max
0≤n≤N

|εi|) = 0.

Théorème 17. Sous les hypothèses (H1)−(H2) et en supposant que l’intervalle [a, b]
peut être divisé en un nombre fini de sous-intervalles [a = z0, z1], [z1, z2], ..., [zm−1, zm =
b], tel que si jv désigne le plus grand nombre entier inférieur ou égal à zv/h et ωnj = 0
pour j > n, les poids ωnj, satisfont la condition suivante :

,jv+1−1∑
j=jv

|ωnj| ≤ ρ < 1, n ≥ 1, 0 ≤ v ≤ m.

Cette subdivision doit être indépendante de h, alors,

max
1≤j≤n

|εj| ≤
(

1

1− ρ

)m
max
1≤j≤n

|δ (h, tj)| −→
h→0

0.

Exemple Numérique :

Considérons l’équation intégrale non linéaire de Volterra définie comme suit :

u(t) = arcsin(t)− 4/3
3
√
t2 +

∫ t

0

(t − s)−
1
2 sin(f (s))ds , 0 ≤ t ≤ T = 1

K(t, s, u) = sin(u), 0 ≤ s ≤ t ≤ T = 1,

f(t) = arcsin(t)− 4/3
3
√
t2.

Le tableau suivant donne une estimation de l’erreur entre la solution exacte et ap-
prochée |Un − u(tn)| , de l’équation précédente.

t
|εn| = |Un − u(tn)|

h = 0 .1
|εn| = |Un − u(tn)|

h = 0 .01
00 00 00
0 .2 0.1605e − 009 6.6732e − 016
0 .4 0.3976e − 009 5.3746e − 016
0 .6 0.6197e − 009 3.8321e − 016
0 .8 0.7346e − 009 4.4028e − 016
1 0.54586e − 009 eps

Table 2.1 – Équation intégrale faiblement singulière non linéaire de Volterra
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2 Équation intégro- différentielle faiblement singu-
lière non linéaire de Volterra

Cette section représente l’essentiel de nos résultats analytiques, nous cherchons
à montrer l’existence et l’unicité de la solution d’une équation de Volterra intégro-
différentielle faiblement singulière non linéaire.
Le problème est de trouver, pour f donné dans C1(a, b), une fonction u ∈ C1(a, b)
qui vérifie l’équation suivante :

∀t ∈ [a, b], u(t) =

∫ t

a

p(t− s)K(t, s, u(s), u′(s))ds+ f(t). (2.7)

Nous supposons que la partie singulière, c-à-d p satisfait les hypothèse suivantes :

(H6)

∥∥∥∥(1) p ∈ W 1,1(a− b, b− a),
(2) p(0) = 0,

,

où ,W 1,1(a−b, b−a) = {x ∈ L1(a− b, b− a) : x′ ∈ L1(a− b, b− a)}, x′ est la dérivé
faible ou sens des distribution de x. W 1,1(a− b, b− a) est un espace de Banach avec
la norme suivante :

‖x‖W 1,1(a−b,b−a) = ‖x‖L1(a−b,b−a) + ‖x′‖L1(a−b,b−a)

=

∫ b−a

a−b
|x(s)| ds+

∫ b−a

a−b
|x′(s)| ds.

Nous avons, ∀t ∈ [a, b],∀δ > 0,∫ t+δ

t

∣∣∣∣∂p∂t (t+ δ − s)
∣∣∣∣ ds =

∫ δ

0

|p′ (τ)| dτ,

ce qui implique que, ∀t ∈ [a, b],

lim
δ→0+

∫ t+δ

t

∣∣∣∣∂p∂t (t+ δ − s)
∣∣∣∣ ds = 0.

En plus, ∀t, s ∈ [a, b],

|p(t− s)| =
∣∣∣∣∫ t−s

0

p′(τ)dτ

∣∣∣∣ ≤ ∫ b−a

a−b
|p′(τ)| dτ <∞.

Cela signifie que la singularité vient du terme
∂p

∂t
(t − s) parce qu’en général, nous

avons lim
s→t

∂p

∂t
(t− s) = +∞. Mais, cette singularité reste faible car ∀t ∈ [a, b],∫ t

a

∣∣∣∣∂p∂t (t− s)
∣∣∣∣ ds ≤ ∫ t−a

0

|p′(τ)| dτ ≤
∫ b−a

a−b
|p′(τ)| dτ <∞.

Cette équation contient des informations supplémentaires sur la solution u. Si
nous calculons la dérivée des deux côtés de l’équation, nous obtenons, ∀t ∈ [a, b],

u′(t) =

∫ t

a

∂p

∂t
(t− s)K(t, s, u(s), u′(s))ds+

∫ t

a

p(t− s)∂K
∂t

(t, s, u(s), u′(s))ds+ f ′(t).
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Supposons aussi que la partie régulière K défini par,

K : [a, b]2 × R2 → R,
(t, s, u, v) 7→ K (t, s, u, v) ,

vérifie les hypothèses suivantes :

(H7)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(1)
∂K

∂t
∈ C([a, b]2 × R2),

(2) ∃M ∈ R∗+, ∀t, s ∈ [a, b], ∀u, v, ū, v̄ ∈ R,

max

(
|K(t, s, u, v)| ,

∣∣∣∣∂K∂t (t, s, u, v)

∣∣∣∣) ≤M.

(3) ∃A,B, Ā, B̄ ∈ R∗+, ∀t, s ∈ [a, b], ∀u, v, ū, v̄ ∈ R, |K(t, s, u, v)−K(t, s, ū, v̄)| ≤ A |u− ū|+B |v − v̄| ,∣∣∣∣∂K∂t (t, s, u, v)− ∂K

∂t
(t, s, ū, v̄)

∣∣∣∣ ≤ Ā |u− ū|+ B̄ |v − v̄| .

Le problème qui se pose en premier lieu est sur la bonne construction de l’équation
c-à-d est ce que les deux cotés de l’équation (2, 7) appartienne au même espace
C1(a, b) ? Pour cela nous définissons la fonctionnelle, Φf par,

∀ξ ∈ C1 (a, b) ,∀t ∈ [a, b], Φf (ξ) (t) :=

∫ t

a

p(t− s)K (t, s, ξ (s) , ξ′ (s)) ds+ f(t).

Proposition 18. Pour tout f ∈ C1(a, b), Φf est continu de C1(a, b) dans lui-même.
Preuve. Soit ξ ∈ C1 (a, b). Il est clair que Φf (ξ) est continu sur [a, b]. Pour tout
t ∈ [a, b],

Φf (ξ)′ (t) :=

∫ t

a

∂p

∂t
(t−s)K (t, s, ξ (s) , ξ′ (s)) ds+

∫ t

a

p(t−s)∂K
∂t

(t, s, ξ (s) , ξ′ (s)) ds+f ′(t),

qui est continue sur [a, b] et pour tout t ∈ [a, b],∣∣Φf (ξ)′ (t)
∣∣ ≤ M

(∫ t

a

∣∣∣∣∂p∂t (t− s)
∣∣∣∣ ds+

∫ t

a

|p(t− s)| ds
)

+ ‖f‖C1(a,b)

≤ M

(∫ t−a

0

|p′(τ)| dτ +

∫ t−a

0

|p(τ)| dτ
)

+ ‖f‖C1(a,b)

≤ M ‖p‖W 1,1(a−b,b−a) + ‖f‖C1(a,b) ,

alors, Φf (ξ) ∈ C1(a, b). Soit {ξn}n∈N une suite C1 (a, b) qui converge vers ξ ∈
C1 (a, b), nous avons,

Φf (ξ) (t)− Φf (ξn) =

∫ t

a

p(t− s)(K (t, s, ξ (s) , ξ′ (s))−K(t, s, ξn(s), ξ′n(s))ds

⇒ max
t∈[a,b]

|Φf (ξ) (t)− Φf (ξn) (t)| ≤ max
t∈[a,b]

|ξ(t)− ξn(t)|A
∫ t

a

|p(t− s)|ds

+ max
t∈[a,b]

|ξ′(t)− ξ′n(t)|B
∫ t

a

|p(t− s)|ds

≤ ‖p‖W 1,1(a−b,b−a) max (A,B) ‖ξ − ξn‖C1(a,b) ,

max
t∈[a,b]

∣∣Φf (ξ)′ (t)− Φf (ξn)′ (t)
∣∣ ≤ ‖p‖W 1,1(a−b,b−a)

(
max (A,B) + max

(
Ā, B̄

))
‖ξ − ξn‖C1(a,b) .

Donc, Φf est continu de C1(a, b) dans lui-même.
Dans ce qui suit, nous désignons ‖.‖C1(a,b) = ‖.‖ .
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2.1 Étude analytique

Pour prouver l’existence et l’unicité de la solution de l’équation (2.7), nous utili-
sons la méthode classique appelée méthode de Picard. Cette méthode est basée sur
la construction de deux suites récurrentes {un(t)}n∈N et {ϕn(t)}n∈N, qui sont définies
par les formules suivantes :

 un(t) = f(t) +

t∫
a

p(t− s)K(t, s, un−1(s), u
′
n−1(s))ds ,∀n ∈ N∗

u0(t) = f(t).

=⇒



u′n(t) = f ′(t) +

t∫
a

∂p

∂t
(t− s)K(t, s, un−1(s), u

′
n−1(s))ds

+

t∫
a

p(t− s)∂K
∂t

(t, s, un−1(s), u
′
n−1(s))ds ,∀n ∈ N∗

u′0(t) = f ′(t).

{
ϕn(t) = un(t)− un−1(t), ∀n ∈ N∗,

ϕ0(t) = f(t).
(2.8)

=⇒
{
ϕ′n(t) = u′n(t)− u′n−1(t), ∀n ∈ N∗,

ϕ′0(t) = f ′(t).
(2.9)

En plus, de (2.8) et (2.9), ∀n ∈ N
n∑
i=0

ϕi(t) = un(t) ,
n∑
i=0

ϕ′i(t) = u′n(t) .

Théorème 19. Sous les hypothèses (H6) et (H7) et sachant qu’il existe des points
a = T0 ,T1 ,... ,Tn = b, tel que, pour 0 ≤ i ≤ n, et pour t ∈ [Ti,Ti+1]

max
{
A,B, Ā, B̄

} min(t,Ti+1)∫
Ti

|p(t− s)| ds ≤ ρ <
1

3
,

max {A,B}
min(t,Ti+1)∫

Ti

∣∣∣∣∂p∂t (t− s)
∣∣∣∣ ds ≤ ρ <

1

3
,

(2.10)

où, ρ est indépendant de t et de n, alors (2.7) admet une unique solution dans
C1(a, b).

Preuve. Pour la démonstration, nous montrons l’existence et l’unicité sur l’inter-
valle réduit [ T0, T1], puis nous prolongeons la solution sur tout l’intervalle [a, b].
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Existence sur l’intervalle [ T0, T1]

Supposons t ∈ [T0, T1], nous définissons ϕn(t) comme avant. D’après la définition
de {ui(t)}ni=1 et {ϕi(t)}ni=1, nous déduisons qu’ils sont dans C1 (a, b) . Nous avons,
∀t ∈ [T0, T1]

|ϕn(t)| ≤
t∫

a

|p(t− s)|
∣∣K(t, s, un−1(s), u

′
n−1(s)−K(t, s, un−2(s), u

′
n−2(s))

∣∣ ds
≤ A

t∫
a

|p(t− s)| |ϕn−1(s)| ds+B

t∫
a

|p(t− s)|
∣∣ϕ′n−1(s)∣∣ ds

≤ ρ ‖ϕn−1‖C1(T0,T1)
.

En plus,

|ϕ′n(t)| =
∣∣u′n(t)− u′n−1(t)

∣∣
=

∣∣∣∣∫ t

a

p(t− s)
(
∂K

∂t
(t, s, un(s), u′n(s))− ∂K

∂t
(t, s, un−1(s), u

′
n−1(s))

)
ds

+

∫ t

a

∂p

∂t
(t− s)

(
K(t, s, un(s), u′n(s))−K(t, s, un−1(s), u

′
n−1(s))

)
ds

∣∣∣∣
≤ A

∫ t

a

∣∣∣∣∂p∂t (t− s)ϕn−1(s)
∣∣∣∣ ds+B

∫ t

a

∣∣∣∣∂p∂t (t− s)ϕ′n−1(s)
∣∣∣∣ ds

+ Ā

t∫
a

|p(t− s)ϕn−1(s)| ds+ B̄

t∫
a

∣∣p(t− s)ϕ′n−1(s)∣∣ ds
≤

max
{
A,B, Ā, B̄

} t∫
T0

|p(t− s)| ds+ max {A,B}
∫ t

T0

∣∣∣∣∂p∂t (t− s)
∣∣∣∣ ds
 ‖ϕn−1‖C1(T0,T1)

≤ 2ρ ‖ϕn−1‖C1(T0,T1)
,

alors,

‖ϕn‖C1(T0,T1)
≤ 3ρ ‖ϕn−1‖C1(T0,T1)

.

ce qui donne,

‖ϕn‖C1(T0,T1)
≤ (3ρ)n ‖ϕ0‖ ⇒

∞∑
i=0

‖ϕi‖C1(T0,T1)
≤ ‖ϕ0‖

1

1− 3ρ
.

Donc, {un}n∈N converge uniformément vers u ∈ C1(T0, T1), et nous pouvons écrire,

∞∑
i=0

ϕi(t) = lim
n−→+∞

un(t) = u(t).

Pour prouver que u satisfait l’équation originale (2.7), nous définissons

u(t) = un(t) + ∆n(t) =⇒ u′(t) = u′n(t) + ∆′n(t).
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Nous avons,

∣∣∣∣∣∣u(t)− f(t)−
t∫

a

p(t− s)K(t, s, u(s), u′(s))ds

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∆n(t) + un(t)− f(t)−
t∫

a

p(t− s)K(t, s, u(s), u′(s))ds

∣∣∣∣∣∣
≤ |∆n(t)|+

∣∣∣∣∣∣
t∫

a

p(t− s)
(
K(t, s, un−1(s), u

′
n−1(s))−K(t, s, u(s), u′(s))

)
ds

∣∣∣∣∣∣
≤ |∆n(t)|+

t∫
a

|p(t− s)|
{
A |∆n−1(s)|+B

∣∣∆′n−1(s)∣∣} ds,
≤ |∆n(t)|+ ρ ‖∆n−1‖C1(T0,T1)

≤ ‖∆n‖C1(T0,T1)
+ ‖∆n−1‖C1(T0,T1)

,

mais,

lim
n−→+∞

‖∆n‖C1(T0,T1)
= 0,

donc u est une solution de (2.7).

Unicité de la solution

Supposons qu’il existe deux solutions u1 et u2 pour l’équation (2.7), alors pour,
t ∈ [T0, T1] :

|u1(t)− u2(t)| = |
t1∫
a

p(t− s)(K(t, s, u1(s), u
′
1(s))−K(t, s, u2(s), u

′
2(s)))ds|

≤
t1∫
a

|p(t− s)|(A|u1(s)− u2(s)|+B|u′1(s)− u′2(s)|)ds

≤ ρ( max
t∈[a,T1]

|u1(t)− u2(t)|+ max
t∈[a,T1]

|u′1(t)− u′2(t)|

≤ ρ ‖u1 − u2‖C1(a,T1)
.

34



CHAPITRE 2. ÉQUATIONS INTÉGRALES FAIBLEMENT SINGULIÈRE

De la même manière

|u′1(τ)− u′2(τ)| ≤ |
t1∫
a

∂p

∂t
(t− s)(K(t, s, u1(s), u

′
1(s))−K(t, s, u2(s), u

′
2(s)))ds|

+ |
t1∫
a

p(t− s)(∂K
∂t

(t, s, u1(s), u
′
1(s))−

∂K

∂t
(t, s, u2(s), u

′
2(s)))ds|

≤
t1∫
a

|∂p
∂t

(t− s)|(A|u1(s)− u2(s)|+B|u′1(s)− u′2(s)|)ds

+

t1∫
a

|p(t− s)|(Ā|u1(s)− u2(s)|+ B̄|u′1(s)− u′2(s)|)ds

≤ max
t∈[a,T1]

|u1(t)− u2(t)|A
t1∫
a

|∂p
∂t

(t− s)|ds

+ max
t∈[a,T1]

|u′1(t)− u′2(t)|)B
t1∫
a

|∂p
∂t

(t− s)|ds

+ max
t∈[a,T1]

|u1(t)− u2(t)| Ā
t1∫
a

|p(t− s)|ds

+ max
t∈[a,T1]

|u′1(t)− u′2(t)|)B̄
t1∫
a

|p(t− s)|ds

≤ 2ρ( max
t∈[a,T1]

|u1(t)− u2(t)|+ max
t∈[a,T1]

|u′1(t)− u′2(t)|)

≤ 2ρ ‖u1 − u2‖C1(T0,T1)
,

alors,

‖u1 − u2‖C1(a,T1)
= max

t∈[a,T1]
|u1(t)− u2(t)|+ max

t∈[a,T1]
|u′1(t)− u′2(t)|

≤ 3ρ ‖u1 − u2‖C1(a,T1)
.

Du fait que ρ < 1
3
, cela ne peut être vrai que si u1(t) = u2(t) pour tous t ∈ [a, T1].

Prolongement de la solution

Maintenant pour t ∈ [T1, T2], nous écrivons l’équation comme suit,

u1(t) = F (t) +

t∫
T1

p(t− s)K(t, s, u1(s), u
′
1(s))ds , T1 ≤ t ≤ T2 , (2.11)
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avec,

F (t) = f(t) +

T1∫
a

p(t− s)K(t, s, u0(s), u
′
0(s))ds,

et u0(s) est la solution obtenue dans la première étape. Mais (2.11) est exactement
la même équation de Volterra avec l’origine décalée de a→ T1. Nous pouvons donc
appliquer les mêmes étapes de base.

Nous définissons :

u(t) =

{
u0(t) t ∈ [T0, T1] ,
u1(t) t ∈ [T1, T2] .

Il est clair que u ∈ C1 (T0, T2), est la solution unique de (2.7) sur [T0, T2].

Cet argument peut être répété et puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de sous inter-
valles dans [a, b], nous construisons ainsi la solution unique sur C1(a, b).
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Chapitre 3

Étude numérique

Dans ce chapitre nous intéressons à l’approximation numérique de la solution u
de l’équation intégro-différentielle faiblement singulière de Volterra définie par :

∀t ∈ [a, b], u(t) =

∫ t

a

p(t− s)K(t, s, u(s), u′(s))ds+ f(t); (3.1)

où, l’existence et l’unicité de la solution de cette équation sont assurée par les condi-
tions des hypothèses H(6) et H(7) proposées dans le chapitre 2.

Nous rappelons qu’une fois dériver, cette équation devient

∀t ∈ [a, b], u′(t) =

∫ t

a

∂p

∂t
(t− s)K(t, s, u(s), u′(s))ds

+

∫ t

a

p(t− s)∂K
∂t

(t, s, u(s), u′(s))ds+ f ′(t), (3.2)

Pour construire une solution approchée de notre équation sur l’intervalle [a, b], nous
avons alors besoin de construire des approximations pour les trois intégrales ci-dessus
qui apparaissent dans le deuxième membre des deux équations (3.1) et (3.2),

I1 =

∫ t

a

p(t− s)k(t, s, u(s), u′(s))ds, (3.3)

I2 =

∫ t

a

∂p

∂t
(t− s)k(t, s, u(s), u′(s))ds, (3.4)

I3 =

∫ t

a

p(t− s)∂k
∂t

(t, s, u(s), u′(s))ds. (3.5)

Les noyaux dans les intégrales I1 et I3 sont réguliers et presque toutes les méthodes
d’intégration numérique sont applicables pour les approcher.

D’autre part, pour I2, qui contient une partie singulière, nous sommes obligés
d’utiliser la méthode ”product integral”.

Les déférents combinaisons entre les méthodes d’intégration numérique que nous
utilisons pour l’approximation de I1, I2 et I3 forment quatre méthodes d’approxi-
mation de la solution de notre équation et se résument dans le tableau suivant :
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I1 I2 I3
mehtod 1(PPP) product integral product integral product integral
mehtod 2(NPP) Nystrôme method product integral product integral
mehtod 3(PPN) product integral product integral Nystrôme method
mehtod 4(NPN) Nystrôme method product integral Nystrôme method

Table 3.1 – Méthodes d’approximations

Dans la suite, nous allons construire les systèmes numériques issues de chaque
méthode, puis étudier leurs convergence. Pour montrer leurs efficacités des tests
numériques sont effectués sur quelques exemples pratiques.

A la fin, nous comparons qualitativement entre les quatre méthodes en utilisant
le profil de performance.

1 Description numérique

Pour déterminer une approximation numérique de u(t), t ∈ [a, b], nous définissons
la subdivision {tj}0≤j≤n de l’intervalle [a, b] par :

∀N ≥ 1, h =
b− a
N

, (3.6)

tj = a+ jh, 0 ≤ j ≤ N. (3.7)

Nous remplaçons dans les équations (3.1) et (3.2) les approximations des intégrales
I1, I2 et I3 par la quadrature choisis par chaque méthode décrite dans le tableau.
Nous étudions la convergence du système obtenu qui est directement lié à la consis-
tance de la méthode utilisée.

1.1 La méthode PPP

Dans cette section, nous utilisons uniquement la méthode ”product integration”
pour l’approximation des trois intégrales I1, I2 et I3 :

Premièrement, nous approchons les parties régulières

K(t, s, u(s), u′(s)),
∂K

∂t
(t, s, u(s), u′(s)),

sur la subdivision {tj}0≤j≤n, par les fonctions chapeaux, ce qui donne :

Pn,1 [K] (t, s, u (s) , u′ (s)) =
s− tj
h

K(t, tj+1, u(tj+1), u
′(tj+1))

+
tj+1 − s

h
K(t, tj, u(tj), u

′(tj)), tj ≤ s ≤ tj+1,

Pn,1

[
∂K

∂t

]
(t, s, u (s) , u′ (s)) =

s− tj
h

∂K

∂t
(t, tj+1, u(tj+1), u

′(tj+1)),

+
tj+1 − s

h

∂K

∂t
(t, tj, u(tj), u

′(tj)), tj ≤ s ≤ tj+1.
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Cela conduit à la formule d’intégration suivante :

I1 =

tn∫
a

p(tn − s)K(tn, s, u(s), u′(s))ds ' αn,1K(tn, t0, u(t0), u
′(t0))

+
n−1∑
j=1

(αn,j+1 + βn,j)K(tn, tj, u(tj), u
′(tj)) + βn,nK(tn, tn, u(tn), u′(tn)),

I2 =

tn∫
a

∂p

∂t
(tn − s)K(tn, s, u(s), u′(s))ds ' α̂n,1K(tn, t0, u(t0), u

′(t0))

+
n−1∑
j=1

(α̂n,j+1 + β̂n,j)K(tn, tj, u(tj), u
′(tj)) + β̂n,nK(tn, tn, u(tn), u′(tn)),

I3 =

tn∫
a

p(tn − s)
∂K

∂t
(tn, s, u(s), u′(s))ds ' αn,1

∂

∂t
K(tn, t0, u(t0), u

′(t0))

+
n−1∑
j=1

(αn,j+1 + βn,j)
∂K

∂t
(tn, tj, u(tj), u

′(tj)) + βn,n
∂K

∂t
(tn, tn, u(tn), u′(tn)),

où, pour 0 ≤ j ≤ N − 1



αn,j+1 = 1
h

tj+1∫
tj

p(tn − s)(tj+1 − s)ds,

βn,j+1 = 1
h

tj+1∫
tj

p(tn − s)(s− tj)ds,

α̂n,j+1 = 1
h

tj+1∫
tj

∂p

∂t
(tn − s)(tj+1 − s)ds,

β̂n,j+1 = 1
h

tj+1∫
tj

∂p

∂t
(tn − s)(s− tj)ds.

Deuxièmement, nous calculons, αn,j+1, βn,j+1, α̂n,j+1, β̂n,j+1 explicitement. Nous
les remplaçons dans les équations d’origines (3.1), (3.2), ce qui donne le système
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(PPP) suivant :

U0 = f(a), (3.8)
V0 = f ′(a), (3.9)

Un = f(tn) + αn,1K(tn, t0, U0, V0) +
n−1∑
j=1

(αn,j+1 + βn,j)K(tn, tj, Uj, Vj)

+ βn,nK(tn, tn, Un, Vn), 1 ≤ n ≤ N (3.10)
Vn = f ′(tn) + α̂n,1K(tn, t0, U0, V0)

+
n−1∑
j=1

(α̂n,j+1 + β̂n,j)K(tn, tj, Uj, Vj) + β̂n,nK(tn, tn, Un, Vn)

+ αn,1
∂

∂t
K(tn, t0, U0, V0) +

n−1∑
j=1

(αn,j+1 + βn,j)
∂K

∂t
(tn, tj, Uj, Vj)

+ βn,n
∂K

∂t
(tn, tn, Un, Vn), 1 ≤ n ≤ N (3.11)

où, Un approche u(tn) et Vn approche u′(tn).

Étude du système (PPP)

Dans cette partie, nous allons montrer que le système (3.8) − (3.11) admet une
unique solution.

Théorème 20. Pour h suffisamment petit, le système (3.8)− (3.11) a une solution
unique.

Preuve. Supposons que l’espace R2 est muni par la norme suivante :

∀
(
X
Y

)
∈ R2,

∥∥∥∥(XY
)∥∥∥∥

1

= |X|+ |Y | . (3.12)

Pour tout n ≥ 1, nous définissons :

Ψn

(
X
Y

)
:=

(
S + βn,nK(tn, tn, X, Y )

Ŝ + β̂n,nK(tn, tn, X, Y ) + βn,n
∂K

∂t
(tn, tn, X, Y )

)

où,

S = f(tn) + αn,1K(tn, t0, U0, V0) +
n−1∑
j=1

(αn,j+1 + βn,j)K(tn, tj, Uj, Vj),

Ŝ = f ′(tn) + α̂n,1K(tn, t0, U0, V0) +
n−1∑
j=1

(α̂n,j+1 + β̂n,j)K(tn, tj, Uj, Vj)

+ αn,1
∂K

∂t
(tn, t0, U0, V0) +

n−1∑
j=1

(αn,j+1 + βn,j)
∂K

∂t
(tn, tj, Uj, Vj).
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Si, U0, U1, .., Un−1, V0, V1, .., Vn−1, sont connus alors (3.8) − (3.11) est un système
d’équations implicite pour définir Un et Vn.(

Un
Vn

)
=Ψn

(
Un
Vn

)
.

Nous avons, ∀X, Y,X ′, Y ′ ∈ R2,∥∥∥∥Ψn

(
X
Y

)
−Ψn

(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥(γ1γ2
)∥∥∥∥

1

,

γ1 = βn,n(K(tn, tn, X, Y )−K(tn, tn, X
′, Y ′)),

γ2 = β̂n,n(K(tn, tn, X, Y )−K(tn, tn, X
′, Y ′)) + βn,n(

∂K

∂t
(tn, tn, X, Y )− ∂K

∂t
(tn, tn, X

′, Y ′)).

En appliquant (H6) et (H7), nous obtenons

|γ1| ≤ βn,n (A |X −X ′|+B |Y − Y ′|) ,
|γ2| ≤ β̂n,n (A |X −X ′|+B |Y − Y ′|) + βn,n

(
Ā |X −X ′|+ B̄ |Y − Y ′|

)
,

≤ 2 max(β̂n,n, βn,n)
(
max(A, Ā) |X −X ′|+ max(B, B̄) |Y − Y ′|

)
.

Ce qui donne,∥∥∥∥Ψn

(
X
Y

)
−Ψn

(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

≤ 2 max(β̂n,n, βn,n) max
(
A,B, Ā, B̄

)∥∥∥∥(XY
)
−
(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

.

Comme lim
h→0

max(β̂n,n, βn,n) = 0, Ψn est une contraction pour h assez petit. Nous
utilisons le théorème de Bannach pour obtenir le résultat désiré.

Analyse de l’erreur de la méthode (PPP)

Avant passé a l’étude de l’erreur, il faut d’abord montré que cette méthode est
consistante. Pour cela nous définissons l’erreur de consistance locale de l’équation
(3.1), qui est l’erreur entre la valeur exacte de l’intégrale et sa quadrature. L’erreur
est définie par la formule :
pour 0 ≤ n ≤ N ,

ppp
∆ (h, tn) =

∣∣∣∣pppδ (h, tn) |+
∣∣∣∣pppδ̂ (h, tn)

∣∣∣∣ ,
où, pour 0 ≤ n ≤ N ,

ppp
δ (h, tn) =

tn∫
t0

p(tn − s) K (tn, s, u (s) , u′ (s)) ds−
n∑
j=0

κn,j K(tn, tj, u(tj), u
′(tj)),
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ppp

δ̂ (h, tn) =

tn∫
t0

∂p

∂t
(tn − s)K (tn, s, u (s) , u′ (s)) ds−

n∑
j=0

κ̂n,j K(tn, tj, u(tj), u
′(tj))

+

tn∫
t0

p(tn − s)
∂K

∂t
(tn, s, u (s) , u′ (s)) ds−

n∑
j=0

κn,j
∂K

∂t
(tn, tj, u(tj), u

′(tj)),

avec,

κn,j =


αn,1, j = 0,

αn,j+1 + βn,j, 1 ≤ j ≤ n− 1,
βn,n, j = n,

et

κ̂n,j =


α̂n,1, j = 0,

α̂n,j+1 + β̂n,j, 1 ≤ j ≤ n− 1,

β̂n,n, j = n.

Proposition 21.

max
1≤j≤n

∣∣∣∣ppp∆ (h, tj)

∣∣∣∣ ≤ w1 (h, f) + 3 max
a≤t≤b; x,y∈R

w1 (h,K (t, ·, x, y)) ‖p‖W 1,1(a−b,b−a) + w1 (h,H1) ,

où,

w1 (h, ϕ) = max
|τ−θ|<h

|ϕ(τ)− ϕ(θ)|+ max
|τ−θ|<h

|ϕ′(τ)− ϕ′(θ)| ,

H(t) =

∫ t

a

p(t− s)K(t, s, u(s), u′(s))ds,

Preuve. Nous avons,∣∣∣∣pppδ (h, tn)

∣∣∣∣ ≤ ∫ tn

a

|p(tn − s)||K(tn, s, u(s), u′(s))− Pn1[K](tn, s, u(s), u′(s))|ds,

≤ max
|τ−θ|<h

(|K(tn, τ, u(τ), u′(τ))−K(tn, θ, u(θ), u′(θ))|)
∫ tn

a

|p(tn − s)|ds,

≤ max
|τ−θ|<h

(|K(tn, τ, u(τ), u′(τ))−K(tn, τ, u(θ), u′(θ))|

+ |K(tn, τ, u(θ), u′(θ))−K(tn, θ, u(θ), u′(θ))|)
∫ tn

a

|p(tn − s)| ds,

≤ max
|τ−θ|<h

|u(τ)− u(θ)|A
∫ tn

a

|p(tn − s)| ds

+ max
|τ−θ|<h

|u′(τ)− u′(θ)|B
∫ tn

a

|p(tn − s)| ds

+ max
a≤t≤b; x,y∈R

|K(t, τ, x, y)−K(t, θ, x, y)|
∫ tn

a

|p(tn − s)| ds,

≤ ρ max
|τ−θ|<h

|u(τ)− u(θ) + ρ max
|τ−θ|<h

|u′(τ)− u′(θ)

+ max
a≤t≤b; x,y∈R

|K(t, τ, x, y)−K(t, θ, x, y)|
∫ tn

a

|p(tn − s)| ds,
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mais,

u(θ)− u(τ) = f(θ)− f(τ) +

∫ θ

a

p(θ − s)K(θ, s, u(s), u′(s))ds

−
∫ τ

a

p(τ − s)K(τ, s, u(s), u′(s))ds,

⇒ max
|τ−θ|<h

|u(θ)− u(τ)| ≤ max
|τ−θ|<h

|f(θ)− f(τ)|+ max
|τ−θ|<h

|H(θ)−H(τ)| ,

en plus,

u′(θ)− u′(τ) = f ′(θ)− f ′(τ)

+

∫ θ

a

∂p

∂θ
(θ − s)K(θ, s, u(s), u′(s))ds−

∫ τ

a

∂p

∂τ
(τ − s)K(τ, s, u(s), u′(s))ds

+

∫ θ

a

p(θ − s)∂K
∂θ

(θ, s, u(s), u′(s))ds−
∫ τ

a

p(τ − s)∂K
∂τ

(τ, s, u(s), u′(s))ds

= f ′(θ)− f ′(τ) +H ′(θ)−H ′(τ),

donc

max
|τ−θ|<h

|u′(θ)− u′(τ)| ≤ max
|τ−θ|<h

|f ′(θ)− f ′(τ)|+ max
|τ−θ|<h

|H ′(θ)−H ′(τ)| ,

alors,∣∣∣∣pppδ (h, tn)

∣∣∣∣ ≤ ρ (w1 (h, f) + w1 (h,H)) + max
a≤t≤b; x,y∈R

w1 (K (t, ·, x, y) , h) ‖p‖W 1,1(a−b,b−a).

En utilisant des étapes similaires, nous obtenons∣∣∣∣pppδ̂ (h, tn)

∣∣∣∣ ≤ ∫ tn

a

|∂p
∂t

(tn − s)||K(tn, s, u(s), u′(s))− Pn1[K](tn, s, u(s), u′(s))|ds

+

∫ tn

a

|p(tn − s)||
∂K

∂t
(tn, s, u(s), u′(s))− Pn1[K ′](tn, s, u(s), u′(s))|ds

∣∣∣∣pppδ̂ (h, tn)

∣∣∣∣ ≤ 2ρ (w1 (h, f) + w1 (h,H)) + 2 max
a≤t≤b; x,y∈R

w1 (K (t, ·, x, y) , h) ‖p‖w1,1(a−b,b−a).

Le résultat précédent montre que la méthode est consistante puisque

lim
n→+∞

( max
0≤j≤N

ppp
∆ (h, tj)) = 0.

Pour montrer que cette méthode est convergente nous introduisons la notion de
l’erreur de discrétisation {Ei}0≤i≤N définie par

Ei = |εi|+ |ε̂i| , (3.13)

où, {
εi = Ui − u(ti),
ε̂i = Vi − u′(ti).

La méthode est dite convergente si,

lim
h→0

( max
0≤i≤N

Ei) = 0.
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Théorème 22. Sous des hypothèses (H6) − (H7) et en supposant que l’intervalle
[a, b] peut être divisé en un nombre fini de sous-intervalles

[a = z0, z1], [z1, z2], ..., [zm−1, zm = b],

tel que si jv désigne le plus grand nombre entier inférieur ou égal à zv/h et κnj =
κ̂n,j = 0 pour j > n, les poids κn,j, κ̂n,j, satisfaire la condition,
,jv+1−1∑
j=jv

∣∣∣∣∣
[
max(A,B)κn,j + max(A,B)κ̂n,j + max(Ā, B̄)κn,j

]
1−

[
max(A,B)κn,n + max(A,B)κ̂n,n + max(Ā, B̄)κn,n

]∣∣∣∣∣ ≤ 3ρ < 1, n ≥ 1, 0 ≤ v ≤ m.

Cette subdivision doit être indépendante de h. Alors,

max
1≤j≤n

|Ej| ≤
(

1

1− 3ρ

)m+2

max
1≤j≤n

|∆ (h, tj)| −→
h→0

0.

Preuve. Nous avons

ppp
ε i =

i∑
j=0

κijK(ti, tj, Uj, Vj))−
ti∫

t0

p(ti − s)K (ti, s, u (s) , u′ (s)) ds.

D’après la définition de
ppp
δ (h, tn), nous avons

ppp
ε i =

i∑
j=0

κi,j{K(ti, tj, Uj, Vj))−K(ti, tj, u(tj), u
′(tj))} −

ppp
δ (h, ti),

Ce qui donne

|pppε i| ≤
i∑

j=0

κi,j

(
A|pppε j|+B|

ppp
ε̂ j|
)

+ |
ppp
δ (h, ti)|,

≤ max(A,B)
i∑

j=0

κi,j
ppp
E j + |

ppp
δ (h, ti)|,

Nous avons aussi,

ppp
ε̂ i =

i∑
j=0

κi,j
∂K

∂t
(ti, tj, Uj, Vj)−

ti∫
t0

p(ti − s)
∂K

∂t
(ti, s, u (s) , u′ (s)) ds.

+
i∑

j=0

κ̂i,jK(ti, tj, Uj, Vj)−
ti∫

t0

∂p

∂t
(ti − s) K (ti, s, u (s) , u′ (s)) ds

.

D’après la définition de
ppp

δ̂ (h, ti), nous obtenons,

ppp
ε̂ i =

i∑
j=0

κ̂i,j{K(ti, tj, Uj, Vj))−K(ti, tj, u(tj), u
′(tj))}

+
i∑

j=0

κij{
∂K

∂t
(ti, tj, Uj, Vj))−

∂K

∂t
(ti, tj, u(tj), u

′(tj))} −
ppp

δ̂ (h, ti),
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donc,

|
ppp
ε̂ i| ≤

i∑
j=0

κ̂i,j

(
A|pppε j|+B|

ppp
ε̂ j|
)

+
i∑

j=0

κi,j

(
Ā|pppε j|+ B̄|

ppp
ε̂ j|
)

+ |
ppp

δ̂ (h, ti)|,

≤ max(A,B)
i∑

j=0

κ̂i,j
ppp
E j + max(Ā, B̄)

i∑
j=0

κi,j
ppp
E j + |

ppp

δ̂ (h, ti)|,

alors,

ppp
E i ≤

i∑
j=0

[
max(A,B)κi,j + max(A,B)κ̂i,j + max(Ā, B̄)κi,j

] ppp
E j +

ppp
∆ (h, ti) .

Pour h assez petit, nous obtenons

ppp
E i ≤

i−1∑
j=0

[
max(A,B)κi,j + max(A,B)κ̂i,j + max(Ā, B̄)κi,j

]
1−

[
max(A,B)κi,i + max(A,B)κ̂i,i + max(Ā, B̄)κi,i

]pppE j

+

ppp
∆ (h, ti)

1−
[
max(A,B)κi,i + max(A,B)κ̂i,i + max(Ā, B̄)κi,i

] .
En appliquant lemme 2, nous obtenons le résultat désiré.

1.2 La méthode NPP

Dans cette méthode, nous approchons l’intégrale I1 par la méthode de Nystrôme,
en utilisant la même subdivision {tj}0≤j≤n. Soit

∫ tn

a

p(tn − s)k(tn, s, u(s), u′(s))ds ' h
n∑
j=0

ωn,jp(tn − tj)k(tn, tj, u(tj), u
′(tj)),

où, {ωn,j} sont supposés vérifiés

sup
n≥1

max
0≤j≤n

|ωn,j| ≤ W ≤ ∞, (3.14)

∀ϕ ∈ C0(a, b), lim
n
|
∫ b

a

ϕ(t)dt− h
n∑
j=0

ωn,jϕ(tj)| = 0. (3.15)

Reprenons les mêmes coefficients de la méthode (PPP), αn,j+1, βn,j+1, α̂n,j+1 et
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β̂n,j+1, supposés être calculer explicitement pour obtenir le système (NPP) :

U0 = f(a), (3.16)
V0 = f ′(a), (3.17)

Un = f(tn) + h
n−1∑
j=0

ωn,jp(tn − tj)K(tn, tj, Uj, Vj), (3.18)

Vn = f ′(tn) + α̂n,1K(tn, t0, U0, V0) +
n−1∑
j=1

(α̂n,j+1 + β̂n,j)K(tn, tj, Uj, Vj)

+ β̂n,nK(tn, tn, Un, Vn) + αn,1
∂K

∂t
(tn, t0, U0, V0)

+
n−1∑
j=1

(αn,j+1 + βn,j)
∂K

∂t
(tn, tj, Uj, Vj) + βn,n

∂K

∂t
(tn, tn, Un, Vn). (3.19)

où, Un approche u(tn) et Vn approche u′(tn).

Étude du système (NPP)

Ce système nous donne Un explicitement, contrairement à la précédente méthode,
dans laquelle sa valeur est déterminée d’une façon implicite.

Théorème 23. Pour h suffisamment petit, le système (NPP ) a une solution unique.

Preuve. Supposons que l’espace R2 est muni de la même norme (3.12).
Pour tout n ≥ 1, nous définissons :

Ψn

(
X
Y

)
:=

(
S

Ŝ + β̂n,nK(tn, tn, X, Y ) + βn,n
∂K

∂t
(tn, tn, X, Y )

)
,

où,

S = f(tn) + h

n−1∑
j=0

ωn,jp(tn − tj)K(tn, tj, Uj, Vj),

Ŝ = f ′(tn) + α̂n,1K(tn, t0, U0, V0) +
n−1∑
j=1

(α̂n,j+1 + β̂n,j)K(tn, tj, Uj, Vj)

+ αn,1
∂K

∂t
(tn, t0, U0, V0) +

n−1∑
j=1

(αn,j+1 + βn,j)
∂K

∂t
(tn, tj, Uj, Vj).

Si, U0, U1, .., Un−1, V0, V1, .., Vn−1, sont connus, alors (3.16)− (3.19) est une équation
implicite pour définir Un et Vn.(

Un
Vn

)
=Ψn

(
Un
Vn

)
.

Nous avons, ∀X, Y,X ′, Y ′ ∈ R,∥∥∥∥Ψn

(
X
Y

)
−Ψn

(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥( 0
γ2

)∥∥∥∥
1

,
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γ2 = β̂n,n(K(tn, tn, X, Y )−K(tn, tn, X
′, Y ′)) + βn,n(

∂K

∂t
(tn, tn, X, Y )− ∂K

∂t
(tn, tn, X

′, Y ′)).

En appliquant (H6) et (H7), nous obtenons

|γ2| ≤ β̂n,n (A |X −X ′|+B |Y − Y ′|) + βn,n
(
Ā |X −X ′|+ B̄ |Y − Y ′|

)
,

≤ max(β̂n,n, βn,n)
(
max(A, Ā) |X −X ′|+ max(B, B̄) |Y − Y ′|

)
,

alors,∥∥∥∥Ψn

(
X
Y

)
−Ψn

(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

≤ max(β̂n,n, βn,n) max
(
A,B, Ā, B̄

)∥∥∥∥(XY
)
−
(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

.

Comme lim
h→0

max(β̂nn, βnn) = 0,Ψn est une contraction pour h assez petit, nous ap-
pliquons le théorème de Bannach pour obtenir le résultat désiré.

Analyse de l’erreur de la méthode (NPP)

Dans cette méthode,
npp
δ (h, tn) et

npp

δ̂ (h, tn), sont définies par :

npp
δ (h, tn) =

tn∫
t0

p(tn − s) K (tn, s, u (s) , u′ (s)) ds−
n−1∑
j=0

ωnj p(tn − tj)K(tn, tj, u(tj), u
′(tj)),

et

npp

δ̂ (h, tn) =
ppp

δ̂ (h, tn)

Proposition 24.

max
1≤j≤n

∣∣∣∣npp
∆ (h, tj)

∣∣∣∣ ≤ 2ρw1 (h, f) + 2 max
a≤t≤b; x,y∈R

w1 (h,K (t, ·, x, y)) ‖p‖W 1,1(a−b,b−a)

+ 2ρw1 (h,H) + (b− a) max
a≤t≤b

w0 (h,H3(t, .)) ,

où,

w1 (h, ϕ) = max
|τ−θ|<h

|ϕ(τ)− ϕ(θ)|+ max
|τ−θ|<h

|ϕ′(τ)− ϕ′(θ)| ,

w0 (h, ϕ) = max
|τ−θ|<h

|ϕ(τ)− ϕ(θ)| ,

H(t) =

∫ t

a

p(t− s)K(t, s, u(s), u′(s))ds,

H3(t, s) = p(t− s)K(t, s, u(s), u′(s))ds
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Preuve.

|
npp
δ (h, tn) | = |

tn∫
t0

p(tn − s) K (tn, s, u (s) , u′ (s)) ds−
n∑
j=0

ωnj p(tn − tj)K(tn, tj, u(tj), u
′(tj))|,

≤
tn∫
t0

|p(tn − s)K(tn, s, u(s), u′(s))− Pn1H3(tn, s)|ds

≤ max
|τ−θ|<h

|H3(tn, θ)−H3(tn, τ)|
tn∫
t0

ds

≤ (b− a) max
a≤t≤b

w0 (h,H3(t, .)) .∣∣∣∣npp

δ̂ (h, tn)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣pppδ̂ (h, tn)

∣∣∣∣ .
Pour montrer la convergence de cette méthode, nous reprenons la même notion

de l’erreur de discrétisation décrite en (3.13 ).

Théorème 25. Sous des hypothèses (H6) − (H7) et en supposant que l’intervalle
[a, b] peut être divisé en un nombre fini de sous-intervalles

[a = z0, z1], [z1, z2], ..., [zm−1, zm = b],

tel que si jv désigne le plus grand nombre entier inférieur ou égal à zv/h et κnj =
κ̂n,j = 0 pour j > n, les poids κn,j, κ̂n,j, satisfaire la condition,
,jv+1−1∑
j=jv

∣∣∣∣∣
[
hW‖p‖C[a,b] max(A,B) + max(A,B)κ̂ij + max(Ā, B̄)κi,i

]
1−

[
max(A,B)κ̂i,i + max(Ā, B̄)κii

] | ≤ 3ρ < 1, n ≥ 1, 0 ≤ v ≤ m.

Cette subdivision doit être indépendante de h, alors,

max
1≤j≤n

|Ej| ≤
(

1

1− 3ρ

)m+2

max
1≤j≤n

|∆ (h, tj)| −→
h→0

0.

Preuve.

npp
ε i = h

i−1∑
j=0

ωjp(ti − tj)K(ti, tj, Uj, Vj)−
ti∫

t0

p(ti − s) K (ti, s, u (s) , u′ (s)) ds.

D’après la définition de
npp
δ (h, ti), nous avons

npp
ε i = h

i−1∑
j=0

ωjp(ti − tj) {K(ti, tj, Uj, Vj)−K(ti, tj, u(tj), u
′(tj))} −

npp
δ (h, ti),

ce qui donne

|npp
ε i| ≤ hW‖p‖C[a,b]

i−1∑
j=0

(
A|npp

ε j|+B|
npp
ε̂ j|
)

+
npp
δ (h, ti)|,

≤ hW‖p‖C[a,b] max(A,B)
i−1∑
j=0

Ej + |
npp
δ (h, ti)|,
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Nous avons aussi
npp
ε̂ i =

ppp
ε̂ i,

alors,

npp
E i ≤

i−1∑
j=0

[
hW‖p‖C[a,b] max(A,B) + max(A,B)κ̂i,j + max(Ā, B̄)κi,i

] npp
E j

+
[
max(A,B)κ̂i,i + max(Ā, B̄)κi,i

] npp
E i +

npp
∆ (h, ti) .

Donc,

npp
E i ≤

i−1∑
j=0

[
hW‖p‖C[a,b] max(A,B) + max(A,B)κ̂i,j + max(Ā, B̄)κi,i

]
1−

[
max(A,B)κ̂i,i + max(Ā, B̄)κi,i

] npp
E j

+

npp
∆ (h, ti)

1−
[
max(A,B)κ̂i,i + max(Ā, B̄)κi,i

] .
En appliquant le lemme 1.2, nous obtenons le résultat désiré.

1.3 La méthode PPN

Dans cette méthode, nous approchons l’intégrale I3 par la méthode de Nystrôme,
en utilisant la même subdivision {tj}0≤j≤n. Nous avons donc :

I3 =

∫ tn

a

p(tn − s)k(tn, s, u(s), u′(s))ds ' h
n−1∑
j=0

ωn,jp(tn − tj)
∂K

∂t
(tn, tj, u(tj), u

′(tj)),

où, ωn,j sont supposés vérifier (3.14)− (3.15).
Reprenons les mêmes coefficients de la méthode (PPP), αn,j+1, βn,j+1, α̂n,j+1 et
β̂n,j+1, supposés être calculer explicitement pour obtenir le système (PPN) :

U0 = f(a), (3.20)
V0 = f ′(a), (3.21)

Un = f(tn) + αn,1K(tn, t0, U0, V0) +
n−1∑
j=1

(αn,j+1 + βn,j)K(tn, tj, Uj, Vj)

+ βn,nK(tn, tn, Un, Vn), (3.22)

Vn = f ′(tn) + α̂n,1K(tn, t0, U0, V0) +
n−1∑
j=1

(α̂n,j+1 + β̂n,j)K(tn, tj, Uj, Vj)

+ β̂n,nK(tn, tn, Un, Vn) +
n−1∑
j=0

ωn,jp(tn − tj)
∂K

∂t
(tn, tj, Uj, Vj), (3.23)

où, Un approche u(tn) et Vn approche u′(tn).
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Étude du système (PPN)

Théorème 26. Pour h suffisamment petit, le système (PPN) a une solution unique.

Preuve. Supposons que l’espace R2 est muni par la même norme (3.12). Pour tout
n ≥ 1, nous définissons :

Ψn

(
X
Y

)
:=

(
S + βn,nK(tn, tn, X, Y )

Ŝ + β̂n,nK(tn, tn, X, Y )

)
où,

S = f(tn) + αn,1K(tn, t0, U0, V0) +
n−1∑
j=1

(αn,j+1 + βn,j)K(tn, tj, Uj, Vj),

Ŝ = f ′(tn) + α̂n,1K(tn, t0, U0, V0) +
n−1∑
j=1

(α̂n,j+1 + β̂n,j)K(tn, tj, Uj, Vj)

+
n−1∑
j=0

ωn,jp(tn − tj)
∂K

∂t
(tn, tj, Uj, Vj).

Si, U0, U1, .., Un−1, V0, V1, .., Vn−1, sont connus alors (3.20)− (3.23) est une équation
implicite pour définir Un et Vn. (

Un
Vn

)
=Ψn

(
Un
Vn

)
.

Nous avons, ∀X, Y,X ′, Y ′ ∈ R,∥∥∥∥Ψn

(
X
Y

)
−Ψn

(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥(γ1γ2
)∥∥∥∥

1

,

γ1 = βn,nK(tn, tn, X, Y )−K(tn, tn, X
′, Y ′)

γ2 = β̂n,n(K(tn, tn, X, Y )−K(tn, tn, X
′, Y ′)).

En appliquant (H1) et (H2), nous obtenons

|γ1| ≤ βn,n max(A,B)(|X −X ′|+ |Y − Y ′|),

et

|γ2| ≤ β̂n,n max(A,B)(|X −X ′|+ |Y − Y ′|),

alors,∥∥∥∥Ψn

(
X
Y

)
−Ψn

(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

≤ max(β̂n,n, βnn) max
(
A,B)

∥∥∥∥(XY
)
−
(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

.

Comme lim
h→0

max(β̂n,n, βn,n) = 0, Ψn est une contraction pour h assez petit. Nous
utilisons le théorème de Bannach pour obtenir le résultat désiré.
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Analyse de l’erreur de la méthode (PPN)

Dans la troisième méthode,
ppn
δ (h, tn) et

ppn

δ̂ (h, tn), définit par :

ppn
δ (h, tn) =

ppp
δ (h, tn) ,

et

ppn

δ̂ (h, tn) =

tn∫
t0

∂p

∂t
(tn − s)K (tn, s, u (s) , u′ (s)) ds−

n∑
j=0

κ̂n,j K(tn, tj, u(tj), u
′(tj))

+

tn∫
t0

p(tn − s)
∂K

∂t
(tn, s, u (s) , u′ (s)) ds−

n−1∑
j=0

ωnjp(tn − tj)
∂K

∂t
(tn, tj, u(tj), u

′(tj)),

Proposition 27.

max
1≤j≤n

∣∣∣∣ppn∆ (h, tj)

∣∣∣∣ ≤ 2ρw1 (h, f) + 2 max
a≤t≤b; x,y∈R

w1 (h,K (t, ·, x, y)) ‖p‖W 1,1(a−b,b−a)

+ 2ρw1 (h,H) + (b− a) max
a≤t≤b

w0 (h,H4(t, .)) ,

où,

w1 (h, ϕ) = max
|τ−θ|<h

|ϕ(τ)− ϕ(θ)|+ max
|τ−θ|<h

|ϕ′(τ)− ϕ′(θ)| ,

w0 (h, ϕ) = max
|τ−θ|<h

|ϕ(τ)− ϕ(θ)| ,

H(t) =

∫ t

a

p(t− s)K(t, s, u(s), u′(s))ds,

H4(t, s) = p(t− s)∂K
∂t

(t, s, u(s), u′(s))ds.

Preuve. Nous avons,

|
ppn
δ (h, tn) | = |

ppp
δ (h, tn) |.
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Nous avons aussi,∣∣∣∣ppnδ̂ (h, tn)

∣∣∣∣ ≤ ∫ tn

a

|∂p
∂t

(tn − s)||K(tn, s, u(s), u′(s))− Pn1[K](tn, s, u(s), u′(s))|ds

+ |
tn∫
t0

p(tn − s)
∂K

∂t
(tn, s, u (s) , u′ (s)) ds

−
n−1∑
j=0

ωnjp(tn − tj)
∂K

∂t
(tn, tj, u(tj), u

′(tj))|,

≤ max
|τ−θ|<h

(|K(tn, τ, u(τ), u′(τ))−K(tn, θ, u(θ), u′(θ))|)
∫ tn

a

|∂p
∂t

(tn − s)ds|

+

tn∫
t0

|p(tn − s)
∂K

∂t
(tn, s, u (s) , u′ (s))− Pn1[H4](tn, s)|ds,

≤ ρ (w1 (h, f) + w1 (h,H)) + max
a≤t≤b; x,y∈R

w1 (K (t, ·, x, y) , h) ‖p‖w1,1(a−b,b−a)

+

tn∫
t0

|p(tn − s)
∂K

∂t
(tn, s, u (s) , u′ (s))− Pn1[H4](tn, s)|ds,

≤ ρ (w1 (h, f) + w1 (h,H)) + max
a≤t≤b; x,y∈R

w1 (K (t, ·, x, y) , h) ‖p‖w1,1(a−b,b−a)

+ max
|τ−θ|<h

|H4(tn, θ)−H4(tn, τ)|
tn∫
t0

ds,

≤ ρ (w1 (h, f) + w1 (h,H)) + max
a≤t≤b; x,y∈R

w1 (K (t, ·, x, y) , h) ‖p‖w1,1(a−b,b−a)

+ (b− a) max
a≤t≤b

w0 (h,H4(t, .)) .

Pour montrer la convergence de cette méthode, nous reprenons la même notion
de l’erreur de discrétisation décrite en (3.13).

Théorème 28. Sous des hypothèses (H6) − (H7) et en supposant que l’intervalle
[a, b] peut être divisé en un nombre fini de sous-intervalles

[a = z0, z1], [z1, z2], ..., [zm−1, zm = b],

tel que si jv désigne le plus grand nombre entier inférieur ou égal à zv/h et κn,j =
κ̂n,j = 0 pour j > n, les poids κn,j, κ̂n,j, satisfaire la condition,

,jv+1−1∑
j=jv

∣∣∣∣∣
[
max(A,B)κij + max(A,B)κ̂i,j + max(Ā, B̄)hW‖p‖C[a,b]

]
1− [max(A,B)κi,i + max(A,B)κ̂i,i]

| ≤ 3ρ < 1, n ≥ 1, 0 ≤ v ≤ m.

Cette subdivision doit être indépendante de h, alors,

max
1≤j≤n

|Ej| ≤
(

1

1− 3ρ

)m+2

max
1≤j≤n

|∆ (h, tj)| −→
h→0

0.
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Preuve. Nous avons,

ppn
ε i =

ppp
ε i,

et

ppn
ε̂ i = h

i−1∑
j=0

ωjp(ti − tj)
∂K

∂t
(ti, tj, Uj, Vj)−

ti∫
t0

p(ti − s)
∂K

∂t
(ti, s, u (s) , u′ (s)) ds.

+
i∑

j=0

κ̂i,jK(ti, tj, Uj, Vj)−
ti∫

t0

∂p

∂t
(ti − s) K (ti, s, u (s) , u′ (s)) ds

.

D’après la définition de
ppn

δ̂ (h, ti), nous avons

ppn
ε̂ i =

i∑
j=0

κ̂i,j{K(ti, tj, Uj, Vj))−K(ti, tj, u(tj), u
′(tj))}

+ h
i−1∑
j=0

ωjp(ti − tj)
∂K

∂t
(ti, tj, Uj, Vj))−

∂K

∂t
(ti, tj, u(tj), u

′(tj))} −
ppn

δ̂ (h, ti),

donc,

|
ppn
ε̂ i| ≤

i∑
j=0

κ̂i,j

(
A|ppnε j|+B|

ppn
ε̂ j|
)

+
i∑

j=0

κi,j

(
Ā|ppnε j|+ B̄|

ppn
ε̂ j|
)

+ |
ppn

δ̂ (h, ti)|,

≤ max(A,B)
i∑

j=0

κ̂i,j
ppn
E j + hW‖p‖C[a,b] max(Ā, B̄)

i−1∑
j=0

Ej + |
ppn

δ̂ (h, ti)|,

alors,

ppn
E i ≤

i−1∑
j=0

[
max(A,B)κi,j + max(A,B)κ̂i,j + max(Ā, B̄)hW‖p‖C[a,b]

] ppn
E j

+ [max(A,B)κi,i + max(A,B)κ̂ii]
ppn
E i +

ppn
∆ (h, ti) .

ppn
E i ≤

i−1∑
j=0

[
max(A,B)κi,j + max(A,B)κ̂i,j + max(Ā, B̄)hW‖p‖C[a,b]

]
1− [max(A,B)κi,i + max(A,B)κ̂i,i]

ppn
E j

+

ppp
∆ (h, ti)

1− [max(A,B)κi,i + max(A,B)κ̂i,i]
.

en appliquant le lemme 2, nous obtenons le résultat.
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1.4 La méthode NPN

Dans cette méthode, nous approchons l’intégrale I1 et I3. Nous utilisons la mé-
thode de Nystrôme, en considérant la même subdivision {tj}0≤j≤n, nous avons donc∫ tn

a

p(tn − s)k(tn, s, u(s), u′(s))ds ' h

n−1∑
j=0

ωn,jp(tn − tj)K(tn, tj, u(tj), u
′(tj)).

∫ tn

a

p(tn − s)
∂K

∂t
(tn, s, u(s), u′(s))ds ' h

n−1∑
j=0

ωn,jp(tn − tj)
∂k

∂t
(tn, tj, u(tj), u

′(tj)),

avec, ωn,j sont supposés vérifier (3.14)− (3.15). Reprenons les même coefficient de la
méthode (PPP ), αn,j+1, βn,j+1, α̂n,j+1 et β̂n,j+1, supposés être calculer explicitement
pour obtenir le système (NPN) :

U0 = f(a), (3.24)
V0 = f ′(a), (3.25)

Un = f(tn) + h

n−1∑
j=0

ωn,jp(tn − tj)K(tn, tj, Uj, Vj), (3.26)

Vn = f ′(tn) + α̂n,1K(tn, t0, U0, V0) +
n−1∑
j=1

(α̂n,j+1 + β̂n,j)K(tn, tj, Uj, Vj)

+ β̂n,nK(tn, tn, Un, Vn) + h
n−1∑
j=0

ωn,jp(tn − tj)
∂K

∂t
(tn, tj, u(tj), u

′(tj)),(3.27)

où, Un approche u(tn) et Vn approche u′(tn).

Étude du système (NPN)

Ce système nous donne Un explicitement comme le système (NPP), mais les
valeurs de Vn déterminées d’une façon implicite.

Théorème 29. Pour h suffisamment petit, le système (NPN) a une solution unique.

Preuve. Supposons que l’espace R2 est muni par la même norme (3.12). Pour tout
n ≥ 1, nous définissons :

Ψn

(
X
Y

)
:=

(
S

Ŝ + β̂n,nK(tn, tn, X, Y )

)
où,

S = f(tn) +
n−1∑
j=0

wn,jp(tn − tj)K(tn, tj, Uj, Vj),

Ŝ = f ′(tn) + α̂n,1K(tn, t0, U0, V0) +
n−1∑
j=1

(α̂n,j+1 + β̂n,j)K(tn, tj, Uj, Vj)

+
n−1∑
j=0

wn,jp(tn − tj)
∂K

∂t
(tn, tj, u(tj), u

′(tj)).
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Si, U0, U1, .., Un−1, V0, V1, .., Vn−1, sont connus alors (NPN) est une équation impli-
cite pour définir Un et Vn. (

Un
Vn

)
=Ψn

(
Un
Vn

)
.

Nous avons, ∀X, Y,X ′, Y ′ ∈ R,∥∥∥∥Ψn

(
X
Y

)
−Ψn

(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥( 0
γ2

)∥∥∥∥
1

,

γ2 = β̂n,n(K(tn, tn, X, Y )−K(tn, tn, X
′, Y ′)).

En appliquant (H6) et (H7), nous obtenons

|γ2| ≤ β̂n,n (A |X −X ′|+B |Y − Y ′|) ,

alors, ∥∥∥∥Ψn

(
X
Y

)
−Ψn

(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

≤ β̂n,n max
(
A,B

)∥∥∥∥(XY
)
−
(
X ′

Y ′

)∥∥∥∥
1

.

Comme lim
h→0

β̂n,n = 0, Ψn est une contraction pour h suffisamment petit, en appli-
quant le théorème de Banach, nous obtenons le résultat.

Analyse de l’erreur de la méthode (NPN)

Dans cette méthode,
npn
δ (h, tn) et

npn

δ̂ (h, tn), sont définies par,

npn
δ (h, tn) =

npp
δ (h, tn) ,

et,
npn

δ̂ (h, tn) =
ppn

δ̂ (h, tn) .

Pour montrer la convergence de cette méthode, nous reprenons la même notion de
l’erreur de discrétisation décrite en (3.13 ).

lim
h→0

( max
0≤i≤N

Ei) = 0.

Théorème 30. Sous des hypothèses (H6) − (H7) et en supposant que l’intervalle
[a, b] peut être divisé en un nombre fini de sous-intervalles

[a = z0, z1], [z1, z2], ..., [zm−1, zm = b],

tel que si jv désigne le plus grand nombre entier inférieur ou égal à zv/h et κn,j =
κ̂n,j = 0 pour j > n, les poids κn,j, κ̂n,j, satisfont la condition, pour

n ≥ 1, 0 ≤ v ≤ m
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,

,jv+1−1∑
j=jv

∣∣∣∣∣
[
hW‖p‖C[a,b] max(A,B) + max(A,B)κ̂i,j + max(Ā, B̄)hW‖p‖C[a,b]

]
1−max(A,B)κ̂i,i

| ≤ 3ρ < 1,

Cette subdivision doit être indépendante de h, alors,

max
1≤j≤n

|Ej| ≤
(

1

1− 3ρ

)m+2

max
1≤j≤n

|∆ (h, tj)| −→
h→0

0.

Preuve. Nous avons,

npn
ε i =

npp
ε i.

npn
ε̂ i =

ppn
ε̂ i,

alors,

npn
E i ≤

i−1∑
j=0

[
hW‖p‖C[a,b] max(A,B) + max(A,B)κ̂ij + max(Ā, B̄)hW‖p‖C[a,b]

] npn
E j

+ max(A,B)κ̂ii
npn
E i +

npn
∆ (h, ti) .

npn
E i ≤

i−1∑
j=0

[
hW‖p‖C[a,b] max(A,B) + max(A,B)κ̂i,j + max(Ā, B̄)hW‖p‖C[a,b]

]
1−max(A,B)κ̂i,i

npn
E j

+

npp
∆ (h, ti)

1−max(A,B)κ̂i,i
.

en appliquant le lemme 2, nous obtenons le résultat.

2 Résultat numérique
Exemple 3. Considérons l’équation intégrale non linéaire suivante :

∀t ∈ [0, 1] , u(t) = f(t) +

∫ t

0

(t− s)
1
2

ets2

u2 (s) + (u′ (s))2 + 1
ds. (3.28)

Le noyau

K(t, s, x, y) =
ets2

x2 + y2 + 1
,

satisfais (H7) avec

M = e, A = B = Ā = B̄ = 2e,

Si nous prenons
f(t) = sin(t)− 8/105t

7
2 et,
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nous obtenons

u(t) = sin(t).

Les termes Un et Vn ne sont pas calculés exactement, ils sont approchés en utilisant
la méthode d’itération de Bannach avec

‖ Xnew −Xold‖ ≤ 10−7,

comme condition d’arrêt.

Le tableau suivant donne une estimation de l’erreur entre la solution exacte et
approximative de l’équation (3.28) par tout les méthodes.

E(h) = max
0≤i≤n

|Ui − u(ti)|+ max
0≤i≤n

|Vi − u′(ti)| ;

h 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001
ppp
E (h) 3.16E − 003 7.98E − 004 3.22E − 005 8.08E − 006 3.24E − 007
npp
E (h) 1.42E − 002 4.78E − 003 3.96E − 004 1.37E − 004 1.19E − 005
ppn
E (h) 8.8E − 003 3.24E − 003 3.08E − 004 1.1E − 004 1.00E − 005
npn
E (h) 1.02E − 002 3.77E − 003 3.55E − 004 1.27E − 004 1.15E − 005

Table 3.2 – Résultats numérique de l’exemple 1 par tout les méthodes

Exemple 4. Considérons l’équation intégrale non linéaire suivante :

∀t ∈ [0, 1] , u(t) = f(t) +

∫ t

0

(t− s)
1
2
ts2 (1 + exp (−s2) + exp (−2s))

1 + exp (−u (s)) + exp (−u′ (s))
ds. (3.29)

Le noyau

K(t, s, x, y) =
ts2 (1 + exp (−s2) + exp (−2s))

1 + exp (−x) + exp (−y)
,

satisfait (H2) avec

M = 3, A = B = Ā = B̄ = 3,

Si nous prenons

f(t) = t2 − 16/105t
9
2 ,

nous obtenons

u(t) = t2.

Les termes Un et Vn ne sont pas calculés exactement, ils sont approchés en utilisant
la méthode d’itération de Bannach avec

‖ Xnew −Xold‖ ≤ 10−7,

comme condition d’arrêt.
Le tableau suivant donne une estimation de l’erreur

E(h) = max
0≤i≤n

|Ui − u(ti)|+ max
0≤i≤n

|Vi − u′(ti)| ;

entre la solution exacte et la solution approximative de l’équation (14).
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h 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001
ppp
E (h) 4.14E − 003 1.04E − 003 4.22E − 005 1.05E − 005 4.23E − 007
npp
E (h) 8.52E − 003 2.77E − 003 2.24E − 004 7.62E − 005 7.19E − 006
ppn
E (h) 6.86E − 003 2.59E − 003 2.52E − 004 9.10E − 005 8.38E − 006
npn
E (h) 1.24E − 002 4.62E − 003 4.39E − 004 1.57E − 004 1.43E − 005

Table 3.3 – Résultats numérique de l’exemple 2 par tout les méthodes

3 Profil de performance
Dans la section précédente nous avons montré la convergence et l’efficacité des

quatre méthodes pour deux exemples pratiques.

Dans cette section, nous examinons la performance de ces méthodes, dans le
temps d’exécution et la précision de convergence.

Le profil de performance [4,5] est une très bonne méthode de comparaison entre
les méthodes d’approximations numériques, surtout lorsque la comparaison théo-
rique (ordre de convergence, complexité,...) est impossible ou peu concluante. Il a
connu une grande célébrité surtout dans le domaine d’optimisation.

En reprenant les théorèmes de convergence développés dans la section précé-
dente, nous remarquons qu’il est impossible de comparer entre les quatre méthodes
développées. Pour cela nous allons construire trois séries de tests numériques au-
tour de l’erreur de convergence et le temps d’exécution. Les résultats obtenus sont
introduits dans le ”performance profil ” qui va générer la courbe performance pour
chaque méthode : plus la courbe est proche de 1, plus la méthode est performante.

Nos expériences sont faites sur des intervalles de la forme [0, bi], i = 1, ..., n.
Chaque série d’expériences a sa propre famille {bi}1≤i≤n, résumée comme suit,
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1. Série 1
Dans ce cas bi ≤ 1, 1 ≤ i ≤ n, nous utilisons un pas d’approximation h = 0.01
pour chaque méthode. les figures (3.1), (3.2) résument les résultats obtenus
pour l’erreur et le temps d’exécution respectivement.

Figure 3.1 – L’erreur de convergence sur [0,1] .

Figure 3.2 – Temps d’exécution sur [0,1].
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2. Série 2
Dans ce cas bi ≤ 3, 1 ≤ i ≤ n, nous utilisons un pas d’approximation h = 0.01
pour chaque méthode. les figures (3.3), (3.4) résument les résultats obtenus
pour l’erreur et le temps d’exécution respectivement.

Figure 3.3 – L’erreur de convergence sur [0,3].

Figure 3.4 – Temps d’exécution sur [0,3].
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3. Série 3
Dans ce cas bi ≤ 5, 1 ≤ i ≤ n, nous utilisons un pas d’approximation h = 0.01
pour chaque méthode. les figures (3.5), (3.6) résument les résultats obtenus
pour l’erreur et le temps d’exécution respectivement.

Figure 3.5 – L’erreur de convergence sur [0,5].

Figure 3.6 – Temps d’exécution sur [0,5].
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Commentaires et conclusions

Dans cette partie, nous allons interpréter les figures obtenus par le profil de per-
formance pour chaque séries d’expériences effectuées sur notre équation désirée dans
l’exemple 2.

Les figures (3.1),(3,2) montrent que toutes les méthodes atteignent un taux de
réussite parfait et égale à 100/100 sur l’intervalle [0, 1], avec une très forte perfor-
mance de la méthode (PPP) en taux de convergence, qui engendre en contre partie
un temps d’exécutions très long, comparé aux autres méthodes.

Globalement, nous arrivons à conclure que la meilleure méthode est la (NPP),
vue qu’elle se classe en deuxième position en taux de convergence et la première
lorsqu’il s’agit du temps d’exécution. Elle apparait comme le meilleur compromit en
pratique.

Les figures (3.3), (3.4) montrent un comportement similaire aux deux premières
figures et avec une légère baisse de performance globale, des quatre méthodes pour
le taux de convergence et le temps d’exécution.

Par contre les figures (3.5), (3.6) montrent une grande déficience globale pour les
quatre méthodes. Ce problème représente un grand défi mathématiques à soulever
dans l’avenir.
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Conclusion

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés aux équations intégrales non li-
néaires de Volterra. Nous avons effectué une étude complète de ces deux types inté-
gral et intégro-différentielle, analytiquement et numériquement.

Pour atteindre notre but, qui est l’étude de l’équation intégro-différentielle non
linéaire à noyau faiblement singulier. Pour mieux comprendre, et mieux introduire
notre vision, nous avons présenté l’étude analytique et numérique des équations in-
tégrales et des équations intégro-différentielles aux noyaux régulières, ce qui a fait
l’objet du premier chapitre.

Dans le deuxième chapitre, nous avons repris les résultats analytiques et numé-
rique obtenues dans le cadre de l’équation intégrale faiblement singulière. Comme
nous avons présenté nos résultats pour le cas intégro-différentielle à noyau faible-
ment singulière. Les hypothèses exigées montrent une grande applicabilité dans la
pratique et une grande similitude avec le cas sans la dérivée.

Vue la particularité de l’équation intégro-différentielle qui est composée de deux
équations : Une pour la solution et une autre pour sa dérivée, il s’est avéré qu’il ya
quatre méthodes numériques pour approcher cette solution, que nous avons nommé
(PPP), (NPP), (PPN) et (NPN).

Le chapitre trois est consacré à l’étude de la consistance et la convergence de
ces quatre méthodes et la comparaison entre ces dernières en utilisant le profil de
performance sur l’erreur et le temps. Ce dernier a montré que la méthode (NPP) est
la plus performante parmi les quatre.

Comme perspectives, nous allons essayé d’appliquer ce genre de méthodes sur
d’autre cas plus générale, nous allons reproduire ces résultats dans d’autre espaces
fonctionnels plus faibles comme les Lp et surtout essayer d’affaiblir les hypothèses
exigées dans l’étude numérique.
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