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Résumé

On s’intéresse dans cette these aux équations intégro-différentielles non
linéaires de Volterra avec noyau faiblement singulier. Plus précisément, notre
étude est consacrée aux équations, ou la dérivée de I'inconnu est se trouve
d’une fagon non linéaire a l'intérieur de signe intégrale. Ce type des équations
présente un grand intérét scientifique, elles touchent divers domaines des
mathématiques appliquées et de la physique.

L’objectif de cette these est de construire une nouvelle méthode numérique
pour résoudre ces équations intégrales. L'étude analytique de cette nouvelle
méthode a été prouvée, ou on exige des hypotheses assez faibles du point de
vue pratique pour assurer |'existence et I'unicité de la solution, qui basé sur la
méthode de picard.

Finalement, des tests numériques basés sur I'approximation par la méthode de
Product intégration, et la quadrature de Nystrom , sont présentés qui nous
confirment I'efficacité de cette nouvelle méthode.

Mots-clés : équation de Volterra- Intégro-différentiel- point fixe - équation non
linéaire- Méthode produit d'intégration.
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Abstracts

In this thesis, we are interested to study the Volterra nonlinear
integrable-differential equations with weakly singular kernel. More
precisely, our study is devoted to such equations, where the
derivative of the unknown is found in a non-linear way of the
integral sign. This type of equation represents a great interest in the
fields of applied mathematics and physics.

The objective of this thesis is to build a new numerical method to
solve these integral equations. The analytical study of this new
method is proved, where we require rather weak assumptions from
the practical point of view to ensure the existence and uniqueness of
the solution, which is based on the Picard method.

Finally, numerical tests based on the approximation by the Product
integral method, and the quadrature of Nystrom, this descritezation
confirms the effectiveness of this new method.

Keywords : Volterra equation _ Integro-dierential _ Fixed point _ Nonlinear
equation _ Product integration method.
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Introduction

L’objet de cette thése de doctorat est I’étude analytique et numérique des équa-
tions intégro-différentielles non linéaires de Volterra avec noyau faiblement singulier
par des méthodes basées sur le principe du Product integration. Notre travail est
la suite logique des résultats obtenus pour les équations intégrales non linéaires de
Volterra avec noyau faiblement singulier [1] et ceux récemment développés au sein de
notre laboratoire de recherche pour les équations intégro-différentielles non linéaires
de Volterra [2]

Il est connu que ce genre d’équations représente un grand intérét dans différents
domaines de modélisation mathématiques [33,34]. Le cas pour lequel la dérivé de
I'inconnu intervient d’une fagon non linéaire & I'intérieur de signe intégrale est peu
étudié malgré sa grande importance. Il a été étudié d’une fagon analytique et nu-
mérique par Guebbai et al en 2014, mais avec un noyau régulier. Nous proposons
une étude analytique, qui en retracant des techniques assez similaires avce celles uti-
lisées dans [1-3|, on arrive & construire des hypothéses assez acceptables d'un point
de vue théorique pour assurer I'existence et 1'unicité de la solution du méme type
d’équation lorsque son noyau est faiblement singulier.

Pour mieux montrer les similitudes et les différences entre nos méthodes ana-
lytiques et celles développées dans [1-3] et mieux assimiler les difficultés que nous
devons appréhender pour notre nouvelle équation, nous reprenons en détails dans le
chapitre I ces techniques analytiques et numériques pour les cas intégrale et intégro-
différentiel avec noyau régulier, précédées par le rappel des outils mathématiques
nécessaires pour la continuation de notre travail. Chaque méthode développée est
validé par des tests numériques adéquats. Nous affirmons & ce niveau, que les pro-
grammes mathématiques développés sur MATLAB [14, 15] ont été développés par
nos soins et nullement reproduits & partir de support bibliographique quelconque,
ce qui représente un effort supplémentaire caché.

Dans le deuxiéme chapitre, nous commencons par rappeler I’étude effectué dans
[1] sur les équations intégrales de Volterra avec noyau non linéaire qui inclus une
partie faiblement singuliére. Ce type d’équations nécessite une approche analytique
et numérique assez différentes de celles développées dans le chapitre I. L’étude numé-
rique montre une difficulté supplémentaire a cause du caractére singulier du noyau
qui rend impossible ’application des méthodes d’intégrations numériques classiques.

1



INTRODUCTION

Pour contourner cette difficulté, nous allons construire une méthode numérique basé
sur 'idée du "Product Integration". Les tests numériques construits montrent son
efficacité. La suite de ce chapitre constitue ’essentiel de notre étude analytique, nous
construisons des hypotheses assez acceptables du point de vue théorique pour assu-
rer l'existence et 1'unicité de la solution d’une équation qui est le parfait mélange
entre les différentes équations étudiées dans les parties précédentes, a savoir I’équa-
tion intégro-différentielle non linéaire de Volterra avec noyau faiblement singulier.

Le dernier chapitre est consacré a l’étude numérique de la derniére équation
du chapitre précédent. Nous allons développer quatre méthodes différentes pour
approcher 'unique solution de 1’équation intégro-différentielle non linéaire de Vol-
terra avec noyau faiblement singulier. La consistance et la convergence de chaque
méthodes développées est assurée avec les mémes conditions obtenues par 1’étude
analytique. dans le but de rendre notre travail plus précis et vue que les théorémes
de convergences obtenus ne permettent pas une comparaison théorique entre ces
quatre méthodes, nous utilisons le profil de performance [4] pour fournir une lecture
précise de notre étude numérique en comparant ces quatre méthodes selon le temps
d’exécution et la précision.

L’application du profil de performance, peu connue dans le cadre de ’analyse
numérique des équations intégrales, nous permet de ressortir la méthode la plus
adapté pour notre équation entre les quatre développées.



Chapitre 1

Définitions et rappels

L’équation intégrale de Voltera, a coté de I'équation de Fredholm, est 1'une des
équations les plus célébres en mathématiques appliquées par son intérét en modélisa-
tion et I’abondance des études effectués dessus. Contrairement a I’équation intégrale
de Fredholm qui est générée par une équation différentielle avec conditions aux li-
mites fixes sur le bord, ’équation intégrale de Volterra est générée par une équation
différentielle a valeur initiale de la forme

u'(t) = F(t,u(t)), t € [a,b], (1.1)
u(a) = a. (1.2)

ce qui rend l'intervalle d’intégration variable. Elle se présente pour ce cas, sous la
forme

u@%z/l%&ﬂ@ﬂs+mtehaﬂ. (1.3)

Pour I'approximation numérique du probléme (1.1)-(1.2), nous avons besoin d’ap-
procher u/(t), t € [a,b] sur une subdivision par la méthode de différence finis. L’ap-
proximation de la dérivée pose un grand probléme dans la pratique, parce que le
probléme est instable. Contrairement au le probléme (1.3), qui est en général bien
conditionné, leur algorithme d’approximation est stable.

Dans notre travail nous avons besoin de quelques résultats, plus ou moins clas-
siques, a fin de démontrer la convergence des techniques numériques que nous allons
construire dans la suite. Ce chapitre, est dédié a ces résultats. Nous allons les cités
et les démontrer sans entrer dans les détails et dans le sens dans lequel nous allons
les utilisés aprés.

1 Propriété de dérivation

Soit 1 une fonction définit de [a, b]2 a image dans R, tel que pour tout s € [a, b],
¥(.,s) € C'(a,b). Nous définissons la fonction suivante

ww:/¢@ﬂmtemm.

3



CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET RAPPELS

Proposition 1.

Vt € [a,b], () =(t,t) + / %(t,s)ds.

Preuve. Nous avons :

t+h
f¢t+hsds—fwt5
#(t) = lim = -
j t+h
f¢(t+hsds+f¢t+hsds—f¢ts
i ;
t+h ; ,
_hm /wt+h S)d8+/1imw(t+ ,8)—¢(t,s)d8
h—0 h

t—‘rh

—hm /wt+hsds+/wts

Mais, en utilisant le théoréme des accroissements finis, il existe £ € |0, h| tel que

t+h

%/¢(t+h,s)ds:w(t+h,t+f)'

Il suffit de faire tendre h vers 0 pour obtenir le résultat.

2 Théoréme du point fixe de Banach

Soit (X, ||||) un espace de Banach, T" une application définit de X sur lui méme.
Le théoréme de Banach nous assure 'existence et 1'unicité d’un point fixe z* de T’
c-a~d, x* = T'(z*).

Définition 1. On dit que T est une application lipschitzienne si
k>0, Vo,y € X, [[T(x) =Tyl < kllz—yll
Si k <1, T est dite une contraction.

Théoréme 2. Si T est contractante, alors elle a un unique point five x* € X. De
plus, la suite

To € X,
Tp1 = T(x,) nEN,
converge vers x* et on a
n
lzn = ]| < T Il = @oll

Preuve. Voir [8]



CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET RAPPELS

3 Intégration Numérique

3.1 Interpolant polyndémiale par morceaux

Soit {t;}"_, une subdivision de l'intervalle [a,b]. Nous définissons la suite des
fonctions {e;}"_, par

t—ti_
= S [tj*htj] J
ej(t) = gl T v tE[tj,tj+1], 2<j3<n-—-1,
L1 —
0 ailleurs.
to — 1
t et ta],
e(t) = {ta—ta 1,2
0 atlleurs.
t— tn—l
—_— t € ltn_1,tn,
en(t) = <ty —tns [t ]
0 atlleurs.

Ce qui s’appelle les fonctions chapeaux.

L’interpolant polynémiale par morceaux d’ordre 1 d’une fonction f €
C(a,b) est donné par

vt € [a7 b]? Pn,l [f] (t> = Zf(tj) €5 (t) :

Pour h > 0, la fonction suivante

wo (h, )= max |f(s) = f(#)],
|s—t| <h

a<s,t<b

est appelée le module de continuité de f. Donc, si h tend vers 0 alors wy (h, f)
tend vers 0, puisque f est continue.

Théoréme 3.

sup | f(t) — Py [f] ()] < wo (hn, f)-

tela,b]

hn = max (tj —t5).

Preuve. Nous avons, pour tout t € [t;, t; 1],

Poi[f1@) = f () (1 —a; () + f(tj41) a5 (1),
5



CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET RAPPELS

o,
t—1;

(1) = €0,1].
0 (1) = < [0.1]

Ceci montre que pour tout t € [t;,t;11],

Boa [f1(8) = f(8) = (F (t5) = @) (1 = a; () + (f (1) — F(£)) o (2)

ce qui donne,

sup [f(t) — Py [f] (O] < wo (f, hn) -

t€[a,f]

3.2 Meéthode de Newton-Cotes

Soient a < b deux reels et f : [a,b] — R une fonction continue. Dans cette
section, nous allons rappelé les méthodes de Newton-Coétes pour I'approximation

b
numérique de 'intégrale suivante / f(t)dt.

Pour N € N*, nous définissons la subdivision suivante : t; = a 4 jh, 0 < j < N et
b—a

h = ———. Les formules d’intégrations numériques sont

[ st =1y wrte)

ou, les w; sont des quantités positives appelés poids, tel Or<njagjcv lw;| < W fixe pour

tout N € N*.

Définition 2. La méthode des trapézes est la méthode de quadrature qui a pour
poids la suite suivante :

w():'I,UN:%,
wj=1, 1<j<N-1.

Ce qui donne

b h iy h
I= [ pei =Ty = 310 + 1 > S+ )

Cette méthode est celle que nous allons utiliser dans nos calculs numériques, si
I'intégrant est bornée. Nous I’avons choisi puisqu’elle assure la convergence du calcul
sous la condition de continuité uniquement. Contrairement & d’autres méthodes, tell-
que Simpson, qui exige plus de régularité.

Théoréme 4. Si f € C(a,b), alors

lim |I — Ty (f)] = 0.

N—o00

6



CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET RAPPELS

Preuve. Un simple calcul nous montre que VN > 1,

b
fmmzfamm@#

Ou, Py est Uinterpolant par morceauzr d’ordre 1 de la fonction f correspondant a
la subdivision {tj};.vzo.
Donc, en utilisant le Théoréme 8 nous obtenons

b
Ty (f)] = / () = Pra (F) (1)) ]
< (b_a)w()(fah>

Et comme h tend vers 0 lorsque N tend vers +oo, le résultat est démontreé.

Cette méthode est la meilleur méthode d’intégration, puisqu’elle exige le moins
de régularité possible pour qu’il y est convergence. Mais, nous pouvons facilement
démontrer que si f € C?(a,b), il existe ¢ > 0 telle que

|I —Tw (f)| < ch®

3.3 Intégration produit

Les régles d’intégration numérique standard, telles que les méthodes du trapéze
et de Simpson, sont construites en supposant que l'intégrant est au moins bornée.
Lorsque ce n’est pas le cas, ces méthodes peuvent ne pas fonctionner. Méme si
I'intégrant est continue, une grande précision est perdue si des dérivés plus élevés
n’existent pas.

Des méthodes spéciales sont nécessaires pour traiter efficacement ces cas. L’un
des outils le plus efficace pour traiter les intégrants qui se comportent mal est I'inté-
gration produit, et pour simplifier cette idée, nous supposons que l'intégrale qu’on
cherche & approximer est on sous la forme :

I= /tp(t)w(t)dt.

ol, ¢(t) est supposée étre réguliére (continue), ainsi, quelles que soient les singula-
rités ou un mauvais comportement de l'intégrant, elles sont incluses dans p(t). Nous
approchons alors ¢(t) par une fonction ¢(t) telle qu'on peut calculer l'intégrale

i p(a(t)dt.

Dans notre travail, on approche ¢(t) par 'interpolation par morceaux, puis nous
devons étre capables d’évaluer explicitement des intégrales de la forme :

I= /: tp(t)dt.

Ot lerreur produit et leur ordre de convergence sont lié par la relation :

11— 1] < max o(t) — 3(0) / p(s)ds.
7
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CHAPITRE 1. DEFINITIONS ET RAPPELS

3.4 Lemme de majoration

Nous allons présenter deux lemmes de Gronewel

Lemme 1. Soit {&,}, . vérifiant

neN
n—1

6al < AY 14l + B, neEN,
i=0

o,

A>0,|B,| <B.
Alors,
&l < (L+ A" (B+Al&l), n>1.
Preuve. Voir [1]

Lemme 2. Supposons que

n—1
lenl <D lamglleil + Bin=rr+1, .,
5=0
ou, B >0, et
r—1
> el <.
§=0
— S
n—1
Z|anj| <a<ln=rr+1,..,
§=0
alors,
B
e <21 0,1, ...

Y

— Sl existe des entiers 0 = Jog < J1 < ... < Jp < 1, avec 0 < r < Jp et
I <n < Jpa1, tel que, pourv=20,1,..m, etn=r,r+1,...,

min(”:jv+1_1)

Z ’anj‘§a<1>

J=Jv

B+ 1 \"
< .
el < Tap (1—a)

alors,

Preuve. Voir [1]
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4 Equation non linéaire de Volterra de deuxiéme
espece

Une équation non linéaire de Volterra de deuxiéme espéce est une équation de
la forme

u(t) = /tK(t, s,u(s))ds + f(t);Vt € [a,b], (1.4)

otl, u I'inconnu & chercher dans le méme espace de f supposée appartenir a C°(a, b)
et K une fonction définie par,

K:[a,b* xR — R,
(t,s,u) — K(t,s,u).

vérifiant ’hypothése (Hy)suivante :

e,
2 K € C([a,b]* x R),
to HD 3) vhsclab, vuaer (D)

|K(t78)u) _K(t737a)| < A|U—ﬂ|

4.1 Etude analytique

Pour prouver l'existence et l'unicité de la solution de l’équation (1.4), nous

construisons deux suites successives, {u,(f)},cns {19n(t) }oen-

un(t) = f(t) + /K(t,s,unl(s)(s))ds ,Vn € N~
" () =

f(t).

ce qui donne,

En effet,
Z wi(t) = @olt) + Z @i(t)
= o(t) + Z Un(t) = Un—-1(t)
= @o(t) + un(t) — uo(t)
= u,(t).
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Existence de la solution

Théoréme 5. Si f,K, vérifient les conditions du hypothése (Hy), l'équation (1.4)
admet une unique solution u.

Preuve. Nous allons démontrer que la série de terme générale {p,}, est normale-
ment convergente. Soit F' > 0 tel que

max |f(t)| < F.

a<t<b -
Démontrons par récurrence que, Yn € N,

nF<t — a)n
ot < 4T

Pourn =20 :
| o(t) [=] f() | F,

Supposons que,
F(t—a)"

[ onlt) 1< A"

Y

alors,

t
lonn(®)| < A / | on(s) | ds

F t
< An“—/ (s —a)'ds
n! J,
(n+1)! °
nous avons alors,
Fb—a)"
< n
max | on(t) | < A"———,
maas,
F(b—a)"
ZAn ( CL) _ FeXpA(bfa)’
n!
n>0
ce qui implique que max |, (t)| est convergente. Par conséquent Z O est nor-
n>0 ast<h n=0

malement convergente, donc, il existe u € C'(a,b) tel que,

n——aoo

u(t) = Zcpi = lim wu,(t) (1.7)

Pour prouver que u(t) wvérifie l’équation d’origine (1.4), posons,

u(t) = un(t) + Apn(t),
10
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donc

u(t) — A(t) = glt) + / K(t, 5,u(s) — Ay_1(s))ds,

et

—/ K(t,s,u(s))ds = A / K(t,s,u(s) — Ap_1) — K(t,s,u'(s))ds.

Nous appliquons la condition de Lipschitz, pour obtenir

IMQ—ﬂO—/fﬂMm@D%HﬂAA+MWM4W

o,
[8nill = max A 1(s)],
mazis,
lim [A,(t)] =0,
n——+o0o

ce qui donne,

Ve > 0,Vt € [a,b], |u(t) — f(t) — /OtK(t, s,u(s))ds| < e,

t —i—/tK(t,s,u(s))ds

elle est donc une solution de [’équation (1.4).

donc f(t) vérifie,

Unicité de la solution

Pour démontrer 1'unicité, nous supposons qu'’il existe deux solutions continues
uy et ug, Vt € [a,b],

uy (t) — uo(t / K(t,s,ui(s)) — K(t,s,,us(s))ds,

il résulte que t
) = ua®)] = L [ faa(s) = ua(o)lds.
D’autre part, Vt € [a, b],
ui(t) — u2(t)| < B,
lu(t) — us(t)| < LB,
|ur(t) — ua(t)| < B(Lt)" /nl,

nous faisons tendre n vers l'infini, pour conclure que u;(t) = us(t).
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4.2 Etude Numérique

La méthode que nous allons utiliser est celle de Nystrom. Elle consiste a rem-
placer I'intégrale qui apparait dans I’équation par une formule d’intégration comme
celle présentée dans (3.2).

La méthode de Nystrom est une méthode classique bien connue pour résoudre

numériquement les équations intégrales.
Soit la subdivision de 'intervalle [a, b],

a=1y <t <ty <..<ty=0b,

a
h = ———, t; = a + jh, nous remplacons 'intégrale

N

I /atiK(t,s,u(s))ds.

Par la formule de quadrature suivant :
Iz' =h Z U)jK(tZ‘, tj, U(t]>)
§=0

Nous choisissons la méthode des Trapézes, pour obtenir,

h L h
I = 5}((@-, to, Up) + h; K(t,t;,U;) + §K(ti, t:, Uy),

nous remplagons dans I’équation (1.4), on obtient I'approximation U; de wu(t;) véri-
fiant :

h 1.8
U = f(t:) + 2k(ti to, Un) + > k(ti £, U;) + Skt i, Uy), (1.8)

Jj=1

qui est une équation non linéaire pour trouver U;, et équivalente a

U = f(to)

X = S+ Bk (t;, t:, X),
i—1

S = f(t)+ Bkt to, Uo) + > k(ti 15, Uy).
j=1

Existence et unicité de la solution du systéme

Proposition 6. Si h est suffisamment petite, le systeme (1.8) admet une unique
solution.

Preuve. Pour tout i > 1, nous définissons

h

h i—1
S = f(ti)+§K(ti,t0,UO)+;K(ti,tj,Uj).

12
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Nous avons,

h h
h
< §A|X—X’|.

Pour h suffisamment petite et d’aprés théoréme du point fixe de Banach, alors ®;
est contraction qui admet un unique point fixe.

Analyse de l’erreur

Dans cette partie nous allons démontrer que la méthode numérique,
construite dans la partie précédente, converge vers la solution exacte de 1’équation.
Pour cela, nous définissons

On dit que la méthode est convergente si
lim (maX ]£Z|) =0.
h—0 \ 0<i<n

Définition 3. Soit u une solution de (1.4), alors la fonction

5a(h, 1) :/iK(ti,s,u(s))ds—thjK(ti,tj,u(tj)),

J=0

est appellée lerreur de la consistance locale pour (1.4).

La méthode d’approximation est dite consistante si

lim (max |(5n(h,ti)\) = 0.

h—0 \ 0<i<n

Théoréme 7. Si la méthode d’approximation est consistante, alors

lim (max ]51|) = 0.
h—0 \ 0<i<n

Preuve. Nous avons, pour 1 <i < N
e = hYy wi(k(tit;, Us) = k(ti t,ult;) = 6u(ht,),
§=0
sl = [ wi AU, —ulty) = Salh, 1)),
§=0

=0

13
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ce qui donne
MWA 18a(h, )]
el == hWAZ| sil+ hWA’

En appliquant le lemme (1) , nous obtenons

f%'@ (h, t3)] ( WAL )
lei] < exp :

—hWA 1—-hWA

Résultats Numériques

Dans cette partie, nous allons donner deux exemples différents afin de souligner
lefficacité de la méthode des Trapézes, qui donne une grande précision pour appro-
cher I'intégrale. Le premier exemple, dans le cas linéaire, et le deuxiéme dans le cas
non linéaire.

Exemple 1. Considérons l’équation intégrale linéaire de Volterra définit comme suit

t
u(t) = 6t — 6sin(t)+/ sin (t — s)u(s)ds,0 <s<t<T=1
0

K(t,s) = sin(t—s), 0<s<t<T=1
K € C"([0,1] x R)

f(t) = 6t—6sin(t),0<t<T =1
f e ¢°([o,1)).
L’équation admet la solution continue exacte :
u(t)=t3
Le tableau suivant donne, une estimation de l’erreur entre la solution exacte et celle
approchée |U,, — u(t,)|, de I’équation précédente.

Exemple 2. Dans cet ezemple on suppose que le noyau est non linéaire et l’équation
est définie comme suit

1 32 +1 t s
) ==-1 ds. 0<s<t<T=1
u(t) 4Og(t2+1>+/0 @t tuiRel) s ===

s
K(t,s,u):(t2+82+u2+1),0SsStST:1,u€R.

1 32 + 1
— | I <s<t<T=1
ft)=t 40g(t2 1),0_3_15_

1l est clair que f et Ksont continues, pour 0 < s <t < T, u € R et le noyau K est
Lipschitzien par rapport a la troisieme variable u. D’apres le théoreme 6, [’équation
admet la solution exacte u € C ([0, 1]).

u(t) =t

Le tableau suivant, donne une estimation de [’erreur, entre les solutions exacte et
approchée |U,, — u(t,)|, de la deuziéme exemple.

14
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" |Un — u(ty)] |Un — u(ty)]
h=20.1 h=0.01

00 00 4.6585 — 005
0.1 4.9988e — 007 | 8.3040e — 008
0.2 | 6.0064de — 006 | 6.6732e — 008
0.3 | 2.1576e — 005 | 2.2590e — 007
0.4 | 5.2365e — 005 | 5.3746e — 007
0.5 | 1.03680e — 004 1.0545e — 006
0.6 | 1.8102e — 004 1.8321e — 006
0.7 | 2.90162e — 004 | 2.9280e — 006
0.8 | 4.3713e— 004 | 4.4028e — 006
0.9 | 6.2836e — 004 | 6.3206e — 006
1 | 8.70636e — 004 | 8.74956¢e — 006

TABLE 1.1 — Equation linéaire de Volterra

" |Un — u(t,)] |Un — ul(ty)]
h=20.1 h=0.01

00 00 00
0.1 | 4.7748e¢ — 005 | 4.7433e — 007
0.2 | 1.6384e — 004 1.6317e¢ — 006
0.3 | 2.9306e — 004 | 2.9225¢ — 006
0.4 | 3.9357e — 004 | 3.9287e — 006
0.5 | 4.51781e — 004 | 4.5126e — 006
0.6 | 4.7280e — 004 | 4.7244e — 006
0.7 | 4.6784e — 004 | 4.6758e — 006
0.8 | 4.4729¢ — 004 | 4.4709¢ — 006
0.9 | 4.1874e — 004 | 4.1860e — 006
1 3.8709¢ — 004 | 3.86981e — 006

TABLE 1.2 - Equation non linéaire de Volterra

¢ Nous remarquons dans les deux exemples précé dents que lorsque n prend des
valeurs assez grandes (n — o0), l'erreur entre la solution exacte et elle approchée,
de ’équation de Volterra, tend vers zéro, ce qui prouve la convergence de la méthode
de Nystrom.
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5 Equation intégro-différentielle non linéaire de Vol-
terra

5.1 Etude analytique

Dans cette section nous effectuons une étude analytique et numérique d’ équation
intégro-différentielle non linéaire de Volterra Voir [2], qui est sous la forme :

u(t) :/ K(t,s,u(s),u'(s))ds + f(t); Vte€[a,b], (1.9)

o f € CY(0,T) et u l'inconnue a chercher dans le méme espace. La fonction K est
supposée vérifier les hypothéses suivantes

(1) K € C([0,T? x R),
dM € R, Vt,s € [0,T], Vz € R,
K
o (11,2 S ) ) <0,
(3) da,b,a,b € R, V,y,T,7 €R, Vt,s € [0,T],
|K(t,s,2,y) — K(t,5,7,7)| <alz — |+ bly -7,
%—If(t,s,x,y) - %—If(t737f7y)| < E|ZL' _f| + b|y _y|
(4) b<1.

La dérivé de cette fonction est définis par la formule

u'(t) = K(t, t,u(t),u (1)) —|—/ K(t,s,u(s),u'(s))ds + f'(t); Vt€la,b], (1.10)

¢
Proposition 8. Soit f € C' (a,b). La fonctionnelle @ () := / K(t,s, -, -)ds+ f(t)
est définie sur C*([a,b]). ’

Preuve. Soit, pour tout u € C* ([a,b]),

u(t) ::/ K(t,s,u(s),u'(s))ds + f(t).

De la méme fagon que celle utilisé dans le premuer chapitre, on montre que u est
continue. En appliquant (1.10), on obtient

w'(t) = K(t, t,u(t),u'(t)) + 88—[;(75, s,u(s),u'(s))ds + f'(t).

Ce qui donne le résultat.

Existence de la solution

Nous allons démontrer qu’on peut déterminer une solution de I’équation (1.9),
mais sur un intervalle réduit.

Théoréme 9. [l existe r tel que l’équation (1.9) réduite a [a,a + r] admet une
solution u € C'(a,a +r)

16
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Preuve. Nous montrons que la fonctionnelle ® est continue sur C(a,a + r) dans
lui méme. p
Pour, p>0et0<r< U on définit 'ensemble suivant

{ueCla,b) : ula)= f(a), Vt € [a,a+7], |u(t)— f(t)] < p,
W' (t) = (D)) < M+ p}.

1l est claire que l’ensemble F' est fermé et convexe. Pour tout uw € F et tout t €
la,a+ 7]

&
£
=
—
=
i\/
SO
Il I

/ K(t,s,u(s),u'(s))ds|,

IAINA

P

‘K (t,t,u(t / v (t,s,u(s),u'(s))ds],
M + Mr,
M + p.

KH
—~
N
SN—
<
e
~
SN—
|
\H
2
—
~
N—r

IAINA

Donc, ®(F) C F. Pour conclure en utilisant le théoréme de Schauder, il faut montrer
que ®(F) est relativement compact. Nous avons,

2(0)(0) - )] < (M +p+ max 7)) It =l
ce qui donne le résultat.

Prolongement de la solution

Dans cette section, on va démontrer ’existence global de la solution.
Théoréme 10. L’équation (1.9) admet une solution u € C([a,b)]).
Preuve. @ est la solution réduite dans l'intervalle [a,a + 1],

soit I’équation se transforme suivante

t

a+r
u(t) = f(t) —|—/ k(t,s,ﬁ(s),ﬁ’(t))dsqL/ k(t,s,u(s),u'(t))ds, te€ [a+r0,

a-+r

oou, u est la solution réduite dans l'intervalle [a,a + r].
On pose

(IZOTS, nous avons
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En appliquant le théréme précédant, on trouve qu’il existe une solution u(t) de cette
équation dans lintervalle réduite [a +r,a + 1 +1'].
La fonction :

ut = {

qui est dans C([a,a + 2r]) par construction, est solution de l’équation d’origine sur
Uintervale [a, a+r—+71']. On répéte la méme opération jusqu’a récupération du résultat.

(1) t € la,a+r],
(t) tefa+r,at+r+r],

S

Unicité de la solution

Contrairement au chapitre précédent les conditions (H3) n’assurent pas l’exis-
tence de la solution. Donc, on rajoute les hypothéses suivantes

(1) Ja,b,a,b € R, Vz,9,Z,7 € R, Vt,s € [0,T],
K (t,5,2,y) — K(t,5,7,5)| < ala — 7| +bly — 71,
da_lt((tﬁsvm7y) - da_lf(tvswf7y)| < E|$ _f| + b|y _y|
(2) b<1.

(H3)

Théoréme 11. La solution de (1.9) est unique.

Preuve. Soient u,v € C'{a,b] deuz solutions de ’équation (1.9). On met
v () = [o(t) —u(t)| + ['(t) — /' (t)] .
Nous avons,
t
oft) = u(®)] < max(e.d)+ [ ¥(s)ds,
t
(1—=d)' () —d' )] < alv(t) —u(t)| + max(c, J)/ v () ds,
alors, il existe p positive tel que
t
7 (1) Sp/ 7 (s) ds.

Si on applique le lemme 1, nous obtenons

ainsi l’équation (1.9) admet une unique solution.

5.2 Etude numérique

En appliquant la proposition de dérivation, nous obtenons

u'(t) = f1(t) + k(t, t,u(t),u'(t)) +/0 aa—[t((t, s,u(s),u'(s))ds, 0 <t <T

18
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En appliquant la méthode de Nystom, et en utilisant la quadrature donnée dans
(3.2), on récupére le systéme suivant

Uy = f(0), (1.11)

Vo = f'(ta) +£(0,0,U0, Vo) (1.12)

U = fta) +h Y wiK(tn,t;, Ui, Vi), (1.13)
=0

“~ 0K
Vi, = [f(tn) + K(tn, tn, Un, Vi) + thiE(tn,ti, U;, Vi) 1 < n < N,(1.14)
i=0
ou, U, approche u(t,) et V,, approche u/(t,).

Existence et unicité de la solution du systéme

Contrairement au chapitre précédent, les hypothéses (H2)-(H3) ne suffisent pas
pour assurer I'existence et I'unicité du systéme (1.11)—(1.14). Donc, on doit rajouter
I’hypothese suivante

(H4) [la < 1

Théoréme 12. Pour h suffisamment petite, le systéme (1.11) — (1.14) admet une
unique solution.

Preuve. R? est supposée étre muni de la norme suivante
X 9 X
R
n—1

Pour tout n > 1, nous définissons

P X\ _ i=0
N p ¢ Kt X1+ b2 XY)+hniw.a—K(t b U Vo)
n ny ¥n, 9 n 8t ny ¥ny ) pan 1 at mny vy 19 1

I ORYC G

61 = hwn(k<tn7tn7X7 Y) - k(tnutnquayl))7

= [ X[+ Y],
1

Nous avons

1

52 = k(tnatnaX7 Y) - k(tn7tn7X/7Y/) + hwn(%(tnatna){) Y) - %(tnvtan,7Y/)>7

ot ot
mais,
Bl < AW (alX —Y]+bIX — Y],
Bl < (a+hWa) X gl + (b+ VAW X — Y7,
alors

X X' X X’
() - (V) )-G)
puisque a < 1, en appliquant le théoréme de Banach, nous obtenons le résultat.
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Analyse de l’erreur

Dans cette section nous allons démontrer que la méthode numérique, construite
dans la section précédente, converge vers la solution exacte de 1’équation. Contrai-
rement au chapitre précédent et puisque maintenant nous travaillons sur C(0, T,
nous allons définir une erreur plus adaptée.

ei = Ui — ft)| +[Vi— f'(t:)], 0<i<N.
On dit que la méthode est convergente si

lim( max |eg;|) = 0.
h—0 0<i<N

L’erreur de consistance change elle aussi pour cette équation

S(hty) — /tiK(tn,s,u(s ds—thJ (b 5, u(t), o (£)))

" OK

+ i —(ti, s,u(s),u ds—hzw,a (tisty, u(t )“/(tj))"

Théoréme 13. Si l’erreur de consistance est logique pour l’équation (1.9), alors

lim( max |e;]) = 0.
h—0 0<i<N

Preuve. Pourn > 1,

ei < (a+ahW +ahW) |U; — f (t)| + (b+bRW + bhW) |Vi — f' ()]
+ WY ((a+a)|U; = f )|+ (b+0) |V = f (1))
j=0

+ 0(hty).

Pour h assez petit, o := min (1 — (a+ahW +ahW) 1 — (b + bhW + BhW)) >0,
et

hW max (

a.b B i—1
a+a7 + )Zgj—i_é&(h,tz)

o -
Jj=0

€i<

En appliquant le lemme 1, on récupeére

o i1
1 hW a,b—+0b

|5i|§—<1—|— max (@ +a,b+ )) (max 6(h, ;)| + hW max (a +a@,b+b) e >
a

(6% 1<i<N

et du fait que

n—+oo (¥ (6]

. 1 ( thax(a+a,b+b)>nl
lim — 1+ < 400,

on obtient le résultat souhaité.
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Résultats Numeériques

Nous avons arbitrairement choisi des équations pour illustrer 'efficacité de notre
méthode. A notre connaissance, ces équations ne représentent aucun intérét phy-
sique, mais elles ont un grand intérét mathématiques dans nos applications.

Nous allons utiliser la méthode des trapézes puisqu’elle assure que l'erreur de
consistance est logique pour les deux équations. Les termes F;,, U, et V,, ne seront
pas exactement calcules mais ils seront approchés a 1’aide du procédé d’itération du
théoréme de Banach avec une condition d’arrét du type

1

- T <
o= TGl <

Pour le troisiéme chapitre, on a choisi I’équation suivante

B ¢ t(s+1)
u(t) = f(t) +/0 5 F (u(s) +u’(s))2d8’ t €[0,1],
K(t,s,xz,y) = % vérifie (H2) et (H3) avec M =a=b=a=0b=2. Sion

t t
ft)y=1t— 5ha(6+21t+t2) + §1n(6),
on trouve que,

u(t) =t.

N | s (10 - u(t)] + 1, /(1))

1<j<N

10 1.7130e-002

50 3.3778e-003
100 1.6859¢-003
200 8.4219e-004
300 5.6130e-004
500 3.3670e-004
1000 1.6832e-004
1500 1.1221e-004

TABLE 1.3 — Equation intégro-différentielle
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Chapitre 2

Equations intégrales faiblement
singuliére

Dans ce chapitre nous représentons un autre type d’équations de Volterra, avec
des noyaux toujours non linéaires, mais, contrairement aux ceux étudiés dans le pre-
mier chapitre, les nouveaux noyaux sont composés de deux parties, la premiére est
réguliére et contient I'inconnue et sa dérivé d’une facons non linéaire et la deuxiéme
ne contient pas l'inconnue mais elle représente une singularité faible.

Nous allons étudier ce genre d’équations du coté analytique c-a-d l'existence
et 'unicité de la solution. Le cas sans la dérivé, sera suivi par 1’étude numérique,
contrairement aux méthodes numérique destinées au cas intégro-différentielle, qui
seront présentées dans le chapitre suivant

1 Equation intégrale faiblement singuliére non li-
néaire de Volterra

Dans cette section nous étudions un autre type d’équations intégrale de Volterra
avec un noyau qui contient une partie faiblement singuliére, mais sans 'intervention
de la dérivé de I'inconnu, cette équation se présente sous la forme,

u(t) = /tp(t — $)K(t,s,u(s))ds + f(t); Vt € [a,b], (2.1)

o, u € C(a,b) inconnu, et K est une fonction définie par,

K:[a,b} xR — R,
(t,s,u) — K (t,s,u),

vérifiant les hypothéses suivantes :

(1) K € O([a, b x R),
(H4)||(2) JA > 0,Vt, s € [a,b], VX, Y € R
|K(t787X) —K(t,S,Y)| < A|X_Y|
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La partie faiblement singuliére p vérifie les hypothéses suivantes :

(1) p€ L (a—0bb—a),
H t+46
(H5) | (9 V>0 Tim [ (5~ ) ds =0,
— t

1.1 Etude analytique

Pour prouver 'existence et I'unicité de la solution de I’équation (2.1) nous construi-

sons deux suites de fonctions, {un (%)}, cn s 19n(f) Foen-

t

un(t) = f(t) + /p(t — s)K(t, s, uy,_1(s))ds,Vt € [a,b], ¥n € N*,

Il est clair que :

Théoréme 14. Sous les hypothéses (H4) et (Hb) et sachant qu’il existe des points
a= Ty Ty ,... T, =0, tel que, pour 0 < i <mn, et pourt € [T;,T;.1]

min(t,Ti_H)
A [ pe-slds<o 2.2

T;

ou, p est indépendant de t et de m, donc (2.1) admet une unique solution dans
C(a,b).

Preuve. Existence de la solution

Nous procédons par sous intervalle [T;,T;+1], nous commengons par montrer
Uezistence dans [Ty, T1] :
On définit {un(t)},cn €t {@n(t)},en par la relation Précédente dans [a,Ti].

Il est clair que {u;(t)},_, et {@i(t)}._, sont dans C(a,b).

Nous avons, Vt € [To, T1]

n®] < A [ Iplt = 9 lona(5)] ds

s p ”SOn—1HC(To,T1)'
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Ce qui donne

oo
n 1
lenllom.ry < ()" leolloamy = D leillewn) < |’%00HC(T0,T1)1T,0~
=0

Comme, {un}, oy converge uniformément vers u € C(Ty,Ty). Alors, nous pouvons
écrire, Vt € [Ty, Ti]

ngi(t) = lm w,(t) = u(t).

n—-—+00

Pour prowver que u(t) satisfait I’équation originale (2.1), nous supposons que
u(t) = u,(t) + An(1),

nous avons,

t

u(t) — f(t) - / plt — $)K(t, 5, u(s))ds

< 801+ | [ ot = 5) (Kt mamas) = K(t,s,u(s) ds

a

t
< 801+ [ Iple = DA (5)) ds.
< A+ ol An-tllemmy < 1Al T 121 llemm) -
mais,

I 1Al zy =0

Alors u est solution de (2.1).

Unicité de la solution

Nous supposons qu’il existe deux solutions uy et us de ’équation (2.1). Alors,
pour tout t € [Ty, Tq] :

lur(t) —ua(t)] < pllur — U2||C(TO,T1) :

Puisque p < 1, cela ne peut étre vrai que si uy(t) = us(t), pour tout t € [Ty, T1].
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Prolongement de la solution
Pour t € [T, T3], nous écrivons l’équation sous la forme :

ur(t) = F(t) + /p(t —s)K(t,s,u1(s))ds , Th <t <Ty,, (2.3)

T
avec,

T

F(t) = f(t) + / plt — $)K (¢, 5, up(s))ds,

a

et ug(s) est la solution obtenue dans la premiére étape. Mais, (2.3) est justement la
meéme équation de Volterra avec a — Ti. Nous pouvons donc appliquer les mémes
Etapes précédentes pour démontrer ['existence et ["unicité de la solution u; dans l'in-
tervalle [T1, Tb).

Nous définissons

w(t)  te Ty T,
u(t):{ul(t) te [T T).

Il est clair que u € C(Tpy,Ts), donc Uéquation (2.1) admet une solution unique
dans [Ty, Ts) .

Nous répétons cette opération et puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de sous-intervalles
sur |a, b], nous construisons ainsi la solution unique en C(a,b).

1.2 Etude numérique

Pour construire une méthode numérique qui donne une approximation de la
solution de ’équation (2.1), nous utilisons la méthode prodect Intégration pour
enlever la singularité du noyau, cette méthode consiste a approcher la partie réguliére
K, par les fonctions chapeaux qui apparaissent a chaque fois que s rejoint ¢ :

S—t]’
h

tii1— S
K(t ti,ultin)) + 25Kt tj,ulty) t; < s < tj.

Poa [K] (ts,u(s)) = ;

Ce qui permet 'approximation du terme intégrale de notre équation par la formule
suivante :

tn
/ p(tn — ) K (tn, s,u(s))ds ~ a, 1 K (t,, to, u(to))
n—1

+ Z(an,j-i-l + Bn,j)K(tm tjv u(tj)) + Bn,nK(tnv tn, u(tn))7 (2'4)

=1
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ou, pour 0 <53 <n—1,

angr1 = 5 [ ptn—8)(tjp1 — s)ds,
Bnjr1 = 7 /p(tn —5)(s —tj)ds.

Une fois les termes, oy, j+1, B j+1, sont calculés explicitement, la méthode numé-
rique pour résoudre (2.1), est donnée par :

Up = fla), (2.5)
n—1
Ui = flta) + aniK(tn,to,Uo) + > (st + Bag) K (tn, ;. U;)
j=1
+ Bn,nK<tna tn7 Un); (26)

ou {U, }o<n<n approche les valeurs u(t,).

Etude du systéme

Théoréme 15. pour h suffisamment petit, le systeme (2.5)—(2,6) admet une unique
solution.

Preuve. Pour n > 1, nous définissons

U, R — R
X — \I]n(X) = Sn +Bn7nK(tn7tn7X)

o,

n—1

Sn = f(tn) + an1 K (tn, to, Uo) + Z(Oén,jﬂ + B ) K (tns 15, Uj).

j=1

Supposons que Uy, Uy, .., U,_1, sont connues, U, est solution de U, = ¥, (U,),

nous avons,

V(X)) = (X)) = [BunK (tn; o, X) = Bun K (tn, 10, X)),
< ABnalX — X'|.

Mais, }lbin% max(ﬁAnyn, Bnn) = 0, donc, pour h suffisamment petit les fonctions ¢, sont
—
contractantes et le systéme (2.5) — (2,6) admet une unique solution{U; }o< ;<.
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Analyse de l’erreur

Pour u I'unique solution de (2.1) nous définissons la fonction, YA > 0,0 < n < N,

tn
5(h,tn):/ Dt — $)K (b, 5,0 (s ds—Zwm (b 5, u(ty)),

to

Ou ,
Oén,lu J: 07
Wnj =18 Qujg1+ Bnj, 1< <n—1,
ﬂn,nu j: n

qui est appelée 'erreur de consistance locale pour (2.1).

Proposition 16.

max |0 (h,t;)| <wo (b, f)+ max wg(h, K (t,-,2))||pllL1(ap) + wo (h, H),

0<j<n a<t<b; zE€R
o,
h > 0,¥p € C(a,b), wo (h,p) = max |p(r) —@(0)],
T <

Vt € [a,b], H(t) = / p(t — s)K(t,s,u(s))ds.

Preuve. Nous avons, Vh > 0,0<n <N

[0 (h, )] < / p(tn = $)[| K (tn, 5, u(s)) — Pur[K](tn, 5, u(s))|ds

< s (Kt 7ulr) = Kt 80@)) [ ot = 5)| s
< s (K (7, u(r)) = Kt u(0)
T K (b7 u(6)) — K (6. 0, u(6))) / " |p(tn — )| ds,

< max [u(6) - <>|A/"|p<t—s>|ds

[T—0|<h
+ max |K(t,7,x) — t9x|/ p(tn — s)| ds,
a<t<b; xER
< —
< puwy (h, u)+a<tr£1§i>;eR|K(t T,x) — K(t,0,z |/ (t, — s)|ds.

mazis,

donc,

max [0 (h,t;)| <wo (b, f)+ max wy(h, K (t,-,2))||pllL1(ap) + wo (h, H).

1<j<n a<t<b; zER
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Pour 0 <7 < N, nous définissons l'erreur de discrétisation par
E; = |Uz — u(tl)|
La méthode numérique (2.5) — (2,6) est convergente si,

lim( max |eg;|) = 0.
h—00<n<N

Théoréme 17. Sous les hypothéses (H1)—(H2) et en supposant que l'intervalle [a, b]
peut étre divisé en un nombre fini de sous-intervalles [a = zo, z1], [21, 22, -y [Zm—1, 2m =
b], tel que si j, désigne le plus grand nombre entier inférieur ou égal & z,/h et w,; =0
pour j > n, les poids wy,j, satisfont la condition suivante :

7jv+1_1
Z lwnil <p<l, n>1, 0<v<m.
J=Jv

Cette subdivision doit étre indépendante de h, alors,

1 m
w1 < (12) g 0 ()] 30
1<j<n 1—p) i<jsn h—0

Exemple Numérique :

Considérons 1’équation intégrale non linéaire de Volterra définie comme suit :

¢
u(t) = arcsin(t) — 4/3€/§+/ (t—s) Zsin(f(s))ds, 0 <t <T =1
0
K(t,s,u) =sin(u), 0<s<t<T =1,

F(t) = arcsin(t) — 4/3V2.

Le tableau suivant donne une estimation de l’erreur entre la solution exacte et ap-
prochée |U,, — u(t,)|, de 'équation précédente.

" lenl = [Un — ulty)] el = [Un — ul(ty)]
h=10.1 h=0.01

00 00 00
0.2 0.1605e — 009 6.6732e — 016
0.4 0.3976e — 009 5.3746e — 016
0.6 0.6197e — 009 3.8321e — 016
0.8 0.7346e — 009 4.4028e — 016
1 0.54586¢ — 009 eps

TABLE 2.1 — Equation intégrale faiblement singuliére non linéaire de Volterra
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2 Equation intégro- différentielle faiblement singu-
liére non linéaire de Volterra

Cette section représente 'essentiel de nos résultats analytiques, nous cherchons
a montrer l'existence et 'unicité de la solution d’une équation de Volterra intégro-
différentielle faiblement singuliére non linéaire.
Le probléme est de trouver, pour f donné dans C*(a,b), une fonction u € C'(a,b)
qui vérifie I’équation suivante :

t
Wt ot ult) = [ plt = Kt s,u(s), 1 (5)ds + 1o 2.7)
Nous supposons que la partie singuliére, c-a-d p satisfait les hypothése suivantes :

p € Whia—b,b—a),

(H6) Hgi p0)=0,

ou, Whl(a—b,b—a) = {x € L'(a —b,b—a) : 2’ € L'(a —b,b—a)}, 2’ est la dérivé

faible ou sens des distribution de . W!(a — b, b — a) est un espace de Banach avec
la norme suivante :

Hw”WLl(afb,bfa) = HxHLl(afb,bfa)—i_H'I'/”Ll(afb,bfa)

b—a b—a
_ / 2(s)] ds + / 12/(s)| ds.
a—b a—b

Nous avons, V¢t € [a, b],Vd > 0,
)| ds —/ Ip’ (7)| dr,

/t+5 ap
t
at(t+(5— )‘ds:[).

ot
ce qui implique que, Vt € [a, b],
t—s b—a
/ p(r)dr| < / |p'(7)] dT < oc.
0 a—b

0
Cela signifie que la singularité vient du terme —p(t — §) parce qu’en général, nous

—(t+0—5)

. t+6 ap
lim
(S*>0+ t

En plus, Vt, s € [a, b],

p(t = s)| =

ot
0
avons lirr% a—f(t — 8) = +00. Mais, cette singularité reste faible car Vt € [a, b],
5>
ap t—a b—a
—(t—s)|ds < / I (7)|dr < / Ip'(7)| dr < oc.
ot 0 a—b

Cette équation contient des informations supplémentaires sur la solution u. Si
nous calculons la dérivée des deux cotés de I’équation, nous obtenons, V¢ € [a, b,

0= [ o= o) su(s) ) + [ plt = )50 1 5.l (s + £
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Supposons aussi que la partie réguliére K défini par,
K :[a,b]* xR* — R,
(t,s,u,v) +— K(t s,u,v),
vérifie les hypothéses suivantes :
oK

(1) 7 € C(la, b]* x R?),
(2) dM e RY, Vt, s € [a,b], Yu,v,u,0 € R,
K
(17) max | |K(t,s,u,v)|, E(t,s,u,v)) < M.
(3) JA,B,A,B € R}, Vi, s € [a,b], Yu,v,u,0 € R,
| K (t, s,u,v) — K(t,s,4,0)] < Alu—u|+ Blv—1|,
K K _ _
‘8 (t,s,u,v)—a—(t,s,ﬁ,ﬁ)‘ <Alu—u|+Blv—10|.

ot ot

Le probléme qui se pose en premier lieu est sur la bonne construction de I’équation
c-a-d est ce que les deux cotés de I’équation (2,7) appartienne au méme espace
C*(a,b) ? Pour cela nous définissons la fonctionnelle, ®; par,

Ve € Ct(a,b),Vt € [a,b], D (&) (1) ::/ p(t — s)K (t,5,£(s),& (s))ds+ f(t).

Proposition 18. Pour tout f € C*(a,b), ®; est continu de C*(a,b) dans lui-méme.

Preuve. Soit £ € C* (a,b). Il est clair que ®(£) est continu sur [a,b]. Pour tout
t € [a,bl],

8 ©) ()= [ L) (15,6 (5).€ () st [ plt=5) 000 (1,5,€(5). € () ds£10),

qui est continue sur [a,b] et pour tout t € |a, b,

@, (&) (1) M(/ op ds+/|pt—s>rds)+ufuclab

IA

o —(t—2s)

Y ( [+ [ WW) il

< M ||p||W1v1(a—b,b—a) + ||f||01(a7b) ’

alors, ®; (&) € CYa,b). Soit {&,}
C' (a,b), nous avons,

() (1) =Py (&) = / p(t = s)(K (t,5,§ (5), € (5)) = K(t,5,6n(s), &, (5))ds

IA

nen une suite C*(a,b) qui converge vers £ €

= max [ (€) (1) — @5 (&) ()] < max [€(t) — £,(1)|A / ip(t — 5)|ds

tela,b] t€la,b]

)| B (t—s)|d

max [€(0) ~ €,(0) / p(t — 5)lds
||p||W171(a—b,b—a) max (4, B) [|€ — §n||cl(a,b) )
||p||W171(a—b,b—a) (ma‘X (A’ B) + max (A’ B)) ||€ - gnHCl(a,b) :

ININ +

max | (€)' (£) — s () (1)]

te(a,b]
Done, ®; est continu de C*(a,b) dans lui-méme.
Dans ce qui suit, nous désignons |[.[| 1,4 = [I-I| -
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2.1 Etude analytique

Pour prouver l'existence et I'unicité de la solution de 1’équation (2.7), nous utili-
sons la méthode classique appelée méthode de Picard. Cette méthode est basée sur
la construction de deux suites récurrentes {uy(t)}, oy et {©n(t)},en, qui sont définies
par les formules suivantes :

un(t) = f(t) + /p(t — $)K(t, s, un_1(8),u, 4(s))ds ¥Yn € N*

W) = fi(t)+ / TP 0 S (L, a(5), 1 ()

_—
* / Pt = ‘5’)%_[;“7S’“n—1<8>7u;_1<s))ds Vn € N*
\ ' uh(t) = f(1).
n(t) = un(t) — up_1(t), Yn € N*,
{ ’ colt) = f(2). (2:8)
(1) =l (t) — w4 (£), Vn € Y,
— { ’ () = 1'(t) (2:9)

En plus, de (2.8) et (2.9), Vn € N
z ilt) = un(t) |
z At) =l (2)

Théoréme 19. Sous les hypothéses (H6) et (HT) et sachant qu’il existe des points
a= Ty Ty ,... T, =0, tel que, pour 0 < i <mn, et pourt € [T;,T;.1]

( min(t,Ti+1)

S 1
max { A, B, A, B} / |p(t—s)|ds§p<§,
T;
min(t,TiJrl) 8 (21())
1
max {A, B} a—ZZ(t—s) ds < p< 3
\ T;

ou, p est indépendant de t et de m, alors (2.7) admet une unique solution dans

Cl(a,b).

Preuve. Pour la démonstration, nous montrons [’existence et ['unicité sur l'inter-
valle réduit | Ty, T1], puis nous prolongeons la solution sur tout l’intervalle [a, b).
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Existence sur l’intervalle [ T, T}]

Supposons t € [Ty, T1|, nous définissons @, (t) comme avant. D’apreés la définition
de {u;(t)};_, et {@i(t)};_,, nous déduisons qu’ils sont dans C* (a,b). Nous avons,
vt € [To, T1]

|907T(t)| < /|p(t - S)| ‘K(t7 S>un—1(8)7u:z—1<s) - K(t’ S’un—Q(S)’un 2 ‘ dS

< A [ ot =)l lenr@)lds + B [ lplt = 9]¢ 1 (5)] ds

< pHson—chl(TO,m-
En plus,
GOl = Ju6) — e, ()
t DK , DK
- / plt = 9) (G 0500050 09) = S50 005,t0a ()15 ) s
e [ D) (K500, 0(5) = K (050, (5) 4 (5) s
t
: ,
< gna(s)|ds+ B [ 5= 5)h, 15 ds
" /|pt—s>gon1<>|ds+B/1pt—sson1 (5)] ds
o tlap
< max{A,B,A,B}/]p(t—s)|ds—|—max{A, B} E(t—s) ds | llen—1llor ez m)
To

< 2pllon-llorgy s

alors,

||90n||cl(TO,T1) <3p ||90n—1||Cl(T07T1) ‘

ce qui donne,

n - 1
lenll o1y < (3p)" loll = Z leillcr iz < lleoll =3,
=0

Done, {up}, oy converge uniformément vers u € C'(To, Ty), et nous pouvons écrire,

n—>-4oo

Z%(t) = lim u,(t) = u(t).

Pour prowver que u satisfait I’équation originale (2.7), nous définissons

u(t) = up(t) + Ap(t) = u'(t) = ul,(t) + AL (¢).
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Nous avons,

t

lt) = 716~ [ plt = 9K (t.5,u(s), 0/ (5)ds

= |Aa(t) +un(t) = F(E) - /p(t — 8)K(t,5,u(s), u'(s))ds

a

t

< JAaD)] + / plt — ) (K (b5, un1(5), 1ty (5)) — K (t, 5, u(s), 1 (5)) ds

a

< 18uO1+ [ 19t = ) {AIBwr ()] + B8, (5)]} d,

S ’An(t)‘ + P HAnfll‘Cl(To,Tl) S HAnHCI(TO,Tl) + HAnflﬂcl(To,Tl) ’
maas,

nln-l}oo ||A”||01(T07T1) - 07

donc u est une solution de (2.7).

Unicité de la solution

Supposons qu’il existe deux solutions uy et us pour 'équation (2.7), alors pour,
t e [To, Tl] .

ur(t) = ua(t)] = |/p<t_S)(K(tasvul(s)vull(‘S))_K(t757u2(8)7u/2(5)))d5|

< [ Ibtt = 9IAus) = wals)] + Blus(5) ~ ui(s)])ds

t) — uo(t "(t) — ul(t
plmax fur(t) = ua(t)] + max [u (1) = w(t)

A

< pllur— u2Hcl(a,T1) :
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De la méme maniére

i (1) —un(7)] < !/ (t = s)(K(t, 5,u1(s), wi(s)) = K(t, 5, ua(s), up(s)))ds|

+ / Dt = 5)( Gy (65,01, (5)) = (15, ()|

IN

/!— (t = 5)|(Alur(s) — ua(s)| + Bluy(s) — uy(s)|)ds

+ / p(t — $)](Afun(s) — un(s)] + Bl (s) — wip(s))dls

< max |uq(t) — ug(t |A/|— (t —s)|ds
tela,T1]

+  max |ui(t) /]— (t—s)|ds
te[aTﬂ

+ max [un(t) — ua(t)| A / p(t — 8)ds

t€la, 1]

+ a — (t—s)|d
tglm;g]lul uy(t /Ip s)|ds
< 2p( max |uq(t) —u + nax fu — b (t
< 2p(mas )~ wa(0)] + a1 (0) = 1))
< 2p|lus — U2||01(T0,T1) )
alors,
lur = uallergory = max fur(t) = us(t)] + max fuy(t) = uy(t)]

te(a,T1] te€(a,T]
< 3pllur —wellgr ) -

Du fait que p < % 5, cela ne peut étre vrai que si uy(t) = up(t) pour tous t € [a, T1].

Prolongement de la solution
Maintenant pour t € [Ty, Ty], nous écrivons l'équation comme suit,

uy(t) = F(t) + /p(t — s)K(t,s,ui(s),uy(s))ds, Ty <t<T,, (2.11)
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avec,

T

F(t)=f(t)+ /p(t — 8)K (t, s, up(s), ug(s))ds,

a

et up(s) est la solution obtenue dans la premiére étape. Mais (2.11) est exactement
la méme équation de Volterra avec l'origine décalée de a — Ty. Nous pouvons donc
appliquer les mémes étapes de base.

Nous définissons :

Uo(t) t - [To,Tl] s
u(t) = {ul(t) te T, T.

1l est clair que u € C* (Ty, Tz), est la solution unique de (2.7) sur [To, Ty].

Cet argument peut étre répété et puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de sous inter-
valles dans [a,b], nous construisons ainsi la solution unique sur C'(a,b).
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Chapitre 3

Etude numérique

Dans ce chapitre nous intéressons & ’approximation numérique de la solution u
de I'équation intégro-différentielle faiblement singuliére de Volterra définie par :

Vit € [a,b],u(t) = / p(t — s)K(t,s,u(s),u'(s))ds + f(t); (3.1)

ou, 'existence et I'unicité de la solution de cette équation sont assurée par les condi-
tions des hypothéses H(6) et H(7) proposées dans le chapitre 2.

Nous rappelons qu'une fois dériver, cette équation devient

Vt € [a,b],u'(t) = / %(t — 8)K (t, s,u(s),u'(s))ds

t
oK
+ / p(t — S)E(t,s,u(s),u’(s))ds + f'(t), (3.2)
Pour construire une solution approchée de notre équation sur I'intervalle [a, b], nous

avons alors besoin de construire des approximations pour les trois intégrales ci-dessus
qui apparaissent dans le deuxiéme membre des deux équations (3.1) et (3.2),

L = / p(t — s)k(t, s,u(s),u'(s))ds, (3.3)

I = / %(t — 8)k(t, s,u(s),u'(s))ds, (3.4)
I3 = / p(t — s)%(t, s,u(s),u'(s))ds. (3.5)

Les noyaux dans les intégrales I; et I3 sont réguliers et presque toutes les méthodes
d’intégration numérique sont applicables pour les approcher.

D’autre part, pour I,, qui contient une partie singuliére, nous sommes obligés
d’utiliser la méthode "product integral”.

Les déférents combinaisons entre les méthodes d’intégration numérique que nous
utilisons pour 'approximation de Iy, I et I3 forment quatre méthodes d’approxi-
mation de la solution de notre équation et se résument dans le tableau suivant :
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I I I3

mehtod 1(PPP) | product integral | product integral | product integral
mehtod 2(NPP) | Nystrome method | product integral | product integral
mehtod 3(PPN) | product integral | product integral | Nystrome method
mehtod 4(NPN) | Nystrome method | product integral | Nystrome method

TABLE 3.1 — Méthodes d’approximations

Dans la suite, nous allons construire les systémes numériques issues de chaque
méthode, puis étudier leurs convergence. Pour montrer leurs efficacités des tests
numériques sont effectués sur quelques exemples pratiques.

A la fin, nous comparons qualitativement entre les quatre méthodes en utilisant
le profil de performance.

1 Description numérique

Pour déterminer une approximation numérique de u(t), t € [a, b], nous définissons
la subdivision {t;},.,, de lintervalle [a,d] par :

b—a
N>1 = )
VN >1, h N (3.6)

t; = a+jh, 0<j<N. (3.7)

Nous remplagons dans les équations (3.1) et (3.2) les approximations des intégrales
1, I et I3 par la quadrature choisis par chaque méthode décrite dans le tableau.
Nous étudions la convergence du systéme obtenu qui est directement lié a la consis-
tance de la méthode utilisée.

1.1 La méthode PPP

Dans cette section, nous utilisons uniquement la méthode "product integration”
pour 'approximation des trois intégrales I, I et I3 :
Premiérement, nous approchons les parties régulieres

K(t,s,u(s),u'(s)), %—[E(t,s,u(s),u’(s)),

sur la subdivision {¢;}, <j<n> PAT les fonctions chapeaux, ce qui donne :

S—tj

Py [K](ts,u(s) 0 (s)) = —=K(t i, ultyn), u'(t41))
tA —
+ %SK@,%U(Q),U/(%)), ty < s <tj,
0K , s—t; 0K ,
Pua |G| s ) = TTEOE a0,
= sOK
+ %ng—t(ttjw(tj%u'(tj)), tj < s <tj
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Cela conduit a la formule d’intégration suivante :

tn

I, = /p(tn — 8)K (tn, s, u(s),u'(s))ds =~ a1 K (tn, to, u(to), u'(to))

a

—

n—

+ ¥ (g1 + Bug) K (tn, t,ulty), w' () + Brnd (tn, tn, u(ty), v (tn)),
1

<.
Il

tn

I = / %@n — ) K (tn, 5, u(s), u'(s))ds = @1 K (b, to, ulto), ' (t))

a

3
—

+ (dn7j+l + Bn,j)K(tm tj? u(tj)7 ul(tj)) + Bn,nK(tnv tna u<tn)v U,/(tn)),
1

<.
Il

ln

oK 0
I = / Pt = )5t 5,10(5), (5)) s = s o K (b o, ulto), /(1)
n—1
oK oK
+ (i + Brg) gy (s s uty), ' (85)) + Bun = (b by ultn) o' (t)),
j=1
ou,pour 0 <3< N —1
( tj+1
Qnj+1 = 3 p(tn 3)(tj+1 — s)ds,
tj
tj+1

tj
tj+16
N p
nji1 = 5, g(tn $)(tj+1 — s)ds,
tj
tha
5 P
B’n,j-ﬁ-l = %L g(tn - S)(S — tj)ds.
\ tj

Deuxiémement, nous calculons, oy, j+1, B j+1, Gnjt1, Bnj+1 explicitement. Nous
les remplagons dans les équations d’origines (3.1),(3.2), ce qui donne le systéme
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(PPP) suivant :

UO = f(a)7
Vo = fa),
n—1
Un = f(tn) + an,lK(tny tO; U07 %) + Z(an,j-l—l + Bn,j)K(tna tju Uja V;)
j=1
+ BunK (b tn, Un, Vi), 1 <n <N (3.10)
Vn = f/(tn) + OAén,lK(tnv th U07 VE))
n—1
+ Z(OA‘TZJ-H + 6n,j)K<tn7 tj? Uj7 ‘/]> + ﬁn,nK(tm tn, UTM Vn)
j=1
8 n—1 8[(
+ amlaK(tmto,Uo,Vo +Z Qo jt1 + Bnj) 9 —(tn, 15, U;,V5)
Jj=1
0K
+ ﬁn,ng(tnatna Un7Vn)a 1 S n S N (311)

ou, U, approche u(t,) et V,, approche u/(t,).

Etude du systéme (PPP)

Dans cette partie, nous allons montrer que le systéme (3.8) — (3.11) admet une
unique solution.

Théoréme 20. Pour h suffisamment petit, le systéme (3.8) — (3.11) a une solution
unique.

Preuve. Supposons que l’espace R? est muni par la norme suivante :

‘()= )

Pour tout n > 1, nous définissons :

X S + 671 nK(tny tnv X Y)
v, =1, 8K
Y S+ BunK (tn, tn, X, Y) + ﬁnn (tn,tn,X Y)

= | X[+ Y]. (3.12)
1

o,

n—1

S = f(tn) + an,lK(tna th U0> %) + Z(an,jJrl + ﬁn,j)K(tn: tja Uj> V})a
j=1
n—1

S = f(tn) + a1 K(tn, to, Uo, Vo) + Z(@n,jﬂ + B ) K (tns 15, Uj, Vi)
=1

K - 0K
+ an,lg(tnvt(ﬁ Uo, Vo) + ;(O‘n,jﬂ + ﬁn,j)g(tmtj, U;, Vj).
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Si, Up, Uy, ., Up—1, Vo, Vi, .., Vi_q, sont connus alors (3.8) — (3.11) est un systéme
d’équations implicite pour définir U, et V,,.

() (52

Nous avons, VX,Y, X' Y' € R?,
X X' 71
v, _ v, _
' (Y) <Y/) 1 H (72)

T = 6n,n(K(tnath7Y)_K<tn7th/7Y,))a
oK oK

72 = Bn,n(K(tnatnaXa Y) - K<tn7tn7X/7Y/>) + Bn,n(ﬁ(tnatmx? Y) - E(tn,tn,X/,Yl)).

)
1

En appliquant (Hg) et (H;), nous obtenons

< Bun(AIX = X'|+ BlY =Y7)),
ol < Ban(AIX = X[+ BY =Y'|) + Bun (A|X = X'| + B|Y =Y),
< 2max(Bpp, Bun) (max(A, A) | X — X'| + max(B, B) |V —Y'|) .

Ce qui donne,

‘ v, (‘;{) -, ()}S) 1 < 2maX(Bn7n,ﬁn7n) max (A, B, A, B) H <§/(> - (é:)

Comme }llir% maX(Bn,n,ﬁn,n) = 0, U,, est une contraction pour h assez petit. Nous
—

1

utilisons le théoréeme de Bannach pour obtenir le résultat désiré.

Analyse de l’erreur de la méthode (PPP)

Avant passé a 1’étude de l'erreur, il faut d’abord montré que cette méthode est
consistante. Pour cela nous définissons ’erreur de consistance locale de 1’équation
(3.1), qui est 'erreur entre la valeur exacte de 'intégrale et sa quadrature. L’erreur
est définie par la formule :
pour 0 <n < N,

PPP

A

5 (hyty)

PPP

A (h,t,) =

PPP

6 (h,tn) |+

b

ou, pour 0 <n < N,

tn

5 (ot :/p(tn—s) K (0 (5) 0 () ds = 3 s K (tnsty,u(ts), (1))
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P}/’\P a n
o (hotn) = / St = ) (b5, () 0 (5)) s = D oy K (b ), /(1)
to 7=0
tn
oK n 0K
+ /p(tn —3) = (tn,s,u(s),u (s))ds — ﬁnvjﬁ(tm tu(ty), v (L),
to 7=0
avec,
On 1, j: O,
Knj =& Opjy1+ Bnj, 1<j<n—1,
/Bn,m ]: n
et
&n,la j: 07
Fng =19 Gnjy1+ Png, 1 <5 <n—1,
5n7n7 ]: n.

Proposition 21.

PPP

ax A (h,tj)| <wq (b, f)+ 3a§t£a§y€R wy (h, K (t,-,2,y)) |Pllwiia—ppa) + w1 (h, Hy),
o,
wi (h,p) = max |p(7) — ()] + max |'(1) —¢(0)],

|T—0|<h [T—0|<h
H(t) = / p(t — s)K(t,s,u(s),u'(s))ds,

Preuve. Nous avons,

PPP

5 (hotn)] < / 1Dt — 8)||K (b, 5, u(5), 6(5)) — Paa K (b, 5, u(s), /() ds,
S |7'r£1‘9ET}<<h <|K(tm T,U(T), UI(T)) - K(tnv Q,U(Q),U,(Q))D /a ' |p(tn - S)|d57
< ma ([ (b u(r), () = Kt 7. u().0/(9))
+ K (b, 7, u(0),0/(0)) — K (1, 0,u(0), 4/ (0))]) / " p(tn — 5)| ds,

< max [u(r) — u(6)|A / "ot — 5| ds

|[T—0|<h

+  max [(r) — u'(e)\B/"\p(t —9)|ds

|[T—0|<h
K —
+ a<t£rbla;<yeR| (t,7,2,y) — thy]/ (t, — )| ds,
0
p‘ngghIU( 7) — u( )+p|m3>< |u'(7)
tn
K K -
b max |K(may) - K(0.2,) / plta — )] ds,
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0
u@) —u(r) = f(0)— f(7) +/ p(0 — s)K(0,5,u(s),u'(s))ds
— /Tp(T — 8)K (7, s,u(s),u'(s))ds,

= ax |u(0) —u(r)| < max [f(0) = f(7)] + max |H(0)—H(r)],

|T—0]<h T—0|<h T—0|<h
en plus,
u'(O) —u'(r) = f(O) - fi(7)
0
+ / %(8 — 5)K (0, s, u( / (1 — 8)K(7,s,u(s),u'(s))ds
0
+ /a p(0 — 3)%—[9((9, s, u(s / T —5) 7', s,u(s),u'(s))ds
= f(O) = f(7)+ H'(0) - H'(T)
donc
|Tm§T><<h|u( ) — u'(7)] <\I£I§T><(h|f( )= (7 )|+|I§§T§h|H’( ) —H'(7)],
alors,
O ()| < p(wn () +wn () +_max (K (,2,9) 1) [pwstambo-a)

En utilisant des étapes similaires, nous obtenons

PPP tn o
5 () < [ It = S 5, 0(6),0(5) = Poal] 5 () (5)) s
fn aK / ! /
[ bt = 911G (). 0(5) = PaalI )5, 0(5), 1 () ds
0 (hytn)| < 2p (wi (b, f) +wy (h, H)) +2 _max owy (K(E2.y),h) 1Pl e-bs-o)-

Le résultat précédent montre que la méthode est consistante puisque
A
li h,t;)) = 0.
S (max A (h,2;)) =0
Pour montrer que cette méthode est convergente nous introduisons la notion de
Perreur de discrétisation {F;}o_,.y définie par
E; = |ei] + &l (3.13)
ot,
g = Uz — u(ti),
g =V, —d(t;).

La méthode est dite convergente si,
lim( max E;) = 0.
h—0 0<i<N
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Théoréme 22. Sous des hypothéses (HG) — (HT) et en supposant que [’intervalle
la,b] peut étre divisé en un nombre fini de sous-intervalles

[a = 20, 21], [21, 22, -+ [2m—1, 2m = D],
tel que si j, désigne le plus grand nombre entier inférieur ou €gal 4 z,/h et kn; =
Knj = 0 pour j > n, les poids Ky j, ky j, satisfaire la condition,
Z [maX(A, B)ky, j + max(A, B)k, ; + max(A, B) nj]
—~ |1 - [maX(A, B)kpn + max(A, B)&,., + max(A, B)/{n,n}

J=Jv

Ju+1—1

<3p<l, n>1, 0<v<m.

Cette subdivision doit étre indépendante de h. Alors,

1 m-+2
maX|E|<( > maX|A(ht)|—>0

1<j<n 1-3p 1<j<n

Preuve. Nous avons
t;

Zm] (ti, t;,U;,V;)) — /p(ti — $)K (t;, s,u(s),u' (s)) ds.

to

PPP

PPP
D’apres la définition de § (h,t,), nous avons

PPP

ZmK (tinty, Up Vi) — K (ta, t, u(t),/ (8)} — 0 (b ty),

PPP

Ce qui donne

PPP

T < Z%(A\""ZHBr J|)+|<s<ht>\
7=0
< max(4, B) ZH”E +16 (h,t;)],

7=0

Nous avons aussi,

. t;
ppP ! oK 0K ,
g, = ]Z_;/fma(ti,tj,Uj,Vj)—/p(ti—s)g(ti,s,u(s),u (s)) ds.

to

! o
+ Z/%Z-,jK(ti,tj,Uj,Vj) a]t?(t s) K (ti,s,u(s),u (s))ds
=0

to

PPP

D’apres la définition de 5 (h,t;), nous obtenons,

j—O
aK , Plf’\P
+ ZK’Z]{ tlvt]’ UJ?‘/;)) ot (tivtjau(tj)au (t]))} -0 (h, ti)a
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PPP

F < (|”P|+B| Jl)+ZmJ(A|"”|+B| J|)+|5<ht>|
7=0

7=0
< maXABZFo”E + max(A ZH”E + 16 (h,t)],
7=0
alors,
i S [maX(A, B)FLZ"]' + maX(A, B)I%Z'J‘ + max([l, B)Fdi’j} Ej + A (h, tl) .

Jj=0
Pour h assez petit, nous obtenons

i—1
PPP

oo Z [max(A, B)k;; + max(A, B)k; ; + max(A, Bk, ;] rer
‘ p 1— max (A, B)k;; + max(A, B)#;; + max(A,

PPP

A (h,t;)
1 — [max(A, B)k;; + max(A, B)k;; + max(A, B)k;;|

_|_

En appliquant lemme 2, nous obtenons le résultat désiré.

1.2 La méthode NPP

Dans cette méthode, nous approchons l'intégrale I; par la méthode de Nystrome,
en utilisant la méme subdivision {¢;},,.,. Soit

/ bt — 8kt 5. u(s), u(s))ds =~ Y wnp(tn — t)k(tn, by, ulty), o' (),

=0
ou, {wy, ;} sont supposés vérifiés
< <
igl? JZoax lwn ;| < W < oo, (3.14)
Vo € C°a,b) 11m|/ dt—thnjgo (3.15)

Reprenons les mémes coefficients de la méthode (PPP), av, 11, Bnjt1, Gnj+1 €t
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ﬂAMH, supposés étre calculer explicitement pour obtenir le systéme (NPP) :

Uy = fla), (3.16)
Vo = [f(a), (3.17)
U, = —|—than K (tn, t;,U;, V), (3.18)

[aary

n—

Vi = [f'(tn) + &1 K (tn, to, Uo, Vo) + (@n,jJrl_'_Bn,j) (tn,t;,U;, V)

1

<.
Il

+ Bn,nK(tnatnyUny‘/) +Oén aat (tn7t07U07%)
n—1
0K oK
+ jzl(an,j-i-l + 6n,j) ot ( U ) + ﬁn,na@'rutn, Uy, Vn) (319)

ou, U, approche u(t,) et V,, approche u/(t,).

Etude du systéme (NPP)

Ce systéme nous donne U, explicitement, contrairement a la précédente méthode,
dans laquelle sa valeur est déterminée d’une facon implicite.

Théoréme 23. Pour h suffisamment petit, le systéme (N PP) a une solution unique.

Preuve. Supposons que ['espace R? est muni de la méme norme (3.12).
Pour tout n > 1, nous définissons :

X S
v, =1, 0K ,
Y S+6n,nK(tn7tnaX7 Y) +6n,n§<tn7tn7X7 Y)

o,

S = +than K (tn, t;,U;, V;),

—_

n—

S = fltn) + ani K (tn, to, Uo, Vo) + Y (Gnjs1 + Bn,j)K(tna t;,U;, V)

<.
Il
—

oK — oK
=7 (tust0, Uo, Vo) + D (i + Bui) 5

Jj=1

+ Qn 1 (tnvtijjv‘/j)

Si, Uy, Ur, o, Un—1, Vo, Vi, .., Vi1, sont connus, alors (3.16) — (3.19) est une équation
implicite pour définir U, et V,.

() o (32)

Nous avons, VX, Y, X' Y' € R,
H (0)
1 2

HORE®

46
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. , 0K
72 = ﬁﬁhn(}((tnatna)(alf) _'}(<tnatn7)( )) +’t%zn(

K
5 —(tp, tn, X', Y)).

tytn, X, Y) —
( ) at
En appliquant (Hg) et (H;), nous obtenons

ol < Ban(AIX = X[+ BY =Y'|) + Bun (A|X = X'| + BlY =Y|),
< max(Bon, Bun) (max(4, A) |X — X'| + max(B, B) [Y —Y']),

alors,

oo (7)o ()

Comme }lbir% maX(Bnn, Bnn) = 0,W,, est une contraction pour h assez petit, nous ap-
ﬁ

< max(Bn, Bo,n) max (A’ B, 4, B) H (‘;() - (if(:)
1

pliquons le théoreme de Bannach pour obtenir le résultat désiré.

Analyse de l’erreur de la méthode (NPP)

NPP NPP

Dans cette méthode, 6 (h,t,) et & (h,t,), sont définies par :

tn
NPP

5 (h,ty) :/p(tn—s) K (ty, s, u(s) ds—an]p K (tn, t, u(t;),u'(t;)),

to

et

NPP PPP

o (hty) = 6 (h,ty)

Proposition 24.

max | A (b)) < 2pun(h f)+2  max w (b K (L z,y) [Plwi@-se-a
+ 2pwy (h,H)+ (b—a) max wo (h, Hs(t,.)),
o,
wi (hy@) = max |o(r) —@(O)] + max [¢(r) = @),
|T—0|<h T—0|<h
wo (h, ) = max |o(r) —(0)],
[T—0|<h

H(t) = / p(t — s)K(t,s,u(s),u'(s))ds,
Hi(t,s) = p(t—s)K(t,s,u(s),u'(s))ds
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Preuve.
tn
|6 (htn)| = |/p(tn—8) K (tn,s,u(s),u (s))ds — Zwm P(tn — 1) K (tn, ty, ulty), u'(t5))],
to
< /|p(tn — 8)K (tn, s,u(s),u'(s)) — Py Hs(t,, s)|ds
<  max |Hs(t,,0) — Hg(tn,7)|/d5
|[T—6|<h
< (b—a)ggfgiwo (h, H3(t,.)) -
o (hty)| = |6 (htn)l.

Pour montrer la convergence de cette méthode, nous reprenons la méme notion
de lerreur de discrétisation décrite en (3.13 ).

Théoréme 25. Sous des hypothéses (H6) — (HT) et en supposant que l’intervalle
[a, b] peut étre divisé en un nombre fini de sous-intervalles

la = 20, 21], [21, 22), -y [Zm—1, 2m = 0],
tel que si j, désigne le plus grand nombre entier inférieur ou égal & z,/h et k,; =
Rnj = 0 pour j > n, les poids K, j, kn j, satisfaire la condition,

) jv -1 A 1 D
]i (W ||p|| o,y max(A, B) + max(A, B)Hfj —f max (A, B)ki,]
1 — [max(A, B)&;; + max(A, B)ky]

|<3p<1,n>1, 0<v<m.
J=Jv

Cette subdivision doit étre indépendante de h, alors,

1 m+2
maX|E|<( ) maX|A(ht)|—>0

1<j<n 1-3p 1<j<n

Preuve.
t;

e = th]p K(t;,t;,U;,V;) — /p(ti —5) K (t;,s,u(s),u (s))ds.
to
D’apres la définition de 0 (h,t;), nous avons

NPP

e = hzwﬂ?(ti—t]’){ (ti,ty, Uj, Vi) — K (ti, tj, u(ty), /' ()} — 0 (h,t),

ce qui donne

NPP

i—1
EL < Wbl 3 (A1 4 BIE ) + 5 o),
7=0

1—1
WV pll o max(A, B) S B+ 16 (hato)]

7=0

IN
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Nous avons aussi

NPP PPP

alors,

S
|
—

NPP NPP

E;, < [RW||pl|clapy max(A, B) + max(A, B)&;; + max(A, B)k; ;| E ;

J

Il
=)

NPP NPP

+ [maX(A, B)’%’L,Z + maX(f_l, B)I{Zi7i] EZ + A (h, tl) .

Donc,
wr o [Pl max(A, B) + max(A, B)fq, + max(4, B)ry ] v
i > ~ 1— [max(A, B)Ri; + max(A7 B)K/z‘,i] J
ng (ha tl)

_l_

1— [max(A, B)&;; + max(A, B)fﬂ,z} '

En appliquant le lemme 1.2, nous obtenons le résultat désiré.

1.3 La méthode PPN

Dans cette méthode, nous approchons l'intégrale I3 par la méthode de Nystrome,
en utilisant la méme subdivision {¢;},.,,. Nous avons donc :

I :/np(tn—s)k(tn,s,u( ), 0l (5))ds =~ hzwmp %K(t tulty) 1l (),

o, wy ; sont supposés vérifier (3.14) — (3.15).
Reprenons les mémes coeflicients de la méthode (PPP), ay,j11, Bnj+1, Gnj+1 €t
Bn.j+1, supposés étre calculer explicitement pour obtenir le systéme (PPN) :

Uy = fla), (3.20)
Vo = f(a), (3.21)
n—1
Un = f(tn) + an,lK(tna th U07 %) + Z(an,j+1 + ﬁn,j)K(tna tj? Uj> V})
j=1
+ BonK (tns by Upy Vo), (3.22)

—_

n—

Vn == f/(tn)+dn,1K(tn7t07U07‘/0)+ (dn,j+1+Bn,j> (t t UJ?V])

1

<.
Il

n—1
. 0K
+ Bn,nK(tm tm Una Vn) + Z wn,jp(tn - tj)gam tj7 Uja V})? (323)
7=0

ou, U, approche u(t,) et V,, approche u/(t,).
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Etude du systéme (PPN)
Théoréme 26. Pour h suffisamment petit, le systeme (PPN) a une solution unique.

Preuve. Supposons que l’espace R? est muni par la méme norme (3.12). Pour tout
n > 1, nous définissons :

U X L S+Bn,nK(tn7tn7X7 Y)
"\Y )T \S+ BunK (ty, t, X, Y)

n—1

S - f(tn) +Oén,1K(tn7t07U07‘/0) + Z(an,j-l-l +ﬁn,j>K(tn7t]7UJ7‘/])7

J=1

o,

n—1

S = f/(tn) + dn,lK(tna tOy UO7 Vb) + Z(dn,j—i-l + Bn,j)K(tna tja Uja V;)

Jj=1

n—1
0K
+ Y wnp(tn — ti) 5 (tn 8, Uj, Vi)-
=0

Si, Uy, Uy, .., Un—1, Vo, Vi, .., Vo1, sont connus alors (3.20) — (3.23) est une équation
implicite pour définir U, et V,.
U, U,
=, )
() ()
Nous avons, VX,Y, X' )Y € R,
X X/ 71
v, - v, =
o (7)o ()L - 1G2)

'71 = Bn,nK(tmtnnXa Y) - K(tn,tn,X/, YI)
Y2 = Bn,n<K<tna tm X’ Y) - K(tmtn7X/7 Y,))

)
1

En appliquant (Hy) et (Hy), nous obtenons
M| < Bonmax(4, B)(|1X — X'+ Y = Y)),
et
2l < B max(A, B)(IX - X' +[Y = Y)),

alors,

o () = () = msthm im0 () = ()

Comme flLin% maX(Bn’n,ﬁn,n) = 0, V,, est une contraction pour h assez petit. Nous
%

1

utilisons le théoreme de Bannach pour obtenir le résultat désiré.
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Analyse de l’erreur de la méthode (PPN)

PPN PPN

Dans la troisiéme méthode, § (h,t,) et ) (h,t,), définit par :

PPN PPP

0 (htn) = 0 (h,tn),

et
PPN tn 9 n
50t = [ = K (s (5) () ds = Y oy Kbty uts). (1)
=0
5 0K ol 0K
+ /p(tn - S) E (tn7 S, u (8) 7u/ (8)) ds — anjp(tn - tj)a(u% tjv u<tj)7 ul<tj>>7

to

Proposition 27.

121%}; A (h,tj)| < 2pwy(h, f)+ 2a§t£lb;a§,yeﬁg wy (b, K (t,-,2,9)) |pllwii(a—bp—a)
+ 2pw1 (hv H) + (b - (l) IE?<wa0 (ha H4(t7 )) )
o,
wy (h,p) = max |o(7) — ()] + max |¢'(T) —¢'(0)],
|[T—0|<h |[T—0|<h
wo (h,p) = max |o(T) — @(0)],
|[T—0|<h

H) = / p(t — YK (L, 5, u(s), v/(s))ds,

Hy(t,s) = p(t—s)%—f(t,s,u(s),u’(s))d&

Preuve. Nous avons,

PPN PPP

[0 (htn)| = [0 (hitn)].
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Nous avons ausst,

PPN

6 (h,ty)

/ ” @f (tn = S (ta, 5,0(5),0(5)) = Pl )ty 5, u(s), /()

+ |/ (tn,s,u(s),u’(s))ds

- Zwmp 1) 2 1 (1) 0]

< |nggh<|K<tn,r,um,u'm)—K(tn,e,u<9>,u’<9>>|> [ 1% - syas
" / It~ 5) G (1,50 (5) 0 (5)) = Pral il (1, 5)lds,

< plon(h f)+wr (b H))+ max w (K (2, 9) 1) [[Pllwra @-bp-a)
" / Pt — ) (1, 5,10(5) 0 () = Paa[Hil(t, )]s,

< plwi(h, f)+w (h,H)+ max wi (Kt 2,9),h) [pllwi@ssa

a<t<b; x,yeR

+  max |Hy(t,,0) H4(tn,7)]/d8,
|[T—0|<h

0
S 1Y (wl (ha f) + wy (h7 H)) + agténb;a;{,yER wq (K (ta EEZ y) ) h) ||p‘|w171(a7b,bfa)
+ (b—a) max wo (h, Hy(t,.)) .
Pour montrer la convergence de cette méthode, nous reprenons la méme notion
de lerreur de discrétisation décrite en (3.13).

Théoréme 28. Sous des hypothéses (H6) — (HT) et en supposant que l'intervalle
[a, b] peut étre divisé en un nombre fini de sous-intervalles

[Cl = 20721], [Zl, 22}; ey [Zm—hzm = 5]7

tel que si j, désigne le plus grand nombre entier inférieur ou égal & z,/h et K, ; =
Rnj = 0 pour j > n, les poids ky ;, Ky j, satisfaire la condition,

’j’i:_l [maX(A, B)kij + max(A, B)R; ; + max(A, B)hW||p||c[a7b]]

<3p <1 >1, 0<v<m.
1 — [max(A, B)k;; + max(A, B)k; ] | <3p , n=>1, 0<v<m

J=Jv

Cette subdivision doit étre indépendante de h, alors,

1 m+2
maX|E|<( ) maX|A(ht)|—>0

1<j<n 1-3p 1<j<n
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Preuve. Nous avons,

PgNi _ PgPZ’
et
0K i OK
€ i hZWJp ot (tzatijjvv;) /p(tz - S)E (ti787u(5) 7u/ (S)>d8
to
i 4 9
+ Y kK (it U V) — [ S0t~ s) K (s,u(s) o (s)) ds

- ot
= /

PPN

D’apres la définition de & (h,t;), nous avons

Eio= > R {K (it U, V) = Kt t,ult), o ()}
j=0

o OK , e
+ hzw]p (tzatij]a‘/j)) E(t t]?“(tj) u(t]))}_ 0 (h’tl)7

T < (| 4Bl Jr)+ZmJ(A\ 4Bl j|)+ré<ht>r
=0 =0

PPN

< max(A, B) Z/@”E + hW ||p|| ¢y max(A, B ZE +| 6 (ht;)],

7=0
alors,
PPN i1 o PPN
E; < Z [max(A, B)k; ; + max(A, B)k; ; + max(A, B)hW||p||C[a,bﬂ E;
=0
+ [max(A, B)ri; + max(A, B)au] Ei+ A (hit,).
pgvi - i [max(A, B)k; ; + max(A, B)&; j + max(A, B)hW ||p|lcfa b} pgwj
1 — [max(A, B)k;; + max(A, B)k; ]|

J=0
PPP

A (h7 ti)
1 — [max(A, B)ki; +max(A, B)&i;]

+

en appliquant le lemme 2, nous obtenons le résultat.
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1.4 La méthode NPN

Dans cette méthode, nous approchons l'intégrale I, et 3. Nous utilisons la mé-
thode de Nystrome, en considérant la méme subdivision {¢;}, <j<n»> 1OUS avons donc

/ ' p(tn — 8)k(tn, s,u(s),u'(s))ds ~ thn,jp(tn — ) K (tn, tj, u(ty), u'(t;)).
[ bt = 95 s u(s)a 5)) s thmp 1) R 1 (1), (1)),

avec, wy, ; sont supposés vérifier (3.14) — (3.15). Reprenons les méme coeflicient de la
méthode (PPP), ay j+1, Bnj+1, Gnjt1 €6 B j+1, Supposés étre calculer explicitement
pour obtenir le systéme (NPN) :

Uy = f(a), (3.24)
Vo = f(a), (3.25)
U, = —i—thn]p K (tn, t;,U;, V), (3.26)

—

n—

Vn = f/(tn) + CAYn,lff(tnv tD; Uo, Vb) + (dn,j—i-l + Bn,j)K@m tja Uja V;)

1

<.
Il

n—1
8K
7=0

ou, U, approche u(t,) et V,, approche u/(t,).

Etude du systéme (NPN)

Ce systéme nous donne U, explicitement comme le systéme (NPP), mais les
valeurs de V,, déterminées d’une fagon implicite.

Théoréme 29. Pour h suffisamment petit, le systéme (NPN) a une solution unique.

Preuve. Supposons que l’espace R? est muni par la méme norme (3.12). Pour tout
n > 1, nous définissons :

v A °
" Y T g + Bn,nK(tTL?tTL?X? Y)

S = +anjp VK (tn, 5, U, V),

o,

n—1
S = f/(tn>+dn,1K(tmt07U07‘/0 +Z O‘ny—i—l"’ﬂny (tnatjana‘/j)
7j=1

+ an]p %f:(t ti,ulty), u'(t5)).
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Si, U, Uy, .., Up—1, Vo, V1, .., Vi1, sont connus alors (NPN) est une équation impli-
cite pour définir U, et V,.

U, 3 U,

V,) "\V,)
Nous avons, VX,Y, X' Y' € R,

X X’ 0

v, -, =
() ()] -1

N

Y2 = /Bn,n(K(tnatnany)_K(tnytnaX/>Y/))'

)

1

En appliquant (Hg) et (H7), nous obtenons

el < Bun(AIX = X'|+BJY —Y)),

alors,

oo (3) () s (1) [ () ()

Comme }lbir% ann = 0, V,, est une contraction pour h suffisamment petit, en appli-
%

1

quant le théoreme de Banach, nous obtenons le résultat.

Analyse de l’erreur de la méthode (NPN)

NPN NPN

Dans cette méthode, § (h,t,) et 5 (h,t,), sont définies par,

NPN NPP

0 (hytn) = 0 (h,ty),

et,

NPN PPN

~ A

5 (hty)= 6 (hty).

Pour montrer la convergence de cette méthode, nous reprenons la méme notion de
I'erreur de discrétisation décrite en (3.13 ).

lim( max E;) = 0.
h—0 0<i<N

Théoréme 30. Sous des hypothéses (H6) — (HT) et en supposant que l'intervalle
[a,b] peut étre divisé en un nombre fini de sous-intervalles

[CL = 20721], [21, 22]; ey [Zm—lazm = b],

tel que si j, désigne le plus grand nombre entier inférieur ou égal & z,/h et K, ; =
Rnj =0 pour j > n, les poids Ky j, kn,j, satisfont la condition, pour

n>1 0<v<m
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)

T [hW|[pl| cfay max(A, B) + max(A, B, ; + max(A, BYAW |[p||ciay]

Z 1-— HlaX(A, B)"%z,z

J=Jv

Cette subdivision doit étre indépendante de h, alors,

1 m+2
| < . '
max |E;| < ( > max |A (h,t;)] — 0

1<j<n 1-3p 1<j<n

Preuve. Nous avons,

NPN NPP
€i= €4
NPN PPN
€i= €4,

alors,

~
|
—

NPN

| <3p<1,

NPN

E, < [hWHpHO[a,b} max(A, B) + max(A, B)k;j + max(A, B)hW||p||c[a7bﬂ E;

J=0
NPN NPN

NPN

. [RW ||pllclap max(A, B) + max (A, B)#; ; + max(A, B)hW ||p||cfa] y:y

E, <
- 'Zo 1 —max(A, B)R;;

A (h,t;)
1 —-nnax(zi,l?)%id'

<

%_

en appliquant le lemme 2, nous obtenons le résultat.

2 Reésultat numérique

Exemple 3. Considérons l’équation intégrale non linéaire suivante :

t ) ot 2
vt e [0,1], u(t) = t+/ t—s)2 ds.
0.1], wlt) = £+ (0= 9 s T
Le noyau
K(t,s,a )_L
) ay _$2+y2+17

satisfais (HT) avec
M=e, A=B=A=B=2e,

St nous prenons .
f(t) = sin(t) — 8/105¢2¢",

o6

J
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nous obtenons
u(t) = sin(t).

Les termes U, et V,, ne sont pas calculés exactement, ils sont approchés en utilisant

la méthode d’itération de Bannach avec
H Xnew - Xold” S 10_77

comme condition d’arrét.

Le tableau suivant donne une estimation de 'erreur entre la solution exacte et
approximative de [’équation (3.28) par tout les méthodes.

p— e — . J— ! . M
E(h) = max [Us = u(t)| + max Vi - o/(t)];

0<i<n

0 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001
E(h) | 3.16E — 003 | T.98E — 004 | 3.22E — 005 | 8.08E — 006 | 3.24F — 007
E(h) | 142E — 002 | 4.78E — 003 | 3.96E — 004 | 1.37E — 004 | 1.19E — 005
E(h) | 88E—003 | 3.24E — 003 | 3.08E — 004 | 1.1E — 004 | 1.00E — 005
E(h) | 1.02E — 002 | 3.77E — 003 | 3.55E — 004 | 1.27E — 004 | 1.15E — 005

TABLE 3.2 — Résultats numérique de I'exemple 1 par tout les méthodes

Exemple 4. Considérons l’équation intégrale non linéaire suivante :

B ! 1 ts? (1 + exp (—s%) + exp (—25))
u(t) = SO+ /0 (t=s) 1 +exp(—u(s))+exp(—u(s))

vt € [0,1], ds. (3.29)

Le noyau
s% (1 + exp (—s?) + exp (—2s))
1+ exp (—z) + exp (—y)

t
K(t,s,xz,y) =

satisfait (H2) avec
M=3 A=B=A=DB=3,
St nous prenons
#2 — 16/105¢2,
nous obtenons
u(t) = t2.

Les termes U, et V,, ne sont pas calculés exactement, ils sont approchés en utilisant
la méthode d’itération de Bannach avec

H Xnew _XoldH S 10777

comme condition d’arrét.
Le tableau suivant donne une estimation de ’erreur

E(h) = max [U; — u(t;)| + max [V, — /()] ;

entre la solution exacte et la solution approximative de I’équation (14).
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h 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001
E(h) | 414E — 003 | 1.04E — 003 | 4.22E — 005 | 1.05E — 005 | 4.23E — 007
E(h) | 852E — 003 | 2.77E — 003 | 2.24E — 004 | T.62E — 005 | 7.19E — 006
E(h) | 6.86E — 003 | 2.59E — 003 | 2.52E — 004 | 9.10E — 005 | 8.38E — 006
E(h) | 1.24E — 002 | 4.62E — 003 | 4.39E — 004 | 1L.57E — 004 | 1.43E — 005

TABLE 3.3 — Résultats numérique de ’exemple 2 par tout les méthodes

3 Profil de performance

Dans la section précédente nous avons montré la convergence et 'efficacité des
quatre méthodes pour deux exemples pratiques.

Dans cette section, nous examinons la performance de ces méthodes, dans le
temps d’exécution et la précision de convergence.

Le profil de performance [4,5] est une trés bonne méthode de comparaison entre
les méthodes d’approximations numériques, surtout lorsque la comparaison théo-
rique (ordre de convergence, complexité,...) est impossible ou peu concluante. Il a
connu une grande célébrité surtout dans le domaine d’optimisation.

En reprenant les théorémes de convergence développés dans la section préceé-
dente, nous remarquons qu’il est impossible de comparer entre les quatre méthodes
développées. Pour cela nous allons construire trois séries de tests numériques au-
tour de l'erreur de convergence et le temps d’exécution. Les résultats obtenus sont
introduits dans le "performance profil 7 qui va générer la courbe performance pour
chaque méthode : plus la courbe est proche de 1, plus la méthode est performante.

Nos expériences sont faites sur des intervalles de la forme [0,b;],i = 1,...,n.
Chaque série d’expériences a sa propre famille {b;}1<;<,, résumée comme suit,

o8
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1. Série 1
Dans ce cas b; < 1,1 < i < n, nous utilisons un pas d’approximation h = 0.01
pour chaque méthode. les figures (3.1), (3.2) résument les résultats obtenus

pour l'erreur et le temps d’exécution respectivement.
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FIGURE 3.2 — Temps d’exécution sur |0,1].

29



CHAPITRE 3. ETUDE NUMERIQUE

2. Série 2

Dans ce cas b; < 3,1 < i < n, nous utilisons un pas d’approximation h = 0.01
pour chaque méthode. les figures (3.3), (3.4) résument les résultats obtenus

pour l'erreur et le temps d’exécution respectivement.
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FIGURE 3.4 — Temps d’exécution sur |0,3].
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3. Série 3

Dans ce cas b; < 5,1 < i < n, nous utilisons un pas d’approximation h = 0.01
pour chaque méthode. les figures (3.5), (3.6) résument les résultats obtenus

pour 'erreur

et le temps d’exécution respectivement.
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FIGURE 3.5 — L’erreur de convergence sur [0,5].
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FIGURE 3.6 — Temps d’exécution sur [0,5].
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Commentaires et conclusions

Dans cette partie, nous allons interpréter les figures obtenus par le profil de per-
formance pour chaque séries d’expériences effectuées sur notre équation désirée dans
I’'exemple 2.

Les figures (3.1),(3,2) montrent que toutes les méthodes atteignent un taux de
réussite parfait et égale a 100/100 sur I'intervalle [0, 1], avec une trés forte perfor-
mance de la méthode (PPP) en taux de convergence, qui engendre en contre partie
un temps d’exécutions trés long, comparé aux autres méthodes.

Globalement, nous arrivons a conclure que la meilleure méthode est la (NPP),
vue qu’elle se classe en deuxiéme position en taux de convergence et la premiére
lorsqu’il s’agit du temps d’exécution. Elle apparait comme le meilleur compromit en
pratique.

Les figures (3.3), (3.4) montrent un comportement similaire aux deux premiéres
figures et avec une légére baisse de performance globale, des quatre méthodes pour
le taux de convergence et le temps d’exécution.

Par contre les figures (3.5), (3.6) montrent une grande déficience globale pour les

quatre méthodes. Ce probléme représente un grand défi mathématiques a soulever
dans I’avenir.
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Conclusion

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés aux équations intégrales non li-
néaires de Volterra. Nous avons effectué une étude compléte de ces deux types inté-
gral et intégro-différentielle, analytiquement et numériquement.

Pour atteindre notre but, qui est ’étude de ’équation intégro-différentielle non
linéaire & noyau faiblement singulier. Pour mieux comprendre, et mieux introduire
notre vision, nous avons présenté I’étude analytique et numérique des équations in-
tégrales et des équations intégro-différentielles aux noyaux réguliéres, ce qui a fait
I'objet du premier chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons repris les résultats analytiques et numé-
rique obtenues dans le cadre de I’équation intégrale faiblement singuliére. Comme
nous avons présenté nos résultats pour le cas intégro-différentielle & noyau faible-
ment singuliére. Les hypothéses exigées montrent une grande applicabilité dans la
pratique et une grande similitude avec le cas sans la dérivée.

Vue la particularité de ’équation intégro-différentielle qui est composée de deux
équations : Une pour la solution et une autre pour sa dérivée, il s’est avéré qu’il ya
quatre méthodes numériques pour approcher cette solution, que nous avons nommé

(PPP), (NPP), (PPN) et (NPN).

Le chapitre trois est consacré a 1’étude de la consistance et la convergence de
ces quatre méthodes et la comparaison entre ces derniéres en utilisant le profil de
performance sur l'erreur et le temps. Ce dernier a montré que la méthode (NPP) est
la plus performante parmi les quatre.

Comme perspectives, nous allons essayé d’appliquer ce genre de méthodes sur
d’autre cas plus générale, nous allons reproduire ces résultats dans d’autre espaces
fonctionnels plus faibles comme les LP et surtout essayer d’affaiblir les hypotheéses
exigées dans 1’étude numérique.
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