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Résumé

L'objectif de cette these est d'éablir de nouvelles inégalités intégrales de type
Pachpatte-Bihari sur les échelles de temps pour les fonctions a deux variables.
Ains que de nouvelles généralisations des inégalités de type Hermite-Hadamard
classiques et fractionnaires.

Concernant les inégalités de type Pachpatte-Bihari, nous exposerons dans un
premier temps certains résultats classiques pour les fonctions a une et a deux
variables sur les échelles de temps, ensuite nous présenterons des nouvelles
géneralisations qui ont fait I’objet de la publication internationale

K. Boukerrioua, D.Diabi and T. Chiheb, Further nonlinear integral inequalities in two

independent variables on time scales and their applications. Malaya J. Mat. 5 (2017), no. 1,
109--114.

Concernant les inégalités intégrales de type Hermite-Hadamard, nous avons
introduit de nouvelles classes de non convexité pour les fonctions a une et deux
variables ce qui nous ont permis d’établir de nouvelles généraisations, ces
dernieres ont fait I'objet des publications suivantes :

- K. Boukerrioua, T. Chiheb and B. Meftah, Fractional Hermite-Hadamard type inequalities
for functions whose second derivative are (s,r)-convex in the second sense. Kragujevac J.
Math. 40 (2016), no. 2, 172--191.

- K. Boukerrioua, B. Meftah and T. Chiheb, Note on some lyengar integral inequalities.
Commun.Nonlinear Anal.3 (2017), 87--90.

- B. Meftah, K. Boukerrioua and T. Chiheb, New Hadamard's inequalities for (s;,s;)-
preinvex functions on coordinates. Kragujevac Journa of Mathematics. 39 (2015), no. 2, 231-
254.

- B. Meftah, K. Boukerrioua and T. Chiheb, Hadamard type inequalities for R (s))-
preinvex functions in the first sense. Electronic Journal of Mathematical Analysis and
Applications Vol. 5 (2017) no. 2, pp. 170-190.

- B. Meftah, K. Boukerrioua and T. Chiheb, On some new Hadamard type inequalities for
(s,r)-preinvex functions in the second sense. Konurap Journa of Mathematics. 5 (2017), no.
1, 24-42.

Motsclés:

Inégalités intégrales, équation dynamique, échelle de temps, inégdité de
Pachpatte-bihari, inégalité de Hermite-Hadamard.



Abstract

The aim of thisthesisisto establish new integral Pachpatte-Bihari inequalities
on time scales for functions of two independent variable. As well as new
generaizations of classical and fractional Hermite-Hadamard inequalities.

Concerning the Pachpatte-Bihari inequalities, we will first present some
classical results for functions of one and two variable on time scales, then we
will present new generalizations that have been the subject of international
publication.

K. Boukerrioua, D. Diabi and T. Chiheb, Further nonlinear integral inequalities in two independent variables
on time scales and their applications. Maaya J. Mat.5 (2017), no. 1, 109--114.

Concerning integral inequalities of the Hermite-Hadamard type, we introduced
new classes of non-convexity for the functions with one and two variables which
allowed us to establish new generalizations, these were the subject of the
following publications:

- K. Boukerrioua, T. Chiheb and B. Meftah, Fractional Hermite-Hadamard type inequalities for functions
whose second derivative are (s, r) -convex in the second sense. Kragujevac J. Math. 40 (2016), no. 2, 172-191.

- K. Boukerrioua, B. Meftah and T. Chiheb, Note on some lyengar integral inequalities. Common. Nonlinear
Anal.3 (2017), 87--90.

- B. Meftah, K. Boukerrioua and T. Chiheb, New Hadamard'sinequalities for (s;, S;) -preinvex functions on
coordinates. Kragujevac Journal of Mathematics. 39 (2015), no. 2, 231-254.

- B. Meftah, K. Boukerrioua and T. Chiheb, Hadamard type inequalities for R (s, r)-preinvex functionsin the
first sense. Electronic Journal of Mathematical Analysisand Applications Vol. 5 (2017) no. 2, pp. 170-190.

- B. Meftah, K. Boukerriouaand T. Chiheb, On some new Hadamard type inequalities for (s, r)-preinvex
functionsin the second sense. Konuralp Journal of Mathematics. 5 (2017), no. 1, 24-42.
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Introduction

Les inégalités jouent un role important dans divers branches de mathématiques mo-
dernes telles que la théorie des probabilités et des statistiques, ’analyse réelle, I’analyse
complexe, I'analyse numérique. En particulier les inégalités intégrales ont connues un
grand développement et des nouvelles idées et techniques sont apparues ce qui a contri-
bué a la résolution de nombreux problémes importants en théorie de ’approximation et
en analyse numérique ot I’estimation des erreurs d’approximation est exigée. Par ailleurs
I'importance de ces inégalités intégrales intervient en grande partie dans ’étude des équa-
tions intégrales et plus généralement dans le cadre des équations différentielles ordinaires
au point de vue existence des solutions et stabilité des points d’équilibres. La littérature
dans ce sens est trés riche et connait une croissance explosive en théorie et aux appli-
cations, pour plus de détails on peut consulter les travaux de : Pachpatte [63]|, Burton
[22], Corduneanu [23-25], Gripenberg et al. [32], Tricomi [73|, Beckenbach et Bellman [§],
Lakshmikantham et Leela [41], Filatov et Sharov [30], Mitrinovi¢, Pecari¢ et Fink [51-53],
Bainov et Simeonov [6] et Dragomir [28].

L’objectif principale de cette thése est d’établir, dans un premier temps de nouvelles
généralisations des inégalités intégrales de type Pachpatte-Bihari pour les fonctions a
deux variables indépendantes sur des échelles de temps. Et dans un second temps en
se basant sur le travail [43], nous introduisons de nouvelles classes de convexité pour
les fonctions & une et & deux variables. Ensuite, nous établissons de nouvelles inégalités
intégrales de type Hermite-Hadamard classique et fractionnaire.

Cette thése est structurée comme suit :

Le premier chapitre donne quelques notions de base concernant la théorie des échelles
de temps, ainsi que quelques résultats importants d’analyse qui seront utilisés ultérieu-
rement.

Le second chapitre concerne les inégalités intégrales de type Pachpatte-Bihari, nous
commengons par citer quelques résultats classiques de type Gronwall-Bellman & une et

a deux variables, puis nous établissons de nouvelles généralisations concernant les in-



égalités intégrale de type Pachpatte-Bihari en dimension deux sur une échelle de temps
quelconque et nous concluons ce chapitre par des exemples illustratifs des nouveaux résul-
tats. Ces exemples traitent I’estimation de la solution d’un type d’équations différentielles
partielles non linéaires. Ce travail a fait 'objet de la publication suivante :

- K. Boukerrioua, D. Diabi and T.Chiheb, Further nonlinear integral inequalities
in two independent variables on time scales and their applications. Malaya J. Mat. 5
(2017), no. 1, 109-114.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude des inégalités intégrales de type Hermite-
Hadamard & une et a deux variables. Nous présentons de nouvelles définitions portées
sur la convexité, puis nous établissons de nouvelles inégalités intégrales de type Hermite-
Hadamard généralisant des résultats connus dans la littérature [7, 26, 54, 58, 59, 74, 68, 80].
Les résultats obtenus ont fait I’objet des publications :

- B. Meftah and K. Boukerrioua and T. Chiheb, New Hadamard’s inequalities
for (sy,s2)-preinvex functions on coordinates. Kragujevac Journal of Mathematics. 39
(2015), no. 2, 231-254.

- B. Meftah and K. Boukerrioua and T. Chiheb, Hadamard type inequalities for
(s,r)-preinvex functions in the first sense. Electronic Journal of Mathematical Analysis
and Applications Vol. 5 (2017) no. 2, pp. 170-190.

- B. Meftah and K. Boukerrioua and T. Chiheb , On some new Hadamard
type inequalities for (s,r)-preinvex functions in the second sense. Konuralp Journal of
Mathematics. 5 (2017), no. 1, 24-42.

Le quatriéme chapitre sera consacré a I’étude des inégalités intégrales fractionnaire de
type Hermite-Hadamard via I'opérateur de Riemann-Liouville dont les résultats obtenus
ont fait 'objet de la publication suivante : :

- K. Boukerrioua, T. Chiheb and B. Meftah, Fractional Hermite-Hadamard
type inequalities for functions whose second derivative are (s,r)-convex in the second

sense. Kragujevac J. Math. 40 (2016), no. 2, 172-191.



Chapitre 1

Notations et préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons en premier temps les échelles de temps. Nous
présentons également des résultats usuels relatifs a la dérivation et 'intégration pour des
fonctions définies sur des échelles de temps arbitraires, puis dans un second temps, nous
rappelons quelques résultats classiques sur la convexité, le calcul fractionnaire et quelques

lemmes importants qui seront trés utiles dans la suite.

1.1 Introduction aux échelles de temps

La théorie des échelles de temps est une nouvelle théorie introduite par Stefane Hilger
[36] dans sa theése de doctorat en 1988, dont le but essentiel est d’unifier le cas continu
et le cas discret, ou il a notamment défini la A-dérivée. C’est a partir de cette définition
qu’ont été introduites les équations aux échelles de temps qui ont la méme forme qu’une
équation différentielle ou presque, a titre d’exemple : une équation du premier ordre
dont la dérivée (u') est remplacée par la A-dérivée ( u® ). Nous verrons plus loin que
si T = R, la A-dérivée équivaut a la dérivée au sens classique et les équations aux
échelles de temps deviennent des équations différentielles. Si T = Z, les équations aux
échelles de temps deviennent des équations aux différences finies. D’ailleurs, I'intérét pour

ce dernier type d’équations a connu un essor considérable au cours des derniéres années



pour expliquer plusieurs phénomeénes discrets notamment en économie, psychologie, génie
et en informatique, ainsi les équations aux différences finies sont abondamment utilisées
pour faire avancer cette science. En plus de Z et R, il est possible d’utiliser toutes sortes
d’autres échelles de temps comme par exemple, pour une constante ¢ > 0, I’échelle T :=
{qz : z € Z}. Pour cette derniére échelle, les équations aux échelles de temps sont appelées
les équations aux g¢-différences (g-difference equations) sont utilisées en physique. Ainsi,
la théorie des équations aux échelles de temps vient dans un premier temps unifier les
résultats des études réalisées dans le domaine des équations différentielles et des équations
aux différences finies. En travaillant sous I’angle d’une échelle de temps générale, il est
possible de faire progresser simultanément ces deux champs de mathématiques. Dans
un deuxiéme temps, la théorie développée autour des échelles de temps permet 1’étude
des phénomeénes se modélisant d’une facon qui fait appel simultanément au discret et au
continu. Ainsi, une équation définie sur une échelle de temps de la forme :Qo [2n, 2n+1] est
trés utile pour décrire des phénomeénes saisonniers. Par exemple : ’étude d’une population

d’insectes qui aprés un certain temps disparait, pour réapparaitre ultérieurement apres

avoir vécu pendant un certain temps sous forme de larve.

1.1.1 Terminologie

Définition 1.1 Une échelle de temps T est un sous ensemble fermé non vide de R.

Exemple 1.1 Les ensembles N, Z, [0,1] U [2,3] et les ensembles de Cantor sont des

échelles de temps.

Exemple 1.2 Les ensembles Q, (0,1) ne sont pas des échelles de temps.



1.1.2 Opérateurs de saut

Définition 1.2 Soit T wune échelle de temps, pour t € T, lopérateur de saut avant

o:T — T, est défini comme suit

o(t)=inf{seT:s>t}. (1.1)

Définition 1.3 Soit T une échelle de temps, pour t € T, l'opérateur de saut arriére

p:T — T, est défini comme suit

p(t)=sup{seT:s<t}. (1.2)

1.1.3 Classification des points

Soit T une échelle de temps, ¢ un point de T.

Définition 1.4 On dit que t est un point dense & droite de T , t < sup T (resp. un point
dense o gauche de T), si o (t) =t resp. (p(t) =1).

Définition 1.5 On dit que t est un point dense s’il est simultanément dense & droite et

a gauche.

Définition 1.6 On dit que t est un point dispersé a droite de T (resp. un point dispersé

a gauche de T), si o (t) >t (resp. p(t) <t).
Définition 1.7 t est dit point isolé s’il est simultanément dispersé a droite et a gauche.

Définition 1.8 On appelle fonction de granulation les fonctions définies par

p(t)=o(t)—tevt)=t—p(t). (1.3)



Exemples sur la nature des points

Nous illustrons les définitions précédentes par les exemples suivants

Exemple 1.3 Soit T = R, pour tout t € R, nous avons

o(t) = inf{seT:s>t}=inf(t,00) =t,

p(t) = sup{seT:s<t}=sup(t,oo)="t.

Ainsi tous les points de R sont denses. Les fonctions de granulation p, v valles :p (t) =0

et v (t) =0.

Exemple 1.4 Soit T = 7Z, pour tout t € Z, nous avons
o(t)=inf{seT:s>t}=inf{t+1,t+2,...... F=t+1,
p(t)=sup{seT:s<t}=sup{. . t—2,t—1}=t—1,
ainsi tous les points de 7. sont isolés. Les fonctions de granulation p,v sont : pu(t) =1

et v(t) =1.

Exemple 1.5 Soit T =[0,1]U[2,3] on a :

o { tsite [0,1[u[2,3]

2st=1,
et
. { tsite [.0,1]u]2,3]

1sit=2.

Ainsi

o { 0site '[0,1[u[2,3}
1sit=1,

o

et
0sitel0,1]U]2,3]

1sit=2.



1.1.4 Les sous ensembles dérivés d’une échelle de temps

Nous notons que de chaque échelle de temps nous pouvons extraire les sous ensembles

suivants

Définition 1.9 Soit T une échelle de temps, l’ensemble T* est défini comme suit

- T,/ |p(supT),T] si supT < oo

T st sup T = oco.
Remarque 1.1 De la méme maniére nous pouvons définir les sous ensembles Ty, et TF.

Définition 1.10 Pour deux points a,b € T, lintervalle d’échelle de temps est défini par :
la,bly ={teT :a<t<b}.

Remarque 1.2 Nous notons par [a,b]" = [a,b) = [a, p (b)] dans le cas ot b est un point

dispersé & gauche sinon [a,b)" = [a,b].

1.1.5 Dérivation sur les échelles de temps

Dans cette section nous rappelons la définition de la A-Dérivée dite aussi la dérivée

au sens de Hilger.

Définition 1.11 Soit la fonction f : T — R", f est dit A-différentiable en t € T*s’l
eziste un vecteur f2(t) € R tel que pour tout € > 0, il existe un voisinage U de t

satisfaisant

[f (@) = f(s) = f2 ) (@ (t) = s)[| <elo(t) s,

pour tout s € U. Si f est A-différentiable en tout point t € T , alors f2 : TF — R™ est
dite la A-dérivée de f sur TF.

Théoréme 1.1 Soit f : T — R"™ une fonction et t € T.



(1) Si f est A-différentiable en t, alors f est continue en t.
(13) Si f est continue ent et sit est dispersé & droite, alors f est A-différentiable en

t, de plus nous avons :

flo(®) - 1)

A1) = 1.4
(1 =L (1.4)
(1ii) Sit est dense a droite, alors f est A-différentiable en t si et seulement si
i (O =1 )
s—t t—s
existe et est finie. Dans ce cas nous avons :
A @)= f(s)
t) = lim ———————.
f2 (1) = lim ———
(iv) Si f est différentiable en t, alors
Flo@®)=f)+ult)f2 ). (1.5)

Exemples de calcul des dérivées

Maintenant, nous donnons quelques exemples concernant le calcul de la A-dérivée.

Exemple 1.6 Considérons la fonction f : T — R définie par f (t) = t*> ou T = {%, RS No}.

Pour tout t € T il existe ng € Ng : t = %, Donc

no—f-]_

comime

10



alors

() - ()

A _
) = no+1 ng
2 2
B n0+1 N
N 2 2
QTLO 1
- 2 3
Dot
1
fA(t):2t+§.

Exemple 1.7 Considérons la fonction f : T — R définie par f (t) = t* oo T ={y/n,n € Ny}.
Pour toutt € T : dng € Ny : t = \/ng, et donc

o (t) = +vno+1,
flo(®)—F(@)
P = ST
alors
fA(t) — (Vn0+1)2_<\/n_0)2
Vo +1— /g
= Vno+ 1+ /ng.
Ainsi

A =vVeetr1+t

Remarque 1.3 Si T =R, alors d’aprés (iii) du théoréme précédent la fonction f: R —
R est A-différentiable en t € R, si et seulement si

6yt LD =1

t—s t—s ’

11



existe et de plus f2 (t) = f' (t).

Remarque 1.4 Si T = Z d’aprés (ii) la fonction [ : Z — R est A-différentiable en

t € Z et nous aurons

1.1.6 Propriétés de la A-dérivée

Théoréme 1.2 Si f,g: T — R sont A-différentiables en t € T*, alors :
(1) [+ g est A-différentiable en t de plus

(f+9)% () =2 (1) +¢° ().
(17) (af) est A-différentiable en t pour tout a € R et nous avons :
(af)™ (8) = af* (#).
(131) fg est A-différentiables en t et nous avons :

(f9)™(t) = f2 () g)+f (o) g™ ()
= f) g )+ A1) glo®).

(iv) Sig(t)g(o(t)) #0, alors g est A-différentiable en t nous avons :

S e - F @) ec
<g) O=="g0ee )

Théoréme 1.3 Soit W un ouvert de R™ et t un point dense a droite de T. St g : T — R"
est A-différentiable en t et si f : W — R est différentiable en g (t) € W, alors f o g est

12



A-différentiable en t et nous avons :

(fog)®={(f(g(t).g" (1))

Définition 1.12 Une fonction f : T — R"™ est dit rd-continue si elle est continue en
tout point dense a droite de T et si sa limite G gauche existe et est finie en tout point

dense a gauche de T.

Remarque 1.5 L’ensemble de toutes les fonctions rd-continues est noté par C.q ou

Cya (T).

Remarque 1.6 L’ensemble de toutes les fonctions A-différentiables et rd-continues est

noté par C, ou C, (T).

Exemple 1.8 Considérons [’échelle de temps T = |J [2k, 2k + 1]. Nous avons :
k=0

0site | [2k, 2k +1]

p(t) = 2
lsite | {2k+1},
k=0

nous supposons t € [0,1) N'T, alors nous avons :

t —
A1) = limM, telo,1].
s—t t—s
Montrons que cette limite existe, nous avons :
f2)—fQ@)

A==

Montrons que f est continue ent =1, f est définie sur T par

1sitel0,1]
2st>1.

f(t) =
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En effet pour t = 1, f est rd-continue car (lim ft) = 1) par contre elle n’est pas

t—1—

continue ent =1 car (f (1) = 2).

1.1.7 Calcul d’intégrales sur les échelles de temps

Définition 1.13 La fonction F : T — R, est dite primitive de f : TF — R, si elle vérifie
FA(t) = f (t) pour tout t € T,

Théoréme 1.4 Toute fonction rd-continue f : TF — R, admet une primitive F : T —

R, et nous notons
/ f({t)At = F(r)— F(s) pour toutr,s € T.
Théoréme 1.5 i f € C,q(T"), nous avons :
o(t)
[ tmar=wvrw, tet
¢

Théoréme 1.6 Soit a,b,c e T, A€ R et f,g € Cpy (T’“) alors :
L)+ At:fbf At+ffg<t>m

S AF @) Aff

I FBA ——fb

[P At= [t At+fcbf(t)At
[2f)At=0.

Si |f (8)] < g(t) sur [a, by, alors ‘fa”f (1) At‘ < [Pg(t)AtL.

Proposition 1.1 Pour T = R, nous avons :

/abf(t)At:/abf(t)dt
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Proposition 1.2 Pour T = Z, nous avons :

;

b—1
Yf(t) sia<d
b t=a
/f(t)At— 0sta="b
—ailf(t) st a >b.
t=b

\

Proposition 1.3 Si [a,b] ne contient que des points isolés alors :

(

>, p(t) f(t) sia<b

t€la,b|

b
/f(t)At: 0sia=5b
>oou(t) f(t) sia>b.

\ t€lb,al

A-Intégration par partie

Proposition 1.4

b

/ WA mar = [(fo) 01— [ 2w A

b b
[ 10 0ar = (a0~ [ o oar
Définition 1.14 Les fonctions g;, hy : T?> — R définies par récurrence par :

go(t,s) = hol(t,s)=1. s,t €T,

t t
ki1 (t,s) = / gr (0 (1), 8) AT, hyyq (t,8) = / hi (1,s)At, keNy, s, teT.
Sont appelées les polynomes d’échelle de temps.

Définition 1.15 Soit p: TF — R, p est dite régressive si elle vérifie :

L+ p(t)p(t) #0.
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Remarque 1.7 Pour tout t € T*, ’ensemble des fonctions régressives et rd-continues

est noté par R.

Définition 1.16 L’ensemble de toutes les fonctions régressives positives est défini par :
Rt ={peR:1+u@)p(t) >0, pour tout t € T} . (1.6)

Définition 1.17 Pour h > 0, la transformation cylindrique : &, : Cp,— Zy, est définie

par :
1
&, (2) = Elog(l%—zh),

ol

C, = {ZEC:z#—%}

Zy = {ze@:—z<lm(z)§

h }’ZOZC’

SHI

et log est le logarithme principal. Pour h = 0, nous aurons : &, (z) = z pour tout z € C.

Théoréme 1.7 Nous supposons que p € R et to € T un point fixé, alors le probléme a

valeur initiale

vt =pt)y (1), y(te) =1, (1.7)
admet une unique solution dans T.

Définition 1.18 Soit p € R et to € T, la fonction exponentielle est définie comme

solution du probléme (1.7) et nous avons

vy = ([ oo mar)),

nous la notons souvent par

ey 110 = xp / Guo (1)A7),
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ou &, est la transformation cylindrique donnée par la définition 1.17.

Remarque 1.8 1[I est clair que

ep (0 (1), to) = (L+ p(t)p (1)) ey (¢, Lo) -

Remarque 1.9 Pour T = R, la fonction exponentielle est donnée par :

ey (t,t0) = exp (/t:p(’i') d’i’) ,

out, tg €R et p: R — R, une fonction continue.

Remarque 1.10 Pour T = 7Z, la fonction exponentielle est donnée par :

T=t

e (t,t0) = [[ L+ ()],

T=tg
out,tg €EZ,tg <tetp:7Z — R, une suite vérifiant :

p(t) # —1 pour tout t € Z.

Théoréme 1.8 Soita € T, b e T et L : TxTF — R, est continue en (t,t), pourt € TF,
t>a et L?(t,.) est rd-continue dans [a, o ()], nous supposons que pour tout ¢ > 0, 3 U

voisinage de t indépendant de T € [a, o (t)] telle que :
|L(0(t),7-) — L(s,7) = L*(t,7) (o (t) —s)‘ <elo(t)—s|, VseUl.
ot f& dénote la dérivée de f par rapport & la 17 variable alors nous avons :

g(t):/ L(t,T)AT:>gA(t):/ LA(t,T)AT—l—L(J(t),T),
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et

h(t):/tbL(t,T)ATéhA(t) :/tbLA(t,T)AT—L(U(t),T).

Théoréme 1.9 Soit f : R — R, une fonction continue et différentiable et g : T — R,

A-différentiable sur T*, alors f o g est A-différentiable et nous avons :
A L
Foa*@={ [ £+ ms* )i} x>, rer
0
Lemme 1.1 Supposons que u, b € Cry et a € RT. Si
ut () <a(®)u(t)+b(t), t >t t €T,

alors

u (t) Su(tg)ea(t,to)—i—/tea(t,a(s))b(s)As, t>ty, teTk

to

1.1.8 Dérivation des fonctions a plusieurs variables

Soient T, et Ty deux échelles de temps, o1, 02 les opérateurs de saut avant par rapport
a Tq et Ty respectivement et A;, Ay les opérateurs de dérivation. Supposons a < b deux
points de Ty, ¢ < d deux points de Ts.

Soit f une fonction & valeurs réelles sur T; x Ts.

Définition 1.19 On dit que f admet une dérivée partielle > (s,t) au point (s,t) €
Ty x Ty (par rapport a s) si pour chaque € > 0, il existe un voisinage Uy de s tel que

[ (01(5),t) = f (o, t) = f2 (5,8) (01 (s) — a)| < elon (s) —al,

pour tout o € Us.

Définition 1.20 On dit que f admet une dérivée partielle 2 (s,t) au point (s,t) €

Ty x Ty (par rapport at) si pour chaque € > 0, il existe un voisinage U, de t tel que nous
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avons

|f (5,02 (1) = f (5, 8) = [22 (s,8) (02 (t) = B)| < eloa (8) - B,
pour tout 5 € Us.

Définition 1.21 Soit f une fonction a valeurs réelles sur T x Ty. f est dite rd-continue
en t si pour chaque o € Ty, la fonction f («,t) est rd-continue sur Ty. La fonction f est

dite rd-continue en s, si pour chaque B € Ty, la fonction f (s, 3) est rd-continue sur T;.

Définition 1.22 toute fonction f définie sur T, x Ty, est dite de classe CC,q, si elle
vérifie les conditions suivantes :

(1) f est rd-continue en s.

(17) f est rd-continue en t.

(1ii) f est continue en (s,t) € Ty x Ty ou s,t sont des points denses & droite ou
maximal.

(1v) Si s ett sont des points denses a gauche, et la limite de f (s, 3) existe quand (s, )

approche (s,t) par n’importe quel chemin de la région {(s,5) : o € [a,s]NTy, 5 € [¢,t] NTa}.

Définition 1.23 On note par CC}, l’ensemble de toute les fonctions CCq dont les dé-

rivées partielles 21 et f22 existent et appartiennent & CC,q.

Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [1, 14, 37].

1.2 Rappels sur quelques types de convexité

Dans cette section, nous donnerons un petit rappel concernant quelques types de
convexité, nous notons / un intervalle de R, K un sous ensemble de R", n: K x K —
R" une fonction continue, A intervalle de [0, 00)? oit A =: [a,b] X [c,d] avec a < b, ¢ < d,

9% f

k= (b—a)(d—c)et par fr, la dérivée mixte 5.

Définition 1.24 ([71]) Une fonction f : I — R, est dite convexe, si l'inégalité

flz+ 1=ty <tf(z)+(1—1)f(y)
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est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.25 ([71]) Une fonction positive f : I — R, est dite logarithmique conveze,
st [tnégalité

fltz+ (1 =ty) <[f@)] [F)]"

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.26 ([8]) Une fonction positive f : I C [0,00) — R, est dite s-convexe au

second sens pour un certain nombre fizé s € (0,1], si l'inégalité

flz+ (1 —1t)y) <t*f(z)+ (1 —-1)f(y)

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.27 ([2]) Une fonction positive f : I C [0,00) — R, est dite logarithmique

s-convexe au second sens pour un certain nombre fizé s € (0, 1], si l'inégalité

fltz+ (1=ty) < [F@) [f)*

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Définition 1.28 ([70]) Une fonction positive f : I — R, est dite r-convexe sur I, ol

r >0, si [inégalité

[t (x) + (1= 1) [/ ()] si 7 #0

[tz + (1 —t)y) < e
@] )] si r=

est satisfaite pour tout x,y € I et tout t € [0, 1].

Nous notons aussi que dans [35], Hanson a introduit une nouvelle classe de fonctions
convexes dite classe des fonctions invexes qui est une généralisation de cette derniére.

D’autres chercheurs ont introduit le concept de fonctions préinvexes qui représente un

20



cas spécial des fonctions invexes ainsi qu’'une généralisation des fonctions convexes. Pour
plus de détails concernant les propriétés de base et le role que joue ce type de fonctions,

le lecteur pourra consulter [55, 56, 72,78, 79].

Définition 1.29 ([78]) L’ensemble K est dit invexe au point x par rapport a n, si
r+tn(y,x) € K

est valide pour tout z,y € K et t € [0,1].

Remarque 1.11 K est dit ensemble invexe par rapport a n, s’il ’est pour tout point x

de K.

Définition 1.30 ([78]) Une fonction f sur l’ensemble invexre K est dite préinvexe par

rapport a n, si l'inégalité

flo+tn(y,») <(1—1t)f(x)+tf(y)

est satisfaite pour tout x,y € K ett € |0, 1].

Définition 1.31 ([55]) Une fonction positive f sur l’ensemble invexe K est dite loga-

rithmique préinveze par rapport a n, si l'inégalité

f@+tn(y,2) < [f @) 1)

est satisfaite pour tout x,y € K ett € |0, 1].

Définition 1.32 ([76]) Toute fonction positive f sur l’ensemble invexe K C [0,00) est

dite s-préinvexe au second sens par rapport an, certain nombre fizé s € (0, 1], si l'inégalité

fle+tn(y,z) <A —1)°f(z)+t°f(y)

est satisfaite pour tout x,y € K ett € [0, 1].
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Définition 1.33 ([77]) Une fonction positive f sur l’ensemble inveze K C [0,00), est
dite s-logarithmique préinvexe au Second sens par rapport a 71 pour un certain nombre

fize s € (0,1], si l'inégalité

S

fla+tn(y,2) <[f @) [fy)

est satisfaite pour tout x,y € K et t € [0, 1].

Définition 1.34 ([4]) Une fonction positive f sur l’ensemble invexe K, est dite r-préinveze

par rapport an, our >0, si l'inégalité

(L= t) f7 (2) + tf7(y)]" si 70

flatin(y,) < 1—t ¢
()] [fy)] si r=20

est satisfaite pour tout x,y € K ett € [0, 1].
Définition 1.35 ([27]) Soit f: A — R, f est dite conveze sur A, si l'inégalité :

est satisfaite pour tout (x,y), (z,w) € A et A € [0,1].

Définition 1.36 ([42]) Soit f : A — R, f est dite a coordonnées convexes sur A, si

I'inégalité :

fOx+A-=Ntiay+ (1 —a)v) < daf(z,y)+A(1—a) f(x,v)

+A=Naflty)+ (A=A (1 —-a)f(tv)
est satisfaite pour tout A\, € [0,1] et (x,y), (z,v), (t,y), (t,v) € A.

Définition 1.37 ([3]) Soit la fonction positive f : A C [0, ) = R, f est dite s-conveze
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au second sens sur A, pour un certain nombre fixé s € (0, 1], si l'inégalité :
fOz+ (1 =Nz, Ay + (1= NMw) < X f(z,y) + (1 = N)°f(z,w)

est satisfaite pour tout (x,y), (z,w) € A et A € [0,1].

Définition 1.38 ([3]) Soit f : A — R, f est dite a coordonnées s-convexes sur A au

second sens pour un certain nombre fizé s € (0,1], si l'inégalité :

fOz+ 1 =Nt,ay+ (1 —a)v) < Na®f(z,y)+ N (1—a)’ f(x,v)
+A =N’ ft,y) + (1= A)° (1 — ) f(t,v)

est satisfaite pour tout A\, € [0,1] et (x,y), (z,v), (t,y), (t,v) € A.
Définition 1.39 ([62]) Soit f: A — R, f est dite & coordonnées r-convexes sur A, si

["inégalité

Fltz+ (1 —t)udy+(1—\)v)
[EAf" (2, y) + (1= A) fr(w,0) + (1= ) Af7 (u, y)
< 4 (=) (1= ) frlu,)]r sitT#0
S, y) f1O (@,0) fOM u, ) fOD0N (0, 0) str =0

est satisfaite pour tout t, \ € [0,1] et (z,y), (z,v), (u,y), (u,v) € A.

Définition 1.40 ([43]) Soient Ky, Ky deux sous ensembles non vides de R", (u,v) €
Ky x Ky. On dit que K; x Ky est invexe au point (u,v) par rapport a n, et ny, Si pour

chaque (z,y) € K1 X Ky et t,s € [0,1], nous avons

(U+t771 (JZ,U) y U + RUp) (y,v)) € Kl X K2a
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K, x Ky est dit ensemble invexe par rapport a n, et ny, sl est invexe pour tout point

(u,v) € K1 x Ks.

Définition 1.41 ([43]) Soit K1 x Ky un ensemble invexe par rapport an, : Ky x K; — R”
etny : Ko x Ko — R™. Soit la fonction f : K1 x Ky — R, f est dite préinvexe, si l’inégalité

f(u+t771 ($’u)=v+tn2 (yvv)) S (1 _t)f(uvv> + tf<£’y)7

est satisfaite pour tout (z,y), (u,v) € K1 x Ky et t € [0, 1].

Définition 1.42 ([42]) Soit K1 x Ky un ensemble invexe par rapport an, : Ky xK; — R"
et ny 1 Ko X Ko — R™. Soit la fonction f : K; x Ko — R, f est dite a coordonnées

préinvexes, si l'inégalité

flu+ g (z,u), v+t (y,0) < (1=N1T =) f(u,v)+ (1= Ntf(u,y)
+(1 =)\ f(z,v) + X f(z,y),

est satisfaite pour tout (x,y), (x,v), (u,y), (u,v) € Ky x Ky et A\,t € [0,1].

1.3 Calcul fractionnaire

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin du 17 ™ siécle jusqu’a nos
jours. les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début a la fin de ’année 1695

quand L’Hospital a soulevé une question & Leibniz en s’interrogeant sur la signification de

mn . . », ’ . .
Z Y Jorsque n = =. Leibniz, dans sa réponse voulut engager une réflexion sur une possible
e 2 ’
théorie de la dérivation non entiére, et & répondu & L’Hospital : ”... cela conduirait a
un paradoxe ...”. Il a fallu attendre les années 1990 pour voir apparaitre les premiéres

”conséquences utiles”. La premiére tentative sérieuse de donner une définition logique
pour la dérivée fractionnaire est di a Liouville qui a publié neuf documents dans ce

sujet entre 1832 et 1837. Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s’est
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avérée essentiellement celle de Liouville, et c’est depuis qu’elle porte le non ” Approche de
Riemann-Liouville”. Plus tard, d’autres théories on fait leurs apparitions comme celle de
Griinwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo etc. Cette théorie ne cesse d’attirer I’attention
des chercheurs vu I’ampleur de son champ d’application en traitement d’images, biologie,
génie civil mécanique, équations différentielle.

Dans cette section nous allons nous restreindre uniquement a l’approche de Riemann-
Liouville, nous rappelons les définitions de la dérivée et de l'intégration au sens de

Riemann-Liouville ainsi que certaine de leurs propriétés.

1.3.1 Intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.43 ([39]) Soit f € Ly [a,b], l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville 1%, f(x) d’ordre oo > 0, ot a > 0 est définie par

T

I f(x) = ﬁ/ (x -0 f(Bdt, > a

a

OuT'(.) est la fonction gamma d’Euler.

Remarque 1.12 Lorsque o = n l'intégrale de la définition précédente coincide avec la

ieme

n intégrale c’est-a-dire

) = oy [ @0

(n—1

T t1 tn—1
- /dtl/dtQ../f(tn)dtn,

et pour oo =0 on a I?, f(z) = f(x).
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Remarque 1.13 Généralement nous utilisons les écritures suivantes
o f(z) = —/ (x -0 f@O)dt, x> a>0

@) = f@a/@—xf*fww, b o,

ot f € L([a,b]), « >0, (o) = [ e "t dt, est la fonction gamma d’Euler et J°, f(x) =
0
Jy-f(x) = f(z).

1.3.2 Dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.44 ([39]) Soit f € Ly [a,b], la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville D%, f(z)d’ordre oo > 0, ot a > 0 est définie par

N R )
= ;dn/(a:—t)"_a_lf(t)dt, n=a+1 v>a

T'(n— a)dt®

Ou [a] est la partie entiére du nombre o, T'(.) et la fonction gamma d’Euler.

Remarque 1.14 Lorsque o = n la dérivée de la définition précédente coincide avec la

dérivée usuelle d’ordre n de la fonction f(t) c’est-a-dire

DI (@) = £ (a).

Et pour oo =0 on a D%, f(z) = f(x).
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1.3.3 Quelques propriétés de l’intégration et de la dérivation

fractionnaire

— Pour toute fonction f continue et tout o, 5 > 0, on a
S (10 f () = I (I3 f () = 1577 f ().

— Pour tout o > 0, on a

ar (g f(x)) = ().
— Pour toute fonction f € L, ou 1 <p < +4o0 et tout @« >3 >0, on a
o (1 f(2) = 1277 f ().
— Pour tout « >0 et m € Non a
(D7, f(w) = D f ().

— Pour toute fonction f intégrable et tout n — 1 < a < n, on a

n

S (D f(0) = f(o) = 3 [P f ()], e,

Jj=1

— Pourtoutm—1<a<metn—1<<n,ona

o (DY f(x) = D2 f(x) —

n

DI )] e

7j=1

1.4 Quelques lemmes importants

Lemme 1.2 ([38]) Supposonsa >0, p>q >0 etp+#0, nous avons

K% a+ LKy,



pour tout K > 0.

Lemme 1.3 ([52]) Soient a >0 et b > 0, les inégalités suivantes sont satisfaites
(a—l—b)AgQ’\’l (a)‘+b’\), siA>1

et
(a+0)<a*+b, si0<A<L.

Lemme 1.4 ([5]) Soient 0 < ¢ <1< ett,sec[0,1]. Alors

¢ts S ¢St

et
wts < wst+lfs

Lemme 1.5 ([75]) Pour « >0,k >0etz>0, ona

1 o0
T(ak) = / 0 k= S o
0 =1 ’
H(a,k,z) = /ta tdt = zakzz%)%1 < 00,
0 =1

oit (), = TI (o + ).

s
<.
Il
o

Lemme 1.6 ([81]) Soit f : [a,b] — R une fonction deux fois différentiable sur (a,b) tel
que 0 < a <b. Si f€ Lla,b], alors

JO O Ze sl (T2 £ () + T3 f(a)]
1

- él();i)f)/ [1 - (1- t)aH — t““} " (ta+ (1 —t)b) dt. (1.8)
0
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Lemme 1.7 ([43]) Soit K| x Ky un sous ensemble ouvert et invere de R? par rapport
an Ky x Ky —=Retn, : Ko x Ko — R. Soit f: Ky x Ks — R, une fonction deuz
fois différentiable telles que % € Ly ([a,a+ny(b,a)] x [¢,c+ny(d,c)]) et ny(b,a) # 0,
ny(d,c) £ 0 ot a,b € Ky et ¢,d € Ky. Alors U'égalité suivante a lieu

[f(a’c) +f(a7c+772 (d7c)) +f(a+771 (bva) 76) +f(a+771 (b7a>7c+7]2(d’c)>]
a+mn (b,a)ctny(dic)
et / / f(x,y)dedy — A

| =

Ukt (bva)n2 (dvc)

11
a C 82
— My (de) )4’72(51’ )// (1 —2t)(1—2s) 8258]63 (a+tn, (b,a),c+ sny(d, c))dtds, (1.9)
00
ot
1 a+n1(b7a)
A= ———— / z,c)+ f(x,c+ny(d,c))| dx
i | Ve et (o)
C+772(d70)
+— a,y)+ fla+ b,a),y)|dy. 1.10
27 (A0 [f (a,y) + f (a+ny (b, a)  y)] dy (1.10)
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Chapitre 2

Inégalités intégrales de type

Pachpatte-Bihari

2.1 Introduction

Les inégalités intégrales jouent un role important dans I’étude des équations intégrales
et plus généralement dans le cadre des équations différentielles ordinaires au point de vue
existence des solutions et stabilité des points d’équilibres. D’autres travaux qui sont liés
a ce type d’inégalités ont été établis pour les équations d’évolutions en présence des
petites perturbations. Ces inégalités ont été introduites par Gronwall en 1919, et depuis
leur apparition ces derniéres ont trouvé leurs applications dans plusieurs domaines. En
outre, la théorie de ces inégalités a connu une croissance rapide et un bon nombre de
monographies ont été consacrées a ce sujet. Les applications des inégalités intégrales, ainsi
que les inégalités différentielles, ont été développées de maniére remarquable dans 1’étude
du comportement asymptotique des solutions, 'existence, I'unicité, la comparaison, la
stabilité et la dépendance continue des conditions initiales.

Ces derniéres années, une importante généralisation de ces inégalités s’est apparue et
parmi ces généralisations, on peut citer celle de Belmann, Pachpatte et Bihari.

Nous aborderons ce chapitre en citant tout d’abord quelques résultats classiques
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concernant la célebre inégalité de Gronwall ainsi que quelques unes de ces généralisations
en dimension une, puis nous énoncerons quelques résultats concernant cette derniére en
dimension deux, ensuite nous donnerons des nouvelles généralisations concernant les in-
égalités de type Pachpatte-Bihari en dimension deux sur une échelle de temps quelconque.
Ces nouveaux résultats ont fait l’'objet de publication :

K. Boukerrioua, D. Diabi and T. Chiheb, Further nonlinear integral inequalities
in two independent variables on time scales and their applications. Malaya J. Mat. 5

(2017), no. 1, 109-114.

2.1.1 Quelques célébres inégalités intégrales de type Gronwall

en dimension une

En 1919, Gronwall a démontré une remarquable inégalité qui s’avére trés utile dans

I’étude des propriétés qualitatives des équations différentielles dont ’énoncé est :

Théoréme 2.1 ([33]) Soit u(t) une fonction continue sur I = [a,a+ h|, a et b deux

constantes positives. Si | inégalité

0 < u(t) g/[bu(s)+a]ds, tel,

(e}

est vérifiée, alors

0 <wu(t) <ahexp(bh), t € 1.
En 1943, Bellman généralisa le résultat ci-dessus comme suit

Théoréme 2.2 ([10]) Soient u et f deux fonctions continues positives sur I = [, ] C

Retec>0.5i

u(t) <c+ /f(s)u(s)ds, tel,
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est satisfaite, alors
t
u(t) < cexp(/f(s)ds), tel.

Une autre généralisation du théoreme 2.1 a été élaborée par Bihari en 1956

Théoréme 2.3 ([13]) Soient u, f deux fonctions continues positives sur [0, 400, w une
fonction croissante et continue sur [0, +o00|, vérifiant w(x) > 0 pour tout x > 0 et ¢ une

constante positive. Si

u(t) et [ Flsw (u(s)) ds

est satisfaite pour tout t > 0, alors,
t
u(t) <G| G (e) + /f(s)ds pour tout 0 <t <T,
to

ot G est solution de l’équation intégrale suivante

t

1
G(t):/md(s, t >ty >0,

to

G~ est la fonction inverse de G, T est choisi de telle sorte que

t
G (c) + /f(s)ds € Dom (G™"') pour tout 0 <t <T.
to

En 1958, Bellman établissait une autre variante du théoréme 2.2 comme suit :

Théoréme 2.4 ([11]) Soient u et g deuz fonctions continues et positives sur I = [, ff]

et soit n(t) une fonction continue, positive et croissante définie sur I. Si l'inégalité

t

u(t) < n(t) + /g(s)u(s)ds, tel,

[0}

32



est satisfaite, alors,
t

u(t) < n(t) exp(/g(s)ds), tel.

[0}

En 1969, Gollwitzer a étendu le résultat du théoréme 2.4 comme suit :

Théoréme 2.5 ([31]) Soient u, f,g et h des fonctions continues et positives sur I =

[, B] . Si Uinégalité
t

Mﬂéﬂﬂ+ﬂﬂ/M$M$%J€L

[0}

est satisfaite, alors,

t t

M@Sﬂw+mw/M$ﬂﬁmM/M®ﬂ®MW&tef

e} S

Gyori a établi en 1971 une variante du théoréme 2.5 comme suit

Théoréme 2.6 ([34]) Soientu et 5 deux fonctions continues et positives sur I = [tg, 00),
et sotent f, g et a des fonctions différentiables avec f positive et g, o deux fonctions

positives et croissantes. Supposons que
t
u(t) < 5(0)+ a(®) [ 59 (u(s) ds
to

Si
1

R e R

pour toute fonction continue et positive 1 (t), alors

t

u(t) < G GU%D+/M@M$+f@Ms,

to
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ot G est solution de l’équation intégrale suivante

t

1
G’t—/—ds, t >ty >0,
0= 0

to

G~ est la fonction inverse de G,

t

C%WM+/M®MQ#NM% & Dom (G1).

to

Pour plus de détails, se référer a [9, 28,53, 63] .

2.1.2 Quelques inégalités intégrales de type Gronwall & noyau

en dimension une

En 1987 Norbury et Stuart ont établi une variante de I'inégalité de Gronwall-Bellman
(théoreme 2.2) dans le cas ou la fonction g dépendra du parametre t (i.e. g(s) = k (¢, s)),

dont ’énoncé est le suivant :

Théoréme 2.7 ([60]) Soientu et f deux fonctions continues et positives sur I = [, ff]
et k(t,s) une fonction continue et positive sur le triangle A : o« < s <t < (,telle que

k(t,s) est croissante par rapport a t pour tout s € I

i) Si

u(t) < c—l—/k’(t, s)u(s)ds, t €1,

est satisfaite pour toute constante ¢ > 0, alors

t

u(t) < cexp /k:(t,s)ds ,tel,

«
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i1) Soit n(t) une fonction continue, positive et croissante pour toutt € I. Si

t

u(t) < n(t) + /k (t,s)u(s)ds, t €1,

«

est satisfaite, alors
t

u(t) < n(t)exp /k(t,s)ds ,tel,

[0}

Pachpatte a établi une version plus générale du théoréme précédent comme suit :

Théoréme 2.8 ([63]) Soient u,p,q,r et [ des fonctions continues et positives définies

sur I = |o, B] et soit k(t,s) et sa dérivée partielle —k(t,s) deux fonctions positives et

s

continues, pour a < s <t <. 8 l'inégalité

t

u(t) < p(t) + Q(t)/kf(t, s) [r(s)u(s) + f(s)] ds,

est satisfaite, alors

u@<mw+w>/éwmm/Ammm ,
A(t) = k(t /—k: (t,s)r(s)q(s)ds
et

B(t) = h(t,0) ()l /atfs n(s) + F(5) ds

En 2000, Pachpatte a établi aussi une nouvelle généralisation du théoréme précédent

comme suit :
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Théoréme 2.9 ([65]) Supposons que les hypothéses du théoréme précédent sont vérifiées.

Soit, k(t,s) et sa dérivée partielle —k(t,s) deux fonctions positives et continues, pour

ds
0 <s<t<oo. Silinégalité

WP (1) < a(t) + b(1) / k(t,s) [g(s)u?(s) + h(s)u(s)] ds,

est satisfaite pour p > 1, alors nous avons

u(t) < a(t)—|—b<t)/A(O')<eXp/B(T>dT)dg pu
A(t) = k(t,t) {g<t>a(t> +h(1) [?+ ,%]}
; / D01, {(s)a(s) + n(s) [ + 2] Y as
et

B(t) = K(t,1)b(1) [g(t) + %] + / aﬁk(t, $)b(s) [g(s) + h;ﬂ ds.

Boukerrioua a généralisé le résultat de Norbury et Stuart sur les échelles de temps,

donné par le théoréme suivant :

Théoréme 2.10 ([20]) Soient u(t),a(t),b(t) et hi(t)(i =1,..n) € Crq , a(t) > 0 crois-
sante pour t € T , il existe une suite de nombres réels positifs pi,ps, ...., pn telle que
p>p;i>0,i=1..n. S L(t,.) est définie comme dans le théoréeme 1.8 (voir page 17),

avec L(t,s) >0 et L2(t,s) > 0 pourt,s € T et s <t, si

t .
1=n

W) < alt) + b(t) / Llt,$) Y hals)u (5)As, ¢ €T

to =1
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est satisfaite, alors

t

() < (alt) + b(t) / en(t,o(s)A(s)As)b, ¢ € T,

to

ot
AW) = Lie®),t) 3 hi(t) {&Kpi;pa(t) PP Kﬂ
i=1 p P
! i=n
+ LA t’S hiS [&K L;pag +p_szi‘;L:|AS
J 2 o) (B a4 2
to
et

t

+ / b(s)LA(E ) Y hals) 2K A
=1

to

B(t) = b(t) Lo (1), £)(D_ hi(t)%
i=1
Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [6, 8-13, 15-20, 28-34].

2.1.3 Quelques célébres inégalités intégrales de type Gronwall

en dimension deux

L’analogue de 'inégalité de Gronwall pour les fonctions a deux variables dite aussi

I'inégalité de Wendroff est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.11 ([6]) Soient u(x,y),c(x,y) deuzr fonctions positives et continues défi-
nies pour z,y € Rt a(z), b(y) deuzx fonctions strictement positives, continues et crois-

santes sur RY. Si l’inégalité

u(x,y) < )+ c(t, s)u(t, s)dtds,

St~
\
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est satisfaite, alors

T Y
uleg) < Bwyyesp | [ [ett.spas |
0 0

[a(z) +5(0)] [a(0) + b(y)]

E(z,y) = a(0) + b(0)

T.Nurimov, donna une version plus générale du théoréme précédent dont 1’énoncé est

le suivant

Théoréme 2.12 ([61]) Soient u(x,y),a(x,y),b(z,y) et c(z,y) des fonctions positives et

continues définies sur D = [0, x] X [0,yo] . Si l'inégalité

u(z,y) <alx,y) + b(m,y)//c(t,s)u(t,s)dtds

est satisfaite, alors

u(r,y) < a(m,y)+b(x,y)]7 exp ]/yc(t,s)b(t,s)dtds

x a(r,n)e(T,n)] drdn.

La version du théoréme 2.3 de Bihari pour les fonctions a deux variables fit élaborée

par Bainov et Simeonov comme suit

Théoréme 2.13 ([6]) Soient I = [0,a],J = [0,b], ot a,b < oo. Soient ¢ > 0, ¢
€ [0,00) x [0,00) une fonction croissante vérifiant ¢ (r) > 0 pour r > 0, u et f
e C(I % J,0,00)). Si

u(z,y) <c+ //f(t, s)p (u(t, s)) dtds, (z,y) € I X J,
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est satisfaite, alors

T

y
u(z,y) < ® ' | P —l—//ftsdtds ,

0

pour tout (x,y) € [0,z1] % [0,11], ow

r

1
@(T)zl/mds, r >0,

Ot est l'inverse de @, (w1,11) € I X J est choisi de telle sorte que

c) + f(t, s)dtds » € Dom (®71).
[l

Pachpatte a généralisé le résultat de Bainov et Simeonov en remplagant la fonction

f(t,s) par k(x,y, s,t)

Théoréme 2.14 ([66]) Soient u(z,y) et a(x,y) deuz fonctions strictement positives conti-
nues définie surR%, k(z,y,s,t), Dik(z,y, s,t), Dik(x,y, s,t) et D1Dok(z,y,s,t) € C (G2, Ry)
et c une constante positive ot Gy = {(z,y,5,t) ER*:0<s<r <o et 0 <t <y < oo}

(b1) Soit g (u)une fonction continue différentiable vérifiant pour u > 0, g (u) > 0 de

plus ¢’ (u) > 0 pour tout u > 0 et soit G (r) = (8), r >0, Gt linverse de G. Si

T0

u(z,y) < c+ //k:(x,y,s,t)g (u(s,t)) dtds,

est satisfaite pour tout x,y € Ry, alors pour 0 <z <z, 0 <y <y, z,21,y,y1 € Ry,

u(z,y) <G |G (c)+ 77P(s,t)dtds :
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ol

)
P(z,y) = k(ﬂf,yw,y)+/le(l’,y,a,y)dd+/Dzk(w,y7w,7)d7

r Y
—l—//Dngk(a:,y,a,T)dodT,

0 0

pour z,y € Ry et x1,y; € Ry sont choisis de sorte que

T Yy
+ //P(s,t)dtds € Dom (G™'),
00

pour tout x,y dans [0,x1],[0,y1] respectivement.
(by) Soient g, G et G™! des fonctions définies comme dans (b1), supposons que g est

sous additive. Si

Y

u(x,y) < alx,y) —i—///{:xy,sj (u(s,t)) dtds,

0

est satisfaite pour tout x,y € Ry, alors pour 0 < x < x5, 0 <y < yo, x,x2,Yy,y2 € Ry,

on a

u(z,y) < a(z,y) + G |G(E (z,y)) + //P(s,t)dtds ,

ot P est définie comme dans (by), et

E(z,y) = //k(m,y,s,t)g (a(s,t))dtds

pour tout x,y € Ry et x9,ys € Ry dont xa,ys sont choisis de sorte que

E(z,y)) + //P(s,t)dtds € Dom (G™'),
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pour tout x,y dans [0, zs], [0, y2] respectivement.

Ferreira et Torres, ont établi ’analogue généralisé du théoréme de Wendroft sur les

échelles de temps, comme suit :

Théoréme 2.15 ([29]) Soientu (t1,t2),a(ti,t2), f (t1,t2) € C (T1 x T, RY) otva (t1,t2)

est une fonction croissante par rapport & chacune de ces variables. Si

t1 to
u (tl, tg) S a (tl, tg) + //f (81, 52) u (51, 82) A181A282
a1 as
pour (ay,as), (t,t3) € Ty x Ty, alors
u(ty,tz) < a(tyta)e, (t1,a1), (tr,t2) € Ty x Ty
ff(tlvsz) Agsy

a2
ot Ty, Ty sont deux échelles de temps et T, = [a1,00) N Ty, Ty = [ag, 00) N Ts.

D. B. Pachpatte, a établi d’autres variantes du théoréme précédent sur les échelles de

temps, cités par les théorémes suivants :

Théoréme 2.16 ([67]) Soientu, f € Crq (U, R,), k(x,y,5,1), k2 (2,9, 5,1), k22 (2,9, 5,1) et

EA182(x g s.t) € Crg (2 x Q,R,) et c une constante positive. Si

u(x,y)§c+]/yf(s,t) u(s,t)+/S/tk:(s,t,r,§)u(7',§)A§AT AtAs,

0o Yo so to

pour (x,y) € Q, alors nous avons

z vy
u(z,y) <c 1+//f(5;t)€ t (x,z0) AtAs|
o yo /[f(ﬂE)JrA(T,&)]AEAT
L to |
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ol

xT

Alzy) = Ky o(@),om)+ / (2, g, 7,0 () AT

z0

Yy T Y
+ / K52 (g, 0 (2)  E)AE + / / K82 (0 7€) AEAT,

Yo Zo Yo

pour (x,y) € Q =Ty x Ty ou Ty et Ty sont deux échelles de temps.

Théoréme 2.17 ([67]) Soientu, f eta € Cpq (U, RY), k(z,y,s,t), k2 (z,y, s,1), k22(2,y,5,1) et
kA182(z gy s.t) € Crg (A X QR . Si

u(z,y) Sa(x,y)Jr/x/yf(Sat) u(s,t)+/s/tk(satm§)u(ﬂ§) ALAT| AtAs,

o Yo so to

pour (z,y) € Q, alors

T Y
w(z,y) < aley) +h(ey) 1+//f<s,t>et (2,20) AtAs | |
o Yo /[f(77£)+A(T,£)}A§AT

to

ou

h(x,y):/x/yf(s,t) a(s,t)+/S/tk(s,t,a(x),5)@(7,§)A§AT AtAs,

0o Yo s0 to
pour tout (x,y) € Q, A(x,y) est définie comme dans (2.78) et Q@ = Ty x Ty ou Ty et Ty

sont deux échelles de temps.
Meftah et Boukerrioua ont établi une généralisation du théoréme 2.15 comme suit

Théoréme 2.18 ([46]) Soient u(t,s), a(t,s), b(t,s) et f(t,s) des fonctions positives

définies pour (t,s) € Q continues en tout point dense a droite pour tout (t,s) € Q, w(z)
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une fonction positive croissante et continue pour v € R, avec w(z) > 0 pour chaque

x > 0. Supposons que a(t,s), b(t,s) sont croissantes pour (t,s) € Q. Si linégalité

u(t,s) < alt,s)+ b(t,s)//f(T,n)w (u(r,n)) AnAT |

to so

est satisfaite pour tout (t,s) € Q, alors nous avons

u(t,s) <G |G (a(t,s)) +b(t,s)//f(7',n) AnAT| |

to so

pour tout to < t <t et 59 < s < s1, G Lest la fonction inverse de la fonction G. ou G

est une fonction croissante bijective, vérifiant

uPr (1 ~
6t = “ 0L (e, 2.)

t1, s1 sont choisis de telle sorte que

G (a(t, s)) + b(t, s)//f(T, n) AnAt » € Dom (G7') .

to so

2.2 Nouvelles généralisations

2.2.1 1Inégalité de type Pachpatte-Bihari

Le but de ce travail est de donner une estimation a priori de la solution des inégalités

intégrales suivantes :

x Y s t
(i, y) < ot / / F(ts) |ui(t,s) + / / L(t, 5,7, m)g (e (7 1)) AanAy | AgsAst pour

o Yo so to

(t,s) € Q,
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uP(z,y) < c+/$/yf(t, s) |gi(uft, 8))+/S/tL(t,s,7777)92(U(T,77))A277A17 AgsAgt

0o Yo so to

pour (t,s,7,7m) € 0 X £,

ou f,q1,92, L et r doivent remplir certaines conditions. Ces nouveaux résultats ont
fait ’objet de la publication :

K. Boukerrioua, D. Diabi and T.Chiheb, Further nonlinear integral inequali-
ties in two independent variables on time scales and their applications. Malaya J. Mat.
5(1)(2017) 109-114.

Nous mentionnons que les résultats obtenus représentent des généralisations des ré-
sultats obtenus dans [46].

Dans tout ce qui suit T; et Ty représentent deux échelles de temps et 2 = Ty x T,

I’échelle de temps produit.

Théoréme 2.19 Soient u(x,y), f(z,y) deuz fonction positives définies pour (x,y) € Q
continues en tout point dense a droite pour tout (x,y) € Q et L(x,y,t,s) € Crqg (2 x Q,RT).
¢, p, q, v €RY telles quep>q >0,p>r >0. Soit g: R, — R, une fonction différen-
tiable et croissante sur |0, +oo| dont la dérivée premiére g’ est continue et décroissante

sur 10, +o00|. Si

x Y s t
uP(z,y) < c—i—//f(t?s) uq<t,8)—|—//L(t,S,T,n)g(UT(T,n))AgﬂAﬂ' AgsAjt
o Yo so to

(2.2)

est satisfaite pour tout (z,y) € ), alors

B =

U(l’,y) S P(x,y)e Yy (iL‘,JjO) ) (23)
fQ(TJZ) A277
Yo
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ou

z y
P (z,y) = c+//f(t,s) = qK +ng E // (t, s, 7,m)AanA7 | AgsAqt, (2.4)

o Yo so to
Q(t,s) = f(t,s) %Kp + - I’T K’ K // (t,s,7,m) AT |, (2.5)
so to

et K > 0.

Preuve. Définissons la fonction z(x,y) comme suit :

2(z,y) :c+]/yf(t, s) |ul(t, s)+/S/tL(t,s,r,n)g(uT(T,n))AznAlr AgsAqgt, (2.6)

0o Yo so to

il est claire que

z(wo,y) = z(x,40) = c, (2.7)

et
uP(z,y) < z(z,y). (2.8)

Utilisons le lemme 1.2 (voir page27) pour 'inégalité précédente, nous obtenons

hSAL

D 1
u(e,y) Sz (@y) < oK (@) + KT (2.9)

Substituons (2.9) dans (2.6), nous aboutissons a

2(z,y) < c+ / /y flt,s) |zr(t,s) + / /t L(t, s,7,0)9(z7 (7,7)) AanAg7 | AgsAt.

o Yo so to

(2.10)

45



Reéutilisons le lemme 1.2 pour (2.10), on trouve

z(z,y) < c—l—//f(t,s) [%qupz(t,s)%—’%l(g (2.11)

Zo Yo

s t
+ //L@?S,Tﬂ?)g (%sz(ﬂ??) + I%Kp> AonAq7 | AgsAgt,

so to

D’apres le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction g, on a pour z; >

y1 > 0, il existe ¢ €]y, 71| telle que
9(@1) — g(y1) = g(e) (@1 — y1) < gly) (@1 — y1).

Ainsi (2.11) peut étre réécrite comme suit :

x Y s t
2(z,y) < c—l—//f(t,s) I%Kp+g(%Kp)//L(t,S,T,T])AQT]AlT AssAqt

To Yo so to
z Yy
+[ [t
o Yo
B 7 s t
X [IK " +IK " g/(p;TKp)//L(t,S,T,U)AQ?]AlT AosAit.  (2.12)
so to

Remplagons (2.4) et (2.5) dans (2.11), on trouve

2(z,y) < P(x,y) + //Q(t,s)z(t,s)AQSAlt. (2.13)

Zo Yo

Par le biais du théoréme 2.15, (2.13) donne

Z(I’,y) §P(x,y)ey (I,l’g). (214)
fQ(t,s)Ags
Yo
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Le résultat désiré découle de (2.9) et (2.14). m

Remarque 2.1 Si on pose g(x) = = dans (2.2), on retrouve le résultat du théoréme 3.1

de [45].

Théoréme 2.20 Soient u(z,y), f(z,y) deux fonction positives définies pour (z,y) € €,
continues en tout point dense o droite pour tout (z,y) € Q et L(z,y,t,s) € Crq (2 x Q,RT).
Soient g1, 92 : Ry — R, des fonctions différentiables et croissantes sur ]0,4o00| dont les

dérivée premiéres sont continues et décroissantes sur |0, +0ool[.Si

uP(z,y) §c+]/yf(t, s) | gr(ult, S))—|—/S/tL(t,S,T,?])gg(u(T,?’]))AgnAlT AgsAqt

o Yo so to

(2.15)
est satisfaite pour tout (x,y) € 2, alors
U([L’, y) S P*(ZE, y)€ Yy (IL‘, J}0> ) (216)
J@.zm) A
Yo
ot
x Y s t
Powy) =t [ [109) [0+ @) [ [ rn s | susan
0o Yo s0 to
(2.17)
1 1-p 1 1 1 1-p 1 1 o
Q.(s,t) = f(s,1) ]—9K T (KT +1—?K ! g;(’%Kp)//L(s,t,T,n)AgnAlT
so to
(2.18)
et K >0 .
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Preuve. Définissons la fonction z(x,y) comme suit :

Z(:v,y)—cﬂt/x/yf(t,S) gl(u(t,S))Jr/S/tL(t, $,7,1)g2(u(T,0)) AanAq 7 | AgsAt,

o Yo so to

(2.19)

il est claire que

S =

u(z,y) < zv(z,y). (2.20)

Appliquons le théoréme des accroissements finis aux fonctions gjet go, utilisons (2.20) et

le lemme 1.2 a l'inégalité (2.19), on obtient

Hay) < ot / / f(t,s) [gl<,§K*z<t,s>+i%K;>

Zo Yo

s t
+//L(t,s,7,n)g2(]§K : z(7,17)+7%K§)A277A17 AgsAqt. (2.21)

so to

On peut écrire cette derniére inégalité sous la forme

2(z,y) < P (z,y) + //Q* (t,8)z(t, s)AasAqt, (2.22)

Zo Yo

ou P, et ). sont données par (2.17) et (2.18) respectivement.
Appliquons le théoréme 2.15 a I'inégalité (2.22), on trouve

Z(:Evy) < P*('I7y)€ Y (ﬁ, xﬂ)' (223)
fQ*(T,n) Aan
Yo

Substituons l'inégalité (2.23) dans (2.20), nous obtenons le résultat souhaité. m
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2.3 Application

On illustre les résultats du théorémes 2.19 par une application aux équations dy-
namiques sur une échelle de temps quelconque. Pour cela on se propose d’étudier les

propriétés de la solution de I’équation dynamique suivante :

(P (2, )22 = F(a g0z, y), / / h(t, 5,71, u(7,n)) AnAT). (2.24)

Zo Yo

Satisfaisant les conditions initiales suivantes

u(®, yo) = (), u(xo, y) = By), a(0) = 5(0) = 0. (2.25)

Ouu € Crg(QR), A€ Crg(Qx AX R R) et FF € Cry(2 xR x R R).

Proposition 2.1 Supposons que

\h(x,y, s, t,u(t,s)| < L(z,y,t,s)arctan(Ju(t, s)|")
|F(z,y,u,0)] < flzy)(|ul + [v]),
la(z) +By)| < « (2.26)

ot L, f,c,p,q,r sont définies comme dans le théoréme 2.19. Si u(x,y) est solution de

(2.24)-(2.25), alors

hSA

ju(z,y)| < § Pz, y)ey (z,20) 0, (2.27)
fQ(Tm) An
Yo

ot P(x,y), Q(z,y) sont définies comme dans (2.4)-(2.5) respectivement et g(x) par

1

arctan(z) et g'(z) par 175
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Preuve. La solution u(z,y) s’écrit sous la forme

uP(z,y) = ax) + By) + /x/yF(t,s,uq(s,t), /S/th(t,s,7,77,u(r,n))AgnAlT)AgsAlt,

o Yo so to

(2.28)
Appliquons la valeur absolue, et utilisons (2.26), I'inégalité (2.28) devient

x Y s t
|uP (z,y)| < c—i—//f(t, s)(|ul(t, s)| +//L(t,8,7’,77) arctan |u(7,n)|" AanA17)AgsAst.

0o Yo so to

(2.29)

En appliquant le théoréme 2.19, nous pourrons facilement trouver ’estimation (2.27). m
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Chapitre 3

Nouvelles généralisations des
inégalités de type

Hermite-Hadamard

3.1 Introduction

Les inégalités intégrales de type Hermite-Hadamard s’appliquent a presque tous les
types de fonctions c.-a-d. aux fonctions dérivables, absolument continues, Lipchitziennes,
monotones et aux fonctions a variation bornée, utilisées dans plusieurs domaines tels que

les statistiques, I'intégration numérique et I’analyse non linéaire.

3.1.1 Inégalité de Hermite-Hadamard

Le 22 Novembre 1881, Hermite (1822-1901) a envoyé une lettre a la revue Mathesis,
qui a été publiée dans ”Mathesis 3”7 (1883, p. 82). Le propos de cette lettre est justifié

par le théoréme suivant :
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Théoréme 3.1 ([71]) Soit f : [a,b] — R, une fonction conveze, alors

f (“b) <1 7f(x)dx RACLFAV) (3.1)

2 “b—a 2

a

Cette courte note de Hermite n’est mentionnée nulle part dans la littérature ma-
thématique. Le professeur Beckenbach, expert en histoire et en théorie des fonctions
complexes, a mentionné que 'inégalité (3.1) a été prouvée par Hadamard en 1893 qui
n’était apparemment pas au courant du résultat de Hermite, ce qui justifie 'appella-
tion de l'inégalité de Hermite-Hadamard. Dans les derniéres années, de nombreux ar-
ticles ont été consacrés a la généralisation de cette inégalité, nous pouvons consulter
3,5,7,26,27,40,42-45, 54, 57-59, 68-70, 74-77, 80, 81].

Dans la suite, nous présentons trois nouvelles classes de non-convexité pour les fonc-
tions & une et a deux variables dont 1'objectif est I’établissement de nouvelles inégalités

de type Hermite-Hadamard.

3.1.2 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions
dont les modules des dérivées secondes sont & coordonnées
(81, 52)-préinvexes

Dans cette sous section, nous allons commencer par introduire de nouvelles classes de
non-convexité pour les fonctions & deux variables ensuite, nous établirons de nouvelles
inégalités de type Hermite-Hadamard pour ces nouvelles classes, généralisant ainsi les
résultats de [43]. Ces résultats ont fait 'objet de la publication :

B. Meftah and K. Boukerrioua and T. Chiheb, New Hadamard’s inequalit for
(s1, S2)-preinvex functions on coordinates. Kragujevac Journal of Mathematics. 39 (2015),
no. 2, 231-254.

Nous énoncerons uniquement les nouvelles définitions ainsi que quelques résultats liés

aux inégalités de type Hermite-Hadamard, pour plus de détails voir [47].
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Définition 3.1 Soit K; x Ky C [0,00)" X [0,00)" un ensemble invexe par rapport & 1),
Ky x Ky — R etn, : Ko x Ko — R", et soit f: K1 x Kg — R une fonction positive. f

est dite s-préinveze au premier sens pour un certain nombre fixé s € (0, 1], si l'inégalité

f ('U, + “71 (x7u> U + t772 (y,'U)) S (1 - ts)f(u,'l)> + tsf(ﬂf,y)
est satisfaite pour tout (z,y), (u,v) € Ky x Ky et tout t € [0,1].

Définition 3.2 Soit K1 x Ky C [0,00)" x [0,00)" un ensemble invexe par rapport a 1,
Ky x K — R etny : Ky x Ko — R", et soit f: Ky x Ko — R une fonction positive,

f est dite s-préinveze au second sens pour un certain nombre fixé s € (0, 1], si l’inégalité

f (u + t771 (.I‘,U) y U + t772 (y7 1})) S (1 - t>sf(u7 U) + tsf(l’,y)
est satisfaite pour tout (x,y), (u,v) € K; x Ky et tout t € [0, 1].

Définition 3.3 Soit K1 x Ky C [0,00)" X [0,00)" un ensemble invexe par rapport a 1,
Ky x Ky — R etn, : Ko x Ko — R", et soit f: K1 x Ko — R une fonction positive. f
est dite a coordonnées s-préinvexes au premier sens pour un certain nombre fixé s € (0, 1],

st [tnégalité

flut 2y (z,u) 0+, (y,0) < (1= A)(1=2°)f(u,0) + (1 = A)f(u,y)

+(1 = )X f(z,0) + A8 f(x,y)

est satisfaite pour tout (x,y), (z,v), (u,y), (u,v) € K; X Ky et tout \, t € [0, 1].

Définition 3.4 Soit K; x Ky C [0,00)" X [0,00)" un ensemble invexe par rapport a 1,
Ky x Ky — R"etny : Ky x Ky — R, et soit f: Ky X Ky — R une fonction positive . f

est dite a coordonnées s-préinveres au second sens pour un certain nombre fixé s € (0, 1],
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st ['inégalité

flu+ A (z,u), v+t (y,v) < (1=XN)*(1=1)"f(u,v) + (1 = A)*t" f(u,y)
H(I = t)° N f(x,v) + Nt f(z,y)

est satisfaite pour tout (z,y), (x,v), (u,y), (u,v) € K1 x Ky et tout A\, t € [0, 1].

Définition 3.5 Soit K; x Ky C [0,00)" X [0,00)" un ensemble invexe par rapport & 1),
Ky x Ky — R etny : Ky x Ko — R", et soit f: Ky x Ko — R une fonction positive.
f est dite a coordonnées (s, s9)-préinvexes au premier sens pour certains nombres firés

s1, $2 € (0,1], si l'inégalité

flu+ g (v,u) v+t (y,0) < (1=A")(1 —=12)f(u,v) + (1 = A2 f(u,y)

H(L = 2)N f(,0) + A2 f (2, y)

est satisfaite pour tout (z,y), (x,v), (u,y), (u,v) € K1 x Ky et tout A\, t € [0, 1].

Définition 3.6 Soit K; x Ky C [0,00)" X [0,00)" un ensemble invexe par rapport & 1,
Ky x Ky — R etn, : Ko x Ko — R", et soit f: K1 x Ko — R une fonction positive. f
est dite a coordonnées (s1, s2)-préinvexes au second sens pour certains nombres fixés sy,

sy € (0,1], si l'inégalité

flut gy (,u) 0+, (y,0)) < (1= A (1= 1) f(u,0) + (1= A% f (u, y)

+(1 = )2 A f(x,v) + A7t f (2, y)

est satisfaite pour tout (z,y), (x,v), (u,y), (u,v) € K; x Ky et tout A\, t € [0, 1].

Théoréme 3.2 Soit K1 x Ky Un sous ensemble ouvert et inveze de [0,00) X [0,00) par
rapport a n; 1 K1 x K1 — Retny,: Ko Xx Ky — R, a,b € Ky,c,d € Ky telles que
ny(b,a) > 0 et ny(d,c) > 0. Soit f : K1 x Ky — R une fonction différentiable telle que

% € L([a,a+ny(b,a)] X [c,c+ ny(d,c)]). Si ‘% est a coordonnées (s1, s3)-préinvexes

54



au premier sens pour certains nombres fixés si,s2 € (0,1], alors linégalité suivante est

satisfaite

‘}l[f(a,c)—}—f(a,c+772(d,c))—l—f(a—l—nl(b,a),c)+f(a—|—171(b,a),c—|—772(d,c))]

a+n;(b,a) ct+ny(dic)

f(z,y)dzdy — A| < M

1
+
1 (b, a)n, (d, c)

1 ost(E)T |1 _et(3)”
X 2 (s1+D)(s1+2) 2 7 (s2+1)(s2+2)

1 s1+(l)51 52+(l)52 82f
+ [5 B (51+1)(2s1+2) (32+1)(252+2) 6A6t<a7d))

()" F 2+(3)" H O (b0

9 (s2+1)(s2+2)
g/\gt(bv d)” ) (3.2)

AR TS OES))

[51+(3) ™ [e2+(5)"]

T G112 (52 11) (5249

ot A est donnée par le Lemme 1.7 (voir page 29).

Preuve. Appliquons la valeur absolue aux deux cotes de I’égalité (1.9) (voir page 29),

nous obtenons

U004 T e+ () + 5 (a0 00), 0+ S (a0 00) e (0 )

a+ny(b,a) ct+ny(d,c)

1 771 (b7 Cl) 772 (dv C)
+ fx,y)dedy — Al <
PRCXENCRY (@3] 1
1 1
o2 f
x/ 1= 2|1 = 20] | £ (0t M (b, a) e+ tn(d, )| dde. (3.3)
0 0

Utilisons la (s1, $2)-préinvexité des dérivées mixtes, nous trouvons

LU @0+ et (@) 4 T @by (a).0) 5 (0, 00) e+ ()]

1 a+mn; (bva) C+772(dvc)

dxdy — A
* ™ (b,a) My (d,c) f($7y) ray
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IA

11
—"1“’7“{1"2@0)// 1 —2X] 1 — 2t] [(1 — A (1 — t%2)

2 (a, d))( (1— )\ |2

82
24 (a,0)

+ (1= Ay |2

2L, d)H dAdt

2k (b,)] + A

_ mba)ny(die)
4

21 (a,c ‘//|1—2)\||1—2t|( COT)(L - £92)dAdt

0

0
11
b,a d,c 8145
(o | 027 ‘//\1—2)\\|1—2t](1—)\1)t 2ddt
0 0

+ubakg@a | O (5, (//|1 — 2| [1 = 2¢[ (1 — £°2)A* dAdt

00
11
+2lalna(de) | 5F ( ‘ / / 1 — 2| [1 — 2t A #°2dAdt. (3.4)
00
Un simple calcul donne

1 1
// 11— 2] [1— 26 (1 — A")(1 — £2)dAdt
0 0

[l e [ ey
T |9 DG | |9 (etD(s242) |

s1y s |1 s (@) | et (3)
// 11— 2A |1 = 2¢| (1 = A*)t2dNdt = {5 - (81+1)(251+2)] o T

- (1) 2t (3)"
l//H—QMH—Qﬂﬂ—t”AWN“:wﬁnéw)E_@ﬁU&”>’

11

51452 [s1+(3) " [52+(3) ]
/ / 121 — 20| Xr2ddt = el ) (3.5)

Substituons (3.5) dans (3.4), nous trouvons le résultat souhaité. La preuve est ainsi

achevée. m
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Théoréme 3.3 Soit K1 x Ky un sous ensemble ouvert et invexe de [0,00) x [0,00) par
rapport an, 1 Kyx Ky — Retny : Kox Ky — R, a,b € Ky, ¢,d € K, telles quen,(b,a) >0
et ny(d,c) > 0. Soit f : K; x K3 — R une fonctz'on différentiable telle que % €
L([a,a+ny(b,a)] X [c,c+ny(d,c)]). Si

second sens pour certains nombres fixés s1,s9 € (0,1] et ¢ € [1,00), alors linégalité

aAat est a coordonnées (s1, s3)-préinvexes au

sutvante est satisfaite

L @0+ F et (@.0) 4 £ (ot (0),0) a0 ) ()]

a+ny(b,a) c+nsy(d,c)

+ Fand / / f(z,y) dedy — A

(ba)ny(die) (| 021 sit(3)™" | |1 st(3)”
< & 42?2 <a,\at (a,c) - t 9 (sg+1)(2s2+2)

+

2
2L (a,d))

av(b,c)\q ) B sa+<;>52}

q[1 st g)

5 T (s1+D)(s1 +2):| (s2+1)(s2+2)

+

OOt 81+1)(81+2) (82+1)(82+2)

ot (3)"fx+(3)"] )) | (3.6

)(5142)(s2+1)(

4 (b.d)|

8)\6t

ou A est donnée par le Lemme 1.7.

Preuve. Appliquons le Lemme 1.7 et 'inégalité de la moyenne, nous obtenons

L @)+ et (@) (at (0a) o)+ £ o, 0.0) e ()]
a+ny(b,a) ctny(d;c)

p (bva) (d,C)
1 G / / f(z,y)dady — A| < bl

[

q

//|1—2t|\1—2)\\‘m8t a+1tn, (b,a),c+ sny(d, c)) " dtdx
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1 1 ‘11
//|1—2t||1—2)\|dtd)\ | (3.7)
0 0

Utilisons la (s1, s2)-préinvexité des dérivées mixtes, nous trouvons

L@+ ety (d )+ (b (o) 0) + f (0 (b,a) et 1y(d, )]
a+mny(b,a) ctny(dic)

[ (2, y)dedy — A

1
m (b, a)n, (d, c)

1—1

7, (b, a) 772 (d,c) // ’ o0 f
<
11— 2t| |1 — 2| dtdA DY t<b d)

1

x//]1—2t||1—2)\|ta1/\°‘2dtd)\

+8)\8tac //\1—2t\|1—2)\|( )% (1 — \)™ dtdA
+ i (a, / |1 — 2t |1 — 2\ (1 — ¢)** A\*2dtd\
OOt
2 q
+‘8)\8t /|1—2t||1—2>\|t (L=XN)2dtd\ | . (3.8)
Substituons (3.5) et
11

1
//|1—2tu1—2AydtdA:Z,
0 0

dans (3.8), nous aboutissons au résultat désiré. Ce qui achéve la preuve. m

o*f
OOt

s-préinvexes au second sens sur Ki x K, pour un certain nombre fizé s € (0,1] et

Corollaire 3.1 Sous les hypothéses du théoréme précédent, si est a coordonnées
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q € [1,00), alors l'inégalité suivante est satisfaite

LU @00+ (et () 4 F () )+ F o, (00) ()
a+ny(b,a) c+ny(d,c)

MERCOTRCE) / / f (@, y) dedy — A

s 2
n,(ba)ny(die) [ | 821 1 s+ (3)
< - 42-2 (‘8)\{% (CL?C) [5 o (s+1)(25+2)

2 q 2
+ || D) + | F5 0.0

s s 2
" [ +(3) _[ s+(3) } ]
2(s+1)(s+2) (s+1)(s+2)

s 2\ ¢
o2 7| s+(5)
+ ‘ oAt <b’ d) ’ [(s+1)€s+2) ’

ou A est donnée par le lemme 1.7.

3.1.3 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions
dont les modules des dérivées secondes sont & coordonnées

(s,)-préinvexes au second sens

Dans cette sous section, nous allons commencer par introduire une deuxiéme nouvelle
classe de non-convexité pour les fonctions & une variable; ensuite, nous établirons de
nouvelles inégalités de type Hermite-Hadamard pour cette nouvelle classe, généralisant
ainsi quelques résultats de [54, 58,59, 74, 68, 80].

Ces résultats ont fait ’objet de la publication suivante :

B. Meftah and K. Boukerrioua and T. Chiheb, On some new Hadamard type
inequalities for (s, r)-preinvex functions in the second sense. Konuralp Journal of Mathe-
matics. 5 (2017), no. 1, 24-42.

Nous présentons uniquement quelques résultats et pour plus de détails, le lecteur

pourra consulter [49].
Définition 3.7 Une fonction positive f sur l’ensemble invexe K, est dite fonction (s,7)-
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préinvexes au second sens, Si

(L=t fra+ /7 (y)]" , r#0

f o+t a)) < St
I @I ), =0

est satisfaite pour tout v,y € K, s € (0,1] et t € [0, 1].

Théoréme 3.4 Soit f : K = [a,a+n(b,a)] — RT une fonction (s,r)-préinvexres au
second sens par rapport a n sur K° (K° interieur de K), a,b € K° telle que a < a +
n(b,a), alors

T

! /’fWMx<[ 17 (a) + 7 (0) (3.9)

est satisfaite pour tout a,b € K, s € (0,1] et r > 1.
Preuve. Prenons = = a + tn (b, a), nous aurons

a+n(b,a)

! / f(:v)dx:/f(a+tn (b, a))dt. (3.10)

1 (b,a)

a

Comme r > 1, par une simple application de I'inégalité de Jensen et la (s, r)-préinvexes

au second sens de f , on obtient

/f(a+tn(b,a))dt < (a+tn(b,a))) dt
0

Jo
J

= L—1)° f" (a) + 1" f"(b)] dt
= ﬂ@ﬂ/}l—ﬂ%ﬁ+f%@/ﬁﬁ
1 T T
= @+ /o) (3.11)

Ainsi le résultat désiré découle de I'inégalité (3.11). m
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Théoréme 3.5 Soit [ : K = [a,a+ n(b,a)] — R une fonction (s,0)-préinvexes au
second sens par rapport a n sur K°(K° interieur de K) ou s € (0,1] un nombre fixé,

a,b € K° telle que a < a+n(b,a), alors

a-+n(b.a)

[ f@)ds < (@), 509 x N (@), F0).5). (3.12)
E<f<a>,f<b>,s>{ o T I (3.13)
STy S f(0) # fla),
et
[ (f(a))° si f(b) 4 fla) et f(b), f(a) <1
(f(a)’ si f(b) = fla) et f(b), f(a) <1
Ny s =4 1 et s (3.14)
(F(@) (FO)™ si fla) <1< f(b)
(F(@) (FO)'™ si f(b) # f(a) et £(b), f(a) > 1
| (@) () si f(b) = fla) et f(b), f(a) > 1,
Preuve. Puisque f et (s,0)-préinvexes au second sens, on a
) a+n(b,a) 1
m / f(ZB)dZB = /f(a+t77(b,a))dt
< [G@) ™ s ae (3.15)
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Faisons appel au lemme 1.4 (voir page 28), (3.15) donne

[ @) )" a

s ()" ar S 1) £ fa) e f(B), fla) <1
(@) S f(b)= (@) et f0), f(a) <1
) rf ()" ar S F0) <1< (@)
| w@rvey () e s s s o
P GO ] (48)" @ s 1) # ) et 10) @) > 1
(f(@) (f())~ si f(b) = f(a) et f(b), f(a) > 1.

Par un simple calcul, on obtient

FOEONT O - (@)
[(f(@) W= @) (0 fb) - In fla) (3.17)

Substituons (3.17) dans (3.16), utilisons (3.13) et (3.14), nous obtenons 'inégalité sou-

haitée. m

Remarque 3.1 pour s = 1, le résultat du théoréeme 3.5 se réduit au résultat du théoréme

2.8 de [58].

Théoréme 3.6 Soient f,g: K = [a,a+ 1 (b,a)] — RT des fonctions (s1,71) et (s2,72)-
préinvezes au second sens respectivement par rapport a n sur K° (K° intérieur de K),

a,b € K° tel que a < a+n(b,a) et (s1,71),(s2,72) € (0,1] x (0,00) avec f(b) # f (a) et
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g(b) # g (a), alors, nous avons

a+n(b,a) 24r
o) / f(@)g(a)de < - (WI(b)sz[j;ll((g}ig(lcfﬁ)) -
’ 247y
o Gl @l ) T (3.18)

Preuve. Comme [ et g sont des fonctions (s1,71) et (so,r2)-préinvexes au second

sens respectivement, on a

a+n(b,a) 1
. f@)g(@)dz = [ f(a+tn(b,a))g(a+tn(b,a))dt
n(b,a)
5 /

1

< [la-v2m @+ e o

0
x [(1—t)%2g™ (a) + t2g" (b)) | dt. (3.19)
Faisons appel a I'inégalité de Cauchy, on trouve

1

Jla= £ @ @) 10 - 07 9 (@) + g ) dt

0
< 3 f10=0" @ @) e [ 100767 @) + 117 0)
(3.20)
Le lemme 1.4 permet d’écrire
(1 =0)" [ (a) + ¢ (D) < st [f7(0) = f7 (@)t + f (a) - (3.21)
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Ainsi

1
2

/m—wvww+ww@ﬁﬁ:/mwwﬁ

0

= /bmﬂwm—ﬂw@w+fﬁm»iw

247y

r (70) = (@)t 7 (a)

= . 3.22
Y sl - (@) 3:22)
D’une maniére analogue, on peut conclure que
1
/ (1 - 1) g7 (a) + t2g"(b)] s dt
0
24ry
r (52[7(0) = ()]t + () 5.25)

2479 s2[9"(b) — g"2(a)]

Substituons (3.22) et (3.23) dans (3.20) nous aboutissons au résultat souhaité. m

3.1.4 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions
dont les modules des dérivées secondes sont & coordonnées

(s,r)-préinvexes au premier sens

Dans cette sous section, nous allons commencer par introduire la troisiéme nouvelle
classe de non- convexité pour les fonctions & une variable ensuite nous établirons de
nouvelles inégalités de type Hermite-Hadamard pour cette nouvelle classe, généralisant
ainsi les résultat de [54, 58,59, 74, 68, 80].

Ces résultats ont fait I'objet de la publication suivante :

B. Meftah and K. Boukerrioua and T. Chiheb, Hadamard type inequalities for
(s,r)-preinvex functions in the first sense. Electronic Journal of Mathematical Analysis

and Applications Vol. 5 (2017) no. 2, pp. 170-190.
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Nous présentons uniquement les nouvelles définitions ainsi que quelques théorémes,

pour plus de détails voir [48].

Définition 3.8 Une fonction positive f sur l’ensemble invexe K, est dite fonction (s,r)-

Préinveres au premier Sens, St

1
(A=) f" (@) + 2 f ()], 7 #0
fatmpa)<] DT
@) Wl r=0
est satisfaite pour tout v,y € K, s € (0,1] et t € [0, 1].
Théoréme 3.7 Soit f : K = [a,a+n(b,a)] — RT une fonction (s,r)-préinvexes au

premier sens par rapport & n sur K° (K° intérieur de K), a,b € K° tel que a < a +

n(b,a), alors

s < (1= ) @+ 0 (3:24)

est satisfaite pour tout a,b € K, s € (0,1] et r > 1.

Preuve. Prenons x = a + tn (b, a), nous aurons

a+n(b,a) 1
1 (bl’ a) / f(@)dx = /f(a +tn (b, a))dt. (3.25)

Comme r > 1, par une simple application de I'inégalité de Jensen et la (s, r)-préinvexité

au premier sens de f , on trouve
1
/}m+¢n@ﬂ»ﬁ < [ (fla+tnb,a) dt
0

(1= %) f7 (a) + £° f7 (b)) dt

O\H o\



1

_p (a)](l —ts)dt+f’“(b)/tsdt

0

1\ . 1,
- (1) r@s o), (3.26)

Ainsi I'inégalité (3.26) entraine le résultat désiré. m

Théoréme 3.8 Soient f,g: K = [a,a+1n(b,a)] = RT des fonctions (s1,71) et (s2,79)-
préinveres au premier sens respectivement par rapport a n sur K° (K° intérieur de K),
a,b € K° tel que a < a+ n(b,a) et (s1,r1),(s2,72) € (0,1] x (0,2], alors l’inégalité

sutvante est satisfaite

grz (a) 1 2 % - 2 . o
52 (6 (3_2’5—’_1)) * (282+r2> g (b)] : (3.27)

Preuve. Puisque f et g sont des fonctions (s1,71) et (sq,r2)-préinvexes au premier

sens respectivement, on a

a+n(b,a) 1

f(@)g(@)dz = / fa+tn (b,a))ga+ tn (b, a))dt

a 0
1

< [la-e @ emor

0

x [(1—2) g™ (a) + g™ (b))72 | dt.  (3.28)
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Appliquons l'inégalité de Cauchy au second membre de (3.28), on trouve
1
= 52 T2 52 T2 =
/ (=) 7 @) + 47 O (1= £ ™ (@) + 2" ) de
0

) 7 (@) + £ ) de

N —

_l’_
N | — D\
D\»—l

(1—2) g™ (a) + t2g™ ()] dt. (3.29)

D’autre part I'inégalité de Minkowski assure

1 1

1 2 1 2
5/[(1 — 1) 7 (@) + )] i+ 5/[(1 — %) g (a) + 12972 (b)) dt
0 0
L nq &
] 1 . 2 1 , 2 1
< sl fa-etr@a) «f [Fro
0 0
2 2
1 2 1 2
2s
+= /(1—#2)32 g (a)dt | + /tng (b)dt
0 0
n s
1 1 Tz 2 1 2oy 2
= 5|/ /(1 —tn) 7 dt | 4+ 7 (b) /trldt
0 0
1 % 1 F] e
1 2 25y
+5 97 (a) (/ (1-12)7 dt) +97 () (/ " dt)
0 0
1 3 1 ok
1| fm 2 l-sy 25
= 3 fs—@(/uu)ﬁusfdt) + £ (b) (/tﬁldt)
1
0 0
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0

g7"2 (a) 1 2 % I T72 . o
52 (ﬂ (5_2’ ra " 1)) * (232 + 7’2> g (b)] : (3.30)

Combinons (3.30) et (3.29), on trouve le résultat souhaité. m

Théoréme 3.9 soient f,g : [a,a+n(b,a)] — RT des fonctions (s1,r1)-préinvezes au
premier sens et (s, 0)-préinvexes respectivement par rapport an sur [a,a + 1 (b,a)], a,b €
la,a+n(b,a)] tel que a < a+n(b,a) et (s1,71) € (0,1] X [2,00), s2 € (0,1] satisfaisant

% > 1, alors l"inégalité suivante est satisfaite pour tout K > 0

e [f (@) 51 2 1 )
a 71
/ = M ) e
2sp K521
) 1

(3.31)

( g(b) >2(1 s9) K52 (%

“ i ()
g(a)

Preuve. Comme f est (s1,r;)-préinvexes au premier sens et g est sz, 0)-préinvexes,

on peut écrire

a+n(b,a) 1
n(;,a) / f@)g(@)dr = /f(aH??(baa))g(aﬂn(b,a))dt

1

< [la=e) @ e e g @) o) dr,

(3.32)
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En utilisant I'inégalité de Cauchy, on obtient

a+n(b,a) 1

o) / f(z)g(x)dr < 1

: / (=) 7 (a) + £ f )] e

1
+[g<a12/{ )
0

Appliquons le lemme 1.2 (voir page 27) et le lemme 1.3 (voir page 27), (3.33) devient

=

/-\
=

2] T (3.33)

1

11 2 2 2]t
f 1 — t51 fr1 ( ) + t51f7"1 (b)]ﬁ dt + [g(a)] / [(%) :| dt
0

1 1 1 -
< ]2/ — ey e+ LOE / " dt+[g(“12/{ % } dt
0 0 0
1 so K527 1t (1—s9) K52

FP el 2 o2 lg(a)]? a2

< 2s1 5(817 o) + ]') + 2 231—1l-r1 + 2 g(a) dt
0

@ o0 L 2 RO

S 281 B 3_]_, T_l + 1) + 2 281-1|—7‘1
1
S S99 — t
o(@P? [ gv) 22K (@)2”“ 1
R (g(a)) 9(a) dt
0
_ U@P rlf ()
- 231 B(Sl Ty )+ 4{91+27‘1
s 259 K521
| lota)? (m)”“”“ (Ge) = -1
2 g(a) ln(Lb)))232Ks2*
g(a

D’ou le résultat désiré. m

Remarque 3.2 Si on prend s; = so = 1 dans le Théoréme 3.9, nous obtenons le Théo-

réme 11 de [73].

69



Chapitre 4

Sur quelques inégalités
fractionnaires de type

Hermite-Hadamard

4.1 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les
fonctions dont les modules des dérivées secondes
sont & coordonnées (s, r)-convexes aux second sens

Dans cette sous section, nous allons commencer par introduire une nouvelles classe
de convexité dite la (s, r)-convexité au second sens ensuite nous établirons de nouvelles
inégalités fractionnaires de type Hermite-Hadamard pour cette nouvelles classes, généra-
lisant ainsi les résultats de [44, 75]. Ces résultats ont fait 'objet de la publication :

K. Boukerrioua, T. Chiheb and B. Meftah. Fractional Hermite-Hadamard type
inequalities for functions whose second derivative are (s,r)-convex in the second sense.
Kragujevac J. Math. 40 (2016), no. 2, 172-191.

Nous énoncerons uniquement la nouvelle définition de la convexité ainsi que deux

résultats les plus importants, pour plus de détails voir [17].
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Définition 4.1 Une fonction positive f : I C [0,00) — Rest dite (s,1)-convexe au

second sens, Si

S

[Ef" (@) + (L=t fr ()], r#0

fltz+(1=t)y) < - Py
FACHIRVAC) r=0

est satisfaite pour un certain nombre fizé s € (0,1], t € [0,1] et tout z,y € I.

Théoréme 4.1 Soit [ : [a,b] — R une fonction deux fois différentiable telle que f" €
L ([a, b)), vérifiant |f" (a)| > |f" (b)| > 1. Si |f"| est (s,r)-convexe au second sens, alors

pour > 0, on a

‘f(a)+f(b) _ r(g—big [Jo fO)+ T f (a)]‘

2 2(b
( c(r)(b—a)? r2(a+1 s .
S [y — 0+ L2 [ IS @+ 17O si v >0,
(b—a)? 2175 —1+s 1-s 1 Lf"(a)|° =] f"(b)[°
sy |/ () /" (a)] [s\f”(b)l X 77 (@) Il (5]
i—1 i—
oo(lnws) s 00 . (ln%s)
F7(b) f"(a) i—1 F(b)
= X wm, | 2D e
str=0et |f"(a)] # [f"(b)],
alb—a)2l £ (b gl—s .
\ eean—  si r=0ct |f"(a)=[f"0)
(4.1)
est satisfaite pour un certain nombre fizé s € (0,1] et r > 0, ou
1 st r>1
e(r) = X (4.2)
271 si 0<r<l1,
i—1
et (a+2), = 'Hl(a—|—2+j).
]:

Preuve. En appliquant la valeur absolue a l'identité du Lemme 1.6 (voir page 28),
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nous obtenons

| £00250) _ ot 0 5(5) 4 13 £ (@)

2(b—a)®
1

(b—a>2/ [1— (1= )" — ) [ (ta + (1 — t)b)] dt. (4.3)

—  2(a+1)
0

Supposons r > 0. Comme |f”| est (s, r)-convexe au second sens, on a

[ (ta+ (L=0)b)| < [°[f" (@) + X =) [f"(O)]"] . (4.4)
Utilisons le lemme 1.3 ( voir page 28), (4.4) donne
£ (ta 4+ (1= D) < o) [# 117 (@)] + (1 - )7 170 (4.5)
ou ¢(r) est définie par (4.2). Substituons (4.5) dans (4.3), on trouve
1
—a)® « «
ggagl)/ [1— (1= 0 — 1] |7 (1 + (1 — 1)b)] it
0
1
= 2(a+1 |f”( )|/ [t = (=)™~ at
1
C(;(abJrla |fl/ |/ 1—t o l_t)f+a+1_ta+1 (1_t)$] dt
0
— r?(at1) 5
= 1 @) | — 8 (G + La+2)]
cr )(b—a r2(a+1 S
gl | () [% -6 (0‘ +2, -+ 1)]
c\7r —a (o S
o ety -8 G+ La+2) [ IF @I+ 177 @) (46)

Maintenant, nous allons traiter le cas ot r = 0. Puisque |f”| est (s, 0)-convexe, on a

" (ta + (1 = £)b)] < |f" (@) | £ (o), (4.7)
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comme | f”(b)| > 1, d’apres l'identité (1 — )" < 217" —¢" pour ¢,n € [0, 1], nous pouvons

affirmé que
" (ta+ (= t0)| < | (@) o) (4.8)
Si |f"(a)] = |f"(b)|, (4.8) devient
" (ba+ (L= t)0)] < |/ 0)F (4.9)
Substituons (4.9) dans (4.3), on trouve
a a a o _a2 " ol—s
LRI Feth) e, f(b) + Ji fa)| < 2Ol (4.10)

Supposons maintenant que |f”(a)| # |f"(b)|, (4.8) peut s’écrire sous la forme

" (ta + (1= 0)b)| < [f" )

, (4.11)

utilisons le fait que |f”(a)| > |f"(b)| et faisons appel au lemme 1.4 (voir page28), (4.11)

devient
Pl < 1pewP” RO
= el | ey
Substituons (4.12) dans (4.3), on obtient
)f(a)Jrf(b) _ (ba—;;a[ o F(b )+J§v_f(a)])
< L) @) / o)’
/ £yt ) ‘ dt — /ta“ (’},,((‘g)”dt . (4.13)

0 0
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Appliquons le Lemme 1.5 aux intégrales de 'inégalité (4.13), on aboutit a

1 " s\ 1
t ® (1n M)
a+1 | [ f'(a) . ( <f”(b) )
/ (1-1) (f”< >> dt =Y (4.14)
0 i=1
1 it s (ln f//((zg S)l—l
a+1 f”(a) . f”(a) i1 "
/t ) (f”(b)> dt F7(b) Z (=1) T a2, (4.15)
0 i=1
et
; @) |®
" st )l 1
f"(a) _ e
/ ) (Fa) | ¢ = e
O f”(b)
1 Lf"(a)]°=|f"(B)]° (4.16)

S®] Wl (@)l ()]

Par une simple combinaison de (4.14)- (4.16) et (4.13), on obtient

‘f(a)ﬂ“(b) — D [T F(b) + szif(a)]\

2 2(b a)®
b—a —S$_1+s 1—s fl/ fl/ b
< IO @1 e X 1L|f5<i‘| ln| ;,, L
( S)i*l 0
f”(b) OIS i—1 f”
- Z (a+2); ) Z(_l) (a+2 (4.17)
i=1
Le résultat désiré découle de (4.17), (4.10) et (4.6). =

Théoréme 4.2 Soit f : [a,b] — R une fonction deuz fois différentiable telle que f”

L ([a, b)), vérifiant |f" (b)] > 1. si |f"|? ow q > 1 est (s,r)-convexe au second sens, alors
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pour a > 0, on a

Lape ) Totl) (e, f(b) + Jit f(a)]

( [c(r)ﬁ Goe (a0 (a)|? + | ()]

1

o)) s a
x[m—ﬁ(—ﬂaw)} pour 1 >0

G (a0 ()P S (o o

//(a)

@ P 100§ (1

()
< I} (@) —gs Tl 7 (D) .~ (ar2),
o0 n| L] ™ !
s i— 7(b) .
— | f"(a)|* Zl(—l) ' % sit=0 et [f"(a)] #|f"(b)|
1=
173 .
\ 2(a+1—a+2 7O sir =0 et [f(a)] = |f"(b)]

(4.18)

est satisfaite pour un certain nombre fixé s € (0,1] et r > 0, ¢(r) est donné par (4.2) et

(a+2),= I (a+2+).
]:

Preuve. En appliquant la valeur absolue a l'identité du lemme 1.6, et I'inégalité de

la moyenne, nous obtenons

’f(a);f(b) — Sk [T f(0) + g f(a))

1 1-4
(b*a)2 a+1 a+1
< |- a- o e a
0
1
1 q
« / 1= (1 — 6™ — 1] |7 (ba+ (1 — £)b)[" di
0
1 7

—a)? o 1-1 « «
- e () | [ e e s
0

(4.19)
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Supposons 7 > 0, en tenant compte du fait que |f”|? est (s, r)-convexe au second sens,

on a
1
[f" (ta+ (1 =0)b)|" < [£*[f" ()" + A= 0)* [F"(0)|"] ", (4.20)
Utilisons le lemme 1.3, (4.20) donne
" (ta+ (L= W) < () [¢7 17" @)+ (1= 07 ")) (4.21)
ot ¢(r) est défini par (4.2). Remplagons (4.21) dans (4.19), on trouve
|0 — S LT S 0) + T F(a)
1
Lop_g)2 /o \1-1 s s a S s
< L0 4R () (19 [ [ = o e
0
1 .
AP [ [a-0f - a-niet et a oo a
0
L (p_a)? 1-1 1
= [ () 1) + O
1
r#(a+1) q
|:(s+7’)(s+r(04+2)) - B ( + 1o+ 2)} (4.22)
Dans le cas ou 7 = 0. Comme |f”|? et (s,0)-convexe, on a
s 1— s
77 (ot (1= 0B < (I @) (1B (4.23)
D’une maniére similaire que celle du théoréme précédent, on obtient
[ (ta+ (1= 0p)" <[ @1F s @) = |0 (4.24)
Ainsi (4.19) donne
a a o -~ —a 2 o 1—s
HALHOL — S [T F(0) + 5 F@)]| < 255 () 170 (4:25)
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Dans le cas ou |f”(a)| # |f”(b)|, (4.23) devient

" q " 2" (| (@) |? r
e+ =op)” < 1 ([Ee])
2175—1-‘1-8 s "(a gs\ t
< (1o @I (|59]7) @26

Substituons (4.26) dans (4.19) et appliquons le lemme 1.5 (voir page 28), on trouve

‘ @) _ Ilodl) 1y ) 1 ga f(q)]

2 2(b—a)
b—a)> 21-s 1+s 1-s "(a
< L () (0 (@) >Q/ (|ziorf
0

1 1 q
_ et ([£@]"\ L [Le ( £"(a) qs)t

/ (=0 (|5 at / e (|27 gy

0 0

— (=) 2701 =) [ (@ =l e
= L () T )T (@) [
1
"(a /,a gs\ ¢ 1 q
() f”((b; )

—Lﬂ@ﬂﬁfﬁi%%al— rf%>W§5vaV4£—@;y——

i=1 =1

(4.27)

Des inégalités (4.27), (4.25) et (4.22), on obtient le résultat souhaité. m

Théoréme 4.3 Soit f : [a,b] — R une fonction deux fois différentiable telle que f" €
L ([a, b)), vérifiant | f" (b)| > 1. Et soit ¢ > 1 tel que %—i—% =1. Si|f"|? est (s, r)-convere
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au second sens, alors pour o > 0, on a

‘f(a);f(b)_ e [T F(b) + T f(a)]

/ 1
b—a)? a — P 1 1 1 .
ol (M) )]t (25) 1@l + SO sir >0,
1
b—a)? « D 21—s_ —s
Gl (Bt B ) (| )) f (@)]
1

1 a qs _| g1 b qs - .
x| Sl s )l}q sior=0et |f"(a)l # 1" ()],

—a)? a - .
| (M) )P i =0 et (77 (@) = 1 (8

IN

(4.28)

est satisfaite pour un certain nombre fizé s € (0,1], r > 0, c(r) est défini par (4.2).

Preuve. En appliquant la valeur absolue a I'identité du lemme 1.6, et I'inégalité de

Holder, nous obtenons

‘f(a);rf(b) — et e f(b) + Jz?—f(aﬂ‘

1
1 P
< bl fn-a-o e
0
1 q
/|f” (ta + (1 — £)b)|" dt
0
1 .
B | TR——

0

q

/|f” (ta + (1 — £)b)|" dt

q

/ " (ba+ (1 —t)B)|"dt| (4.29)

B =

(b—a)® ( plat1)-1
T 2(e+1) \ platl)+1
Utilisons I'inégalité (b — a)” < b” — a? pour tout 0 < a < b dans R et p > 1 fixé, on peut
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facilement obtenir

e O (R E Tk

[1— (1 —¢)*H]P — gplott)

IN

< 1 — (1 . t)p(a+1) . tp(oHrl).

Supposons r > 0, en tenant compte du fait que |f”|? est (s,r)-convexe au second sens,

on obtient

1
s

[f" (ta+ @ =))|" < [ [f"(@)|" + (1= 8)* [F"(B)|"] 7, (4.30)

Utilisons le lemme 1.3, (4.30) donne

" (ta+ (1= DB)| < cr) [¢7 17" @)+ (1= OF |07 (4.31)

ou ¢(r) est défini par (4.2). Substituons (4.31) dans (4.29), on obtient

1
a b '« « o b—a)® a — g i
’ﬂim_(l@m#@+%i@]§%$(%ﬁﬁ)ﬁﬂq

2(b
1 1 3
< | [t 1f @ dt+ [ (1—t)7 | (b)|"dt
[eiroras ]
= Lo (B) (o)) (5) 7 (1@ + 01 (4.32)
Dans le cas ou r =0, on a
" (ta+ (L=t < O™ si [f"(a)] = 1" (0)], (4.33)

ou

/" (ta+ (1= 1)b)[*

< (’f//<b)IQ)21_S*1+3 ‘f” (a)‘Q(l—S) ( f"(a)

O]

) s @G @3
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Substituons (4.33) dans (4.29), on trouve

JOH0) _ Hets) [ £(b) + Ji- f(a))

1
b—a)? at+1)—1\7P ol-s
<; )) (ggaL;H)p |1(0)] :

(4.35)
Remplagons (4.34) dans (4.29), on obtient
| L0 _ B e (1) + T f(a)]
1 1
(b_a)z p(a P 21—s_1 —5) I£7(a)|%° —| £ (b)]9° 7
< Gt ()" @D @ | e
(4.36)

Le résultat souhaité découle des inégalités (4.36), (4.35) et (4.32). m

Remarque 4.1 Sien prend s = 1 dans le théoréme 4.3, on trouve le résultat du théoréme

3.6 de [75], ainsi que le résultat de la proposition 4.5 de [44].

Théoréme 4.4 Sous les hypothéses du théoréme 4.3, linégalité fractionnaire suivante

est satisfaite

a b (o «
L) _ Rt (o f(0) + T f(0)]
( 1
L (] (@) + | £ (B)]
r?q(at1) s .
X |:(s+r)(sirq(a+1)+r) - 6 (q (Oé + ]') + 17 r + 1)i| str >0
2171 (1-s) [__1f@|~1f®)[*

wﬂ<V%mD " (a)l [wMW@N@mW%N

Q|

Q=

/l(a)

< 17 qs x (1 (b qg)
= ~ IO 2 ",
1
o ()T
— 1@ X (D) | st r=0et [f7(a)] # |f"(b)]

=1

1

Lol o) (LB i e =0 et | (@) = |7 ()]

(4.37)
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Preuve. En appliquant la valeur absolue a 'identité du Lemme 1.6, et I'inégalité de

Holder, nous obtenons

‘f(a);'f(b) o ;gja-;;a [ +f( ) + Jl?—f(a)]‘

-1 ; 1 :
< g far] | [0 el o+ 0 - nar
| O
¥ :
S él(;;i)l) / 1 — _ \q(at1) _ 4q(a+l) ] |f// (t(l + (1 - t) )|q dt ) (438)
| O

Supposons 7 > 0, en tenant compte du fait que |f”|? est (s, r)-convexe au second sens,

" (ta+ (L= 1) < [ 17" @I + (1= ' B)I"] " (4.39)
Utilisons le lemme 1.3, (4.39) donne
" (ta+ (1= DB)" < o) [¢7 | @)+ (1= O 10" (4.40)

ou ¢(r) est définie par (4.2). Substituons (4.40) dans (4.38), on obtient

‘f@);f() ba:;a [T f(b) + J;Ef(a)]‘

1
1
[e()] 7 (b—a)? ]f"(a)]q/ [t? — (1 — t)q(a+1) _ t‘;+q(a+1)] dt
0

— 2(a+1)
1
L q
+ |f// / 1 —t (1 — t)f%l(oﬁl) _ tala+1) (1 . t)$:| dt
0
_ [C(T (b—a)® r2q(a+1) S
a O"H |:|f |: S+T)(s-z7"q(a+1)+r) - 5 (; +1,q (a + 1) + 1)i|

1

101N g r?q(a+1) _ s a4
PO [ttt - 8 (g + 1) + 1,2 +1)]]
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a 1
[e(r)] (b—a)” r2q(a+1) s .
2(a+1) [(S+T)(s+rq(a+1)+r) - B (q (a+1)+1, . + 1>}

< [IF" (@) + £ )" 7 (4.41)

Dans le cas ou r =0, on a

[ (ta+ (L= t)" < O i (0] = £, (4.42)

ou

1-s_14¢ _s "(a gs\ t .
"t (L= 00)" < (17O @ (|58]T) s @l £ e
(4.43)
Substituons (4.42) dans (4.38), on trouve
a e} a o —a)? 21=s a+1)— %
|10 St e, f6) + T f(@))| < S22 10T [EBS ] (@
Remplagons (4.43) dans (4.38) et appliquons le lemme 1.5, on obtient
[ LA 10)  Jo) (2, £(0) + T (@)
(b-a)” 21=s1 (1-9) [ (@I 1" ()
< St (O @ G
0 (ln M qs)i_l > . (ln w qs)i_l a
s F7(b) s i—1 F17(b)
= 17O Y, — @1 X 0T |
i=1 i=1
(4.45)

Le résultat souhaité découle des inégalités (4.45), (4.44) et (4.41). m

Remarque 4.2 Sien prend s = 1 dans le théoréme 4.4, on obtient le rsultat du théoréme

4.2 de [75].
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Conclusion

Cette étude s’inscrit dans la démarche de I'application des outils d’analyse aux équa-
tions différentielles ainsi que d’autres branches, cette derniére comporte quatre parties :

La premiére partie nous a permis d’esquisser la théorie des échelles de temps, et des
notions basique de l'intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ainsi que
quelques types de non- convexité et de convexité classique.

La deuxiéme partie était consacrée aux inégalités intégro-différentielles sur des échelles
de temps plus précisément a celles de Pachpatte-Bihari en dimension deux, nous avons pu
d’une part établir de nouvelles inégalités de ce type et d’autre part trouver une application
pour ces résultats. Ces résultats ont fait 'objet d’une publication internationale.

La troisieme partie, était dévouée aux inégalités analytiques, plus précisément celles
de Hermite-Hadamard dont les résultats ont fait 'objet de quatre autres publications
internationales.

Par contre la derniére partie est consacrée aux inégalités fractionnaires de type Hermite-
Hadamard via 'opérateur fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et a fait I'objet

d’une publication internationale.
Publications Internationales :

1-K. Boukerrioua, D. Diabi and T. Chiheb, Further nonlinear integral inequa-
lities in two independent variables on time scales and their applications. Malaya J. Mat.
5 (2017), no. 1, 109-114.

2-K. Boukerrioua, T. Chiheb and B. Meftah, Fractional Hermite-Hadamard
type inequalities for functions whose second derivative are (s,r)-convex in the second
sense. Kragujevac J. Math. 40 (2016), no. 2, 172-191.

3-K. Boukerrioua, B. Meftah and T. Chiheb, Note on some Iyengar integral
inequalities. Commun. Nonlinear Anal. 3 (2017), 87-90.

4-B. Meftah, K. Boukerrioua and T. Chiheb, New Hadamard’s inequalities for
(s1, s2)-preinvex functions on coordinates. Kragujevac Journal of Mathematics. 39 (2015),

no. 2, 231-254.
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5-B. Meftah ; K. Boukerrioua and T. Chiheb, Hadamard type inequalities for R
(s,r)-preinvex functions in the first sense. Electronic Journal of Mathematical Analysis
and Applications Vol. 5 (2017) no. 2, pp. 170-190.

6-B. Meftah and K. Boukerrioua and T. Chiheb , On some new Hadamard
type inequalities for (s, r)-preinvex functions in the second sense. Konuralp Journal of

Mathematics. 5 (2017), no. 1, 24-42.
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