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Résumé

L'objectif de cette thèse est d'établir de nouvelles inégalités intégrales de type
Pachpatte-Bihari sur les échelles de temps pour les fonctions à deux variables.
Ainsi que de nouvelles généralisations des inégalités de type Hermite-Hadamard
classiques et fractionnaires.
Concernant les inégalités de type Pachpatte-Bihari, nous exposerons dans un
premier temps certains résultats classiques pour les fonctions à une et à deux
variables sur les échelles de temps, ensuite nous présenterons des nouvelles
généralisations qui ont fait l’objet de la publication internationale
K. Boukerrioua, D.Diabi and T. Chiheb, Further nonlinear integral inequalities in two
independent variables on time scales and their applications. Malaya J. Mat. 5 (2017), no. 1,
109--114.

Concernant les inégalités intégrales de type Hermite-Hadamard, nous avons
introduit de nouvelles classes de non convexité pour les fonctions à une et deux
variables ce qui nous ont permis d’établir de nouvelles généralisations, ces
dernières ont fait l'objet des publications suivantes :
- K. Boukerrioua, T. Chiheb and B. Meftah, Fractional Hermite-Hadamard type inequalities
for functions whose second derivative are (s,r)-convex in the second sense. Kragujevac J.
Math. 40 (2016), no. 2, 172--191.

- K. Boukerrioua, B. Meftah and T. Chiheb, Note on some Iyengar integral inequalities.
Commun.Nonlinear Anal.3 (2017), 87--90.
- B. Meftah, K. Boukerrioua and T. Chiheb, New Hadamard's inequalities for (s₁,s₂)-
preinvex functions on coordinates. Kragujevac Journal of Mathematics. 39 (2015), no. 2, 231-
254.
- B. Meftah, K. Boukerrioua and T. Chiheb, Hadamard type inequalities for R (s,r)-
preinvex functions in the first sense. Electronic Journal of Mathematical Analysis and
Applications Vol. 5 (2017) no. 2, pp. 170-190.
- B. Meftah, K. Boukerrioua and T. Chiheb, On some new Hadamard type inequalities for
(s,r)-preinvex functions in the second sense. Konuralp Journal of Mathematics. 5 (2017), no.
1, 24-42.

Mots clés :
Inégalités intégrales, équation dynamique, échelle de temps, inégalité de
Pachpatte-bihari, inégalité de Hermite-Hadamard.



Abstract
The aim of this thesis is to establish new integral Pachpatte-Bihari inequalities
on time scales for functions of two independent variable. As well as new
generalizations of classical and fractional Hermite-Hadamard inequalities.

Concerning the Pachpatte-Bihari inequalities, we will first present some
classical results for functions of one and two variable on time scales, then we
will present new generalizations that have been the subject of international
publication.

K. Boukerrioua, D. Diabi and T. Chiheb, Further nonlinear integral inequalities in two independent variables
on time scales and their applications. Malaya J. Mat.5 (2017), no. 1, 109--114.

Concerning integral inequalities of the Hermite-Hadamard type, we introduced
new classes of non-convexity for the functions with one and two variables which
allowed us to establish new generalizations, these were the subject of the
following publications:

- K. Boukerrioua, T. Chiheb and B. Meftah, Fractional Hermite-Hadamard type inequalities for functions
whose second derivative are (s, r) -convex in the second sense. Kragujevac J. Math. 40 (2016), no. 2, 172-191.

- K. Boukerrioua, B. Meftah and T. Chiheb, Note on some Iyengar integral inequalities. Common. Nonlinear
Anal.3 (2017), 87--90.
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coordinates. Kragujevac Journal of Mathematics. 39 (2015), no. 2, 231-254.

- B. Meftah, K. Boukerrioua and T. Chiheb, Hadamard type inequalities for R (s, r)-preinvex functions in the
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ملخص
بیھاري على - من نوع بشباتجدیدةتبایناتمإنشاءمن ھذه الأطروحة ھو الھدف

منا نتائج جدیدة حیث قمنا في البدایة بسرد بعض النتائج المعروفة ثم قدّ ،الزمنیةالسلاسل

تغیرین.الدوال ذات ما النوع من المتباینات فیما یخصذلھ

فنا بعض فئات ھدامارد عرّ - أما فیما یخص المتراجحات التكاملیة من نوع ھرمیت

، الكسریةوالكلاسیكیةھدامارد - ھرمیتة من نوع جدیدتبایناتمبإنشاء ب كما قمنا تحدّ اللا

دولیة.تى ستة منشوراه الدراسة علذھتأسفر

:المفتاحیةالكلمات

، بیھاري-بشباتمتراجحات، لزمنیةاالسلاسل التكاملیة، معادلة الحركة، المتراجحات

.مارداھد- تھرمیمتراجحات



Table des matières

1 Notations et préliminaires 5

1.1 Introduction aux échelles de temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1.1 Terminologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1.2 Opérateurs de saut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.3 Classi�cation des points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.4 Les sous ensembles dérivés d�une échelle de temps . . . . . . . . . 9

1.1.5 Dérivation sur les échelles de temps . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.6 Propriétés de la �-dérivée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.1.7 Calcul d�intégrales sur les échelles de temps . . . . . . . . . . . . 14

1.1.8 Dérivation des fonctions à plusieurs variables . . . . . . . . . . . . 18

1.2 Rappels sur quelques types de convexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3 Calcul fractionnaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.3.1 Intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville . . . . . . 25

1.3.2 Dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville . . . . . . . 26

1.3.3 Quelques propriétés de l�intégration et de la dérivation fractionnaire 27

1.4 Quelques lemmes importants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2 Inégalités intégrales de type Pachpatte-Bihari 30

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.1.1 Quelques célèbres inégalités intégrales de type Gronwall en dimen-

sion une . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

1



2.1.2 Quelques inégalités intégrales de type Gronwall à noyau en dimen-

sion une . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.1.3 Quelques célèbres inégalités intégrales de type Gronwall en dimen-

sion deux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.2 Nouvelles généralisations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.2.1 Inégalité de type Pachpatte-Bihari . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.3 Application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3 Nouvelles généralisations des inégalités de type Hermite-Hadamard 51

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.1.1 Inégalité de Hermite-Hadamard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.1.2 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions dont les

modules des dérivées secondes sont à coordonnées (s1; s2)-préinvexes 52

3.1.3 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions dont les

modules des dérivées secondes sont à coordonnées (s; r)-préinvexes

au second sens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.1.4 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions dont les

modules des dérivées secondes sont à coordonnées (s; r)-préinvexes

au premier sens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4 Sur quelques inégalités fractionnaires de type Hermite-Hadamard 70

4.1 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions dont les modules

des dérivées secondes sont à coordonnées (s; r)-convexes aux second sens 70

2



Introduction

Les inégalités jouent un rôle important dans divers branches de mathématiques mo-

dernes telles que la théorie des probabilités et des statistiques, l�analyse réelle, l�analyse

complexe, l�analyse numérique. En particulier les inégalités intégrales ont connues un

grand développement et des nouvelles idées et techniques sont apparues ce qui a contri-

bué à la résolution de nombreux problèmes importants en théorie de l�approximation et

en analyse numérique où l�estimation des erreurs d�approximation est exigée. Par ailleurs

l�importance de ces inégalités intégrales intervient en grande partie dans l�étude des équa-

tions intégrales et plus généralement dans le cadre des équations di¤érentielles ordinaires

au point de vue existence des solutions et stabilité des points d�équilibres. La littérature

dans ce sens est très riche et connaît une croissance explosive en théorie et aux appli-

cations, pour plus de détails on peut consulter les travaux de : Pachpatte [63], Burton

[22], Corduneanu [23-25], Gripenberg et al. [32], Tricomi [73], Beckenbach et Bellman [8],

Lakshmikantham et Leela [41], Filatov et Sharov [30], Mitrinovíc, Peµcaríc et Fink [51-53],

Bainov et Simeonov [6] et Dragomir [28].

L�objectif principale de cette thèse est d�établir, dans un premier temps de nouvelles

généralisations des inégalités intégrales de type Pachpatte-Bihari pour les fonctions à

deux variables indépendantes sur des échelles de temps. Et dans un second temps en

se basant sur le travail [43]; nous introduisons de nouvelles classes de convexité pour

les fonctions à une et à deux variables. Ensuite, nous établissons de nouvelles inégalités

intégrales de type Hermite-Hadamard classique et fractionnaire.

Cette thèse est structurée comme suit :

Le premier chapitre donne quelques notions de base concernant la théorie des échelles

de temps, ainsi que quelques résultats importants d�analyse qui seront utilisés ultérieu-

rement.

Le second chapitre concerne les inégalités intégrales de type Pachpatte-Bihari, nous

commençons par citer quelques résultats classiques de type Gronwall-Bellman à une et

à deux variables, puis nous établissons de nouvelles généralisations concernant les in-

3



égalités intégrale de type Pachpatte-Bihari en dimension deux sur une échelle de temps

quelconque et nous concluons ce chapitre par des exemples illustratifs des nouveaux résul-

tats. Ces exemples traitent l�estimation de la solution d�un type d�équations di¤érentielles

partielles non linéaires. Ce travail a fait l�objet de la publication suivante :

-K. Boukerrioua, D. Diabi and T.Chiheb, Further nonlinear integral inequalities

in two independent variables on time scales and their applications. Malaya J. Mat. 5

(2017), no. 1, 109�114.

Le troisième chapitre est consacré à l�étude des inégalités intégrales de type Hermite-

Hadamard à une et à deux variables. Nous présentons de nouvelles dé�nitions portées

sur la convexité, puis nous établissons de nouvelles inégalités intégrales de type Hermite-

Hadamard généralisant des résultats connus dans la littérature [7; 26; 54; 58; 59; 74; 68; 80].

Les résultats obtenus ont fait l�objet des publications :

- B. Meftah and K. Boukerrioua and T. Chiheb, New Hadamard�s inequalities

for (s1; s2)-preinvex functions on coordinates. Kragujevac Journal of Mathematics. 39

(2015), no. 2, 231�254.

-B. Meftah and K. Boukerrioua and T. Chiheb, Hadamard type inequalities for

(s; r)-preinvex functions in the �rst sense. Electronic Journal of Mathematical Analysis

and Applications Vol. 5 (2017) no. 2, pp. 170-190.

- B. Meftah and K. Boukerrioua and T. Chiheb , On some new Hadamard

type inequalities for (s; r)-preinvex functions in the second sense. Konuralp Journal of

Mathematics. 5 (2017), no. 1, 24-42.

Le quatrième chapitre sera consacré à l�étude des inégalités intégrales fractionnaire de

type Hermite-Hadamard via l�opérateur de Riemann-Liouville dont les résultats obtenus

ont fait l�objet de la publication suivante : :

- K. Boukerrioua, T. Chiheb and B. Meftah, Fractional Hermite-Hadamard

type inequalities for functions whose second derivative are (s; r)-convex in the second

sense. Kragujevac J. Math. 40 (2016), no. 2, 172�191.
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Chapitre 1

Notations et préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons en premier temps les échelles de temps. Nous

présentons également des résultats usuels relatifs à la dérivation et l�intégration pour des

fonctions dé�nies sur des échelles de temps arbitraires, puis dans un second temps, nous

rappelons quelques résultats classiques sur la convexité, le calcul fractionnaire et quelques

lemmes importants qui seront très utiles dans la suite.

1.1 Introduction aux échelles de temps

La théorie des échelles de temps est une nouvelle théorie introduite par Stefane Hilger

[36] dans sa thèse de doctorat en 1988, dont le but essentiel est d�uni�er le cas continu

et le cas discret, où il a notamment dé�ni la �-dérivée. C�est à partir de cette dé�nition

qu�ont été introduites les équations aux échelles de temps qui ont la même forme qu�une

équation di¤érentielle ou presque, à titre d�exemple : une équation du premier ordre

dont la dérivée (u0) est remplacée par la �-dérivée ( u� ). Nous verrons plus loin que

si T = R, la �-dérivée équivaut à la dérivée au sens classique et les équations aux

échelles de temps deviennent des équations di¤érentielles. Si T = Z, les équations aux

échelles de temps deviennent des équations aux di¤érences �nies. D�ailleurs, l�intérêt pour

ce dernier type d�équations a connu un essor considérable au cours des dernières années
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pour expliquer plusieurs phénomènes discrets notamment en économie, psychologie, génie

et en informatique, ainsi les équations aux di¤érences �nies sont abondamment utilisées

pour faire avancer cette science. En plus de Z et R, il est possible d�utiliser toutes sortes

d�autres échelles de temps comme par exemple, pour une constante q > 0, l�échelle T :=

fqz : z 2 Zg. Pour cette dernière échelle, les équations aux échelles de temps sont appelées

les équations aux q-di¤érences (q-di¤erence equations) sont utilisées en physique. Ainsi,

la théorie des équations aux échelles de temps vient dans un premier temps uni�er les

résultats des études réalisées dans le domaine des équations di¤érentielles et des équations

aux di¤érences �nies. En travaillant sous l�angle d�une échelle de temps générale, il est

possible de faire progresser simultanément ces deux champs de mathématiques. Dans

un deuxième temps, la théorie développée autour des échelles de temps permet l�étude

des phénomènes se modélisant d�une façon qui fait appel simultanément au discret et au

continu. Ainsi, une équation dé�nie sur une échelle de temps de la forme
1
[
n=0

[2n; 2n+1] est

très utile pour décrire des phénomènes saisonniers. Par exemple : l�étude d�une population

d�insectes qui après un certain temps disparaît, pour réapparaître ultérieurement après

avoir vécu pendant un certain temps sous forme de larve.

1.1.1 Terminologie

Dé�nition 1.1 Une échelle de temps T est un sous ensemble fermé non vide de R.

Exemple 1.1 Les ensembles N, Z, [0; 1] [ [2; 3] et les ensembles de Cantor sont des

échelles de temps.

Exemple 1.2 Les ensembles Q, (0; 1) ne sont pas des échelles de temps.
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1.1.2 Opérateurs de saut

Dé�nition 1.2 Soit T une échelle de temps, pour t 2 T, l�opérateur de saut avant

� : T! T, est dé�ni comme suit

� (t) = inf fs 2 T : s > tg : (1.1)

Dé�nition 1.3 Soit T une échelle de temps, pour t 2 T, l�opérateur de saut arrière

� : T! T, est dé�ni comme suit

� (t) = sup fs 2 T : s < tg : (1.2)

1.1.3 Classi�cation des points

Soit T une échelle de temps, t un point de T.

Dé�nition 1.4 On dit que t est un point dense à droite de T , t < supT (resp. un point

dense à gauche de T), si � (t) = t resp. (� (t) = t).

Dé�nition 1.5 On dit que t est un point dense s�il est simultanément dense à droite et

à gauche.

Dé�nition 1.6 On dit que t est un point dispersé à droite de T (resp. un point dispersé

à gauche de T), si � (t) > t (resp. � (t) < t).

Dé�nition 1.7 t est dit point isolé s�il est simultanément dispersé à droite et à gauche.

Dé�nition 1.8 On appelle fonction de granulation les fonctions dé�nies par

� (t) = � (t)� t et � (t) = t� � (t) : (1.3)
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Exemples sur la nature des points

Nous illustrons les dé�nitions précédentes par les exemples suivants

Exemple 1.3 Soit T = R, pour tout t 2 R, nous avons

� (t) = inf fs 2 T : s > tg = inf (t;1) = t;

� (t) = sup fs 2 T : s < tg = sup (t;1) = t:

Ainsi tous les points de R sont denses. Les fonctions de granulation �; � valles :� (t) = 0

et � (t) = 0:

Exemple 1.4 Soit T = Z, pour tout t 2 Z, nous avons

� (t) = inf fs 2 T : s > tg = inf ft+ 1; t+ 2; : : : : : :g = t+ 1,

� (t) = sup fs 2 T : s < tg = sup f:::::; t� 2; t� 1g = t� 1,

ainsi tous les points de Z sont isolés. Les fonctions de granulation �; � sont : � (t) = 1

et � (t) = 1.

Exemple 1.5 Soit T = [0; 1] [ [2; 3] on a :

� (t) =

8<: t si t 2 [0; 1[ [ [2; 3]

2 si t = 1;

et

� (t) =

8<: t si t 2 [0; 1] [ ]2; 3]

1 si t = 2:

Ainsi

� (t) =

8<: 0 si t 2 [0; 1[ [ [2; 3]

1 si t = 1;

et

� (t) =

8<: 0 si t 2 [0; 1] [ ]2; 3]

1 si t = 2:
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1.1.4 Les sous ensembles dérivés d�une échelle de temps

Nous notons que de chaque échelle de temps nous pouvons extraire les sous ensembles

suivants

Dé�nition 1.9 Soit T une échelle de temps, l�ensemble Tk est dé�ni comme suit

Tk =

8<: T� ]� (supT) ;T] si supT <1

T si supT =1:

Remarque 1.1 De la même manière nous pouvons dé�nir les sous ensembles Tk et Tkk.

Dé�nition 1.10 Pour deux points a; b 2 T, l�intervalle d�échelle de temps est dé�ni par :

[a; b]T = ft 2 T : a � t � bg :

Remarque 1.2 Nous notons par [a; b]k = [a; b) = [a; � (b)] dans le cas où b est un point

dispersé à gauche sinon [a; b]k = [a; b].

1.1.5 Dérivation sur les échelles de temps

Dans cette section nous rappelons la dé�nition de la �-Dérivée dite aussi la dérivée

au sens de Hilger.

Dé�nition 1.11 Soit la fonction f : T! Rn, f est dit �-di¤érentiable en t 2 Tks�il

existe un vecteur f� (t) 2 R tel que pour tout " > 0, il existe un voisinage U de t

satisfaisant 

f (� (t))� f (s)� f� (t) (� (t)� s)


 � " j� (t)� sj ;

pour tout s 2 U . Si f est �-di¤érentiable en tout point t 2 T , alors f� : Tk ! Rn est

dite la �-dérivée de f sur Tk.

Théorème 1.1 Soit f : T! Rn une fonction et t 2 T.
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(i) Si f est �-di¤érentiable en t, alors f est continue en t.

(ii) Si f est continue en t et si t est dispersé à droite, alors f est �-di¤érentiable en

t, de plus nous avons :

f� (t) =
f (� (t))� f (t)

� (t)
: (1.4)

(iii) Si t est dense à droite, alors f est �-di¤érentiable en t si et seulement si

lim
s!t

f (t)� f (s)

t� s
;

existe et est �nie. Dans ce cas nous avons :

f� (t) = lim
s!t

f (t)� f (s)

t� s
:

(i�) Si f est di¤érentiable en t, alors

f (� (t)) = f (t) + � (t) f� (t) : (1.5)

Exemples de calcul des dérivées

Maintenant, nous donnons quelques exemples concernant le calcul de la �-dérivée.

Exemple 1.6 Considérons la fonction f : T! R dé�nie par f (t) = t2 où T =
�
n
2
; n 2 N0

	
.

Pour tout t 2 T il existe n0 2 N0 : t = n0
2
. Donc

� (t) =
n0 + 1

2
;

comme

f� (t) =
f (� (t))� f (t)

� (t)� t
;

10



alors

f� (t) =

�
n0 + 1

2

�2
�
�n0
2

�2
n0 + 1

2
+
n0
2

=
n0 + 1

2
+
n0
2

=
2n0
2
+
1

2
:

D�où

f� (t) = 2t+
1

2
:

Exemple 1.7 Considérons la fonction f : T! R dé�nie par f (t) = t2 où T = f
p
n; n 2 N0g.

Pour tout t 2 T : 9n0 2 N0 : t =
p
n0, et donc

� (t) =
p
n0 + 1;

comme

f� (t) =
f (� (t))� f (t)

� (t)� t
;

alors

f� (t) =

�p
n0 + 1

�2 � �pn0�2p
n0 + 1�

p
n0

=
p
n0 + 1 +

p
n0:

Ainsi

f� (t) =
p
t2 + 1 + t:

Remarque 1.3 Si T = R, alors d�après (iii) du théorème précédent la fonction f : R!

R est �-di¤érentiable en t 2 R, si et seulement si

f�(t) = lim
t!s

f (t)� f (s)

t� s
;
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existe et de plus f� (t) = f 0 (t).

Remarque 1.4 Si T = Z d�après (ii) la fonction f : Z ! R est �-di¤érentiable en

t 2 Z et nous aurons

f� (t) =
f (� (t))� f (t)

� (t)� t
=
f (t+ 1)� f (t)

1
= f (t+ 1)� f(t) = �f(t):

1.1.6 Propriétés de la �-dérivée

Théorème 1.2 Si f; g : T! R sont �-di¤érentiables en t 2 Tk, alors :

(i) f + g est �-di¤érentiable en t de plus

(f + g)� (t) = f� (t) + g� (t) :

(ii) (�f) est �-di¤érentiable en t pour tout � 2 R et nous avons :

(�f)� (t) = �f� (t) :

(iii) fg est �-di¤érentiables en t et nous avons :

(fg)� (t) = f� (t) g (t) + f (� (t)) g� (t)

= f (t) g� (t) + f� (t) g (� (t)) :

(iv) Si g(t)g(� (t)) 6= 0, alors f
g
est �-di¤érentiable en t nous avons :

�
f

g

��
(t) =

f� (t) g (t)� f (t) g� (t)

g(t)g(� (t))
:

Théorème 1.3 SoitW un ouvert de Rn et t un point dense à droite de T. Si g : T! Rn

est �-di¤érentiable en t et si f : W ! R est di¤érentiable en g (t) 2 W, alors f � g est

12



�-di¤érentiable en t et nous avons :

(f � g)� =


f�(g (t)) ; g� (t)

�
:

Dé�nition 1.12 Une fonction f : T ! Rn est dit rd-continue si elle est continue en

tout point dense à droite de T et si sa limite à gauche existe et est �nie en tout point

dense à gauche de T.

Remarque 1.5 L�ensemble de toutes les fonctions rd-continues est noté par Crd ou

Crd (T).

Remarque 1.6 L�ensemble de toutes les fonctions �-di¤érentiables et rd-continues est

noté par C1rd ou C
1
rd (T).

Exemple 1.8 Considérons l�échelle de temps T =
1S
k=0

[2k; 2k + 1]. Nous avons :

� (t) =

8>><>>:
0 si t 2

1S
k=0

[2k; 2k + 1[

1 si t 2
1S
k=0

f2k + 1g ;

nous supposons t 2 [0; 1] \ T, alors nous avons :

f� (t) = lim
s!t

f (t)� f (s)

t� s
; t 2 [0; 1[ :

Montrons que cette limite existe, nous avons :

f� (1) =
f (2)� f (1)

2� 1 :

Montrons que f est continue en t = 1, f est dé�nie sur T par

f (t) =

8<: 1 si t 2 [0; 1[

2 si t � 1:

13



En e¤et pour t = 1, f est rd-continue car
�
lim
t!1�

f (t) = 1

�
par contre elle n�est pas

continue en t = 1 car (f (1) = 2).

1.1.7 Calcul d�intégrales sur les échelles de temps

Dé�nition 1.13 La fonction F : T! R, est dite primitive de f : Tk ! R, si elle véri�e

F� (t) = f (t) pour tout t 2 Tk.

Théorème 1.4 Toute fonction rd-continue f : Tk ! R, admet une primitive F : T !

R, et nous notons

Z r

s

f (t)�t = F (r)� F (s) pour tout r; s 2 T.

Théorème 1.5 Si f 2 Crd(Tk), nous avons :

Z �(t)

t

f (�)�� = � (t) f (t) ; t 2 Tk:

Théorème 1.6 Soit a; b; c 2 T; � 2 R et f; g 2 Crd
�
Tk
�
alors :R b

a
[f (t) + g (t)]�t =

R b
a
f (t)�t+

R b
a
g (t)�t.R b

a
(�f (t))�t = �

R b
a
f (t)�t.R b

a
f (t)�t = �

R a
b
f (t)�t.R b

a
f (t)�t =

R c
a
f (t)�t+

R b
c
f (t)�t.R a

a
f (t)�t = 0.

Si jf (t)j � g (t) sur [a; b]Tk , alors
���R ba f (t)�t��� � R ba g (t)�t.

Proposition 1.1 Pour T = R, nous avons :

Z b

a

f (t)�t =

Z b

a

f (t) dt:
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Proposition 1.2 Pour T = Z, nous avons :

Z b

a

f (t)�t =

8>>>>><>>>>>:

b�1P
t=a

f (t) si a < b

0 si a = b

�
a�1P
t=b

f (t) si a > b:

Proposition 1.3 Si [a; b] ne contient que des points isolés alors :

Z b

a

f (t)�t =

8>>>>><>>>>>:

P
t2[a;b[

� (t) f (t) si a < b

0 si a = bP
t2[b;a[

� (t) f (t) si a > b:

�-Intégration par partie

Proposition 1.4

Z b

a

f� (t) g� (t)�t = [(fg) (t)]t=bt=a �
Z b

a

f� (t) g (t)�t;Z b

a

f (t) g� (t)�t = [(fg) (t)]t=bt=a �
Z b

a

f� (t) g� (t)�t:

Dé�nition 1.14 Les fonctions gk; hk : T2 ! R dé�nies par récurrence par :

g0 (t; s) = h0 (t; s) = 1: s; t 2 T,

gk+1 (t; s) =

Z t

s

gk (� (�) ; s)�� ; hk+1 (t; s) =

Z t

s

hk (� ; s)�� ; k 2 N0; s; t 2 T.

Sont appelées les polynômes d�échelle de temps.

Dé�nition 1.15 Soit p : Tk ! R, p est dite régressive si elle véri�e :

1 + � (t) p (t) 6= 0:
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Remarque 1.7 Pour tout t 2 Tk, l�ensemble des fonctions régressives et rd-continues

est noté par <.

Dé�nition 1.16 L�ensemble de toutes les fonctions régressives positives est dé�ni par :

<+ =
�
p 2 < : 1 + � (t) p (t) > 0; pour tout t 2 Tk

	
: (1.6)

Dé�nition 1.17 Pour h > 0, la transformation cylindrique : �h : Ch! Zh, est dé�nie

par :

�h (z) =
1

h
log (1 + zh) ;

où

Ch =

�
z 2 C : z 6= �1

h

�
Zh =

n
z 2 C : ��

h
< Im (z) � �

h

o
;Z0 = C;

et log est le logarithme principal. Pour h = 0, nous aurons : �0 (z) = z pour tout z 2 C.

Théorème 1.7 Nous supposons que p 2 < et t0 2 T un point �xé, alors le problème à

valeur initiale

y� (t) = p (t) y (t) ; y (t0) = 1; (1.7)

admet une unique solution dans T.

Dé�nition 1.18 Soit p 2 < et t0 2 T, la fonction exponentielle est dé�nie comme

solution du problème (1.7) et nous avons

y (t) = exp

�Z t

t0

��(�)(p (�))��

�
;

nous la notons souvent par

ep (t; t0) = exp

�Z t

t0

��(�)(p (�))��

�
;
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où �� est la transformation cylindrique donnée par la dé�nition 1.17.

Remarque 1.8 Il est clair que

ep (� (t) ; t0) = (1 + � (t) p (t)) ep (t; t0) :

Remarque 1.9 Pour T = R, la fonction exponentielle est donnée par :

ep (t; t0) = exp

�Z t

t0

p (�) d�

�
;

où t; t0 2 R et p : R! R, une fonction continue.

Remarque 1.10 Pour T = Z, la fonction exponentielle est donnée par :

ep (t; t0) =
�=tY
�=t0

[1 + p (�)] ;

où t; t0 2 Z; t0 < t et p : Z! R, une suite véri�ant :

p (t) 6= �1 pour tout t 2 Z:

Théorème 1.8 Soit a 2 Tk, b 2 T et L : T�Tk ! R, est continue en (t; t), pour t 2 Tk,

t > a et L� (t; :) est rd-continue dans [a; � (t)], nous supposons que pour tout " > 0, 9 U

voisinage de t indépendant de � 2 [a; � (t)] telle que :

��L (� (t) ; �)� L (s; �)� L� (t; �) (� (t)� s)
�� � " j� (t)� sj ; 8s 2 U:

où f� dénote la dérivée de f par rapport à la 1i�ere variable alors nous avons :

g (t) =

Z t

a

L (t; �)�� ) g� (t) =

Z t

a

L� (t; �)�� + L (� (t) ; �) ;
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et

h (t) =

Z b

t

L (t; �)�� ) h� (t) =

Z b

t

L� (t; �)�� � L (� (t) ; �) :

Théorème 1.9 Soit f : R! R, une fonction continue et di¤érentiable et g : T! R,

�-di¤érentiable sur Tk, alors f � g est �-di¤érentiable et nous avons :

(f � g)� (t) =
�Z 1

0

f�
�
g (t) + h� (t) g� (t)

�
dh

�
� g� (t) ; t 2 Tk:

Lemme 1.1 Supposons que u, b 2 Crd et a 2 <+. Si

u� (t) � a (t)u (t) + b (t) ; t � t0; t 2 Tk;

alors

u (t) � u (t0) ea (t; t0) +

Z t

t0

ea (t; � (s)) b (s)�s; t � t0; t 2 Tk:

1.1.8 Dérivation des fonctions à plusieurs variables

Soient T1 et T2 deux échelles de temps, �1, �2 les opérateurs de saut avant par rapport

à T1 et T2 respectivement et �1, �2 les opérateurs de dérivation. Supposons a < b deux

points de T1, c < d deux points de T2.

Soit f une fonction à valeurs réelles sur T1 � T2.

Dé�nition 1.19 On dit que f admet une dérivée partielle f�1 (s; t) au point (s; t) 2

T1 � T2 (par rapport à s) si pour chaque " > 0, il existe un voisinage Us de s tel que

nous avons

��f (�1 (s) ; t)� f (�; t)� f�1 (s; t) (�1 (s)� �)
�� � " j�1 (s)� �j ;

pour tout � 2 Us.

Dé�nition 1.20 On dit que f admet une dérivée partielle f�2 (s; t) au point (s; t) 2

T1�T2 (par rapport à t) si pour chaque " > 0, il existe un voisinage Ut de t tel que nous
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avons ��f (s; �2 (t))� f (s; �)� f�2 (s; t) (�2 (t)� �)
�� � " j�2 (t)� �j ;

pour tout � 2 Ut.

Dé�nition 1.21 Soit f une fonction à valeurs réelles sur T1�T2. f est dite rd-continue

en t si pour chaque � 2 T1, la fonction f (�; t) est rd-continue sur T2. La fonction f est

dite rd-continue en s; si pour chaque � 2 T2, la fonction f (s; �) est rd-continue sur T1.

Dé�nition 1.22 toute fonction f dé�nie sur T1 � T2; est dite de classe CCrd; si elle

véri�e les conditions suivantes :

(i) f est rd-continue en s.

(ii) f est rd-continue en t.

(iii) f est continue en (s; t) 2 T1 � T2 où s; t sont des points denses à droite ou

maximal.

(iv) Si s et t sont des points denses à gauche, et la limite de f (s; �) existe quand (s; �)

approche (s; t) par n�importe quel chemin de la région f(s; �) : � 2 [a; s] \ T1; � 2 [c; t] \ T2g.

Dé�nition 1.23 On note par CC1rd l�ensemble de toute les fonctions CCrd dont les dé-

rivées partielles f�1 et f�2 existent et appartiennent à CCrd.

Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [1; 14; 37] :

1.2 Rappels sur quelques types de convexité

Dans cette section, nous donnerons un petit rappel concernant quelques types de

convexité, nous notons I un intervalle de R, K un sous ensemble de Rn, � : K �K !

Rn une fonction continue, � intervalle de [0;1)2 où � =: [a; b]� [c; d] avec a < b, c < d,

k = (b� a) (d� c) et par f�� la dérivée mixte
@2f
@�@�

.

Dé�nition 1.24 ([71]) Une fonction f : I ! R, est dite convexe, si l�inégalité

f (tx+ (1� t) y) � tf (x) + (1� t) f(y)
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est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.25 ([71]) Une fonction positive f : I ! R, est dite logarithmique convexe,

si l�inégalité

f(tx+ (1� t)y) � [f(x)]t [f(y)]1�t

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.26 ([8]) Une fonction positive f : I � [0;1) ! R, est dite s-convexe au

second sens pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1], si l�inégalité

f(tx+ (1� t)y) � tsf(x) + (1� t)sf(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.27 ([2]) Une fonction positive f : I � [0;1)! R, est dite logarithmique

s-convexe au second sens pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1], si l�inégalité

f(tx+ (1� t)y) � [f(x)]t
s

[f(y)](1�t)
s

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.28 ([70]) Une fonction positive f : I ! R, est dite r-convexe sur I, où

r � 0, si l�inégalité

f(tx+ (1� t)y) �

8<: [tf r (x) + (1� t) f r(y)]
1
r si r 6= 0

[f(x)]1�t [f(y)]t si r = 0

est satisfaite pour tout x; y 2 I et tout t 2 [0; 1].

Nous notons aussi que dans [35], Hanson a introduit une nouvelle classe de fonctions

convexes dite classe des fonctions invexes qui est une généralisation de cette dernière.

D�autres chercheurs ont introduit le concept de fonctions préinvexes qui représente un
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cas spécial des fonctions invexes ainsi qu�une généralisation des fonctions convexes. Pour

plus de détails concernant les propriétés de base et le rôle que joue ce type de fonctions,

le lecteur pourra consulter [55; 56; 72; 78; 79].

Dé�nition 1.29 ([78]) L�ensemble K est dit invexe au point x par rapport à �, si

x+ t� (y; x) 2 K

est valide pour tout x; y 2 K et t 2 [0; 1].

Remarque 1.11 K est dit ensemble invexe par rapport à �, s�il l�est pour tout point x

de K.

Dé�nition 1.30 ([78]) Une fonction f sur l�ensemble invexe K est dite préinvexe par

rapport à �, si l�inégalité

f (x+ t� (y; x)) � (1� t) f (x) + tf(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 K et t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.31 ([55]) Une fonction positive f sur l�ensemble invexe K est dite loga-

rithmique préinvexe par rapport à �; si l�inégalité

f (x+ t� (y; x)) � [f (x)](1�t) [f(y)]t

est satisfaite pour tout x; y 2 K et t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.32 ([76]) Toute fonction positive f sur l�ensemble invexe K � [0;1) est

dite s-préinvexe au second sens par rapport à �; certain nombre �xé s 2 (0; 1], si l�inégalité

f (x+ t� (y; x)) � (1� t)sf (x) + tsf(y)

est satisfaite pour tout x; y 2 K et t 2 [0; 1].
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Dé�nition 1.33 ([77]) Une fonction positive f sur l�ensemble invexe K � [0;1), est

dite s-logarithmique préinvexe au second sens par rapport à � pour un certain nombre

�xe s 2 (0; 1], si l�inégalité

f (x+ t� (y; x)) � [f (x)](1�t)
s

[f(y)]t
s

est satisfaite pour tout x; y 2 K et t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.34 ([4]) Une fonction positive f sur l�ensemble invexeK, est dite r-préinvexe

par rapport à �, où r � 0, si l�inégalité

f (x+ t� (y; x)) �

8<: [(1� t) f r (x) + tf r(y)]
1
r si r 6= 0

[f(x)]1�t [f(y)]t si r = 0

est satisfaite pour tout x; y 2 K et t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.35 ([27]) Soit f : �! R, f est dite convexe sur �, si l�inégalité :

f(�x+ (1� �)z; �y + (1� �)w) � �f(x; y) + (1� �)f(z; w)

est satisfaite pour tout (x; y); (z; w) 2 � et � 2 [0; 1].

Dé�nition 1.36 ([42]) Soit f : � ! R, f est dite à coordonnées convexes sur �, si

l�inégalité :

f (�x+ (1� �) t; �y + (1� �) v) � ��f(x; y) + � (1� �) f(x; v)

+ (1� �)�f(t; y) + (1� �) (1� �) f(t; v)

est satisfaite pour tout �; � 2 [0; 1] et (x; y); (x; v); (t; y); (t; v) 2 �.

Dé�nition 1.37 ([3]) Soit la fonction positive f : � � [0;1)2 ! R, f est dite s-convexe
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au second sens sur �, pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1], si l�inégalité :

f(�x+ (1� �)z; �y + (1� �)w) � �sf(x; y) + (1� �)sf(z; w)

est satisfaite pour tout (x; y); (z; w) 2 � et � 2 [0; 1].

Dé�nition 1.38 ([3]) Soit f : � ! R, f est dite à coordonnées s-convexes sur � au

second sens pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1], si l�inégalité :

f (�x+ (1� �) t; �y + (1� �) v) � �s�sf(x; y) + �s (1� �)s f(x; v)

+ (1� �)s �sf(t; y) + (1� �)s (1� �)s f(t; v)

est satisfaite pour tout �; � 2 [0; 1] et (x; y); (x; v); (t; y); (t; v) 2 �.

Dé�nition 1.39 ([62]) Soit f : � ! R, f est dite à coordonnées r-convexes sur �, si

l�inégalité

f (tx+ (1� t)u; �y + (1� �) v)

�

8>>><>>>:
[t�f r(x; y) + t (1� �) f r(x; v) + (1� t)�f r(u; y)

+ (1� t) (1� �) f r(u; v)]
1
r si r 6= 0

f t�(x; y)f t(1��)(x; v)f (1�t)�(u; y)f (1�t)(1��)(u; v) si r = 0

est satisfaite pour tout t; � 2 [0; 1] et (x; y); (x; v); (u; y); (u; v) 2 �.

Dé�nition 1.40 ([43]) Soient K1; K2 deux sous ensembles non vides de Rn, (u; v) 2

K1 �K2. On dit que K1 �K2 est invexe au point (u; v) par rapport à �1 et �2, si pour

chaque (x; y) 2 K1 �K2 et t; s 2 [0; 1], nous avons

(u+ t�1 (x; u) ; v + s�2 (y; v)) 2 K1 �K2;
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K1 � K2 est dit ensemble invexe par rapport à �1 et �2; s�il est invexe pour tout point

(u; v) 2 K1 �K2.

Dé�nition 1.41 ([43]) SoitK1�K2 un ensemble invexe par rapport à �1 : K1�K1 ! Rn

et �2 : K2�K2 ! Rn. Soit la fonction f : K1�K2 ! R; f est dite préinvexe, si l�inégalité

f (u+ t�1 (x; u) ; v + t�2 (y; v)) � (1� t)f(u; v) + tf(x; y);

est satisfaite pour tout (x; y); (u; v) 2 K1 �K2 et t 2 [0; 1].

Dé�nition 1.42 ([42]) SoitK1�K2 un ensemble invexe par rapport à �1 : K1�K1 ! Rn

et �2 : K2 � K2 ! Rn. Soit la fonction f : K1 � K2 ! R; f est dite à coordonnées

préinvexes, si l�inégalité

f (u+ ��1 (x; u) ; v + t�2 (y; v)) � (1� �)(1� t)f(u; v) + (1� �)tf(u; y)

+(1� t)�f(x; v) + �tf(x; y);

est satisfaite pour tout (x; y); (x; v); (u; y); (u; v) 2 K1 �K2 et �; t 2 [0; 1].

1.3 Calcul fractionnaire

L�histoire de la dérivée d�ordre non entier s�étale de la �n du 17 �eme siècle jusqu�à nos

jours. les spécialistes s�accordent pour faire remonter son début à la �n de l�année 1695

quand L�Hospital a soulevé une question à Leibniz en s�interrogeant sur la signi�cation de
dny
dxn

lorsque n = 1
2
. Leibniz, dans sa réponse voulut engager une ré�exion sur une possible

théorie de la dérivation non entière, et à répondu à L�Hospital : �... cela conduirait à

un paradoxe ...�. Il a fallu attendre les années 1990 pour voir apparaître les premières

�conséquences utiles�. La première tentative sérieuse de donner une dé�nition logique

pour la dérivée fractionnaire est dû à Liouville qui a publié neuf documents dans ce

sujet entre 1832 et 1837. Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s�est
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avérée essentiellement celle de Liouville, et c�est depuis qu�elle porte le non �Approche de

Riemann-Liouville�. Plus tard, d�autres théories on fait leurs apparitions comme celle de

Grünwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo etc. Cette théorie ne cesse d�attirer l�attention

des chercheurs vu l�ampleur de son champ d�application en traitement d�images, biologie,

génie civil mécanique, équations di¤érentielle.

Dans cette section nous allons nous restreindre uniquement à l�approche de Riemann-

Liouville, nous rappelons les dé�nitions de la dérivée et de l�intégration au sens de

Riemann-Liouville ainsi que certaine de leurs propriétés.

1.3.1 Intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.43 ([39]) Soit f 2 L1 [a; b], l�intégrale fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville I�a+f(x) d�ordre � > 0, où a > 0 est dé�nie par

I�a+f(x) =
1

�(� )

xZ
a

(x� t)��1 f(t)dt; x > a

Où �(:) est la fonction gamma d�Euler.

Remarque 1.12 Lorsque � = n l�intégrale de la dé�nition précédente coïncide avec la

ni�eme intégrale c�est-à-dire

Ina+f(x) =
1

(n� 1)!

xZ
a

(x� t)n�1 f(t)dt

=

xZ
a

dt1

t1Z
a

dt2::

tn�1Z
a

f(tn)dtn;

et pour � = 0 on a I0a+f(x) = f(x):
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Remarque 1.13 Généralement nous utilisons les écritures suivantes

J�a+f(x) =
1

� (�)

xZ
a

(x� t)��1 f(t)dt; x > a > 0

J�b�f(x) =
1

� (�)

bZ
x

(t� x)��1 f(t)dt; b > x;

où f 2 L ([a; b]), � > 0, �(�) =
1R
0

e�tt��1dt, est la fonction gamma d�Euler et J0a+f(x) =

J0b�f(x) = f(x).

1.3.2 Dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.44 ([39]) Soit f 2 L1 [a; b], la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville D�
a+f(x)d�ordre � > 0, où a > 0 est dé�nie par

D�
a+f(x) =

dn

dtn
�
In��a+ f(x)

�
=

1

�(n� �)

dn

dtn

xZ
a

(x� t)n���1 f(t)dt; n = [�] + 1 x > a

Où [�] est la partie entière du nombre �, �(:) et la fonction gamma d�Euler.

Remarque 1.14 Lorsque � = n la dérivée de la dé�nition précédente coïncide avec la

dérivée usuelle d�ordre n de la fonction f(t) c�est-à-dire

Dn
a+f(x) = f (n)(x):

Et pour � = 0 on a D0
a+f(x) = f(x):
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1.3.3 Quelques propriétés de l�intégration et de la dérivation

fractionnaire

� Pour toute fonction f continue et tout �; � > 0, on a

I�a+(I
�
a+f(x)) = I�a+(I

�
a+f(x)) = I�+�a+ f(x):

� Pour tout � > 0, on a

D�
a+(I

�
a+f(x)) = f(x):

� Pour toute fonction f 2 Lp où 1 � p � +1 et tout � > � > 0, on a

D�
a+(I

�
a+f(x)) = I���a+ f(x):

� Pour tout � > 0 et m 2 N on a

Dm
a+(D

�
a+f(x)) = Dm+�

a+ f(x):

� Pour toute fonction f intégrable et tout n� 1 � � < n, on a

I�a+(D
�
a+f(x)) = f(x)�

nP
j=1

�
D��j
a+ f(x)

�
x=a

(x�a)��j
�(��j+1) :

� Pour tout m� 1 � � < m et n� 1 � � < n, on a

D�
a+(D

�
a+f(x)) = D�+�

a+ f(x)�
nP
j=1

h
D��j
a+ f(x)

i
x=a

(x�a)���j
�(1���j) :

1.4 Quelques lemmes importants

Lemme 1.2 ([38]) Supposons a � 0, p � q � 0 et p 6= 0, nous avons

a
q
p � q

p
K

q�p
p a+ p�q

p
K

q
p ;
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pour tout K > 0.

Lemme 1.3 ([52]) Soient a � 0 et b � 0, les inégalités suivantes sont satisfaites

(a+ b)� � 2��1
�
a� + b�

�
; si � � 1

et

(a+ b)� � a� + b�; si 0 � � � 1:

Lemme 1.4 ([5]) Soient 0 < � � 1 �  et t; s 2 [0; 1]. Alors

�t
s � �st

et

 t
s �  st+1�s:

Lemme 1.5 ([75]) Pour � > 0, k > 0 et z > 0, on a

J (�; k) =

1Z
0

(1� t)��1 ktdt =
1X
i=1

(ln k)i�1

(�)i
<1

H (�; k; z) =

zZ
0

t��1ktdt = z�kz
1X
i=1

(�z ln k)i�1
(�)i

<1;

où (�)i =
i�1
�
j=0
(�+ j).

Lemme 1.6 ([81]) Soit f : [a; b]! R une fonction deux fois di¤érentiable sur (a; b) tel

que 0 � a < b. Si f 2 L[a; b], alors

f(a)+f(b)
2

� �(�+1)
2(b�a)� [J

�
a+f(b) + J�b�f(a)]

= (b�a)2
2(�+1)

1Z
0

�
1� (1� t)�+1 � t�+1

�
f 00 (ta+ (1� t)b) dt: (1.8)
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Lemme 1.7 ([43]) Soit K1 � K2 un sous ensemble ouvert et invexe de R2 par rapport

à �1 : K1 �K1 ! R et �2 : K2 �K2 ! R. Soit f : K1 �K2 ! R, une fonction deux

fois di¤érentiable telles que @2f
@t@s

2 L1 ([a; a+ �1(b; a)]� [c; c+ �2(d; c)]) et �1(b; a) 6= 0,

�2(d; c) 6= 0 où a; b 2 K1 et c; d 2 K2. Alors l�égalité suivante à lieu

1

4
[f (a; c) + f (a; c+ �2 (d; c)) + f (a+ �1 (b; a) ; c) + f (a+ �1 (b; a) ; c+ �2(d; c))]

+ 1
�1(b;a)�2(d;c)

a+�1(b;a)Z
a

c+�2(d;c)Z
c

f (x; y) dxdy � A

= �1(b;a)�2(d;c)
4

1Z
0

1Z
0

(1� 2t) (1� 2s) @
2f

@t@s
(a+ t�1 (b; a) ; c+ s�2(d; c))dtds; (1.9)

où

A =
1

2�1 (b; a)

a+�1(b;a)Z
a

[f (x; c) + f (x; c+ �2(d; c))] dx

+
1

2�2 (d; c)

c+�2(d;c)Z
c

[f (a; y) + f (a+ �1 (b; a) ; y)] dy: (1.10)
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Chapitre 2

Inégalités intégrales de type

Pachpatte-Bihari

2.1 Introduction

Les inégalités intégrales jouent un rôle important dans l�étude des équations intégrales

et plus généralement dans le cadre des équations di¤érentielles ordinaires au point de vue

existence des solutions et stabilité des points d�équilibres. D�autres travaux qui sont liés

à ce type d�inégalités ont été établis pour les équations d�évolutions en présence des

petites perturbations. Ces inégalités ont été introduites par Gronwall en 1919, et depuis

leur apparition ces dernières ont trouvé leurs applications dans plusieurs domaines. En

outre, la théorie de ces inégalités a connu une croissance rapide et un bon nombre de

monographies ont été consacrées à ce sujet. Les applications des inégalités intégrales, ainsi

que les inégalités di¤érentielles, ont été développées de manière remarquable dans l�étude

du comportement asymptotique des solutions, l�existence, l�unicité, la comparaison, la

stabilité et la dépendance continue des conditions initiales.

Ces dernières années, une importante généralisation de ces inégalités s�est apparue et

parmi ces généralisations, on peut citer celle de Belmann, Pachpatte et Bihari.

Nous aborderons ce chapitre en citant tout d�abord quelques résultats classiques
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concernant la célèbre inégalité de Gronwall ainsi que quelques unes de ces généralisations

en dimension une, puis nous énoncerons quelques résultats concernant cette dernière en

dimension deux, ensuite nous donnerons des nouvelles généralisations concernant les in-

égalités de type Pachpatte-Bihari en dimension deux sur une échelle de temps quelconque.

Ces nouveaux résultats ont fait l�objet de publication :

K. Boukerrioua, D. Diabi and T. Chiheb, Further nonlinear integral inequalities

in two independent variables on time scales and their applications. Malaya J. Mat. 5

(2017), no. 1, 109�114.

2.1.1 Quelques célèbres inégalités intégrales de type Gronwall

en dimension une

En 1919, Gronwall a démontré une remarquable inégalité qui s�avère très utile dans

l�étude des propriétés qualitatives des équations di¤érentielles dont l�énoncé est :

Théorème 2.1 ([33]) Soit u(t) une fonction continue sur I = [�; �+ h], a et b deux

constantes positives. Si l�inégalité

0 � u(t) �
tZ

�

[bu(s) + a] ds; t 2 I;

est véri�ée, alors

0 � u(t) � ah exp(bh); t 2 I:

En 1943, Bellman généralisa le résultat ci-dessus comme suit

Théorème 2.2 ([10]) Soient u et f deux fonctions continues positives sur I = [�; �] �

R et c � 0: Si

u(t) � c+

tZ
�

f(s)u(s)ds; t 2 I;
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est satisfaite, alors

u(t) � c exp(

tZ
�

f(s)ds); t 2 I.

Une autre généralisation du théorème 2.1 a été élaborée par Bihari en 1956

Théorème 2.3 ([13]) Soient u; f deux fonctions continues positives sur [0;+1[, w une

fonction croissante et continue sur [0;+1[, véri�ant w(x) > 0 pour tout x > 0 et c une

constante positive. Si

u(t) � c+

tZ
t0

f(s)w (u (s)) ds;

est satisfaite pour tout t � 0; alors,

u(t) � G�1

0@G (c) + tZ
t0

f(s)ds

1A pour tout 0 � t � T;

où G est solution de l�équation intégrale suivante

G(t) =

tZ
t0

1

w(s)
ds; t > t0 > 0;

G�1 est la fonction inverse de G; T est choisi de telle sorte que

8<:G (c) +
tZ
t0

f(s)ds

9=; 2 Dom
�
G�1

�
pour tout 0 � t � T:

En 1958, Bellman établissait une autre variante du théorème 2.2 comme suit :

Théorème 2.4 ([11]) Soient u et g deux fonctions continues et positives sur I = [�; �]

et soit n(t) une fonction continue, positive et croissante dé�nie sur I: Si l�inégalité

u(t) � n(t) +

tZ
�

g(s)u(s)ds; t 2 I;
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est satisfaite, alors,

u(t) � n(t) exp(

tZ
�

g(s)ds); t 2 I.

En 1969, Gollwitzer a étendu le résultat du théorème 2.4 comme suit :

Théorème 2.5 ([31]) Soient u; f; g et h des fonctions continues et positives sur I =

[�; �] : Si l�inégalité

u(t) � f(t) + g(t)

tZ
�

h(s)u(s)ds; t 2 I;

est satisfaite, alors,

u(t) � f(t) + g(t)

tZ
�

h(s)f(s) exp(

tZ
s

h(�)g(�)d�)ds; t 2 I.

Györi a établi en 1971 une variante du théorème 2.5 comme suit

Théorème 2.6 ([34]) Soient u et � deux fonctions continues et positives sur I = [t0;1),

et soient f; g et � des fonctions di¤érentiables avec f positive et g, � deux fonctions

positives et croissantes. Supposons que

u(t) � f(t) + �(t)

tZ
t0

�(s)g (u(s)) ds:

Si

f 0 (t)

�
1

g (� (t))
� 1
�
� 0; sur I;

pour toute fonction continue et positive � (t) ; alors

u(t) � G�1

8<:G (f(t0)) +
tZ

t0

[�(s)�(s) + f 0 (s)] ds

9=; ;
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où G est solution de l�équation intégrale suivante

G(t) =

tZ
t0

1

g(s)
ds; t > t0 > 0;

G�1 est la fonction inverse de G;

8<:G (f(t0)) +
tZ

t0

[�(s)�(s) + f 0 (s)] ds

9=; 2 Dom
�
G�1

�
:

Pour plus de détails, se référer à [9; 28; 53; 63] :

2.1.2 Quelques inégalités intégrales de type Gronwall à noyau

en dimension une

En 1987 Norbury et Stuart ont établi une variante de l�inégalité de Gronwall-Bellman

(théorème 2.2) dans le cas où la fonction g dépendra du paramètre t (i.e. g(s) = k (t; s)),

dont l�énoncé est le suivant :

Théorème 2.7 ([60]) Soient u et f deux fonctions continues et positives sur I = [�; �]

et k(t; s) une fonction continue et positive sur le triangle � : � � s � t � �;telle que

k(t; s) est croissante par rapport à t pour tout s 2 I

i) Si

u(t) � c+

tZ
�

k (t; s)u(s)ds; t 2 I,

est satisfaite pour toute constante c � 0; alors

u(t) � c exp

0@ tZ
�

k (t; s) ds

1A ; t 2 I,
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ii) Soit n(t) une fonction continue, positive et croissante pour tout t 2 I. Si

u(t) � n(t) +

tZ
�

k (t; s)u(s)ds; t 2 I,

est satisfaite, alors

u(t) � n(t) exp

0@ tZ
�

k (t; s) ds

1A ; t 2 I,

Pachpatte a établi une version plus générale du théorème précédent comme suit :

Théorème 2.8 ([63]) Soient u; p; q; r et f des fonctions continues et positives dé�nies

sur I = [�; �] et soit k (t; s) et sa dérivée partielle
@

@s
k(t; s) deux fonctions positives et

continues, pour � � s � t � �: Si l�inégalité

u(t) � p(t) + q(t)

tZ
�

k(t; s) [r(s)u(s) + f(s)] ds;

est satisfaite, alors

u(t) � p(t) + q(t)

0@ tZ
�

B(�)(exp

tZ
�

A(�)d�)d�

1A ;

où

A(t) = k(t; t)r(t)q(t) +

tZ
�

@

@t
k(t; s)r(s)q(s)ds

et

B(t) = k(t; t) [r(t)p(t) + f(t)] +

tZ
�

@

@t
k(t; s) [r(s)p(s) + f(s)] ds:

En 2000, Pachpatte a établi aussi une nouvelle généralisation du théorème précédent

comme suit :
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Théorème 2.9 ([65]) Supposons que les hypothèses du théorème précédent sont véri�ées.

Soit, k(t; s) et sa dérivée partielle
@

@s
k(t; s) deux fonctions positives et continues, pour

0 � s � t � 1: Si l�inégalité

up(t) � a(t) + b(t)

tZ
0

k(t; s) [g(s)up(s) + h(s)u(s)] ds;

est satisfaite pour p > 1; alors nous avons

u(t) �

8<:a(t) + b(t)

tZ
0

A(�)(exp

tZ
�

B(�)d�)d�

9=;
1
p

;

où

A(t) = k(t; t)
n
g(t)a(t) + h(t)

h
a(t)
p
+ p�1

p

io
+

tZ
0

@

@s
k(t; s)

n
g(s)a(s) + h(s)

h
a(s)
p
+ p�1

p

io
ds

et

B(t) = K(t; t)b(t)
h
g(t) + h(t)

p

i
+

tZ
0

@

@s
k(t; s)b(s)

h
g(s) + h(s)

p

i
ds:

Boukerrioua a généralisé le résultat de Norbury et Stuart sur les échelles de temps,

donné par le théorème suivant :

Théorème 2.10 ([20]) Soient u(t); a(t); b(t) et hi(t)(i = 1; :::n) 2 Crd , a(t) > 0 crois-

sante pour t 2 T , il existe une suite de nombres réels positifs p1; p2; ::::; pn telle que

p � pi > 0; i = 1; :::n. Si L(t; :) est dé�nie comme dans le théorème 1.8 (voir page 17),

avec L(t; s) � 0 et L�(t; s) � 0 pour t; s 2 T et s � t, si

up(t) � a(t) + b(t)

tZ
t0

L(t; s)
i=nX
i=1

hi(s)u
pi(s)�s; t 2 Tk;
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est satisfaite, alors

u(t) � (a(t) + b(t)

tZ
t0

eB(t; �(s))A(s)�s)
1
p ; t 2 Tk;

où

A(t) = L(�(t); t)
i=nX
i=1

hi(t)

�
pi
p
K

pi�p
p a(t) +

p� pi
p

K
pi
p

�

+

tZ
t0

L�(t; s)
i=nX
i=1

hi(s)

�
pi
p
K

pi�p
p a(s) +

p� pi
p

K
pi
p

�
�s

et

B(t) = b(t)L(�(t); t)(
i=nX
i=1

hi(t)
pi
p
K

pi�p
p ) +

tZ
t0

b(s)L�(t; s)
i=nX
i=1

hi(s)
pi
p
K

pi�p
p �s:

Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [6; 8-13; 15-20; 28-34].

2.1.3 Quelques célèbres inégalités intégrales de type Gronwall

en dimension deux

L�analogue de l�inégalité de Gronwall pour les fonctions à deux variables dite aussi

l�inégalité de Wendro¤ est donnée par le théorème suivant :

Théorème 2.11 ([6]) Soient u(x; y); c(x; y) deux fonctions positives et continues dé�-

nies pour x; y 2 R+; a(x); b(y) deux fonctions strictement positives, continues et crois-

santes sur R+: Si l�inégalité

u(x; y) � a(x) + b(y) +

xZ
0

yZ
0

c(t; s)u(t; s)dtds;
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est satisfaite, alors

u(x; y) � E(x; y) exp

0@ xZ
0

yZ
0

c(t; s)dtds

1A ;

où

E(x; y) =
[a(x) + b(0)] [a(0) + b(y)]

a(0) + b(0)
:

T.Nurimov, donna une version plus générale du théorème précédent dont l�énoncé est

le suivant

Théorème 2.12 ([61]) Soient u(x; y); a(x; y); b(x; y) et c(x; y) des fonctions positives et

continues dé�nies sur D = [0; x0]� [0; y0] : Si l�inégalité

u(x; y) � a(x; y) + b(x; y)

xZ
0

yZ
0

c(t; s)u(t; s)dtds

est satisfaite, alors

u(x; y) � a(x; y) + b(x; y)

xZ
0

yZ
0

24exp
0@ xZ
�

yZ
�

c(t; s)b(t; s)dtds

1A
� a(� ; �)c(� ; �)] d�d�:

La version du théorème 2.3 de Bihari pour les fonctions a deux variables fût élaborée

par Bainov et Simeonov comme suit

Théorème 2.13 ([6]) Soient I = [0; a],J = [0; b], où a; b � 1: Soient c � 0; '

2 [0;1)� [0;1) une fonction croissante véri�ant ' (r) > 0 pour r > 0, u et f

2 C (I � J; [0;1)) : Si

u(x; y) � c+

xZ
0

yZ
0

f(t; s)' (u(t; s)) dtds; (x; y) 2 I � J;
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est satisfaite, alors

u(x; y) � ��1
24� (c) + xZ

0

yZ
0

f(t; s)dtds

35 ;
pour tout (x; y) 2 [0; x1]� [0; y1]; où

� (r) =

rZ
1

1

' (s)
ds; r > 0;

��1 est l�inverse de �; (x1; y1) 2 I � J est choisi de telle sorte que8<:� (c) +
xZ
0

yZ
0

f(t; s)dtds

9=; 2 Dom
�
��1

�
:

Pachpatte a généralisé le résultat de Bainov et Simeonov en remplaçant la fonction

f(t; s) par k(x; y; s; t)

Théorème 2.14 ([66]) Soient u(x; y) et a(x; y) deux fonctions strictement positives conti-

nues dé�nie sur R2+; k(x; y; s; t); D1k(x; y; s; t); D1k(x; y; s; t) etD1D2k(x; y; s; t) 2 C (G2;R+)

et c une constante positive où G2 = f(x; y; s; t) 2 R4 : 0 � s � x <1 et 0 � t � y <1g.

(b1) Soit g (u)une fonction continue di¤érentiable véri�ant pour u � 0; g (u) > 0 de

plus g0 (u) � 0 pour tout u � 0 et soit G (r) =
rR
r0

ds
g(s)

; r > 0; G�1 l�inverse de G. Si

u(x; y) � c+

xZ
0

yZ
0

k(x; y; s; t)g (u(s; t)) dtds;

est satisfaite pour tout x; y 2 R+; alors pour 0 � x � x1; 0 � y � y1; x; x1; y; y1 2 R+,

nous avons

u(x; y) � G�1

24G (c) + xZ
0

yZ
0

P (s; t)dtds

35 ;
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où

P (x; y) = k(x; y; x; y) +

xZ
0

D1k(x; y; �; y)d� +

yZ
0

D2k(x; y; x; �)d�

+

xZ
0

yZ
0

D1D2k(x; y; �; �)d�d� ;

pour x; y 2 R+ et x1; y1 2 R+ sont choisis de sorte que

G (c) +

xZ
0

yZ
0

P (s; t)dtds 2 Dom
�
G�1

�
;

pour tout x; y dans [0; x1] ; [0; y1] respectivement.

(b2) Soient g; G et G�1 des fonctions dé�nies comme dans (b1) ; supposons que g est

sous additive. Si

u(x; y) � a(x; y) +

xZ
0

yZ
0

k(x; y; s; t)g (u(s; t)) dtds;

est satisfaite pour tout x; y 2 R+; alors pour 0 � x � x2; 0 � y � y2; x; x2; y; y2 2 R+;

on a

u(x; y) � a(x; y) +G�1

24G (E (x; y)) + xZ
0

yZ
0

P (s; t)dtds

35 ;
où P est dé�nie comme dans (b1), et

E (x; y) =

xZ
0

yZ
0

k(x; y; s; t)g (a(s; t)) dtds

pour tout x; y 2 R+ et x2; y2 2 R+ dont x2; y2 sont choisis de sorte que

G (E (x; y)) +

xZ
0

yZ
0

P (s; t)dtds 2 Dom
�
G�1

�
;
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pour tout x; y dans [0; x2] ; [0; y2] respectivement.

Ferreira et Torres, ont établi l�analogue généralisé du théorème de Wendro¤ sur les

échelles de temps, comme suit :

Théorème 2.15 ([29]) Soient u (t1; t2) ; a (t1; t2) ; f (t1; t2) 2 C
�
T1 � T2;R+0

�
où a (t1; t2)

est une fonction croissante par rapport à chacune de ces variables. Si

u (t1; t2) � a (t1; t2) +

t1Z
a1

t2Z
a2

f (s1; s2)u (s1; s2)�1s1�2s2

pour (a1; a2); (t1; t2) 2 T1 � T2; alors

u (t1; t2) � a (t1; t2) e t2R
a2

f(t1;s2) �2s2

(t1; a1) ; (t1; t2) 2 T1 � T2

où T1;T2 sont deux échelles de temps et T1 = [a1;1) \ T1; T2 = [a2;1) \ T2:

D. B. Pachpatte, a établi d�autres variantes du théorème précédent sur les échelles de

temps, cités par les théorèmes suivants :

Théorème 2.16 ([67]) Soient u; f 2 Crd (
;R+) ; k(x; y; s; t); k�1(x; y; s; t); k�2(x; y; s; t) et

k�1�2(x; y; s; t) 2 Crd (
� 
;R+) et c une constante positive. Si

u (x; y) � c+

xZ
x0

yZ
y0

f (s; t)

24u (s; t) + sZ
s0

tZ
t0

k(s; t; � ; �)u (� ; �)����

35�t�s;
pour (x; y) 2 
; alors nous avons

u (x; y) � c

266666641 +
xZ

x0

yZ
y0

f (s; t) e tZ
t0

[f(�;�)+A(�;�)]����

(x; x0)�t�s

37777775 ;

41



où

A (x; y) = k(x; y; � (x) ; � (y)) +

xZ
x0

k�1(x; y; � ; � (y))��

+

yZ
y0

k�2(x; y; � (x) ; �)�� +

xZ
x0

yZ
y0

k�1�2(x; y; � ; �)���� ;

pour (x; y) 2 
 = T1 � T2 où T1 et T2 sont deux échelles de temps.

Théorème 2.17 ([67]) Soient u; f et a 2 Crd (
;R+) ; k(x; y; s; t); k�1(x; y; s; t); k�2(x; y; s; t) et

k�1�2(x; y; s; t) 2 Crd (
� 
;R+) : Si

u (x; y) � a (x; y) +

xZ
x0

yZ
y0

f (s; t)

24u (s; t) + sZ
s0

tZ
t0

k(s; t; � ; �)u (� ; �)����

35�t�s;
pour (x; y) 2 
; alors

u (x; y) � a (x; y) + h (x; y)

266666641 +
xZ

x0

yZ
y0

f (s; t) e tZ
t0

[f(�;�)+A(�;�)]����

(x; x0)�t�s

37777775 ;

où

h (x; y) =

xZ
x0

yZ
y0

f (s; t)

24a (s; t) + sZ
s0

tZ
t0

k(s; t; � (x) ; �)a (� ; �)����

35�t�s;
pour tout (x; y) 2 
; A (x; y) est dé�nie comme dans (2.78) et 
 = T1 � T2 où T1 et T2
sont deux échelles de temps.

Meftah et Boukerrioua ont établi une généralisation du théorème 2.15 comme suit

Théorème 2.18 ([46]) Soient u (t; s), a (t; s), b (t; s) et f (t; s) des fonctions positives

dé�nies pour (t; s) 2 e
 continues en tout point dense à droite pour tout (t; s) 2 e
; !(x)
42



une fonction positive croissante et continue pour x 2 R+, avec !(x) > 0 pour chaque

x > 0. Supposons que a (t; s), b (t; s) sont croissantes pour (t; s) 2 e
. Si l�inégalité
u(t; s) � a(t; s) + b(t; s)

tZ
t0

sZ
s0

f(� ; �)! (u(� ; �))���� ;

est satisfaite pour tout (t; s) 2 e
, alors nous avons
u(t; s) � G�1

24G (a(t; s)) + b(t; s) tZ
t0

sZ
s0

f(� ; �) ����

35 ;

pour tout t0 < t � t1 et s0 < s � s1, G�1est la fonction inverse de la fonction G. où G

est une fonction croissante bijective, véri�ant

G�� (u(� ; �)) =
u�� (� ; �)

!(u(� ; �))
; (� ; �) 2 e
; (2.1)

t1, s1 sont choisis de telle sorte que8<:G (a(t; s)) + b(t; s)
tZ

t0

sZ
s0

f(� ; �) ����

9=; 2 Dom
�
G�1

�
:

2.2 Nouvelles généralisations

2.2.1 Inégalité de type Pachpatte-Bihari

Le but de ce travail est de donner une estimation a priori de la solution des inégalités

intégrales suivantes :

up(x; y) � c+

xZ
x0

yZ
y0

f(t; s)

24uq(t; s) + sZ
s0

tZ
t0

L(t; s; � ; �)g(ur(� ; �))�2��1�

35�2s�1t pour

(t; s) 2 
;
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up(x; y) � c +

xZ
x0

yZ
y0

f(t; s)

24g1(u(t; s)) + sZ
s0

tZ
t0

L(t; s; � ; �)g2(u(� ; �))�2��1�

35�2s�1t

pour (t; s; � ; �) 2 
� 
;

où f; g1; g2; L et r doivent remplir certaines conditions. Ces nouveaux résultats ont

fait l�objet de la publication :

K. Boukerrioua, D. Diabi and T.Chiheb, Further nonlinear integral inequali-

ties in two independent variables on time scales and their applications. Malaya J. Mat.

5(1)(2017) 109�114.

Nous mentionnons que les résultats obtenus représentent des généralisations des ré-

sultats obtenus dans [46]:

Dans tout ce qui suit T1 et T2 représentent deux échelles de temps et 
 = T1 � T2
l�échelle de temps produit.

Théorème 2.19 Soient u(x; y); f(x; y) deux fonction positives dé�nies pour (x; y) 2 


continues en tout point dense à droite pour tout (x; y) 2 
 et L(x; y; t; s) 2 Crd (
� 
;R+) :

c; p; q; r 2 R+0 telles que p � q > 0; p � r > 0: Soit g : R+ ! R+ une fonction di¤éren-

tiable et croissante sur ]0;+1[ dont la dérivée première g0 est continue et décroissante

sur ]0;+1[. Si

up(x; y) � c+

xZ
x0

yZ
y0

f(t; s)

24uq(t; s) + sZ
s0

tZ
t0

L(t; s; � ; �)g(ur(� ; �))�2��1�

35�2s�1t

(2.2)

est satisfaite pour tout (x; y) 2 
, alors

u(x; y) �

8>><>>:P (x; y)e yR
y0

Q(�;�) �2�

(x; x0)

9>>=>>;
1
p

; (2.3)
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où

P (x; y) = c+

xZ
x0

yZ
y0

f(t; s)

24p�q
p
K

q
p
+ g(p�r

p
K

r
p
)

sZ
s0

tZ
t0

L(t; s; � ; �)�2��1�

35�2s�1t; (2.4)

Q(t; s) = f(t; s)

24q
p
K

q�p
p
+
r

p
g0(p�r

p
K

r
p
)K

r�p
p

sZ
s0

tZ
t0

L(t; s; � ; �)�2��1�

35 ; (2.5)

et K > 0:

Preuve. Dé�nissons la fonction z(x; y) comme suit :

z(x; y) = c+

xZ
x0

yZ
y0

f(t; s)

24uq(t; s) + sZ
s0

tZ
t0

L(t; s; � ; �)g(ur(� ; �))�2��1�

35�2s�1t; (2.6)

il est claire que

z(x0; y) = z(x; y0) = c; (2.7)

et

up(x; y) � z(x; y): (2.8)

Utilisons le lemme 1.2 (voir page27) pour l�inégalité précédente, nous obtenons

u(x; y) � z
1
p (x; y) � 1

p
K

1�p
p

z(x; y) + p�1
p
K

1
p
: (2.9)

Substituons (2.9) dans (2.6), nous aboutissons à

z(x; y) � c+

xZ
x0

yZ
y0

f(t; s)

24z qp (t; s) + sZ
s0

tZ
t0

L(t; s; � ; �)g(z
r
p (� ; �))�2��1�

35�2s�1t:

(2.10)
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Réutilisons le lemme 1.2 pour (2.10), on trouve

z(x; y) � c+

xZ
x0

yZ
y0

f(t; s)

"
q
p
K

q�p
p

z(t; s) + p�q
p
K

q
p

(2.11)

+

sZ
s0

tZ
t0

L(t; s; � ; �)g

�
r
p
K

r�p
p
z(� ; �) + p�r

p
K

r
p

�
�2��1�

35�2s�1t;

D�après le théorème des accroissements �nis appliqué à la fonction g, on a pour x1 �

y1 > 0, il existe c 2]y1; x1[ telle que

g(x1)� g(y1) = g�(c)(x1 � y1) � g�(y1)(x1 � y1):

Ainsi (2.11) peut être réécrite comme suit :

z(x; y) � c+

xZ
x0

yZ
y0

f(t; s)

24p�q
p
K

q
p
+ g(p�r

p
K

r
p
)

sZ
s0

tZ
t0

L(t; s; � ; �)�2��1�

35�2s�1t

+

xZ
x0

yZ
y0

f(t; s)z(t; s)

�

24 q
p
K

q�p
p
+ r

p
K

r�p
p
g0(p�r

p
K

r
p
)

sZ
s0

tZ
t0

L(t; s; � ; �)�2��1�

35�2s�1t: (2.12)

Remplaçons (2.4) et (2.5) dans (2.11), on trouve

z(x; y) � P (x; y) +

xZ
x0

yZ
y0

Q(t; s)z(t; s)�2s�1t: (2.13)

Par le biais du théorème 2.15, (2.13) donne

z(x; y) � P (x; y)e yR
y0

Q(t;s)�2s

(x; x0) : (2.14)
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Le résultat désiré découle de (2.9) et (2.14).

Remarque 2.1 Si on pose g(x) = x dans (2.2), on retrouve le résultat du théorème 3.1

de [45].

Théorème 2.20 Soient u(x; y); f(x; y) deux fonction positives dé�nies pour (x; y) 2 
;

continues en tout point dense à droite pour tout (x; y) 2 
 et L(x; y; t; s) 2 Crd (
� 
;R+).

Soient g1; g2 : R+ ! R+ des fonctions di¤érentiables et croissantes sur ]0;+1[ dont les

dérivée premières sont continues et décroissantes sur ]0;+1[:Si

up(x; y) � c+

xZ
x0

yZ
y0

f(t; s)

24g1(u(t; s)) + sZ
s0

tZ
t0

L(t; s; � ; �)g2(u(� ; �))�2��1�

35�2s�1t

(2.15)

est satisfaite pour tout (x; y) 2 
, alors

u(x; y) �

8>><>>:P�(x; y)e yR
y0

Q�(�;�) �2�

(x; x0)

9>>=>>;
1
p

; (2.16)

où

P� (x; y) = c+

xZ
x0

yZ
y0

f(t; s)

24g1(p�1p K 1
p
) + g2(

p�1
p
K

1
p
)

sZ
s0

tZ
t0

L(t; s; � ; �)�2��1�

35�2s�1t;

(2.17)

Q�(s; t) = f(s; t)

241
p
K

1�p
p
g01(

p�1
p
K

1
p
) +

1

p
K

1�p
p
g02(

p�1
p
K

1
p
)

sZ
s0

tZ
t0

L(s; t; � ; �)�2��1�

35 :
(2.18)

et K > 0 .
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Preuve. Dé�nissons la fonction z(x; y) comme suit :

z(x; y) = c+

xZ
x0

yZ
y0

f(t; s)

24g1(u(t; s)) + sZ
s0

tZ
t0

L(t; s; � ; �)g2(u(� ; �))�2��1�

35�2s�1t;

(2.19)

il est claire que

u(x; y) � z
1
p (x; y): (2.20)

Appliquons le théorème des accroissements �nis aux fonctions g1et g2, utilisons (2.20) et

le lemme 1.2 à l�inégalité (2.19), on obtient

z(x; y) � c+

xZ
x0

yZ
y0

f(t; s)

�
g1(

r
p
K

r�p
p
z(t; s) + p�r

p
K

r
p
)

+

sZ
s0

tZ
t0

L(t; s; � ; �)g2(
r
p
K

r�p
p
z(� ; �) + p�r

p
K

r
p
)�2��1�

35�2s�1t: (2.21)

On peut écrire cette dernière inégalité sous la forme

z(x; y) � P� (x; y) +

xZ
x0

yZ
y0

Q� (t; s)z(t; s)�2s�1t; (2.22)

où P� et Q� sont données par (2.17) et (2.18) respectivement.

Appliquons le théorème 2.15 à l�inégalité (2.22), on trouve

z(x; y) � P�(x; y)e yR
y0

Q�(�;�) �2�

(x; x0): (2.23)

Substituons l�inégalité (2.23) dans (2.20), nous obtenons le résultat souhaité.
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2.3 Application

On illustre les résultats du théorèmes 2.19 par une application aux équations dy-

namiques sur une échelle de temps quelconque. Pour cela on se propose d�étudier les

propriétés de la solution de l�équation dynamique suivante :

(up(x; y))�2y�1x = F (x; y; uq(x; y);

xZ
x0

yZ
y0

h(t; s; � ; �; u(� ; �))����): (2.24)

Satisfaisant les conditions initiales suivantes

u(x; y0) = �(x); u(x0; y) = �(y); �(0) = �(0) = 0: (2.25)

Où u 2 Crd(
;R); h 2 Crd(
� 
� R;R) et F 2 Crd(
� R� R;R).

Proposition 2.1 Supposons que

jh(x; y; s; t; u(t; s)j � L(x; y; t; s) arctan(ju(t; s)jr)

jF (x; y; u; v)j � f(x; y)(juj+ jvj);

j�(x) + �(y)j � c; (2.26)

où L; f; c; p; q; r sont dé�nies comme dans le théorème 2.19. Si u(x; y) est solution de

(2.24)-(2.25), alors

ju(x; y)j �

8>><>>:P (x; y)e yR
y0

Q(�;�) ��

(x; x0)

9>>=>>;
1
p

; (2.27)

où P (x; y); Q(x; y) sont dé�nies comme dans (2.4)-(2.5) respectivement et g(x) par

arctan(x) et g0(x) par 1
1+x2

.
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Preuve. La solution u(x; y) s�écrit sous la forme

up(x; y) = �(x) + �(y) +

xZ
x0

yZ
y0

F (t; s; uq(s; t);

sZ
s0

tZ
t0

h(t; s; � ; �; u(� ; �))�2��1�)�2s�1t;

(2.28)

Appliquons la valeur absolue, et utilisons (2.26), l�inégalité (2.28) devient

jup(x; y)j � c+

xZ
x0

yZ
y0

f(t; s)(juq(t; s)j+
sZ

s0

tZ
t0

L(t; s; � ; �) arctan ju(� ; �)jr�2��1�)�2s�1t:

(2.29)

En appliquant le théorème 2.19, nous pourrons facilement trouver l�estimation (2.27).
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Chapitre 3

Nouvelles généralisations des

inégalités de type

Hermite-Hadamard

3.1 Introduction

Les inégalités intégrales de type Hermite-Hadamard s�appliquent à presque tous les

types de fonctions c.-à-d. aux fonctions dérivables, absolument continues, Lipchitziennes,

monotones et aux fonctions à variation bornée, utilisées dans plusieurs domaines tels que

les statistiques, l�intégration numérique et l�analyse non linéaire.

3.1.1 Inégalité de Hermite-Hadamard

Le 22 Novembre 1881, Hermite (1822-1901) a envoyé une lettre à la revue Mathesis,

qui a été publiée dans �Mathesis 3�(1883, p. 82). Le propos de cette lettre est justi�é

par le théorème suivant :
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Théorème 3.1 ([71]) Soit f : [a; b]! R, une fonction convexe, alors

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

bZ
a

f(x)dx � f (a) + f (b)

2
: (3.1)

Cette courte note de Hermite n�est mentionnée nulle part dans la littérature ma-

thématique. Le professeur Beckenbach, expert en histoire et en théorie des fonctions

complexes, a mentionné que l�inégalité (3.1) a été prouvée par Hadamard en 1893 qui

n�était apparemment pas au courant du résultat de Hermite, ce qui justi�e l�appella-

tion de l�inégalité de Hermite-Hadamard. Dans les dernières années, de nombreux ar-

ticles ont été consacrés à la généralisation de cette inégalité, nous pouvons consulter

[3; 5; 7; 26; 27; 40; 42-45; 54; 57-59; 68-70; 74-77; 80; 81].

Dans la suite, nous présentons trois nouvelles classes de non-convexité pour les fonc-

tions à une et à deux variables dont l�objectif est l�établissement de nouvelles inégalités

de type Hermite-Hadamard.

3.1.2 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions

dont les modules des dérivées secondes sont à coordonnées

(s1; s2)-préinvexes

Dans cette sous section, nous allons commencer par introduire de nouvelles classes de

non-convexité pour les fonctions à deux variables ensuite, nous établirons de nouvelles

inégalités de type Hermite-Hadamard pour ces nouvelles classes, généralisant ainsi les

résultats de [43]. Ces résultats ont fait l�objet de la publication :

B. Meftah and K. Boukerrioua and T. Chiheb, New Hadamard�s inequalit for

(s1; s2)-preinvex functions on coordinates. Kragujevac Journal of Mathematics. 39 (2015),

no. 2, 231�254.

Nous énoncerons uniquement les nouvelles dé�nitions ainsi que quelques résultats liés

aux inégalités de type Hermite-Hadamard, pour plus de détails voir [47].
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Dé�nition 3.1 Soit K1 �K2 � [0;1)n � [0;1)n un ensemble invexe par rapport à �1
: K1�K1 ! Rn et �2 : K2�K2 ! Rn, et soit f : K1�K2 ! R une fonction positive. f

est dite s-préinvexe au premier sens pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1], si l�inégalité

f (u+ t�1 (x; u) ; v + t�2 (y; v)) � (1� ts)f(u; v) + tsf(x; y)

est satisfaite pour tout (x; y); (u; v) 2 K1 �K2 et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 3.2 Soit K1 �K2 � [0;1)n � [0;1)n un ensemble invexe par rapport à �1
: K1 �K1 ! Rn et �2 : K2 �K2 ! Rn, et soit f : K1 �K2 ! R une fonction positive,

f est dite s-préinvexe au second sens pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1], si l�inégalité

f (u+ t�1 (x; u) ; v + t�2 (y; v)) � (1� t)sf(u; v) + tsf(x; y)

est satisfaite pour tout (x; y), (u; v) 2 K1 �K2 et tout t 2 [0; 1].

Dé�nition 3.3 Soit K1 �K2 � [0;1)n � [0;1)n un ensemble invexe par rapport à �1
: K1�K1 ! Rn et �2 : K2�K2 ! Rn, et soit f : K1�K2 ! R une fonction positive. f

est dite à coordonnées s-préinvexes au premier sens pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1],

si l�inégalité

f (u+ ��1 (x; u) ; v + t�2 (y; v)) � (1� �s)(1� ts)f(u; v) + (1� �s)tsf(u; y)

+(1� ts)�sf(x; v) + �stsf(x; y)

est satisfaite pour tout (x; y), (x; v), (u; y), (u; v) 2 K1 �K2 et tout �, t 2 [0; 1].

Dé�nition 3.4 Soit K1 �K2 � [0;1)n � [0;1)n un ensemble invexe par rapport à �1
: K1�K1 ! Rn et �2 : K2�K2 ! Rn, et soit f : K1�K2 ! R une fonction positive :f

est dite à coordonnées s-préinvexes au second sens pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1],
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si l�inégalité

f (u+ ��1 (x; u) ; v + t�2 (y; v)) � (1� �)s(1� t)sf(u; v) + (1� �)stsf(u; y)

+(1� t)s�sf(x; v) + �stsf(x; y)

est satisfaite pour tout (x; y), (x; v), (u; y), (u; v) 2 K1 �K2 et tout �, t 2 [0; 1].

Dé�nition 3.5 Soit K1 �K2 � [0;1)n � [0;1)n un ensemble invexe par rapport à �1
: K1 �K1 ! Rn et �2 : K2 �K2 ! Rn, et soit f : K1 �K2 ! R une fonction positive.

f est dite à coordonnées (s1; s2)-préinvexes au premier sens pour certains nombres �xés

s1, s2 2 (0; 1], si l�inégalité

f (u+ ��1 (x; u) ; v + t�2 (y; v)) � (1� �s1)(1� ts2)f(u; v) + (1� �s1)ts2f(u; y)

+(1� ts2)�s1f(x; v) + �s1ts2f(x; y)

est satisfaite pour tout (x; y), (x; v), (u; y), (u; v) 2 K1 �K2 et tout �, t 2 [0; 1].

Dé�nition 3.6 Soit K1 �K2 � [0;1)n � [0;1)n un ensemble invexe par rapport à �1
: K1�K1 ! Rn et �2 : K2�K2 ! Rn, et soit f : K1�K2 ! R une fonction positive. f

est dite à coordonnées (s1; s2)-préinvexes au second sens pour certains nombres �xés s1,

s2 2 (0; 1], si l�inégalité

f (u+ ��1 (x; u) ; v + t�2 (y; v)) � (1� �)s1(1� t)s2f(u; v) + (1� �)s1ts2f(u; y)

+(1� t)s2�s1f(x; v) + �s1ts2f(x; y)

est satisfaite pour tout (x; y), (x; v), (u; y), (u; v) 2 K1 �K2 et tout �, t 2 [0; 1].

Théorème 3.2 Soit K1 �K2 Un sous ensemble ouvert et invexe de [0;1)� [0;1) par

rapport à �1 : K1 � K1 ! R et �2 : K2 � K2 ! R, a; b 2 K1; c; d 2 K2 telles que

�1(b; a) > 0 et �2(d; c) > 0. Soit f : K1 � K2 ! R une fonction di¤érentiable telle que
@2f
@�@t

2 L ([a; a+ �1(b; a)]� [c; c+ �2(d; c)]). Si
��� @2f@�@t

��� est à coordonnées (s1; s2)-préinvexes
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au premier sens pour certains nombres �xés s1; s2 2 (0; 1], alors l�inégalité suivante est

satisfaite����14 [f (a; c) + f (a; c+ �2 (d; c)) + f (a+ �1 (b; a) ; c) + f (a+ �1 (b; a) ; c+ �2(d; c))]

+
1

�1 (b; a) �2 (d; c)

a+�1(b;a)Z
a

c+�2(d;c)Z
c

f (x; y) dxdy � A

������ � �1(b;a)�2(d;c)
4

�
��

1
2
� s1+( 12)

s1

(s1+1)(s1+2)

� �
1
2
� s2+( 12)

s2

(s2+1)(s2+2)

� ��� @2f@�@t
(a; c)

���
+

�
1
2
� s1+( 12)

s1

(s1+1)(s1+2)

�
s2+( 12)

s2

(s2+1)(s2+2)

��� @2f@�@t
(a; d))

���
+

s1+( 12)
s1

(s1+1)(s1+2)

�
1

2
� s2+( 12)

s2

(s2+1)(s2+2)

� ���� @2f@�@t
(b; c)

����
+

[s1+( 12)
s1 ][s2+( 12)

s2 ]
(s1+1)(s1+2)(s2+1)(s2+2)

��� @2f@�@t
(b; d)

���� ; (3.2)

où A est donnée par le Lemme 1.7 (voir page 29).

Preuve. Appliquons la valeur absolue aux deux côtes de l�égalité (1.9) (voir page 29),

nous obtenons����14 [f (a; c) + f (a; c+ �2 (d; c)) + f (a+ �1 (b; a) ; c) + f (a+ �1 (b; a) ; c+ �2(d; c))]

+
1

�1 (b; a) �2 (d; c)

a+�1(b;a)Z
a

c+�2(d;c)Z
c

f (x; y) dxdy � A

������ � �1 (b; a) �2 (d; c)

4

�
1Z
0

1Z
0

j1� 2�j j1� 2tj
���� @2f@t@s

(a+ ��1 (b; a) ; c+ t�2(d; c))

���� d�dt: (3.3)

Utilisons la (s1; s2)-préinvexité des dérivées mixtes, nous trouvons����14 [f (a; c) + f (a; c+ �2 (d; c)) + f (a+ �1 (b; a) ; c) + f (a+ �1 (b; a) ; c+ �2(d; c))]

+
1

�1 (b; a) �2 (d; c)

a+�1(b;a)Z
a

c+�2(d;c)Z
c

f (x; y) dxdy � A

������
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� �1(b;a)�2(d;c)
4

1Z
0

1Z
0

j1� 2�j j1� 2tj
h
(1� �s1)(1� ts2)

��� @2f@�@t
(a; c)

���
+ (1� �s1)ts2

��� @2f@�@t
(a; d))

���+ (1� ts2)�s1
��� @2f@�@t

(b; c)
���+ �s1ts2

��� @2f@�@t
(b; d)

���i d�dt
= �1(b;a)�2(d;c)

4

��� @2f@�@t
(a; c)

��� 1Z
0

1Z
0

j1� 2�j j1� 2tj (1� �s1)(1� ts2)d�dt

+�1(b;a)�2(d;c)
4

��� @2f@�@t
(a; d))

��� 1Z
0

1Z
0

j1� 2�j j1� 2tj (1� �s1)ts2d�dt

+�1(b;a)�2(d;c)
4

��� @2f@�@t
(b; c)

��� 1Z
0

1Z
0

j1� 2�j j1� 2tj (1� ts2)�s1d�dt

+�1(b;a)�2(d;c)
4

��� @2f@�@t
(b; d)

��� 1Z
0

1Z
0

j1� 2�j j1� 2tj�s1ts2d�dt: (3.4)

Un simple calcul donne

1Z
0

1Z
0

j1� 2�j j1� 2tj (1� �s1)(1� ts2)d�dt

=

�
1

2
� s1+( 12)

s1

(s1+1)(s1+2)

� �
1

2
� s2+( 12)

s2

(s2+1)(s2+2)

�
;

1Z
0

1Z
0

j1� 2�j j1� 2tj (1� �s1)ts2d�dt =

�
1
2
� s1+( 12)

s1

(s1+1)(s1+2)

�
s2+( 12)

s2

(s2+1)(s2+2)
;

1Z
0

1Z
0

j1� 2�j j1� 2tj (1� ts2)�s1d�dt =
s1+( 12)

s1

(s1+1)(s1+2)

�
1
2
� s2+( 12)

s2

(s2+1)(s2+2)

�
;

1Z
0

1Z
0

j1� 2�j j1� 2tj�s1ts2d�dt = [s1+( 12)
s1 ][s2+( 12)

s2 ]
(s1+1)(s1+2)(s2+1)(s2+2)

: (3.5)

Substituons (3.5) dans (3.4), nous trouvons le résultat souhaité. La preuve est ainsi

achevée.
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Théorème 3.3 Soit K1 �K2 un sous ensemble ouvert et invexe de [0;1)� [0;1) par

rapport à �1 : K1�K1 ! R et �2 : K2�K2 ! R, a; b 2 K1; c; d 2 K2 telles que �1(b; a) > 0

et �2(d; c) > 0. Soit f : K1 � K2 ! R une fonction di¤érentiable telle que @2f
@�@t

2

L ([a; a+ �1(b; a)]� [c; c+ �2(d; c)]). Si
��� @2f@�@t

���q est à coordonnées (s1; s2)-préinvexes au
second sens pour certains nombres �xés s1; s2 2 (0; 1] et q 2 [1;1), alors l�inégalité

suivante est satisfaite����14 [f (a; c) + f (a; c+ �2 (d; c)) + f (a+ �1 (b; a) ; c) + f (a+ �1 (b; a) ; c+ �2(d; c))]

+ 1
�1(b;a)�2(d;c)

a+�1(b;a)Z
a

c+�2(d;c)Z
c

f (x; y) dxdy � A

������
� �1(b;a)�2(d;c)

4
2� 1

q

���� @2f@�@t
(a; c)

���q �1
2
� s1+( 12)

s1

(s1+1)(s1+2)

� �
1

2
� s2+( 12)

s2

(s2+1)(s2+2)

�
+
��� @2f@�@t

(a; d))
���q �1

2
� s1+( 12)

s1

(s1+1)(s1+2)

�
s2+( 12)

s2

(s2+1)(s2+2)

+
��� @2f@�@t

(b; c)
���q s1+( 12)

s1

(s1+1)(s1+2)

�
1

2
� s2+( 12)

s2

(s2+1)(s2+2)

�
+
��� @2f@�@t

(b; d)
���q [s1+( 12)

s1 ][s2+( 12)
s2 ]

(s1+1)(s1+2)(s2+1)(s2+2)

� 1
q

; (3.6)

où A est donnée par le Lemme 1.7.

Preuve. Appliquons le Lemme 1.7 et l�inégalité de la moyenne, nous obtenons����14 [f (a; c) + f (a; c+ �2 (d; c)) + f (a+ �1 (b; a) ; c) + f (a+ �1 (b; a) ; c+ �2(d; c))]

+ 1
�1(b;a)�2(d;c)

a+�1(b;a)Z
a

c+�2(d;c)Z
c

f (x; y) dxdy � A

������ � �1(b;a)�2(d;c)
4

�

0@ 1Z
0

1Z
0

j1� 2tj j1� 2�j
��� @2f@�@t

(a+ t�1 (b; a) ; c+ s�2(d; c))
���q dtd�

1A
1
q
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�

0@ 1Z
0

1Z
0

j1� 2tj j1� 2�j dtd�

1A1� 1
q

: (3.7)

Utilisons la (s1; s2)-préinvexité des dérivées mixtes, nous trouvons����14 [f (a; c) + f (a; c+ �2 (d; c)) + f (a+ �1 (b; a) ; c) + f (a+ �1 (b; a) ; c+ �2(d; c))]

+
1

�1 (b; a) �2 (d; c)

a+�1(b;a)Z
a

c+�2(d;c)Z
c

f (x; y) dxdy � A

������
� �1 (b; a) �2 (d; c)

4
�

0@ 1Z
0

1Z
0

j1� 2tj j1� 2�j dtd�

1A1� 1
q ����� @2f@�@t

(b; d)

����q

�
1Z
0

1Z
0

j1� 2tj j1� 2�j t�1��2dtd�

+

���� @2f@�@t
(a; c)

����q
1Z
0

1Z
0

j1� 2tj j1� 2�j (1� t)s1 (1� �)s2 dtd�

+

���� @2f@�@t
(a; d))

����q
1Z
0

1Z
0

j1� 2tj j1� 2�j (1� t)s1��2dtd�

+

���� @2f@�@t
(b; c)

����q
1Z
0

1Z
0

j1� 2tj j1� 2�j t�1 (1� �)s2 dtd�

1A
1
q

: (3.8)

Substituons (3.5) et
1Z
0

1Z
0

j1� 2tj j1� 2�j dtd� = 1

4
;

dans (3.8), nous aboutissons au résultat désiré. Ce qui achève la preuve.

Corollaire 3.1 Sous les hypothèses du théorème précédent, si
��� @2f@�@t

��� est à coordonnées
s-préinvexes au second sens sur K1 � K2, pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1] et
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q 2 [1;1), alors l�inégalité suivante est satisfaite����14 [f (a; c) + f (a; c+ �2 (d; c)) + f (a+ �1 (b; a) ; c) + f (a+ �1 (b; a) ; c+ �2(d; c))]

+ 1
�1(b;a)�2(d;c)

a+�1(b;a)Z
a

c+�2(d;c)Z
c

f (x; y) dxdy � A

������
� �1(b;a)�2(d;c)

4
2� 1

q

 ��� @2f@�@t
(a; c)

���q �12 � s+( 12)
s

(s+1)(s+2)

�2
+
h��� @2f@�@t

(a; d))
���q + ��� @2f@�@t

(b; c)
���qi " s+( 12)

s

2(s+1)(s+2)
�
�

s+( 12)
s

(s+1)(s+2)

�2#

+
��� @2f@�@t

(b; d)
���q � s+( 12)

s

(s+1)(s+2)

�2! 1
q

;

où A est donnée par le lemme 1.7.

3.1.3 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions

dont les modules des dérivées secondes sont à coordonnées

(s; r)-préinvexes au second sens

Dans cette sous section, nous allons commencer par introduire une deuxième nouvelle

classe de non-convexité pour les fonctions à une variable ; ensuite, nous établirons de

nouvelles inégalités de type Hermite-Hadamard pour cette nouvelle classe, généralisant

ainsi quelques résultats de [54; 58; 59; 74; 68; 80].

Ces résultats ont fait l�objet de la publication suivante :

B. Meftah and K. Boukerrioua and T. Chiheb, On some new Hadamard type

inequalities for (s; r)-preinvex functions in the second sense. Konuralp Journal of Mathe-

matics. 5 (2017), no. 1, 24-42.

Nous présentons uniquement quelques résultats et pour plus de détails, le lecteur

pourra consulter [49].

Dé�nition 3.7 Une fonction positive f sur l�ensemble invexe K, est dite fonction (s; r)-
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préinvexes au second sens, si

f (x+ t� (y; x)) �

8<: [(1� t)s f rx+ tsf r(y)]
1
r , r 6= 0

[f(x)](1�t)
s

[f(y)]t
s

, r = 0

est satisfaite pour tout x; y 2 K, s 2 (0; 1] et t 2 [0; 1].

Théorème 3.4 Soit f : K = [a; a+ � (b; a)] ! R+ une fonction (s; r)-préinvexes au

second sens par rapport à � sur K� (K� interieur de K), a; b 2 K� telle que a < a +

� (b; a), alors

1

� (b; a)

a+�(b;a)Z
a

f(x)dx �
�
1

s+ 1
[f r (a) + f r (b)]

� 1
r

(3.9)

est satisfaite pour tout a; b 2 K; s 2 (0; 1] et r � 1.

Preuve. Prenons x = a+ t� (b; a), nous aurons

1

� (b; a)

a+�(b;a)Z
a

f(x)dx =

1Z
0

f(a+ t� (b; a))dt: (3.10)

Comme r � 1, par une simple application de l�inégalité de Jensen et la (s; r)-préinvexes

au second sens de f , on obtient

24 1Z
0

f(a+ t� (b; a))dt

35r �
1Z
0

(f(a+ t� (b; a)))r dt

=

1Z
0

[(1� t)s f r (a) + tsf r(b)] dt

= f r (a)

1Z
0

(1� t)s dt+ f r(b)

1Z
0

tsdt

=
1

s+ 1
[f r (a) + f r (b)] : (3.11)

Ainsi le résultat désiré découle de l�inégalité (3.11).
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Théorème 3.5 Soit f : K = [a; a+ � (b; a)] ! R+ une fonction (s; 0)-préinvexes au

second sens par rapport à � sur K� (K� interieur de K) où s 2 (0; 1] un nombre �xé,

a; b 2 K� telle que a < a+ � (b; a), alors

1
�(b;a)

a+�(b;a)Z
a

f(x)dx � E(f(a); f(b); s)�N(f(a); f(b); s); (3.12)

où

E(f(a); f(b); s) =

8<: 1 si f(b) = f(a)

(f(b))s�(f(a))s
s(f(a))s(ln f(b)�ln f(a)) si f(b) 6= f(a);

(3.13)

et

N(f(a); f(b); s) =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

(f(a))s si f(b) 6= f(a) et f(b); f(a) � 1

(f(a))s si f(b) = f(a) et f(b); f(a) � 1

f(a) si f(b) � 1 � f(a)

(f(a))s (f(b))1�s si f(a) � 1 � f(b)

(f(a))s (f(b))1�s si f(b) 6= f(a) et f(b); f(a) � 1

(f(a))s (f(b))1�s si f(b) = f(a) et f(b); f(a) � 1:

(3.14)

Preuve. Puisque f et (s; 0)-préinvexes au second sens, on a

1

� (b; a)

a+�(b;a)Z
a

f(x)dx =

1Z
0

f(a+ t� (b; a))dt

�
1Z
0

(f (a))(1�t)
s

(f(b))t
s

dt: (3.15)
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Faisons appel au lemme 1.4 (voir page 28), (3.15) donne

1Z
0

(f (a))(1�t)
s

(f(b))t
s

dt

�

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(f(a))s
1R
0

�
f(b)
f(a)

�st
dt si f(b) 6= f(a) et f(b); f(a) � 1

(f(a))s si f(b) = f(a) et f(b); f(a) � 1

f(a)
1R
0

�
f(b)
f(a)

�st
dt si f(b) � 1 � f(a)

(f(a))s (f(b))1�s
1R
0

�
f(b)
f(a)

�st
dt si f(a) � 1 � f(b)

(f(a))s (f(b))1�s
1R
0

�
f(b)
f(a)

�st
dt si f(b) 6= f(a) et f(b); f(a) � 1

(f(a))s (f(b))1�s si f(b) = f(a) et f(b); f(a) � 1:

:

(3.16)

Par un simple calcul, on obtient

1Z
0

�
f(b)

f(a)

�st
dt =

(f(b))s � (f(a))s

s (f(a))s (ln f(b)� ln f(a)) : (3.17)

Substituons (3.17) dans (3.16), utilisons (3.13) et (3.14), nous obtenons l�inégalité sou-

haitée.

Remarque 3.1 pour s = 1; le résultat du théorème 3.5 se réduit au résultat du théorème

2.8 de [58].

Théorème 3.6 Soient f; g : K = [a; a+ � (b; a)]! R+ des fonctions (s1; r1) et (s2; r2)-

préinvexes au second sens respectivement par rapport à � sur K� (K� intérieur de K),

a; b 2 K� tel que a < a + � (b; a) et (s1; r1); (s2; r2) 2 (0; 1]� (0;1) avec f(b) 6= f (a) et
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g(b) 6= g (a), alors, nous avons

1
�(b;a)

a+�(b;a)Z
a

f(x)g(x)dx � r1
4+2r1

([fr1 (b)�fr1 (a)]t+fr1 (a))
2+r1
r1

s1[fr1 (b)�fr1 (a)]

r2
4+2r2

(s2[gr2 (b)�gr2 (a)]t+gr2 (a))
2+r2
r2

s2[gr2 (b)�gr2 (a)] : (3.18)

Preuve. Comme f et g sont des fonctions (s1; r1) et (s2; r2)-préinvexes au second

sens respectivement, on a

1
�(b;a)

a+�(b;a)Z
a

f(x)g(x)dx =

1Z
0

f(a+ t� (b; a))g(a+ t� (b; a))dt

�
1Z
0

h
[(1� t)s1f r1 (a) + ts1f r1(b)]

1
r1

� [(1� t)s2gr2 (a) + ts2gr2(b)]
1
r2

i
dt: (3.19)

Faisons appel à l�inégalité de Cauchy, on trouve

1Z
0

[(1� t)s1 f r1 (a) + ts1f r1(b)]
1
r1 [(1� t)s2 gr2 (a) + ts2gr2(b)]

1
r2 dt

� 1
2

1Z
0

[(1� t)s1 f r1 (a) + ts1f r1(b)]
2
r1 dt+ 1

2

1Z
0

[(1� t)s2 gr2 (a) + ts2gr2(b)]
2
r2 dt:

(3.20)

Le lemme 1.4 permet d�écrire

(1� t)s1 f r1 (a) + ts1f r1(b) � s1 [f
r1(b)� f r1 (a)] t+ f r1 (a) : (3.21)
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Ainsi

1Z
0

[(1� t)s1 f r1 (a) + ts1f r1(b)]
2
r1 dt =

1Z
0

[h(t)]
2
r1 dt

�
1Z
0

[s1 [f
r1(b)� f r1 (a)] t+ f r1 (a)]

2
r1 dt

=
r1

2 + r1

([f r1(b)� f r1 (a)] t+ f r1 (a))
2+r1
r1

s1 [f r1(b)� f r1 (a)]
: (3.22)

D�une manière analogue, on peut conclure que

1Z
0

[(1� t)s2 gr2 (a) + ts2gr2(b)]
2
r2 dt

� r2
2 + r2

(s2 [g
r2(b)� gr2(a)] t+ gr2(a))

2+r2
r2

s2 [gr2(b)� gr2(a)]
: (3.23)

Substituons (3.22) et (3.23) dans (3.20) nous aboutissons au résultat souhaité.

3.1.4 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les fonctions

dont les modules des dérivées secondes sont à coordonnées

(s; r)-préinvexes au premier sens

Dans cette sous section, nous allons commencer par introduire la troisième nouvelle

classe de non- convexité pour les fonctions à une variable ensuite nous établirons de

nouvelles inégalités de type Hermite-Hadamard pour cette nouvelle classe, généralisant

ainsi les résultat de [54; 58; 59; 74; 68; 80].

Ces résultats ont fait l�objet de la publication suivante :

B. Meftah and K. Boukerrioua and T. Chiheb, Hadamard type inequalities for

(s; r)-preinvex functions in the �rst sense. Electronic Journal of Mathematical Analysis

and Applications Vol. 5 (2017) no. 2, pp. 170-190.
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Nous présentons uniquement les nouvelles dé�nitions ainsi que quelques théorèmes,

pour plus de détails voir [48].

Dé�nition 3.8 Une fonction positive f sur l�ensemble invexe K, est dite fonction (s; r)-

préinvexes au premier sens, si

f (x+ t� (y; x)) �

8<: [(1� ts) f r (x) + tsf r(y)]
1
r , r 6= 0

[f(x)](1�t
s) [f(y)]t

s

, r = 0

est satisfaite pour tout x; y 2 K, s 2 (0; 1] et t 2 [0; 1].

Théorème 3.7 Soit f : K = [a; a+ � (b; a)] ! R+ une fonction (s; r)-préinvexes au

premier sens par rapport à � sur K� (K� intérieur de K) ; a; b 2 K� tel que a < a +

� (b; a), alors

1

� (b; a)

a+�(b;a)Z
a

f(x)dx �
��
1� 1

s+ 1

�
f r (a) +

1

s+ 1
f r (b)

� 1
r

(3.24)

est satisfaite pour tout a; b 2 K; s 2 (0; 1] et r � 1:

Preuve. Prenons x = a+ t� (b; a), nous aurons

1

� (b; a)

a+�(b;a)Z
a

f(x)dx =

1Z
0

f(a+ t� (b; a))dt: (3.25)

Comme r � 1, par une simple application de l�inégalité de Jensen et la (s; r)-préinvexité

au premier sens de f , on trouve

24 1Z
0

f(a+ t� (b; a))dt

35r �
1Z
0

(f(a+ t� (b; a)))r dt

=

1Z
0

[(1� ts) f r (a) + tsf r(b)] dt
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= f r (a)

1Z
0

(1� ts) dt+ f r(b)

1Z
0

tsdt

=

�
1� 1

s+ 1

�
f r (a) +

1

s+ 1
f r (b) : (3.26)

Ainsi l�inégalité (3.26) entraîne le résultat désiré.

Théorème 3.8 Soient f; g : K = [a; a+ � (b; a)]! R+ des fonctions (s1; r1) et (s2; r2)-

préinvexes au premier sens respectivement par rapport à � sur K� (K� intérieur de K),

a; b 2 K� tel que a < a + � (b; a) et (s1; r1); (s2; r2) 2 (0; 1] � (0; 2], alors l�inégalité

suivante est satisfaite

1

� (b; a)

a+�(b;a)Z
a

f(x)g(x)dx

� 1

2

"
f r1 (a)

s1

�
�

�
1

s1
;
2

r1
+ 1

�� r1
2

+

�
r1

2s1 + r1

� r1
2

f r1 (b)

# 2
r1

+
1

2

"
gr2 (a)

s2

�
�

�
1

s2
;
2

r2
+ 1

�� r2
2

+

�
r2

2s2 + r2

� r2
2

gr2 (b)

# 2
r2

: (3.27)

Preuve. Puisque f et g sont des fonctions (s1; r1) et (s2; r2)-préinvexes au premier

sens respectivement, on a

1

� (b; a)

a+�(b;a)Z
a

f(x)g(x)dx =

1Z
0

f(a+ t� (b; a))g(a+ t� (b; a))dt

�
1Z
0

h
[(1� ts1) f r1 (a) + ts1f r1(b)]

1
r1

� [(1� ts2) gr2 (a) + ts2gr2(b)]
1
r2

i
dt: (3.28)
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Appliquons l�inégalité de Cauchy au second membre de (3.28), on trouve

1Z
0

[(1� ts1) f r1 (a) + ts1f r1(b)]
1
r1 [(1� ts2) gr2 (a) + ts2gr2(b)]

1
r2 dt

� 1

2

1Z
0

[(1� ts1) f r1 (a) + ts1f r1(b)]
2
r1 dt

+
1

2

1Z
0

[(1� ts2) gr2 (a) + ts2gr2(b)]
2
r1 dt: (3.29)

D�autre part l�inégalité de Minkowski assure

1

2

1Z
0

[(1� ts1) f r1 (a) + ts1f r1(b)]
2
r1 dt+

1

2

1Z
0

[(1� ts2) gr2 (a) + ts2gr2(b)]
2
r2 dt

� 1

2

264
0@ 1Z

0

(1� ts1)
2
r1 f 2 (a) dt

1A
r1
2

+

0@ 1Z
0

t
2s1
r1 f 2 (b) dt

1A
r1
2

375
2
r1

+
1

2

264
0@ 1Z

0

(1� ts2)
2
r2 g2 (a) dt

1A
r2
2

+

0@ 1Z
0

t
2s2
r2 g2 (b) dt

1A
r2
2

375
2
r2

=
1

2

264f r1 (a)
0@ 1Z

0

(1� ts1)
2
r1
dt

1A
r1
2

+ f r1 (b)

0@ 1Z
0

t
2s1
r1 dt

1A
r1
2

375
2
r1

+
1

2

264gr2 (a)
0@ 1Z

0

(1� ts2)
2
r2 dt

1A
r2
2

+ gr2 (b)

0@ 1Z
0

t
2s2
r2 dt

1A
r2
2

375
2
r2

=
1

2

264f r1 (a)
s1

0@ 1Z
0

(1� u)
2
r1 u

1�s1
s1 dt

1A
r1
2

+ f r1 (b)

0@ 1Z
0

t
2s1
r1 dt

1A
r1
2

375
2
r1
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+
1

2

264gr2 (a)
s2

0@ 1Z
0

(1� u)
2
r2 u

1�s2
s2 dt

1A
r2
2

+ gr2 (b)

0@ 1Z
0

t
2s2
r2 dt

1A
r2
2

375
2
r2

=
1

2

"
f r1 (a)

s1

�
�

�
1

s1
;
2

r1
+ 1

�� r1
2

+

�
r1

2s1 + r1

� r1
2

f r1 (b)

# 2
r1

+
1

2

"
gr2 (a)

s2

�
�

�
1

s2
;
2

r2
+ 1

�� r2
2

+

�
r2

2s2 + r2

� r2
2

gr2 (b)

# 2
r2

: (3.30)

Combinons (3.30) et (3.29), on trouve le résultat souhaité.

Théorème 3.9 soient f; g : [a; a+ � (b; a)] ! R+ des fonctions (s1; r1)-préinvexes au

premier sens et (s2; 0)-préinvexes respectivement par rapport à � sur [a; a+ � (b; a)], a; b 2

[a; a+ � (b; a)] tel que a < a + � (b; a) et (s1; r1) 2 (0; 1]� [2;1) ; s2 2 (0; 1] satisfaisant
g(b)
g(a)

> 1, alors l�inégalité suivante est satisfaite pour tout K > 0

1

� (b; a)

a+�(b;a)Z
a

f(x)g(x)dx � [f (a)]2

2s1
�(
1

s1
;
2

r1
+ 1) +

r1 [f (b)]
2

4s1 + 2r1

+
[g (a)]2

2

�
g(b)

g (a)

�2(1�s2)Ks2

�
g(b)
g(a)

�2s2Ks2�1

� 1

ln
�
g(b)
g(a)

�2s2Ks2�1
: (3.31)

Preuve. Comme f est (s1; r1)-préinvexes au premier sens et g est (s2; 0)-préinvexes,

on peut écrire

1

� (b; a)

a+�(b;a)Z
a

f(x)g(x)dx =

1Z
0

f(a+ t� (b; a))g(a+ t� (b; a))dt

�
1Z
0

[(1� ts1) f r1 (a) + ts1f r1(b)]
1
r1 [g (a)](1�t

s2 ) [g(b)]t
s2
dt;

(3.32)
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En utilisant l�inégalité de Cauchy, on obtient

1
�(b;a)

a+�(b;a)Z
a

f(x)g(x)dx � 1

2

1Z
0

[(1� ts1) f r1 (a) + ts1f r1(b)]
2
r1 dt

+ [g(a)]2

2

1Z
0

��
g(b)
g(a)

�2�ts2
dt: (3.33)

Appliquons le lemme 1.2 (voir page 27) et le lemme 1.3 (voir page 27), (3.33) devient

1

2

1R
0

[(1� ts1) f r1 (a) + ts1f r1(b)]
2
r1 dt+ [g(a)]2

2

1Z
0

��
g(b)
g(a)

�2�ts2
dt

� [f(a)]2

2

1Z
0

(1� ts1)
2
r1 dt+ [f(b)]2

2

1Z
0

t
2s1
r1 dt+ [g(a)]2

2

1Z
0

��
g(b)
g(a)

�2�ts2
dt

� [f(a)]2

2s1
�(
1

s1
;
2

r1
+ 1) + [f(b)]2

2
r1

2s1+r1
+ [g(a)]2

2

1Z
0

��
g(b)
g(a)

�2�s2Ks2�1t+(1�s2)Ks2

dt

� [f(a)]2

2s1
�(
1

s1
;
2

r1
+ 1) + [f(b)]2

2
r1

2s1+r1

+ [g(a)]2

2

�
g(b)
g(a)

�2(1�s2)Ks2
1Z
0

��
g(b)
g(a)

�2s2Ks2�1
�t
dt

= [f(a)]2

2s1
�(
1

s1
;
2

r1
+ 1) + r1[f(b)]

2

4s1+2r1

+ [g(a)]2

2

�
g(b)
g(a)

�2(1�s2)Ks2 ( g(b)g(a))
2s2K

s2�1
�1

ln( g(b)g(a))
2s2K

s2�1 :

D�où le résultat désiré.

Remarque 3.2 Si on prend s1 = s2 = 1 dans le Théorème 3.9, nous obtenons le Théo-

rème 11 de [73].
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Chapitre 4

Sur quelques inégalités

fractionnaires de type

Hermite-Hadamard

4.1 Inégalités de type Hermite-Hadamard pour les

fonctions dont les modules des dérivées secondes

sont à coordonnées (s; r)-convexes aux second sens

Dans cette sous section, nous allons commencer par introduire une nouvelles classe

de convexité dite la (s; r)-convexité au second sens ensuite nous établirons de nouvelles

inégalités fractionnaires de type Hermite-Hadamard pour cette nouvelles classes, généra-

lisant ainsi les résultats de [44; 75]. Ces résultats ont fait l�objet de la publication :

K. Boukerrioua, T. Chiheb and B. Meftah. Fractional Hermite-Hadamard type

inequalities for functions whose second derivative are (s; r)-convex in the second sense.

Kragujevac J. Math. 40 (2016), no. 2, 172�191.

Nous énoncerons uniquement la nouvelle dé�nition de la convexité ainsi que deux

résultats les plus importants, pour plus de détails voir [17].
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Dé�nition 4.1 Une fonction positive f : I � [0;1) ! R;est dite (s; r)-convexe au

second sens, si

f (tx+ (1� t)y) �

8<: [tsf r (x) + (1� t)s f r(y)]
1
r , r 6= 0

[f(x)]t
s

[f(y)](1�t)
s

, r = 0

est satisfaite pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1] ; t 2 [0; 1] et tout x; y 2 I.

Théorème 4.1 Soit f : [a; b] ! R une fonction deux fois di¤érentiable telle que f 00 2

L ([a; b]), véri�ant jf 00 (a)j � jf 00 (b)j > 1. Si jf 00j est (s; r)-convexe au second sens, alors

pour � > 0, on a

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

���

�

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

c(r)(b�a)2
2(�+1)

h
r2(�+1)

(s+r)(s+r(�+2))
� �

�
s
r
+ 1; �+ 2

�i
[jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j] si r > 0;

(b�a)2
2(�+1)

jf 00(b)j2
1�s�1+s jf 00 (a)j1�s

h
1

sjf 00(b)j �
jf 00(a)js�jf 00(b)js
lnjf 00(a)j�lnjf 00(b)j

�
1P
i=1

�
ln
��� f 00(a)
f 00(b)

���s�i�1
(�+2)i

�
���f 00(a)f 00(b)

���s 1P
i=1

(�1)i�1
�
ln
��� f 00(a)
f 00(b)

���s�i�1
(�+2)i

35
si r = 0 et jf 00(a)j 6= jf 00(b)j ;

�(b�a)2jf 00(b)j2
1�s

2(�+1)(�+2)
si r = 0 et jf 00(a)j = jf 00(b)j

(4.1)

est satisfaite pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1] et r � 0, où

c(r) =

8<: 1 si r � 1

2
1
r
�1 si 0 < r � 1;

(4.2)

et (�+ 2)i =
i�1
�
j=1
(�+ 2 + j).

Preuve. En appliquant la valeur absolue à l�identité du Lemme 1.6 (voir page 28),
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nous obtenons

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

���
� (b�a)2

2(�+1)

1Z
0

�
1� (1� t)�+1 � t�+1

�
jf 00 (ta+ (1� t)b)j dt: (4.3)

Supposons r > 0. Comme jf 00j est (s; r)-convexe au second sens, on a

jf 00 (ta+ (1� t)b)j �
�
ts jf 00 (a)jr + (1� t)s jf 00(b)jr

� 1
r : (4.4)

Utilisons le lemme 1.3 ( voir page 28), (4.4) donne

jf 00 (ta+ (1� t)b)j � c(r)
h
t
s
r jf 00 (a)j+ (1� t)

s
r jf 00(b)j

i
; (4.5)

où c(r) est dé�nie par (4.2). Substituons (4.5) dans (4.3), on trouve

(b�a)2
2(�+1)

1Z
0

�
1� (1� t)�+1 � t�+1

�
jf 00 (ta+ (1� t)b)j dt

� c(r)(b�a)2
2(�+1)

jf 00 (a)j
1Z
0

�
t
s
r � t

s
r (1� t)�+1 � t

s
r
+�+1

�
dt

+ c(r)(b�a)2
2(�+1)

jf 00(b)j
1Z
0

h
(1� t)

s
r � (1� t)

s
r
+�+1 � t�+1 (1� t)

s
r

i
dt

= c(r)(b�a)2
2(�+1)

jf 00 (a)j
h

r2(�+1)
(s+r)(s+r(�+2))

� �
�s
r
+ 1; �+ 2

�i
+ c(r)(b�a)2

2(�+1)
jf 00(b)j

h
r2(�+1)

(s+r)(s+r(�+2))
� �

�
�+ 2;

s

r
+ 1
�i

= c(r)(b�a)2
2(�+1)

h
r2(�+1)

(s+r)(s+r(�+2))
� �

�s
r
+ 1; �+ 2

�i
[jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j] : (4.6)

Maintenant, nous allons traiter le cas où r = 0. Puisque jf 00j est (s; 0)-convexe, on a

jf 00 (ta+ (1� t)b)j � jf 00 (a)jt
s

jf 00(b)j(1�t)
s

; (4.7)
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comme jf 00(b)j > 1, d�après l�identité (1� t)n � 21�n� tn pour t; n 2 [0; 1] ; nous pouvons

a¢ rmé que

jf 00 (ta+ (1� t)b)j � jf 00 (a)jt
s

jf 00(b)j2
1�s�ts

: (4.8)

Si jf 00(a)j = jf 00(b)j, (4.8) devient

jf 00 (ta+ (1� t)b)j � jf 00(b)j2
1�s

: (4.9)

Substituons (4.9) dans (4.3), on trouve

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

��� � �(b�a)2jf 00(b)j2
1�s

2(�+1)(�+2)
: (4.10)

Supposons maintenant que jf 00(a)j 6= jf 00(b)j, (4.8) peut s�écrire sous la forme

jf 00 (ta+ (1� t)b)j � jf 00(b)j2
1�s
���f 00(a)f 00(b)

���ts ; (4.11)

utilisons le fait que jf 00(a)j � jf 00(b)j et faisons appel au lemme 1.4 (voir page28), (4.11)

devient

jf 00 (ta+ (1� t)b)j � jf 00(b)j2
1�s
����f 00 (a)f 00(b)

����st+(1�s)
= jf 00(b)j2

1�s�1+s jf 00 (a)j1�s
�����f 00 (a)f 00(b)

�s����t : (4.12)

Substituons (4.12) dans (4.3), on obtient

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

���
� (b�a)2

2(�+1)
jf 00(b)j2

1�s�1+s jf 00 (a)j1�s
24 1Z
0

����f 00(a)f 00(b)

�s���t dt
�

1Z
0

(1� t)�+1
����f 00(a)f 00(b)

�s���t dt� 1Z
0

t�+1
����f 00(a)f 00(b)

�s���t dt
35 : (4.13)
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Appliquons le Lemme 1.5 aux intégrales de l�inégalité (4.13), on aboutit à

1Z
0

(1� t)�+1
����f 00(a)f 00(b)

�s���t dt = 1X
i=1

�
ln

����� f 00(a)f 00(b)

�s�����i�1
(�+2)i

; (4.14)

1Z
0

t�+1
����f 00(a)f 00(b)

�s���t dt = ���f 00(a)f 00(b)

���s 1X
i=1

(�1)i�1
�
ln

����f 00(a)f 00(b)

����s�i�1
(�+2)i

(4.15)

et

1Z
0

����f 00(a)f 00(b)

�s���t dt =

��� f 00(a)
f 00(b)

���s�1
ln
��� f 00(a)
f 00(b)

���s
= 1

sjf 00(b)j �
jf 00(a)js�jf 00(b)js
lnjf 00(a)j�lnjf 00(b)j : (4.16)

Par une simple combinaison de (4.14)- (4.16) et (4.13), on obtient

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

���
� (b�a)2

2(�+1)
jf 00(b)j2

1�s�1+s jf 00 (a)j1�s
h

1
sjf 00(b)j �

jf 00(a)js�jf 00(b)js
lnjf 00(a)j�lnjf 00(b)j

�
1X
i=1

�
ln
��� f 00(a)
f 00(b)

���s�i�1
(�+2)i

�
���f 00(a)f 00(b)

���s 1X
i=1

(�1)i�1
�
ln
��� f 00(a)
f 00(b)

���s�i�1
(�+2)i

35 : (4.17)

Le résultat désiré découle de (4.17), (4.10) et (4.6).

Théorème 4.2 Soit f : [a; b] ! R une fonction deux fois di¤érentiable telle que f 00 2

L ([a; b]), véri�ant jf 00 (b)j > 1. si jf 00jq où q > 1 est (s; r)-convexe au second sens, alors
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pour � > 0, on a

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

���

�

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

[c(r)]
1
q
(b�a)2
2(�+1)

�
�
�+2

�1� 1
q [jf 00(a)jq + jf 00(b)jq]

1
q

�
h

r2(�+1)
(s+r)(s+r(�+2))

� �
�
s
r
+ 1; �+ 2

�i 1q
pour r > 0

(b�a)2
2(�+1)

�
�
�+2

�1� 1
q (jf 00(b)j)2

1�s�1 jf 00 (a)j(1�s)

�

24 jf 00(a)jqs�jf 00(b)jqs
qs lnjf 00(a)j�qs lnjf 00(b)j � jf

00(b)jqs
1P
i=1

�
ln
��� f 00(a)
f 00(b)

���qs�i�1
(�+2)i

� jf 00(a)jqs
1P
i=1

(�1)i�1
�
ln
��� f 00(a)
f 00(b)

���qs�i�1
(�+2)i

35 1
q

si r = 0 et jf 00(a)j 6= jf 00(b)j

�(b�a)2
2(�+1)(�+2)

jf 00(b)j2
1�s
si r = 0 et jf 00(a)j = jf 00(b)j

(4.18)

est satisfaite pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1] et r � 0; c(r) est donné par (4.2) et

(�+ 2)i =
i�1
�
j=0
(�+ 2 + j).

Preuve. En appliquant la valeur absolue à l�identité du lemme 1.6, et l�inégalité de

la moyenne, nous obtenons

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

���
� (b�a)2

2(�+1)

24 1Z
0

�
1� (1� t)�+1 � t�+1

�
dt

351�
1
q

�

24 1Z
0

�
1� (1� t)�+1 � t�+1

�
jf 00 (ta+ (1� t)b)jq dt

35
1
q

= (b�a)2
2(�+1)

�
�
�+2

�1� 1
q

24 1Z
0

�
1� (1� t)�+1 � t�+1

�
jf 00 (ta+ (1� t)b)jq dt

35
1
q

:

(4.19)
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Supposons r > 0, en tenant compte du fait que jf 00jq est (s; r)-convexe au second sens,

on a

jf 00 (ta+ (1� t)b)jq �
�
ts jf 00(a)jqr + (1� t)s jf 00(b)jqr

� 1
r ; (4.20)

Utilisons le lemme 1.3, (4.20) donne

jf 00 (ta+ (1� t)b)jq � c(r)
h
t
s
r jf 00(a)jq + (1� t)

s
r jf 00(b)jq

i
; (4.21)

où c(r) est dé�ni par (4.2). Remplaçons (4.21) dans (4.19), on trouve

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

���
� [c(r)]

1
q
(b�a)2
2(�+1)

�
�
�+2

�1� 1
q

24jf 00(a)jq 1Z
0

�
t
s
r � t

s
r (1� t)�+1 � t

s
r
+�+1

�
t
s
r dt

+ jf 00(b)jq
1Z
0

h
(1� t)

s
r � (1� t)

s
r
+�+1 � t�+1 (1� t)

s
r

i
dt

35
1
q

= [c(r)]
1
q
(b�a)2
2(�+1)

�
�
�+2

�1� 1
q
�
jf 00(a)jq + jf 00(b)jq

� 1
q

�
h

r2(�+1)
(s+r)(s+r(�+2))

� �
�s
r
+ 1; �+ 2

�i 1
q
: (4.22)

Dans le cas où r = 0. Comme jf 00jq et (s; 0)-convexe, on a

jf 00 (ta+ (1� t)b)jq �
�
jf 00 (a)jq

�ts �jf 00(b)jq�(1�t)s : (4.23)

D�une manière similaire que celle du théorème précédent, on obtient

jf 00 (ta+ (1� t)b)jq � jf 00(b)jq2
1�s

si jf 00(a)j = jf 00(b)j : (4.24)

Ainsi (4.19) donne

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

��� � (b�a)2
2(�+1)

�
�
�+2

�
jf 00(b)j2

1�s
: (4.25)
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Dans le cas où jf 00(a)j 6= jf 00(b)j, (4.23) devient

jf 00 (ta+ (1� t)b)jq � jf 00(b)jq2
1�s
����f 00(a)f 00(b)

���q�ts
�

�
jf 00(b)jq

�21�s�1+s jf 00 (a)jq(1�s) ����f 00(a)f 00(b)

���qs�t : (4.26)

Substituons (4.26) dans (4.19) et appliquons le lemme 1.5 (voir page 28), on trouve

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

���
� (b�a)2

2(�+1)

�
�
�+2

�1� 1
q (jf 00(b)j)2

1�s�1+s jf 00 (a)j(1�s)
24 1Z
0

����f 00(a)f 00(b)

���qs�t dt
�

1Z
0

(1� t)�+1
����f 00(a)f 00(b)

���qs�t dt� 1Z
0

t�+1
����f 00(a)f 00(b)

���qs�t dt
35

1
q

= (b�a)2
2(�+1)

�
�
�+2

�1� 1
q (jf 00(b)j)2

1�s�1 jf 00 (a)j(1�s)
h

jf 00(a)jqs�jf 00(b)jqs
qs lnjf 00(a)j�qs lnjf 00(b)j

� jf 00(b)jqs
1P
i=1

�
ln
��� f 00(a)
f 00(b)

���qs�i�1
(�+2)i

� jf 00(a)jqs
1P
i=1

(�1)i�1
�
ln
��� f 00(a)
f 00(b)

���qs�i�1
(�+2)i

35 1
q

:

(4.27)

Des inégalités (4.27), (4.25) et (4.22), on obtient le résultat souhaité.

Théorème 4.3 Soit f : [a; b] ! R une fonction deux fois di¤érentiable telle que f 00 2

L ([a; b]), véri�ant jf 00 (b)j > 1. Et soit q � 1 tel que 1
p
+ 1

q
= 1. Si jf 00jq est (s; r)-convexe
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au second sens, alors pour � > 0, on a

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

���

�

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

(b�a)2
2(�+1)

�
p(�+1)�1
p(�+1)+1

� 1
p
[c(r)]

1
q
�
r
s+r

� 1
q [jf 00(a)jq + jf 00(b)jq]

1
q si r > 0;

(b�a)2
2(�+1)

�
p(�+1)�1
p(�+1)+1

� 1
p
(jf 00(b)j)2

1�s�1 jf 00 (a)j(1�s)

�
h

jf 00(a)jqs�jf 00(b)jqs
qs lnjf 00(a)j�qs lnjf 00(b)j

i 1
q
si r = 0 et jf 00 (a)j 6= jf 00 (b)j ;

(b�a)2
2(�+1)

�
p(�+1)�1
p(�+1)+1

� 1
p jf 00(b)j2

1�s
si r = 0 et jf 00 (a)j = jf 00 (b)j

(4.28)

est satisfaite pour un certain nombre �xé s 2 (0; 1], r � 0; c(r) est dé�ni par (4.2).

Preuve. En appliquant la valeur absolue à l�identité du lemme 1.6, et l�inégalité de

Hölder, nous obtenons

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

���
� (b�a)2

2(�+1)

24 1Z
0

�
1� (1� t)�+1 � t�+1

�p
dt

35
1
p

�

24 1Z
0

jf 00 (ta+ (1� t)b)jq dt

35
1
q

� (b�a)2
2(�+1)

24 1Z
0

�
1� (1� t)p(�+1) � tp(�+1)

�
dt

35
1
p

�

24 1Z
0

jf 00 (ta+ (1� t)b)jq dt

35
1
q

= (b�a)2
2(�+1)

�
p(�+1)�1
p(�+1)+1

� 1
p

24 1Z
0

jf 00 (ta+ (1� t)b)jq dt

35
1
q

: (4.29)

Utilisons l�inégalité (b� a)p � bp � ap pour tout 0 � a < b dans R et p � 1 �xé, on peut
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facilement obtenir

�
1� (1� t)�+1 � t�+1

�p
=

��
1� (1� t)�+1

�
� t�+1

�p
�

�
1� (1� t)�+1

�p � tp(�+1)

� 1� (1� t)p(�+1) � tp(�+1):

Supposons r > 0, en tenant compte du fait que jf 00jq est (s; r)-convexe au second sens,

on obtient

jf 00 (ta+ (1� t)b)jq �
�
ts jf 00(a)jqr + (1� t)s jf 00(b)jqr

� 1
r ; (4.30)

Utilisons le lemme 1.3, (4.30) donne

jf 00 (ta+ (1� t)b)jq � c(r)
h
t
s
r jf 00(a)jq + (1� t)

s
r jf 00(b)jq

i
; (4.31)

où c(r) est dé�ni par (4.2). Substituons (4.31) dans (4.29), on obtient

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

��� � (b�a)2
2(�+1)

�
p(�+1)�1
p(�+1)+1

� 1
p
[c(r)]

1
q

�

24 1Z
0

t
s
r jf 00(a)jq dt+

1Z
0

(1� t)
s
r jf 00(b)jq dt

35
1
q

= (b�a)2
2(�+1)

�
p(�+1)�1
p(�+1)+1

� 1
p
[c(r)]

1
q
�
r
s+r

� 1
q
�
jf 00(a)jq + jf 00(b)jq

� 1
q : (4.32)

Dans le cas où r = 0, on a

jf 00 (ta+ (1� t)b)jq � jf 00(b)jq2
1�s

si jf 00(a)j = jf 00(b)j ; (4.33)

ou

jf 00 (ta+ (1� t)b)jq

�
�
jf 00(b)jq

�21�s�1+s jf 00 (a)jq(1�s) ����f 00(a)f 00(b)

���qs�t si jf 00(a)j 6= jf 00(b)j : (4.34)
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Substituons (4.33) dans (4.29), on trouve

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

��� � (b�a)2
2(�+1)

�
p(�+1)�1
p(�+1)+1

� 1
p jf 00(b)j2

1�s
:

(4.35)

Remplaçons (4.34) dans (4.29), on obtient

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

���
� (b�a)2

2(�+1)

�
p(�+1)�1
p(�+1)+1

� 1
p
(jf 00(b)j)2

1�s�1 jf 00 (a)j(1�s)
h

jf 00(a)jqs�jf 00(b)jqs
qs lnjf 00(a)j�qs lnjf 00(b)j

i 1
q
:

(4.36)

Le résultat souhaité découle des inégalités (4.36), (4.35) et (4.32).

Remarque 4.1 Si en prend s = 1 dans le théorème 4.3, on trouve le résultat du théorème

3.6 de [75], ainsi que le résultat de la proposition 4.5 de [44].

Théorème 4.4 Sous les hypothèses du théorème 4.3, l�inégalité fractionnaire suivante

est satisfaite

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

���

�

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

[c(r)]
1
q (b�a)2

2(�+1)
[jf 00(a)jq + jf 00(b)jq]

1
q

�
h

r2q(�+1)
(s+r)(s+rq(�+1)+r)

� �
�
q (�+ 1) + 1; s

r
+ 1
�i 1q

si r > 0

(b�a)2
2(�+1)

(jf 00(b)j)2
1�s�1 jf 00 (a)j(1�s)

h
jf(a)jqs�jf(b)jqs

qs lnjf 00(a)j�qs lnjf 00(b)j

� jf 00(b)jqs
1P
i=1

�
ln
��� f 00(a)
f 00(b)

���qs�i�1
(q(�+1)+1)i

� jf 00(a)jqs
1P
i=1

(�1)i�1
�
ln
��� f 00(a)
f 00(b)

���qs�i�1
(q(�+1)+1)i

35 1
q

si r = 0 et jf 00 (a)j 6= jf 00 (b)j

(b�a)2
2(�+1)

jf 00(b)j2
1�s

h
q(�+1)�1
q(�+1)+1

i 1
q
si r = 0 et jf 00 (a)j = jf 00 (b)j :

:

(4.37)
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Preuve. En appliquant la valeur absolue à l�identité du Lemme 1.6, et l�inégalité de

Hölder, nous obtenons

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

���
� (b�a)2

2(�+1)

24 1Z
0

dt

35
1
p
24 1Z
0

�
1� (1� t)�+1 � t�+1

�q jf 00 (ta+ (1� t)b)jq dt

35
1
q

� (b�a)2
2(�+1)

24 1Z
0

�
1� (1� t)q(�+1) � tq(�+1)

�
jf 00 (ta+ (1� t)b)jq dt

35
1
q

: (4.38)

Supposons r > 0, en tenant compte du fait que jf 00jq est (s; r)-convexe au second sens,

on a

jf 00 (ta+ (1� t)b)jq �
�
ts jf 00(a)jqr + (1� t)s jf 00(b)jqr

� 1
r ; (4.39)

Utilisons le lemme 1.3, (4.39) donne

jf 00 (ta+ (1� t)b)jq � c(r)
h
t
s
r jf 00(a)jq + (1� t)

s
r jf 00(b)jq

i
; (4.40)

où c(r) est dé�nie par (4.2). Substituons (4.40) dans (4.38), on obtient

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

���
� [c(r)]

1
q (b�a)2

2(�+1)

24jf 00(a)jq 1Z
0

�
t
s
r � t

s
r (1� t)q(�+1) � t

s
r
+q(�+1)

�
dt

+ jf 00(b)jq
1Z
0

h
(1� t)

s
r � (1� t)

s
r
+q(�+1) � tq(�+1) (1� t)

s
r

i
dt

35
1
q

= [c(r)]
1
q (b�a)2

2(�+1)

h
jf 00(a)jq

h
r2q(�+1)

(s+r)(s+rq(�+1)+r)
� �

�s
r
+ 1; q (�+ 1) + 1

�i
+ jf 00(b)jq

h
r2q(�+1)

(s+r)(s+rq(�+1)+r)
� �

�
q (�+ 1) + 1;

s

r
+ 1
�ii 1

q
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= [c(r)]
1
q (b�a)2

2(�+1)

h
r2q(�+1)

(s+r)(s+rq(�+1)+r)
� �

�
q (�+ 1) + 1;

s

r
+ 1
�i 1

q

�
�
jf 00(a)jq + jf 00(b)jq

� 1
q : (4.41)

Dans le cas où r = 0, on a

jf 00 (ta+ (1� t)b)jq � jf 00(b)jq2
1�s

si jf 00(a)j = jf 00(b)j ; (4.42)

ou

jf 00 (ta+ (1� t)b)jq �
�
jf 00(b)jq

�21�s�1+s jf 00 (a)jq(1�s) ����f 00(a)f 00(b)

���qs�t si jf 00(a)j 6= jf 00(b)j :
(4.43)

Substituons (4.42) dans (4.38), on trouve

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

��� � (b�a)2
2(�+1)

jf 00(b)j2
1�s

h
q(�+1)�1
q(�+1)+1

i 1
q
: (4.44)

Remplaçons (4.43) dans (4.38) et appliquons le lemme 1.5, on obtient

���f(a)+f(b)2
� �(�+1)

2(b�a)� [J
�
a+f(b) + J�b�f(a)]

���
� (b�a)2

2(�+1)
(jf 00(b)j)2

1�s�1 jf 00 (a)j(1�s)
h

jf 00(a)jqs�jf 00(b)jqs
qs lnjf 00(a)j�qs lnjf 00(b)j

� jf 00 (b)jqs
1X
i=1

�
ln
��� f 00(a)
f 00(b)

���qs�i�1
(q(�+1)+1)i

� jf 00 (a)jqs
1X
i=1

(�1)i�1
�
ln
��� f 00(a)
f 00(b)

���qs�i�1
(q(�+1)+1)i

35 1
q

:

(4.45)

Le résultat souhaité découle des inégalités (4.45), (4.44) et (4.41).

Remarque 4.2 Si en prend s = 1 dans le théorème 4.4, on obtient le rsultat du théorème

4.2 de [75].
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Conclusion

Cette étude s�inscrit dans la démarche de l�application des outils d�analyse aux équa-

tions di¤érentielles ainsi que d�autres branches, cette dernière comporte quatre parties :

La première partie nous a permis d�esquisser la théorie des échelles de temps, et des

notions basique de l�intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ainsi que

quelques types de non- convexité et de convexité classique.

La deuxième partie était consacrée aux inégalités intégro-di¤érentielles sur des échelles

de temps plus précisément à celles de Pachpatte-Bihari en dimension deux, nous avons pu

d�une part établir de nouvelles inégalités de ce type et d�autre part trouver une application

pour ces résultats. Ces résultats ont fait l�objet d�une publication internationale.

La troisième partie, était dévouée aux inégalités analytiques, plus précisément celles

de Hermite-Hadamard dont les résultats ont fait l�objet de quatre autres publications

internationales.

Par contre la dernière partie est consacrée aux inégalités fractionnaires de type Hermite-

Hadamard via l�opérateur fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et a fait l�objet

d�une publication internationale.
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