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Introduction

La modélisation des phénomenes physiques, biologiques, économiques et industriels se fait par
des équations différentielles ordinaires, des équations différentielles a retard, des équations intégrales,
des équations intégro-différentielles et par des équations aux dérivées partielles. Ces équations
sont généralement fortement nonlinéaires et leurs solutions analytiques est diffcile voir impos-
sible & déterminer par des moyens analytiques. Pour obtenir la solution de ces équations, on
fait appel aux méthodes numériques d’approximation classiques, entre autre les méthodes des
éléments finis, les méthodes des différences finies, les méthodes des volumes finis, les méthodes
spectrales. Ces méthodes utilisent la technique de discrétisation du domaine de définition du
probléeme étudié pour construire un maillage, et la solution est donnée sur les points noeuds de
discrétisation.

Dans les trente derniéres années, des mathématiciens ont développé des méthades semi analy-
tiques pour la résolution de ce type de probléiues, telles que la méthode des itérations varia-
tionnelles. Cette méthodes permettent d’ obtenir une solution exacte ou une solution approchée
avec une grande précision, méme aux équations qui sont fortement nonlinéaires, en utilisant un
schéma itératif. La Méthode des Itérations Variationnelles (en anglais Variational Tteration Me-
thod (VIM)) a été établie par le mathématicien Chinois Ji-Huan He [5] en 1997. Elle a été utilisée
pour la premiere fois pour la résolution des équations aux dérivées partielles et pour la résolution
des équations différentielles a retard pour obtenir une solution analytique approchée. Depuis,
cette méthode est trés utilisée par des mathématiciens et des chercheurs pour manipuler une
graude variélé dapplicadous sclendfiques e d'ingénlerie : Linéaires, nonhnéaires. La méthode
des itérations variationnelles est trés efficace et fiable pour la résolution analytique ou numérique
pour la résolution des équations différenticlles. La méthode donne des approximations de la sohi-
rion qui converge rapidement vers lu solution exacte du probléme si clle existe, sinon la solution
du probléme est approchée par une série tronquée formée par les “n” premiers termes.

La méthode d'itération variationnelle [7] a été longuement étudiée depuis par des nombreuses
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chercheurs, notamment, Soliman [11], Odibat et Momani [9]. Récemment, des vertus plutot ex-
traordinaires de la méthode ont été exploitées, et de nombreuses applications ont été trouvé dans
divers domaines [12].

L'objective de ce travail est la résolution du probléme de Stefan [3] (qui est un probléeme de
frontiére libre) par la méthode VIM. Depuis le travail précurseur de Stefan en 1891 sur I'épaisseur
de la calotte polaire, les problémes de transfert thermique avec changement d’état solide- liquide
portent le nom de ce physicien). Ces problémes ont une importance considérable dans de nom-
breuses applications techniques et processus naturels : on peut citer 'évolution des banquises, la
congélation des aliments, la biocryogénie, le moulage, la coulée continue, la croissance cristal-
line, la sécurité des réacteurs nucléaires, le controle thermique des engins spatiaux, le stockage
thermique, etc. Rappelons aussi que les premiers métallurgistes du Moyen-Orient moulaient en
terre, puis qu'ils ont remplacé les argiles par des sables de granulométrie précise et des moules
métalliques pour augmenter la précision du moulage. La coulée en cire perdue, qui permet de
faire des pieces avec une grande finesse des détails, était déja connue des Egyptiens du moyen-
empire. Cette grande variété de champs d’application explique ’élan des recherches poursuivies
dans ce domaine depuis de nombreuses années pour mieux connaitre la dynamique de ces pro-
cessus.

Ce mémoire se compose d‘une introduction et trois chapitres : Le premier chapitre est consacré
aux quelques définitions et notions générales dont on a besoin dans la suite de ce mémoire,
nous présentons la méthode d’optimisation avec contraintes et la caractérisation d’optimum. De
fagon générale, les techniques d’optimisations jouent un réle de plus en plus important pour la
conceplion des syslemes el des equipements de toute nature, et toutes les décisions technique ou
économiques. Puisque les gens en général recherchent ce qu’il ya de meilleur et lorsque plusieurs
possibilités se présentent, leur choix se porte tout naturellement vers la variante « optimal ..
Dans le deuxieme chapitre nous présentons briévement la méthode d‘itération variationnelle
(VIM), puis nous étudions la convergence de cette méthodes pour les équations différentielles
aux dérivées partielles nonlinéaires. Le troixiéme chapitre est consacré i 'appliquation de cette
métheda (VIM) pour réroudra Tun don prohomen nuw dérivéen partiellen nanlinéaires oeat 1o
probleme de Stefan. Ici, on va érudier I'existence et I'unicité du probléme de Stefan, sa résolution
par la méthode VIM et on va terminer par I'étude de la convergence.




Chapitre 1
Rappel et notions de base

Dans ce chapitre, nous allons présenter un rappel sur Poptimisation avec contraintes et on va
considérer quelques concepts qu’ils sont nécessaire de connaitre pour aborder la suite de ce

mémoire.

1.1 Optimisation avec contrainte

L’optimisation est une branche des mathématiques cherchant & modéliser, 4 analyser et & résoudre
analytiquement ou numériquement les problémes qui consistent & minimiser ou maximiser une
fonction sur un ensemble. Tout d’abord, nous donnons la formulation générale d’un probléme
d’optimisation.

On a besoin de :

- Une fonction objective ou fonction de cofit ou critére & minimiser, noté f de plusieurs variables
(x =x1,29,..... Tp).

- Un ensemble S C R" ou l'on chercher la solution, on dit que S est I'ensemble des éléments
admissibles du probléme ou I'ensemble des contraintes.

On cherche & minimiser f sur S c’est & dire on cherche un point 7 € S tel que :

H(w) = min f (2) w= f () < f (o) ¥ C 8.

Remarque 1.1 : Lorsque on utilise la notation inf pour un probléme d’ptimisation c-a-d ”im; f(z)’cela

= e TES

dit que 'on ne sait pas, si la valeur du minimum est atteinte. On utilise de préférence la notation

”migx f(z)” mais il ne s'agit pas d’une convention universelle. Pour les problémes de maximisation,
€

les notation “sup et max” remplace "inf et min” respectivement.



Chapitre 1. Rappel et notions de base

On a deux types d’'optimisation : sans et avec contraintes. Dans les deux cas, le but est de trouver

les valeurs qui minimisent ( resp.maximisent) une fonction objective.

1.1.1 Probleme général d’optimisation

Dans un probléme d’optimisation avec contraintes on efectue la minimisation de la fonction
f:S — Rsur S. Nous considérons le probléme formulé de la fagon suivante :

(P) {win f(x);x € S}. (1.1)

qui peut s’écrire sous la forme :

{trouver = € S tel que f(7) < f(z); Vz e S},
=i e R* gl =0, i¢ E={l;«.pl.lz) £ 0, j& IT={la}}

ol p,qg € N*
- La fonction g (z) = (g1 (x),..., 9, (z)) est une fonction de plusieurs variables = € S & valeurs
dans R, represente les contraintes en égalité.
- La fonction h(z) = (hy(z),...,hy (z)) est une fonction de plusieurs variables z € S a valeurs
dans R, represente les contraintes en inégalité. Nous noterons ces types de problémes ainsi :
- (PCE) Probléme avec contraintes d’égalité.

(PCI) Probleme avee contraintes d’incégalitc.

Remarque 1.2 : Dans le cas ot S = R", on dit qu’on a un probléme d’optimisation sans contraintes.

1.1.2 Solution optimale

Soit une fonction f : S — R. Les minima locaux et globaux de f sur § C R” sont définis de la

maniére suivante :

Définiton 1.1 - Un dit que la fonction f de probléeme (I*) posséde un minimum globale en z € &
SSL:

Yee S8 f(z)<flz).
2- On dit que le point T C S est un minimum locale du (P) ssi il existe un voisinage V C 5 de % tel

que :

Ve eV (@), fz)2 @)

1.1. Optimisation avec contrainte



Chapitre 1. Rappel et notions de base

3- On dit que T € S est un minimum local strict de (P) ssi :
3V(E)eStelque: Ve eV (T), f(z)> f(@).
4-On dit que & € S est un minimum local strict isolée de (P) ssi :

3V (2) tel que : T est la seule solution optimal de (P)

Romaranies 1 2 .

Remarque 1.3

- Un minimum global est clairement un minimum local.

- Si on dit simplement minimum on comprend minimum global.

- Pour la maximisation, faire la minimisation de la fonction (— f)
max f(z) = —min f(—z).

On ne peut évidement résoudre le probleme d’optimisation avec contraintes, sans quelques hy-
potheéses sur la fonction objective f qui permettent au moins d’assurer P'existence de la solution.

1.1.3 Condition de qualification (CQ1)

Soit (P) le probléme d’optimisation des contraintes d’égalité et d’inégalité suivant {min f(z);z € S}
ol § = {z € B, g(z) = (6:(w))fey = 0, h() = (hy(e))ly <O}

Définition 1.2 Point régulier

On dit qu’un élément 7 € R™ est régulier pour les contraintes h et g si :
1) il est réalisable c-a-d : h(%) <0,g(%) =0

2) les vecteurs (Vg;)(£),1 € {1,.. p} sont libre.

3) On peut trouver un vecteur d # 0 de R" tq :

(Vgi(@),d) = 0,¥i = {1, ... p}et(Vh;(2),d) < 0,5 € I(%).

ott 1(x) est l'ensemble des indices ;j correspondant aux contraintes active.

On dit aussi que & vérifie la contrainte de qualification de mangasarian — Froniocwitz que nous

noterons (MFCQ) ou (CQ1).
Une autre condition de qualification plus forte de (CQL1) est donneé par la définition suivante,

1.1. Optimisation avec contrainte



Chapitre 1. Rappel et notions de base

1.1.4 Condition de qualification (CQ2)

Définition 1.3 On dit qu'un élément & € R™ vérifie la condition de qualification 2 (CQ2) pour les
contraintes h et g si :

1) il est réalisable c-a-d h(%) < 0 et g(£) = 0.

2) les vecteurs (Vyi(£)), 1 < i < p,et (Vhi(2)),j € I{z) sont independant.

Définition 1.4 Directions admissibles

Soit un point admissible de S une direction d € R” est dite admissible en £ si :
1) pour tout i € {1...p},(Vg(2),d) = 0,

2) pour tout j € {1...q} tq : (Vh;(£),d) < 0.

1.1.5 Reésultats d’existence et d’unicité

Avant d’étudier les propriétées de la solution (ou des solutions) de ( P) il faut s’assurer de leur exis-
tence. Nous donnerons ensuite des résultats d’unicité. Pour cela nous avons besoin de quelques
définitions :

Définition 1.5 Soit f: S —+ R

1- On dit que f est une fonction ceersive ou infni a Uinfni sur Ssiona:

lim f(z)=oo. (1.2)

llef—vo0
ou
Je >0, fz) = cllz]|.

ot ||.|| désigne une norme quelconque de Uespace R™ car les normes sont toutes égivalentes dans cet

espace. On notera ||.||, ott p € N la norme de R™ tel que :||z||, = (3, «7)/7.

2- On dit que f est de classe C? ou continument différentiable ssi toutes ses dérivées partielle
d’ordre un (£) existent et continues.
3- On dit que f est de classe C” sur S si toutes les dérivées partielle d’ordre 2 de f existent et sont

continues sur S.

4- f est une fonction « — elliptique si elle est de classe C* et si 3a > 0, telle que :
(Vf@)-Vi@).z-y) 2allz—y|* Vzyes. (1.3)
5- On dit que f est convexe sur S lorsque S est convexe et

Vr,y€ 8, Vo, R, tq a+ =1, flaz+By) <af(z)+5f (). (1.4)

1.1. Optimisation avec contrainte



Chapitre 1. Rappel et notions de base

ou
Ve,y € 5, VA€ (0,1), fAz+ (1 -Ny) SAf(@)+(1-X2) (). (1.5)

6-On dit que f est strictement convexe sur S lorsque S est convexe et
Ve,y€ S,z #y, Vo, eR, tg a+ =1, flaz+8y) <af(z)+5f(y). (1.6)
ou
VryeSz#£y YA€ (0,1), Fa+(L-Ny) <A (@) +(1-NF@). (L.7)

Intéressons nous maintenant a la question de I'existence de minima pour des problémes d’optimi-
sation avec contraintes.

Théoréeme 1.1 (Existence et Unicité)

Le probléme (P) {min f(z), = € S} admet une solution si :

(i) f est continue.

(ii) S est compact.

La solution et unique si de plus la fonction f est strictement convexe avec S est convexe.

Preuve. :
1) Existence :
Soit (z,) une suite minimisante de S c-a-d :

lim f(a5) = inf f(z). (1.8)

ensemble S est horné, donc on peut extraire une sous—suite notée (r,,) qui converge vers 7 er

comme S est fermé alors z, — 7 € S, et comme la fonction f est continue, on obtient que
flzn) = f(Z),

de plus, on a
f(@a) —inf f (2),

o it gue Tesuite si elle eyt existe elle est unigue, done
f @ = inff (),
donc 7 est ia solution du (P).
2) Unicité :
Soient 7 et 7 de S deux solution du probléme (P) avec z # %, donc

F(#) = f(7) =min f (x),

zes

1.1. Optimisation avec contrainte i



Chapitre 1. Rappel et notions de base

On a S est convexe, doncpour Z et T € S, YA € (0.1); 2 = Ai + (1 — A\)Z € S, et comme f est
strictement convexe, alors

FR=FA2+A-NZ) <A @)+ Q=X F(@)=AF@)+(1-X) (&)= f&)
dott f (2) < f(%), contradiciondonc:4# =7 =

On a d’autre théoréme qui assure l'existence et I'unicité de 'optimum :

Théoréme 1.2 Le probléme (P) {min f(z), = € S} admet une solution unique si :

{ (i) f est continue, coercive et strictement convexe 1.9

(ii) S est convexe et fermé.

Preuve. Soit (z,) une suite minimisante de 5, la fonction f est coercive, donc on peut extraire
une sous-suite notée (z,) qui converge vers % et comme S est fermé c-3-d z, — % € S. et comme

la fonction f est continue , on obtient que
f (@a) = inf,_f (),
flzn) — f(#),
donc
f(2) =inf f(z)

d’oli 7 est la solution du probléme (P)ca-d: f(@)= f(z). =
Dans le cas particulier oli f est a-elliptique ; nous pouvons énoncer une troixiéme résultat d’exis-

tence et d’unicité.

d’éllipticité), tel que :
V({z,u) € Sx S, (Vf(z)-Vf), z—y) > alz—yl* (o — éliptique).

alors f est strictement convexe et coercive.

1.2 Conditions d’optimalite

Nous présentons dans cette section les conditions d’optimalité du premier et de second ordre.

1.2.1 Conditions d’optimalité du premier ordre

Pour introduire les principes de base de Foptimisation avec contrainte, nous allons procéder deux

étapes. Tout d’abord nous allons avoir le cas des contraintes d’égalité.

1.2. Conditions d‘optimalitén



Chapitre 1. Rappel et notions de base

1.2.2 Contraintes en égalité

Dans cette section, on va considérer le cas ol I'ensembele S est décrit par un nombre fini
d’équation : § = {z € R",g(z) =0} ol g(z) = (g1 (z),...,g,(z)) € R” est une fonction C!
de R™ dans R?.

1.2.3 Condition nécessaires de Lagrange

Théoréme 1.4 ( [13]) On considére le probléme d’optimisation suivant
(P) : {min f(z),z € S} avec S = {z € R, g(z)=0}.

On suppose que :
1) f et g sont de classe C.
2) Le probléme (P) a une solution locale ().
3) La famille (Vy; (£)), i =1 : p est libre dans R”.
Alors .
3 (il, . ,:\p) €RPtg: VL(Z) = V(&) + Y \Va: (3) =0. (1.10)
i=1
Remarque 1.4 :
1- Les variables (;\1, o ;\p) sont les multiplicateurs de Lagrange et L(#) est la fonction de Lagrange.
2- La condition de Lagrange est suffisante si de plus la fonction f convexe et la contrainte g est linéaire.

1.2.4 Contraintes en égalité et inégalité

On considere le probléme d’optimisation suivant : (P) {min f(z), z € S} ol
S={z€R" g(z)=0eth(z) <0} avec

9(z) = (g1(z),. .., 0 () ERPA(x) = (M1 (x),...,hy(z)) €RL

Théoréme 1.5 Soient les fonctions f, g et h de classe C*, et & une solution du (P), on suppose que
& un point régulier pour les contraintes g et h . Alors il existe
A= (5\1,...,3\,,) ERP, i = (fu,...,fig) ERItq :
1))
Vie{l,....qh i 20, (1.11)

2)
g(2)=0,h(£) <0, (1.12)

1.2. Conditions d'optimalité



Chapitre 1. Rappel et notions de base

3)
Vj € {13 s ¥y (I}’ ) [’Ljhj (%) = 05 (113)
4)
P . q
V@) + > AVg(E) +> iyVh(z) =0. (1.14)
i=1 =1

Ces équations sont appelées : condition de KKT.

1.2. Conditions d'optimalité



Chapitre 2

Présentation de la Méthode des Itérées
Variationnelle (VIM)

La méthode Itérative Variationnelle (VIM) a été introduit par Ji-Huan He. Cette méthode a été
appliquée par beaucoup de chercheurs dans une variété de champs scientifiques et peut résoudre
des problemes non linéaires. Elle a été proposée la premiére fois pour résoudre des problémes en
mécanique quantique. La méthode est basée sur la détermination de multiplicateur de Lagrange
de facon optimale par l'intermédiaire de la théorie variationnelle.

2.1 Concepts de base de la méthode d’itération variationnelle

Au cours du développement de la méthode d’itération variationnelle, nous avons présenté quelques
notions essentielles telles que la variation restreinte, la fonctionnelle de correction et le multipli-

cateur général de Lagrange.

2.1.1 Multiplicateur général de Lagrange

Dans le chapitre 1, nous avons parlé du multiplicateur de Lagrange dans I'optimisation et le calcul
dcs variations. Dans celte seclivi, v vd présenter une méthode de multiplicateur de Lagrange

I

générale suggéré par Inokuti et al. [8]. Nous considérons 'équation algébrique suivant

Fw) =0, » (I (Z.1)

Si (7,) est 1INe rarine approvimative de I'équation ci dermun, nlara 1

F(z,) #0. 2.2)

16



Chapitre 2. Présentation de la Méthode des Itérées Variationnelle (VIM)

Pour améliorer sa précision, nous écrivons 'équation de correction suivante :

Tyl = Tp T )\F(-Tn): (2.3)

ou A est un multiplicateur de Lagrange général, qui peut étre identifié de maniére optimale par

ATat1 _ 0, 2.4)
dz;

ce qui conduit a la formule d’itération de Newton suivante :

g F(z,)
Flag)

Il existe des approches alternatives a la construction de I'équation de correction. Nous donnons

. (2.5)

Tnt1 = Tn

une autre correction pour z,, Comme suit :

Lol = B+ Ag (2a) F (2:); (2.6)

ou ¢ (x) est une fonction auxiliaire. Aprés lidentification du multiplicateur, nous avons la formu-

lation d’itération générale suivant :

s g (‘T"ﬂ) F (xn)
g (@a) F (z0) + g (z0) F' (z) 2.7)

La valeur de la fonction auxiliaire ne doit pas étre nulle ou de petite valeur pendant toutes les

Tni1 = Tp

étapes d'itération, | g (z,,)| > 1.
Si nous choisissons g () ¢ "™ avec a > 0, la formule (2.7), réduir 4 ¢

Fi(z,) — aF (Tﬂ)

(2.8)

Tptel = Tpn —

Cette formule d’itération est tres efficace quand F (z,,) est petite. Comme exemple, nous considérons

I'équation
din () — 0. (2.4}

Si nous commencons avec zy = 1.6, I'itération de Newton n’est pas valide pour cos 1.6.
Le tableau 1 montre la procédure d’itération, la solution la plus proche z; = 1.6 est z = 7.

2.1. Concepts de base de la méthode d'itération variationnelle
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Itération | z(a =1) | z(a = 2) | z(a = 0.97)
0 L6 1.6 1.6
1 2.57 2.09 2.60
2 2.96 2.48 2.98
3 312 2.78 312
4 3.14 2.99 3.14
Tableau 1

Utilisant la formulation de taylor on obtient des formules d’itération par multiplicateur général

de Lagrange [5].

P(2n) _ F"(2,) F* @)

> T (2.10)

Lpe1 = T

Fla) F'(e) F(z) [P (@) F* () - 3F" (z,) " (20)] F* (2)

F (In) 2F-’3 (gjn) A 2F!7 (5'37;) ’ (211)

LIpel = Tp —

2.1.2 Conditions stationnaires

Le probleme de I'optimisation est basé sur le calcul de variation [4] ol on va déterminer une
fonction y = F(z),z € [z, 22] qui est le maximum ou le minimum d’une fonctionnelle ”J” donnée

commece suit :

J(y) = / F(y,;2)dz + g1 (2) Y lo=zs —92 (2) ¥ |2mss, (2:12)

ou gi, g» sont des fonctions données. La condition d’optimalité (ol la condition stationnaire) de
la fonctionnelle (2.12) exige que la variation de J soit nulle c-a-d (§J) = 0, on a

T2
5J(y) = 6/ F (y: y’; -T) dr + g ("E) oy Im=:c; =g (37) oy |m=$2

1

= [T oF . i9) et 0 (0) 8y ames 02 )8y L,

T1

ar . ar

T2
e ﬁhy . ———5y!} dr =+ 91’13} !.L—J, _925?5’ i.b—.l"
/ml { dy dy' : ’

—/ oyt 2Ly | ot 518y Jomey ~rdy |
- » dy y dy’d.’l;" ) gly-’b:ml sz T=T3
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Chapitre 2. Présentation de la Méthode des Itérées Variationnelle (VIM)

2 [(ldF d (dF d (dF
=[5 - (@) o (o) ot 1o -0

T dF d dF ~ dF €T )
= S poewy o S, ) L N iy "
/.m { Lly dz (dy’)} 'U} i [dy’ 5'7’]] = + 9109 lo=z; —920Y |z=a2= 10

Pour (dy) quelconque, la relation ci-dessus, sécrit

dF d (dF
% = (@) @19
avec les conditions aux limites :
dF dF
d—?’,, (:171) —i ($1) =0 et d_y’ (SL‘Q) — g2 (:L'g) = 0. (214)

Remarque 2.1 :

yd

1- L’équation différentielle (2.13) s’appelle ” Euler-Lagrange” ou tout simplement ” équation d’Euler”.

2- L’équation (2.14) est connu comme les conditions aux limites.

2.1.3 Variation restreinte

Pour illustrer comment la variation restreinte fonctionne dans la méthode d’itération variation-

nelle, nous considérons une équation algébrique simple

*—3x+2=0. (2.15)

Nous réécrivons 'équation (2.15) comme suit :

Txz—3z+2=0, (2.16)

ol ¥ est appelée variable restreinte, la valeur de 7 est supposée é&tre connu (estimation initiale).
Résoudre z a partir de (2.16) conduit au résultat suivant :

e : (217)
on va reécrire I'équation (2.17) sous la forme

2
3—iun
Cette méthode est souvent trés efficace pour une bonne précision, voir le tableau 2 ( ol on va

(2:18)

Tpy =

comparer entre le résultat obtenu par 'équation (2.18) et la méthode de Newton, en choisissant
To = 05).

2.1. Concepts de base de la méthode d'itération variationnelle
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Itération | equ.(2.18) | itérat. de Newton
0 0.5 0.5
1 0.8 0.875
2 0.909 0.987
2 0.956 0.999
4 0.978 1.000
5 0.989 1.000
6 0.994 1.000
7 0.997 1.000
8 0.998 1.000
9 0.999 1.000

Tableau 2

Dans la méthode d’itération variationnelle, I'estimation initiale est toujours choisie avec un pa-
rametre inconnu possible, une itération conduit & des solutions trés précises. Nous illustrons 'ef-
ficacité du parametre libre dans 'exemple ci-dessus. Introduire un parameétre libre dans l'itérée
initiale :

zg = 0.5+ b, (2.19)

ol b est un petit parametre a déterminer. Substituons (2.19) dans (2.18), nous aurons

.= 2 B L, 5
=T 050 ZE(l—Zp (Hg.ab)’Lo(b)’
donc
xy =08+0.32b+0(b°). (2.20)

Pour identifier la valeur de b nous définissons

ry — Iy, [2.21)
ol
0.8+0.320=0.5+0. (2.22)

De la relation ci-dessus, nous pouvons identifier immédiatement

b= 0.4412. (2.23)

Donc, la racine approximative est z; = 0.9412.

2.1. Concepts de base de la méthode d'itération variationnelle g
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Exemple :
Nous considérons maintenant la variation restreinte d’une fonction variationnelle. Considérer la
distribution de la température dans les ailettes droites convectives avec une conductivité ther-

mique dépendant de la température, 'équation est [7]

d do . B
e [(1 + Bo) E:;} -¥e=0, o (0)=0 o(1)=1, (2.24)

ol o est la température, /3 et ¥ sont des constantes.
Utiliser le concept de variation restreinte, une fonction variationnelle approximative peut étre

établie :

J (o) = f; {(1 + &) (g—z)z - xp?a?} dr, (2.25)

ol & est une variation restreinte.
Nous écrivons (2.25) dans une forme d’itération

1 dUn+1 = 2 92
T{owss) = / (1+ Boy) (—) + %2, Y dz. (2.26)
0 dz ‘

Nous commengons par une estimation initiale satisfaisant la condition aux limites 05(0) =0 et
g (1) =1

oo =1—a+az?, (2.27)

ou a est un parametre libre. Nous appliquons la méthode de Ritz i la résolution o 1, 1a fonction

d’essai pour oy est supposé avoir la forme

oo=1-b+ bmz, (2.28)

ot le parametre inconnu b doit étre déterminé plus avant. Substitution (2.27) en (2.25)

1
J = / {4 (1 1 3 (1 —a+ n..r:?‘)) b2z? + 02 (1 b+ f)::.'?)z} dx
0
donc i g 5 {
J=301+8(1-a) v+ gazﬁ +02(1 -0+ b1 -0) S 5621112. (2.29)

Minimiser la fonction (2.25), en ce qui concerne o est approximativement équivalent 4 la minimi-
sation de la fonction ci-dessus, Eq. (2.28), en ce qui concerne b :

dJ

b

Bk i (5 o b gab—Q\Ilg (1—b) +§(1 — 2) \p2+§b@2 —0. (2.30)

| oo

2.1. Concepts de base de la méthode d'itération variationnelle i
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Nous fixons oy = o7 alors on peut identifier

— (20 +208 + 8¥2) + 1/(20 + 208 + 8T2)? + 4002 (12 — 203) o
‘= 21 — 403 : e

2.2 Méthode d’itération variationnelle

La méthode d’itération variationnelle [1, 11] permet de résoudre efficacement, facilement et
avec précision une grande classe de problémes non linéaires avec des approximations converge

rapidement vers des solutions précises.

2.2.1 Présentation de la méthode VIM

Pour utiliser son idée de base, nous considérons le systéme nonlinéaire suivant :

Liu@)]+Nu®)]=g(), (2.32)

ou L est un opérateur linéaire, N est un opérateur non linéaire, et ¢ est une fonction analytique
continue donnée, qui représente le terme de la non homogénéité.
L'objective de la méthode VIM est de construire une fonction de correction pour le systéme (2.32) :

s (E=ti fE /ﬂ AL [tn ()] + N [fin (3)] — g (s)) ds, s € [0,4] (2.33)

on A est un multiplicateur général de Lagrange[8], (u,,) est la niéme solution approximative et i,
est considérée comme la variation restreinte.

L’étape principale de la méthode des itérations variationnelles est d’abord la détermination du
multiplicateur de Lagrange A de facon optimale.

Cas1:siL=4()

FEn mettant la fonctionnelle de correction stationnaire par rapport a u,, ct posant i, — 0,

on aura

Stmsn (£) = St (£) + 6 /O Al () I (11 (o)) — g a0V s,

Lo
= Gun (L) + A () bun (2) / d’\o'u,n (8)ds = .
0 85

Alors, de la relation ci-dessus, on obtient les conditions stationnaire

2.2. Méthode d’itération variationnelle &
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| X (s) =0, Véu, (s),
1+ A(t) =0, Youa (t)

ce qui donne
A= -1

Remarque :

Pour les problémes linéaires la solution exacte peut obtenue par une setile étape d’itération car le
multiplicateur de Lagrange peut identifier avec une précision exacte.

Exemple 1:

Soit I'équation différentielle linéaire du premier ordre

v+a)u=>b(), u(0)=c (2.34)

olt a(t), b(t) sont deux fonctions continues données et ¢ € R. Sa fonctionnelle de correction peut

s’écrire sous la forme suivante :

Uns1 (B} = un (2) + /Ot A (%—-’3 +a(s)u,(s) — b(s)) ds. (2.35)

5

Posant éu, (0) = 0, on aura

dtnyi (2) = dun (t) +5./:)\ (%+a(s)m(s) —b(s)) ds

:5uﬂ(t)+_/[;t)\5 (cfi_u: +a(s)u,,(s)~b(s)) ds

= Oup (t) + Aty (5) o=t +th (—% +a(s) )\) du, (s) ds

(42 )t [ (-5 +4®) un () as =0.

0
uuus vblenvus Méyuation d'Buler-Lagiauge sulvaul .

g': +a(s)A(t,s)=0, (2.37)

et la condition aux limites :

1+ A(t, ) [sme= 0. (2.38)

2.2, Méthode d'itération variationnelle E
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Nous identifions donc le multiplicateur de Lagrange sous la forme
J] !
A8 = — uxp{ / a{()d¢ — / 7 (g)dg} ; (2.39)
40 Ju

en remplacant le multiplicateur de Jagrange (2.39) dans (2.35) on obtient la formule

t ] ¢ 1 3 ? )
Wi () = w, (1) — f a1 {f a (Y - / 7] ({;}U’(:} (Ew;ii + a{8) tp{s) - bis]) s, (2.40)
1l 0 Jo us ;

Si nous cCOMMENCons Par iy = ¢ exp { - !(f " (r,}rlg‘}, la solution de I'équation homogéne
W +a(t)u = 0, avec la condition initiale u (0) = ¢, on obtient

ap 3 vy !
uy (1) = cexp { -- / a{C) dg} - / bis)exp {/ a(C)dq - / ald) u'-g'} ds.
Jo Jo 0 0
t t t 5
= Cexp { - / e {g)dg} + exp {/ @ (.s)ds} / bis)exp {/ u.(g)dg} s, (2.41)
J0 Ju S0 0

est la solution explicite exacre. De cette solution, toutes les propriérés peuvent déduites rapide-
ment.
0. el = d;‘ .
Cas2:siL= 3z ()
Dans ce cas, on aura .
ot

Stty o (1) = duy, (E) 4 d/ A(s) {u, (a)} ds

{i

ot
= u, (1) 1 A{t) Su, () — N (1) duy, (1) 4 / A (s)du, (s)ds =0,
0

et les conditions stationnaires sont données par :

AN (8) = 0, Vdu, (s)
1 = XN (t) = 1. You,{t)
A(t) — 0, Youl, (t)

ce qui donne

Afs, t} — o — L.
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Exemple 2 :
Considérons maintenant le probléme suivant :

' () + wPu (t) = f(u,o,u"), u(0) =c,d'(0) = co. (2.42)

Sa fonctionnelle de correction écrit sous la forme suivant :

e ) = 6s (B +f {u" (s) + wun (5) — f (tn, !, u" )} ds. (2.43)

Calculer la variation par rapport a u,,, en remarquant que éu,(0) = 0, on obtient

U1 (E) = duy, (¢ +5/}\{u (s) +w’un (s) — f(s)} ds

t (52
Ottny1 (t) = Ouy, (t) + A (8) Su, (S) |s=t —%éﬂn £8) |asi +/(; {232 ) (s)} dun (s) ds
Suny1 (t) = (l - ?) S (8) o=t +A(8) dul (8) |o=t +
2 .
/ {B_E-HU )\(s)}auﬂ (s)ds =0. (2.44)

Nous avons donc les conditions stationnaires suivantes :

92X (t,s)
—=g 1 WEA(t,8) =0, (2.45)
. OAE) | (2.46)

ds
Aft,s) |1=s=0. (2.47)
Dong, le multiplicateur de Lagrange est
1. .

)\=;J~—smw(s~t). -(2.48)

Par conséquent, nous obtenons la formule d’itération suivante :

¢
Ut (L) = uq (1) + - / sinw (8 — £) {ug (8) 4 W tn (8) ~ [ (wn, u), ull) } ds. (2.49)
w Jo

2.2. Méthode d'itération variationnelle
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Si nous utilisons sa solution initiale ug () = ¢; coswt + ¢z sinwt avec des constantes appropriées

c; et ¢c; comme une approximation initiale, nous avons

1 st
uy (t) = ¢j coswt + cosinwt — — ] f(s)sinw (s —t)ds, (2.50)
W Ja

qui est la solution générale de I'équation (2.42)
Exemple 3 :
Nous considérons I'équation linéaire suivante :

u’ (1) + wu () = 0. (2.51)
Nous écrivons la fonctionnelle de correction comme suit :

t
Up i1 () = uy () + / Ml (5) + WP, (s)} ds. (2.52)
0

Ici i, () est considéré comme une variation restreinte. Les conditions stationnaires de la fonction

de correction dans I’équation (2.52) ci-dessus peuvent €tre exprimées comme suit

(¢, s) B
=0, (2.53)
G (2.54)
Js
A2, 5) Jems= 0. (2.55)

Donc, le multiplicateur de Lagrange peut étre facilement identifié

A=s -t (2.56)

conduisant a la formule d’itération suivante :
t
Uns1 (8) = un () + / (s —1t) {u:i (s) + wiu, (s)} ds. . (2.57)
0

Si, par exemple, les conditions initiales sont u(0) = 1 et «/(0) = 0, nous commengons avec
up(0) = u(0) = 1, par la formule d’itération (2.57) nous avons les solutions approximatives

suivantes :

2.2. Méthode d'itération variationnelle 8
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u (t)=1-— ;21—10.;21‘.2, (2.58)
wa (8) = 1 — = 4+ Lotpt (2.59)
o R T 4 '
U (t) =1— it.z)27b2 + ...+ (—1)”-1—w2“t2“. (2.60)

21 (2n)!
De la procédure de solution ci-dessus, nous pouvons voir clairement que les solutions approxima-
tives convergent vers sa solution exacte cos (wt). 11 convient de souligner spécialement que plus
lidentification du multiplicateur est précise, plus les approximations convergent vers sa solution

exacte.

Probleme nonlinéaire
Pour I'équation nonlinéaire, le multiplicateur de Lagrange est difficile 3 identifier. Pour faciliter la
difficulté, nous appliquons des variations restreintes aux termes non linéaires.
" —df
Cas 1 :pour L = (.)
Considérons maintenant '’équation non linéaire suivante :

w+a(t)u=>b()+N(u), u(0)=c. (2.61)

avec IV est une fonction nonlinéaire de u. Suite a la notation ci-dessus, nous pouvons définir

et T = B /0 g {‘;ﬂ + a8l — bid) — (an)} i (2.62)

S

ol i, est une variation restreinte,
D'aprés 'exemple 1, on obtient la formulation d'itération suivante :

st (£) = tn (1) —'[Otexp{_/:a{é)dg—'/Oia@)dg}

{d{in. +a(s)un(s)—b(s)—N (un)} ds. (2.63)

2.2. Méthode d'itération variationnelle
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Cas 2:pour L= £ ()
Considérons I'équation non linéaire du second ordre suivante
WHa®)u+b0@)u+N@w)=0; u(0)=c, v (0)=cs (2.64)

Sa fonctionnelle de correction peut étre écrite sous la forme

21
tUnp1 (8) = tn (£) + f Muy (3) + a(8) ul, (s) + b(5) un (5) + N (i, ()} ds. (2.65)
0
utilisant la condition stationnaire par rapport a u,, remarquant que du,, (0) = 0,

t

OUpsg (t) = du, () + 5/)\ {un () + aul, (8) + bu, (s) + N (i1, {s))} ds
0

= du, (t) + Adu;, (8) |s=¢ —%&un (8) |s=t +a (8) dup (8) |s=t +
rEEN 8
| /0 {@ — 2 (aX) +b() A (_s)} S, Vit =il (2.66)
nous avons les conditions stationnaires suivantes :

1250 NG
@ R % ((!-/\) 4 b (-b) A (t. -b) 0, (267)
=24 +amaen=o, 2.68)

Os

Altty=40 (2.69)

nous pouvons identifier le multiplicateur de Lagrange comme suit :

A =exp { /Usa €3 d{} [ty (8) ug (B) — ug (3) ug (2)]. (2.70)

Siwy et wy sont choisis de 'ensemble de solutions spécifiées par les conditions initiales

Wi (O) =1, wi (0) =0,

wy (0) =0, wh(0) = 1. (2.71)

En premiére approximation, nous avons

2.2. Meéthode d'itération variationnelle
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t
uy (t) = cywy + cowy + / N (up(s)) A(t, ) ds. (2.72)
0
Exemple 4 :
Considérons I'’équation non homogeéne suivante :
wtat)u +b(@)u=f(u) tel0,1], (2.73)
U(O) = Ci, U (1) = Ca. (2.74)

Soient .y et ugpy deux solutions du probléme avec

yy (0) =1, uy(0)=0, (2.75)
U(2) (0) = O, u.'(z) (O) = 1, (276)

on écrit
U = C1u) + Call(2)- (2.77)

Sa fonction de correction peut s’écrire sous la forme

#

Ups (B) = up () + f‘,\ {uﬁ (5) 1 aul, (s) + buy, (5) — f} ds. (2.78)

1]

Utilivunt lu condition d'optimalité ct le fait que du,(0) — 0, on obtient

t
Oy i1 () = duy, (£) + 5] A {uﬁ_ (s) + au, (8) + bu, (s) — fn} ds
0

Sttna1 (£) = Gun (£) + A(8) 0L, (5) |st —X (5) G () [os +a) (5) Sun (8) Lo

t (a2
+£ {g_s_;\ o dis (@) +b(s) X (q)} S, () ds =0,

Nous obtenons donc la formulation d’itération suivante :
Yéuy, (s) : % — 4 (a\) +b(s) A (t,8) =0,
Vou, () : 1 — 2 +a(s)A(s,s) =0, (2.79)
voul, (t) : A(s,s) — U

Le muitiplicateur de Lagrange est donneé sous la forme

2.2. Méthode d'itération variationnelle §0d8]
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A= —exp {/05 a(§) d{} [ua) (s) ue (t) — u) (s) uqy (t)] - (2.80)

Nous obtenons donc la formulation d’itération suivante :
t s
Uns1 = Up (T) —/ exp {/ a(§) dE} [uq) (s) ug) (t) — () (s) uqy (t)]
0 0

{uy, (s) + aul, (s) + buy, (s) — fa} ds. (2.81)

Cas 3 : De maniére générale, si L = 42 ()
Dans ce cas, on obtient :
m
A(s,t) = (fn“—i)lﬁ(s—t)m-l, m>1.
Une fois le multiplicateur de Lagrange ) est identifié, alors en choisissant une approximation
initiale uy(%) de la solution du probléme(2.32), les autres approximations successives wi(t), 1 >0
sont aisément obtenues en utilisant la fonctionnelle de correction. Par conséquent, la solution

exacte est donnée par :

ult) = nh_}[lolo By -

2.3 Approche alternative de la méthode VIM

En 2010, Odibat [10] a proposé une autre variante pour la méthode VIM, qui peut étre facile pour
la résolution des équations différentielles nonlinéaires. Dans ce qui suit, on présente les étapes
principales de cette approche.

Considérons I'équation différentielle suivante :

Lu(t)+ Nu(t)=g(t), t>0, (2.82)

oulL = g;}, m € N, IV est un opérateur non linéaire et g (¢) est une fonction analytique connue.

Les conditions initiales sont données par :

u® (0) = e, k=0:m — I, (2.83)

avec ¢, sont des nombres réels connus.
Selon la méthode des itérations variationnelles, la fonctionnelle de correction de I'équation
(2.82) peut s’écrit comme suit :

2.3. Approche alternative de la méthode VIM _m
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Uni () =, (1) —5—/0 ML (un (5)) + N (un (5)) — g (5)} ds. (2.84)
avec A = % (s—t)™ L.

En remplacant le multiplicateur de lagrange dans la fonctionnelle de correction (2.84) , on obtient
la formule itérative suivante :

g (E =t L} +]o ]:(1(71—_1_)1)[ (5 =" L (un () + N (un (s)) — g (b)}:| ds. (2.85)

Soit A un opérateur défini par :

A(ug) = /(; [% (s =)™ L (un (5)) + N (tn (5)) — g (s) }] ds, (2.86)

et définissons les composantes v, k = 0, 1, 2, ... comme suit :

%) (t) = Ug (t) 3

Vs (t} =A {’Un (t) + v (t)] )

Vg (8) = Alon (8) + 01 () + ... + v (2)]. (2.87)
par conséquent, on aura
u(t) = lim u (f) = ;w t). (2.88)

d’ot1 la solution du probléme (2.82) est donnée sous la forme d'une série

w(t) = v (t). (2.89)

2.3.1 Choix de Papproximation initiale

L’approximation initiale est donnée par v, () et est choisie en tenant compte des conditions ini-

tiales et les conditions aux limites du probléme.

2.3. Approche alternative de la méthode VIM
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Pour les problémes de cauchy, c’est-a-dire les problémes & valeurs initiales, approximation ini-

tiale est donnée par :

wt) =Y %t’“. (2.90)
k=0

2.3.2 Convergence de la méthode des itérations variationnelles

Le concept de la convergence de la méthode des itération variationnelles a été étudié et démontré
par plusieurs auteurs. Des importants théorémes ont été donnés impliquant les conditions nécessaires

et suffisantes de convergence.

La série de la fonction .7, v, (¢) définie par(2.89), avec la condition initiale :
= C
v (t) = E’;t’“ .
k=0 7
Converge vers la solution exacte du probleme(2.82) —(2.83). Ce résultat est justifié par le théoréme

suivant.

Théoréme 2.1 [10]
Soit A lopérateur défini par (2.86) d’un espace de Hilbert H dans H .
La solution u (t) = Y2, v (t) , définic en (2.89) Converge si 3 v €]0, 1] tel que :

| Afvo+vr+ . +vea] [yl Afvo+vi+ o+ v |

C’est-a-dire
| vesa €y [l vk ||, VE € N

Remarque 2.2 : Ce théoréme est un cas particulier du théoréme du point fixe de Banach.

2.3. Approche alternative de la méthode VIM
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Preuve. Soit la suite {s,} ., définie comme suit :

£
Sg = Vo,

51 =W e vy,
< Sy = Uy + 1 + Vo, (2.91)

| Spn=U+MUN+..+v,

Montrons que {s,} ., est une suite de cauchy dans 'espace de Hilbert H. Pour cela, on considére

I snss = sn =l vnes ISy Hon ISP [l vna I 97 o )

Pourtoutn,j e Nyn>j,ona:

| $n — 85 =l (8n — 8n-1) + (801 — Sn_2) + ... + (8541 — 83’) I

<N (8n = 8n-1) [| + I (8n-1 = $n—2) | +.H || (55501 — 55) |

<Y o |+ wo | 4o+ | v |

1— i ,
e %fﬂ vl . (2.92)
g

Et puisque () « v <= 1, on aura

lim || s, —s;||=0. (2.93)

m,j—ro0
Donc, {s,},-, est une suite de cauchy, dans I'espace de Hilbert H, ce qui implique que la série
u(t) = > pep Uk (t) définie en (2.89) converge. m

2.3. Approche alternative de la méthode VIM



Chapitre 3

Résolution du probléeme de Stefan par la
méthode VIM

L'écoulement du fluide et les effets thermiques associés au cours du changement de phase, sont
d’un grand intérét dans les applications d’ingénerie telles que le stockages d’énergie, la croissance
cristalline,... Dans ces problémes, une frontiére déformable sépare généralement les deux phases
solide et liquide.

Le modele le plus simple des phénomeénes de changement de phase est le probléme de Stefan [3]
ou probleme a frontiére libre qui décrit I'évolution d’'un systéme impliquant un changement de
phase solide-liquide. Il apparait dans des modeles de diffusion dans des milieux poreux saturés, et
on en rencontre aussi unc classe importante dans de nombreux procédés indusiriels thermiqnes -
la coulée continue, le suuduge, ln punhention des méranx an I'uslnage pas laisceaux laser Ces
phénoménes sont fondés principalement sur la fusion et la solidification. Ici on va résoudre ce

probleme en utilisant la méthode VIM.

3.1 Formulation du probléeme

Soit D = {(z,t); x € [0,£ (¢)] t € [0,#*),#* > 0} un domaine non vide de R? de frontiere
'=TeUl' UL, tel que :

To={(2,0);2[0,5],5s = &£ (0}, (3.1)
Iy =AU, t);L e u,e)}, (3.2)
Io={(z,t);t c[0,t"),z=£ ()}, (3.3)
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FIGURE 3.1 — Le domaine D

Dans le domaine D, on considere les équations de Stefan suivantes :

2

du 0*u
B 5.1 = Ry (z,t) dansD, (3.4)
avec la condition initiale sur la frontiére Ty :
# (3, 0) =@z} et£0)=s, 3.5)
La condition aux limites sur la frontiére T :

Ju (0,1)
Oz
La condition de continuité de température est la condition de Stefan sur I'interface de déplacement

=9 (1), (3.6)

définie sur T'y :

w{E(t). ) =2, 3.7
Ou (z,1) L dg(t)
n T [:n=5(t}— k‘—(‘g“ (3.8)

ou s > 0, n est la conductivité thermique, « est la diffusivité thermique, k est la chaleur latente
de fusion par unité de volume, u* est la température de changement de phase, est la fonction
décrivant la position de linterface de déplacement et v est la température, ¢,z se référent a le
temps et 'emplacement spatial, respectivement, » (z) et 9 (¢) sont des fonctions données.

Le probléme de Stefan consiste & trouver la distribution de température u(z,t) dans le domaine
D et la fonction £ (¢) décrivant la position de Iinterface de déplacement ce qui satisfera les Eqs.
(3.4) - (3.8).

3.1. Formulation du probléme K
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3.2 Existence et unicité

I est essentiel de montrer que notre probléme est bien posé. Un probléme d’une équation différentielle
partielle est bien posé si la solution au probléme existe, unique et dépend continuellement des
données.

Pour résoudre une équation différentielle partielle, nous exigeons I'existence d’une solution unique.

Il est importante dans les problemes d’applications physiques, car il est préférable que notre so-
lution ne change pas beaucoup lorsque les conditions initiales sont perturbées. Nous avons donc
besoin de donner une théoréme d’existence et d’unicité du probléme de Stefan (3.4) — (3.8).

Hypothése

Soit D un ouvert borné de frontiere I" réguliére dans R" (N > 2) et ¢ un réel positif. Il existe un
ensemble convexe compact de I'espace de Banach C([0,7]) des éléments o : [0,] — Diff. (D)
tel que o (0) = s et T'(¢) = o(t')(I'(0)) pour tout # de [0,¢], ott T'(0) est Pespace des C-
difféomorphismes de (2 sur lui-méme muni de la topologie usuelle.

Théoreme 3.1 ([4]).
Sous 'hypothése précédente, avec  dans C([0,s])et ¥ dans C([0,#*]) le probléme P(y, ¥, u*) admet
une solution £ € C'([0,t*]) N C([0,*]) et u € C(D) N C>Y(D).

Théoréme 3.2 ([4]) théoréme 2, page 217).
Soit (u, &(t)) une solution du probléme de stefan (3.4) — (3.8) pour tout 0 < o < t alors = = £(t) est

une fonction monotone non-décroissante.

3.3 Solution du probléme

Dans la premiére étape : le probléme considéré, formulé pour le domaine curvilinéaire D, est
transformé pour le domaine de la géométrie rectangulaire. Nous faisons cela en utilisant la sub-

stitution suivante :

T

{ e “f (3.9)

La substitution ci-dessus transforme le domaine D vers le domaine D, et les frontiéres T';, vers les
frontieres I'; Vi € {0,1,¢} par D = {(y,7) : 7 € [0,#*) ,y € [0, 1]}

3.2. Existence et unicité
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T,

<l

FIGURE 3.2 — Le Domaine D

olt
To={(y0):y€[0,1]}, (3.10)
T ={(0,7): 7 €[0,t)}, (3.11)
T, = {(L.7):7€[0,)}. (3.12)

La substitution des variables fait que le systéme d’équations considéré prend la forme :

(9u.(y,'r)= y O&(7)0uly,1) o  u(yT)

or E(r) or Ay (c(r)? a2 (3.13)
a(r) _ m Ou(yrT)
Br _ke(n) By @14
avec les conditions

£(0) =s, (3.15)
u(y,0) = (s,9), (3.16)
L B (T)&(7), (3.17)

dy
u(l, 1) — ', (R.18)

Dans la deuxiéme étape : au systéme d’équations ci-dessus, nous appliquons la méthode VIM.
La fonctions de correction pour les équations (3.13) — (3.14) sont de la forme

T e ’ Oy, (y, 5) -
Un+1 (y T) = Un (y T) +/[; Al (S) ( A3 = -'Nl (unagﬂz Y, S)) ds-, (3.19)
) _ asy (’:}én (5) B . N .
bnt1 (7) =& (T) -l—/ﬂ Az (s) ( e N, (umgn,b)) ds, (3.20)

3.3. Solution du probleme
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avec
o5 , y AE(T)Au(y,7) a  Fu(y,t)
Ny (u, &y, 7) = —+ ; 3.21
1 (TL &y, ) é— (T) o7 ay (f (’T))2 62/2 ( )
No (.67 = —n—M (3.22)

kE () Oy
Pour déterminer les fonctions de correction stationnaires, nous déterminons les multiplicateurs

généraux de Lagrange comme suit :

M(s)=-1, A(s)=-1. (3.23)
De cette fagon, nous recevons les formules d'itération suivantes pour les fonctions u g, r)yet £{r)
respectivement :
e 6 T 3 \
Un+1 (y: T) = Up (y:- T) - [ (_"Ti'é%';_S) - -N-l (un: §n7 Y, 5)) dS: (3-24)
AN
. ’ T [ OE,
Ent (T) =&, ("'_) - / (_5&(3‘) - Ny (u‘n.-. &n; 9)) ds. (3:25)
0

Dans la troisiéme étape de notre procédure : nous devons dériver les approximations initiales
des fonctions recherchées. Pour utiliser la condition limite (3.17) du second type, on dispose,
on inteégre I'’équation (3.13) pour réduire la deuxiéme dérivée de la fonction recherchée u (y, 7).
Nous obtenons I'équation :

/ﬂy 0u‘g§, Py - § ér) 8%(:) (y“ (v:7) - ]ﬂ Cu(y,7) dy) %

a duly,7) a
NEEGG

Supposons, que 'approximation initiale est &, () , nous prenons la fonction décrivant la condition

9 (7). (3.26)

initiale

Eylr)—=8, (3.27)

tandis que Papproaimation initiale wg (y, 1) novs infroduisons dans T foruale

ugly, ™) —ay | br | &yr | d, (3.28)

3.3. Solution du probleme
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ol les coefficients a, b, ¢ et la fonction d sera déterminé & partir de 'équation (3.26). Les fonctions
(3.27) et (3.28) devraient satisfaire & 'équation (3.26), donc remplacons ces deux fonctions dans
Péquation (3.26) :

/Uy Mdy _ 1 8&(r) (yuo o] — '/Uy o) dy) N

or C&(r) or
a Oug(y,7) a
+ - — d(7). (3.29)
G@OF o Hm "
Apres quelques calculs de base, nous obtenons la relation :
Lol + | o -2 Vor ZHly—o0 (3.30)
= i Y B = TIC " 7)=U. .

En supposant la précision exacte de I'approximation regue aux points particuliers, tels que :
(y,7) = (0,0), (y,7) = (1,0), (y,7) = (0,*), et en incluant la condition initiale (3.16), on

obtient la forme suivante de 'approximation initiale :

o(7) =s, (3.31)
*) - 1
up (y.7) = 3"1?‘@;;“@T (!J = 5) +e(s,y), (3.32)
étant la base pour calculer les approximations successives &, (1) et u,, (y, 7) des fonctions ¢ (1) et

1 (y, 7). Ces approximations sont déterminées pour le domaine D mais en appliquant la relation

réciproque 4 (3.8), nous désignons la solution approchée recherchée du probléme (3.4) - (3.8).

3.4 Théoréme de convergence

Théoreme 3.3 Soient © = D x [0,t],et (£(0),u(0)) € C?(D) la position initiale et la condition
initiale du probléme de Stefan. S’il existe un constant ¢ > 0 tel que

)

| ;'fh—.Q(un_u) ILec|u,—ul,
pourn=20,1,2,..., alors (u,) converge vers u.

Preuve. Utilisant I'équation (3.4),on a :

t 92 o 1) i1 ‘s
Unis (,8) = up (z,0) — f (0 Un(5,8) _ 1 Oiin (”’”) ds (3.33)
0]

ds? a Ot

A partir de cette équation, nous avons

3.4. Théoreme de convergence
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Uns1(z,0) = u,(z, 0).

Par conséquent, u; (z,0) = u (z,0),
et pour j = 0, 'équation de la chaleur peut s’écrire :

104

u(z,t) =u(z,0) — /Ut (azgi‘zaﬂ _

Posons

En+1 (:E: t) = Up+1 (CC: t) - u (33} t)

D’aprés (3.33) et (3.34) :

S

Pty (1)

En+1 (I-, t) =

(84

1 84, (s, 1) &u (s, 1)
a7 a0t )d”fa( 82

('(3? t)) ds

du (s, t))d

ou ( (s

1 (i (s,1)
‘a( ot

1

a

(5 (im0 -

_ fot :B ugs(?s ;1) Bzzéiz, t)
= [ 2 (un (5,8) —u (s, 1)) —
_ _/0 igzen(s £) - i(%én(s,t))]ds

e

ot o

¢ o2 ¢ t
|en+1(a:,t)|§/ |a—28n(s,t)[d8§/ c]en(s,t)ldszc/ | en (s, t) | ds
o Os 0 0

Pour M = wax(,pnep | ¢o (s, 1) | on obtient :

| £y I <
(ct)®
ECQF < M or
m
len| < jlf(d) .
nl

i
£ c/ [eq | ds < eMt,
0

ce qui implique que la solution u,, du probleme de stetan converge. m

(3.34)

(3.35)

3.4. Théoreme de convergence
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Conclusion

Dans ce travail, la méthode d’itération variationnelle (VIM)a été appliquée pour trouver une
solution approchée du probléme de Stefan en une phase.

Premierement, on a présenté la méthode VIM avec ses trois notions essentiels : la variation res-
treinte, la fonctionnelle de correction et le multiplicateur général de Lagrange.

Puis, nous allons appliquée cette méthode pour résoudre le probléme non linéaire de Stefan. Ce
probleme consiste a trouver la distribution de la température dans le domaine et la position d’'une
interface mobile.

Le probleme considéré est d’abord approché avec un systéme d’équations différentielles dans le
domaine avec une frontiére connue, et, ensuite, le systéme construit de cette maniére est résolu

par la méthode d’itération variationnelle.

3.4. Théoréme de convergence
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