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Résumé

Le but de ce memoire est I’étude d’un probléme non local pour une équation intégro-
différentielle du type Volterra avec une condition intégrale. Par la méthode de noyau
reproduisant dans 'espace de Hilbert, on a construit la solution approchée, par une mé-
thode itérative, et la solution analytique est représentée sous forme de séries de Fourier.
Ainsi, les solutions numériques qui sont obtenues & partir de cette méthode sont compa-
rées aux solutions exactes. Finalement, les résultats des exemples numériques montrent
que cette méthode est efficace pour ce type de probléme. Tous les calculs ont été effectués
en utilisant Mathematica 9.0.

Mots clés : Problémes non locaux, Conditions intégrales, Méthode de Noyau repro-

duisant, Equation intégro-différentielle.



0.1 Introduction

La modélisation mathématique de différents phénoménes conduit & des problémes aux
limites avec des conditions non locaux ou des conditions intégrales. De telles conditions
se produisent lorsque les valeurs de la fonction sur la frontiére sont reliées & ses valeurs
a l'intérieur du domaine. Dans [11] A.A. Dezin a montré pour 1& premiére fois que pour
certaines équations aux dérivées partielles dans certains domaines, le probléme aux limites

n’est correctement posé que seulement si les conditions utilisées sont non locales.

L’objectif de ce travail est déterminer la solution numérique d’un probléme aux li-
mites avec une condition intégrale. Plus précisément, a 1’aide de la méthode de noyau
reproduisant dans l'espace de Hilbert, on a trouvé la solution approchée pour un pro-
bléme aux limites du second ordre d'une équation intégro-différentielle. On mentionne
que l'existence et I'unicité de la solution de notre probléme ont été traitées par la méthode
de Rothe [2].

En outre, la méthode de noyau reproduisant dans l'espace de Hilbert est utilisée
pour résoudre des équations intégro-différentielles. Dans [13] les auteurs ont développé
la méthode de (RKHS) pour résoudre I'équation intégrale de Fredholm-Volterra non

linéaire :
o (2) 4] (€) N (g;,u(m))+] ks (z,1) Gy (u) dt+/'£ o i, 68 Gt v ) 0 520 B,

avec la condition initiale

u(a) = a,

ou a, b, o sont des constantes, u € W3 [a, b] est une fonction inconnue, f, g € Wi [a,b] , k; (1) , ks (2,1
sl des fouelivus vontinues swe [u, U w0 |w b Gy (0) , G () el N (wy w () suul des Letues
rantinmes, dans W) [a 4]

Dans [14] la méthode de (RKHS) est appliquée pour trouver la solution numérique



de I’ équation intégro-différentielle suivante :

u?(z) = f(z) +yu(z) + /I h(z,t)G(u(t))dt, z,t € [a,b)],

a

avec les conditions initiales
u(a) = ap, u(a) = ay, u(b) = By, u(d) = F4,

ot a, b,y et oy, B;,1 = 0,1 sont des constantes, u € W5 [a, b] est une fonction inconnue,
f € Wyla,b], h(z,t) est une fonction continue sur [a,b] % [a,b],G (u(t)) est continue en
terme de W, [a,b] .

On mentionne aussi que cette méthode numérique est appliquée dans plusieurs tra-
vaux, dont 'objectif est de résoudre les problémes aux limites avec des conditions inté-
grales tel que H. Yao [15] qui a utilisé la méthode de (RKHS) pour résoudre I’équation

suivante :

T 7b7+a_:f(:c,t,u(l',t)),

avec

a(E, 0) ="4e(8), (2, 0) = 0,4(0,1) = 0,

/: )

Ce memoire se compose de trois chapitres :

Dans le premier chapitre on introduit quelques notions de la théorie des espaces
fonctionnels et de la théorie des opérateurs.

Dans le deuxiéme, on développe la méthode de noyau reproduisant dans 'espace de

Hilbert pour fournir une solution approchée pour I'équation intégro-différentielle du type



Volterra suivante :

U B 20
ot? dz2

Q

= f(z,t) + /U a(t—s)K(s,U(x,s))ds, (1)

pour tout (z,%) € Q@ = (0,1) x (0,1), a laquelle sont jointes les conditions initiales

U('LD) = 1 (2), Ui(z,0) = ¢, (I')m (2)
U.(0,8) =9 (1), (3)

et la condition intégrale .
j U(z,t)dz = 0. (4)

0

Ou f, K,a,p,,p, et ¥ (t) sont des fonctions données.
Dans le dernier chapitre, pour démontrer Uefficacité de la méthode proposée on a

traité deux exemples, les résultats numériques sont representés par des tableaux et des

graphes.



Chapitre 1
Rappels et notions fondamentales

Résumé

Les outils d’analyse fonctionnelle sont essentiels & 1'étude des équations aux dérivées
partielles, Dans ce chapitre, on rappelle les résultats fondamentaux, les définitions et les

notions élémentaires qui seront utilisées dans ’étude de probléme posé dans ce memoire.



1.1 Espaces de Hilbert

Définition 1.1 Un espace de Hilbert réel est un espace vectoriel sur R, muni d’un produit

scalaire, noté (x,y), qui est complet pour la norme associée ||z||, tel que |z|| = +/(z, z).

Théoréme 1.1 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit H un espace de Hilbert sur

le corps K et l dans H', alors il existe un et un seul élément x dans H, tel que

Wy) =(z,y),Vz,y e H (1.1)

de plus
12l gz = llll (1.2)

Théoréme 1.2 (Projection sur un conveze) SoitV un espace de Hilbert. Soit K C

V' un conveze fermé non vide. Pour tout © € V', il existe un unique zx € K tel que
|z — 2k = min[|lz — y||
yeK
De fagon équivalente, xy est caractérise par la propriete
zxk €E K, (zx — 2,25 —y) <0Vye K

zx s'appelle la projection othogonale de x sur K.

Défindtion 1.2 Une partic G de IT esl dele dense duns 1 s

Vhe HVe>0,3g € G;llg—h| <e



ou de maniére équivalente si tout h de H est limite d’une suite d’éléments g, de G :
lgn — Al — 0.
Définition 1.3 Une partie F' de H est dite totale si l'ensemble des combinaisons linéaires

finies des éléments de F est dense dans H.

Définition 1.4 Une famille {e;,i € I} d’éléments de H est dite orthonormée si

1 sii=j,

Viel, Vjel, (e,e) =68;=
0 s1i#7 .

Définition 1.5 Un systéme orthonormé dénombrable (e;):cr est dit complet s’il vérifie

l'une des deuz conditions équivalentes suivantes :

Base Hilbertienne

Définition 1.6 Une base hilbertienne de H ou base orthonormée est une famille ortho-

normée totale dans H.

P’roposition 1.1 Soit II un cspace de Hilbert pour le produit scalawre (, ) . Soit [¢a) 5,

une base hilbertienne de H . Pour tout élément x de H, il existe une unique suite (Tp),5,
n=p

de réels telle que la somme partielle > x,e, converge vers x quand p tend vers l'infini,
n=1

et cette suite est définie par x,, = {(x,e,). De plus on a

I IP= ()= [ e P

n>y1

on écrit alors



L’existence d'une base hilbertienne dénombrable n’est pas garantie pour tous les es-
paces de Hilbert. La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante de

T'existence d’une base hilbertienne dénombrable.

Proposition 1.2 Soit H un espace de Hilbert séparable ( i.e il existe une famille dé-

nombrable dense dans H ), alors il existe une base hilbertienne dénombrable de H.

Définition 1.7 (Espaces dual). Si X est un espace linéaire normé, alors son espace dual
est ensemble des formes linéaires continues dans X . Lespace dual est généralement noté

par X'. En d’autres termes,

X ={T:X >R, T est continue et linéaire} .

1.2 La fonction de Dirac

La fonction de Dirac ou "fonction delta" joue un réle pratique trés important aussi
bien en électronique et informatique qu’en physique quantique ondulatoire et physique

quantique des champs. Pour Uintroduire simplement, considérons la fonction définie par :

flz) = 1/a si —af2<z<af2

flz) = 0 s |z >af2

La représentation de y = f(x) est un rectangle de largeur «, de hauteur 1/« et de
surface unité. La fonction de Dirac peut étre considérée comme la limite, lorsque a@ — 0

de la fonction f(x). On a donc

Mz) = 0, i w20

diz}] = wo, siw={

11



avec

+oo +E
](5(1)(13; = ]J(I)dr =1
Par extension nous avons :
(z—xz) = lsiz=ux
= & mtay

et

fd(x — I’g)dt = lsixzg € [LEl,SEQ]

Iy

= 0sizg ¢ [21,22)

Pour une fonction g(z) continue en z = 1z on a :

ft?(a: —zo)g(z)dr = g(xo) si zy € [T1, 23]

= 0Osiz#1g

1.3 Méthode a noyau reproduisant

En analyse fonctionnelle, un espace de Hilbert & noyau reproduisant (RKHS) est un
espace de Hilbert spécial associé a un noyau tel qu'il reproduit (via un produit scalaire)
chaque fonction dans l'espace. Le sujet a été originallement et simultanément développé
par Nachman Aronszajn en 1950, qui affirme dans son théoréme de Moore-Aronszajn que
tout noyau symétrique défini positif définit un unique espace de Hilbert & noyau repro-
duisant. Le théoréme apparait pour la premiére fois dans 'article Theory of Reproducing

Kernels Aronszajn [1].

12



Définition 1.8 Une fonction symétrique K (.,.) :X x X — R est dite semi-définie po-
sttive st [
Vi€ N Vzy, ...z € X, VA1, . A €R, D XMK (z1,25) 2 0

ij=1
Définition 1.9 Un RKHS est un espace de Hilbert H de fonctions définies sur X a

valeurs réelles, tel que
Vee X, IM; R, |f(2)| < M| fll5

En d’autres termes, la fonction d’évaluation L, : H — R, définie par L, (f) = f (z)
est une forme linéaire continue. D’aprés le théoréme de Riesz, il existe donc un unique

¢lement K, de H vérifiant

Définition 1.10 La fonction K (.,.) définie par K (3:,3:') =7 (zr) s’appelle noyau
reproduisant de l’espace hilbertien H.

Proposition 1.3 Soit K (3:} .’E,) un noyau reproduisant d’un espace hilbertien H de fonc-
tions définies sur X a valeurs réelles, alors K (T T) =K (.’1:', T) JVz,z € X (symétrie),

K (.,.) est semi-définic positive, (I( (s B (;17', .))” =Kl = K (:7:,:7:') (pro-

Théoréme 1.3 (de Moore-Aronszajn) A tout RKHS correspond un unique noyau re-
produisant. Inversement, si K (.,.) est une fonction semi-définie positive et symétrique
sur X x X, on peut construire un unique RKHS de fonctions a valeurs réelles, pour lequel

K (.,.) est un noyau reproduisant.

1.3.1 L’espacc a noyau rcproduisant W3 [a, U]

Fn 1086, (i [9] 2 mantré que WEa B] est un espace de Hilbert & novau reproduisant

MKHS), an conrn don dermidron annéen. plunionra recherchea ont montre que cortaing
. /1 ‘ {

13



problémes pourraient étre résolus dans l’espace & noyau reproduisant W3 [a, b].

Basé sur l'espace & noyau reproduisant établi par Cui Minggen et en redéfinissant le
produit scalaire, le noyau reproduisant de W3*[a, b] peut étre considérablement simplifié
et exprimé par des polynémes.

On définit 'espace de fonction WJ"[a, b] par :
Wila, b] = {f Ja,b] = R, £ %D sont absolument continues, f™ ¢ L?[a, b}} .

Le produit scalaire et la norme dans WJ*[a, b] sont définies respectivement par

m—1 b
(F.9) = Y. fO@e(@) + / £ ()™ (z) de, (1.3)
17l = VTF@ @) f(@), o) € Wila. b).

Théoréme 1.4 Wj"(a,b] est un espace a noyau reproduisant si et seulement si pour tout

z € la,bl, I: f— f(x) est une fonctionnelle bornée dans Wi*|a,b].
Théoréme 1.5 l'espace de fonction Wi*|a,b] est un espace de Hilbert.

Preuve. En supposant que{f,},-, est une suite de Cauchy dans Wj"[a,0], ie, si
n — oo, alors
m—1

o = 1l = 3 [18,00) ~ 19(@)]

=0
’ (m) 2
1 ™
+/ [fn+p($) - f! )($)] dz — 0
Par conséquent, on a
£2,(a) = f(a) = 0,i=0,1,..,m 1

n+p

14



et b
[ [ - 9@ az 0

ce qui indique que pour chaque i (0 <7< m—1),la suite{ ff,gi)(a)} est une suite de
n>1
Cauchy et { f,(f)} est une suite de Cauchy dans L?[a, b]. Donc, il existe unique nombre
n>1
réel A; (0 <i <m — 1), et une fonction unique h € L?[a, b] tel que :

lim fP(a) =X (0<i<m—1)

et
b

tim | [f™(z) - h(z)]" dz =0

n—oeo
v a

En supposant que

9(@"}:22’[(z~a)}°+/:/:....fh(g;) (dz)™,

puisque /u € L[a, b] donc g~ (z) = Ay_1+ [ h(z)dz est absolument continue dans
[a,D] et g™ (z) = h (x) est vrai presque partout dans [a, b].
D’oti g € W3'[a,b] et g (a) = \; (0 < i< m —1). De plus, on a

ne |

o =gl = D [f9(a) - g9(a)]”

+ [P @) - 6] da
=T (@] +
12 [#m) - h(m)]zdm 0

a
Par conséquent, Uespace de fonction Wi u, U] est uu espace de TTilbeil. m

Théoréme 1.6 L’espace de fonction Wj*|a,b] est un espace & noyau reproduisant.



Preuve. En fait, pour z € [a,b] et f € W]'[a,b], on a
§nD@) = @)+ [ @),
d’ou

|7 D(@)| < [ a)| + f )] de

A

b
|f(m—1} (a)| Jr‘/. |f(m)($)| dz,

et comme

b b
]‘f(m)(ﬂf)ldf < \/(b—ﬂ)/ |1 ()| da
— ﬂ}l\//b”(m)(w)lz dx
o m—1 " b 3
< | Y0P+ [ 1@ ds

o
= M| fllwpag

On nobe gue poue Lol (0 =28 <D — 1), one s,

|f(i—l)(a)‘ _ |f{i71)(a)|2 (1.4)

IA

m—1 b
0P + [ 15 de = W lhygion

=0

par conséquent

|/ )| 2 M, IS Nz fay - )

16



On note que

| £ (=)

IA

I

a partir de (1.10) et (1.11), on a

IN

| F=2 ()|

= M Hf“wzm[a.,b] :

De méme, on a

2@+ [ 1@ i
b
1m2@)]+ [ 1) do

”f”wzm [a.b] + M (b—a) Hf“pv;m{a,b]

[Z(H)]=If(z)| <M, ||f||w'2;n[a,b] ;

Alors I est une fonctionnelle bornée dans WW,"[a, b] et W,"[a, b] est un espace & noyau

reproduisant. ®

Proposition 1.4 On note par R,, (z,y), un noyau reproduisant de Wit[a,b|. Alors

Yl al(y) et
Rm (ws y) =
3O g

Exemple de RKHS

Exemple 1.1 On considére lespace de Hilbert H

T <y,

H= {f()]f() est absolument continu dans [0,1], f'(.) € L*[0,1], f(0) = O}

muni du produit scalaire

,9)g = / F ) de

17



H est un RKHS et son noyau K est défini par

K (s.t) = min (s.t)

en effet, on a. pour tout z € [0,1] et f € H

|f(z) = O] = |f(z) — £(0)|
vz | fly

IN

| f(z)]
/Oxf'(t)dt’

Et on a par définition, pour tout x € [0,1] K (.,,xz) = min (.,z) € H. De plus

(f Ky = ] F K, @)t
= f:f'(t)dt:f(x)

qui montre que K est le noyau associé a H.

18



Chapitre 2

Solution analytique et approchée

Résumé

Dans ce chapitre, on applique la méthode de noyau reproduisant dans 'espace de
Hilbert pour résourdre une équation hyperbolique intégro-différentielle du second ordre
avec une condition intégrale. La solution analytique est représentée sous forme de séries

de Fourier, et la solution approchée est obtenue par une méthode iterative.

19



2.1 Introduction

La recherche des solutions analytiques et numériques de différents types d’équations
aux dérivées partielles (EDP) est un sujet trés important et intéressant dans l'étude
de nombreux problémes physiques. L'une des plus importantes équations est ’équation
intégro-différentielle.

En général, il est difficile de résoudre les équations intégro-différentielles analyti-
quement. Dans de tels cas, le rapprochement des méthodes d’analyse numérique donne
d’autres possibilités afin de trouver des solutions approchées.

La méthode de noyau reproduisant est un outil pratique pour construire une solution
approchée des équations aux dérivées partielles sans discrétisation , en outre la solution
numérique obtenue par cette procédure converge rapidement vers la solution exacte avec
une petite erreur et une bonne précision apres seulement deux itérations.

La théorie & noyau reproduisant a des applications importantes en analyse numeé-
rique, équations différentielles, probabilités et statistiques, etc. [3; 4;10]. Ces derniéres
années, un intérét croissant a été devoué a la résolution des équations engendrées par
des npératenrs en ufilisant. le noyan reprodnisant. Dans [ﬁ] (i Minggen a résnin des
équations engendrées par des opérateurs linéaires. Dans [5;6], les auteurs ont résolu une
classe d’équations engendrés par des opérateurs non-linéaires. Dans [7-8], les auteurs ont
donné une méthode de mise en ceuvre pour résoudre I’équation de Burgers [7] et 1'équa-
tion intégrale [8]. Yang Lihong a proposé la méme méthode [12] pour résoudre une classe

d’équations intégro-différentielles.

20



2.2 Position du probléme

Le but de ce chapitre est de développer la méthode & noyau reproduisant dans l’es-
pace de Hilbert pour fournir une solution approchée pour le probléme aux limites du
second ordre de I’équation intégro-différentielle du type Volterra. On raméne les condi-
tions initiales non homogénes & des conditions homogeénes en introduisant une nouvelle
fonction.

Plus précisément, on considére 1’équation intégro-diférentielle suivante :

B e /ta{t — £} Blls, D, $))is, (2.1)
0

pour tout (z,t) € @ = (0,1) x (0,1),

a laquelle sont jointes les conditions initiales

U(z,0) = ¢ (2), Us(2,0) = @, (z), (2.2)
U.(0,8) = % (1), (2.3
et la condition intégrale
S
/ [7(w, t)dr =0, (2.4)
0

ou f, K,a,¢q, oy et 1 (t) sont des fonctions données telles que
o1 (0) = 5(0) =0,4:(0) = (0) = 0.

L’opérateur K (t,u(z,t)) est linéaire par rapport a u et continu par rapport aux va-
riables ¢ et u. La fonctlon a est continue, et on note I = ax la(t)] .

Afin de mettre les conditions initiales, la condition iﬁtégjfale d’équation (2.1) dans
I'espace & noyau reproduisant H s 3y qui sera construit dans les sections suivantes, on doit

homogénéiser ces conditions. Soit u(z,t) = U(z,t) — ¢, (z) — ty, (z) — (z — 1/2) ¥ (1) ,

21



alors le probléme devient

Oy  B? !
o g =SB0+ [ o= K G ute,)ds 25)

avec

w(z, 0) =0, w(=z, 0) =0,u.(0,£) =0,

1
/ u(z,t)dz = 0.
0

2.3 Espaces de Hilbert & noyau reproduisant

Pour ’étude de ce probléme, on introduit quelques espaces de Hilbert & noyau repro-
duisant.

Soit

H3[0,1] = {u :[0,1] = R, u,u,u sont des fonctions absolument continues,

u® € 120, 1], (0) = /u(w) -

0

On note respectivement le produit scalaire et la norme correspondante de I'espace H3[0, 1],

par
(w,v)y, = Y u®(0)p?(0)+ f 1u(3)($)v(3)($) dz, (2.6)
i=0 0
lully, = 1/{u(®), u(z)) g, u(z), v(z) € Hs[0,1].

On donne le résultat suivant :

Théoréme 2.1 Hj [0,1] est un espace de Hilbert a noyau reproduisant, autrement dit,

5 ! roa ,
pour chaque x € |U,1]. ol exste G, € Hyl|U, 1|, telle que\u,tv' = u(x) pour toul

B
[ H

22



u € Hy[0,1]. Le noyau reproduisant G, (y) est donné par

ol

a (z)
as (x)

az ()

aq (LII)

6 N i C(x) o8 ;
im0 (T) YT — (';cz}oy ) y<az,

Gz(y) = (2.7)

6 L (54 6
2 bi(z)y b o (;guy , <Y

2/65 — 21/260x% — 7/2602* 4 21/1040z* + 2° /3900 + 7/52002°
—x* /24,

—21/260 + 253/1040z% 4 253/31202° 4 7/4160z* — 7/104002°
+7/6240025,

7(—720/187200 — 60/187200x% — 20/187200z* + 15/187200z*
—6/1872002° | 2%/187200),

—7(—720/249600 — 60/249600z> — 20/249600z° + 15/2496002*
—6,/2496002° + 2°/249600),

7(—720/624000 — 60/6240002* — 20/624000z° + 15/6240002*
—6/624000z° + 2°/624000),

1+ 7(—720/5200 — 60/5200z* — 20/5200z° + 15/5200z*

—6/52002° + 2°/5200), b3 (x) = 0,
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by (z) = —21/260+ 253/1040z* — 7/31202° + 7/4160z*
—7/10400z° + 7/624002°,

by(z) = —T7/260+ 253/31202% — 7/9360x> + 7/12480z"
—7/31200z° + 7/1872002°,
bs (z) = —x/24—T7(—720/249600 — 60/24960022 — 20/2496002>

+15/249600z* — 6/2496002° + 2°/249600),

bs (z) = 1/120+ 7(—720/624000 — 60/624000z% — 20,/6240002*
+15/6240002" — 6,/6240002° + 25 /624000),

C(z) = 7(—720/5200 — 60/52002> — 20/5200z> + 15/52002*

—6/52002° 4 2°/5200).
Preuve. On a

2 1
(w62), =S w0600 + [ wP0)E) d 28)
=0 0

Intégrons par partics plusicurs fois le second membre de I'équation (2.8), on obtient

= Y u(0) [@S}(O) - (-1)* G&S‘”(O)]
=0

T (-1)*FuP(1)GE(1)
=0

(u(y), G=())

Hjy

. / u(y) GO (y)dy.

Comume u(x) € H3[0,1], alors on a



ce qui implique

(u(®),Ca(), = u(0) [G(0) - GP(0)] + (2.9)

En vertu de <u; @I> = u(z) et (2.9) il résulte que C;'I(y) est la solution de I'équation
Hj
différentielle suivante :

COy)+C () =—d(y—ua), (2.10)

avec les conditions aux limites

Gz(0) — GP(0) = o, (2.11)
Z30) - G¥(0) = o,
Geé-9(1) = 0, i=0,1,2.

T

Comme = # vy, alors la forme générale de la solution de I'équation é;{cﬁ) (y) + C ()

— —0 (y — x) ,est

5 R 6
~ Zle a; (-’E) ylil - %1 "J S z,

E?:l bi (x)y™! — C(;Q)Uy ) L

Comme C?‘fuﬁ)(y) +C(z)=—-d(y—=z), alors on a

GOz4+0) = GPz-0), i=0,1,234. (@19
GOz —0)— GOz +0) = 1. (2.13)
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De plus, compte tenu de G, (y) € H3[0,1], on a
AL 1 ~
=0 [ Gty —o (2.14)
0

A Taide des égalités (2.11)-(2.14), on peut trouver les coefficients inconnus de (2.7).

Définition 2.1 On définit U'espace

7 " s .
u(t)|lu,u ,u" sont des fonctions absolument continues

0,1 =
’ sur [0,1],u® € L2[0, 1], 4 (0) = u(0) = 0.

Le produit scalaire et la norme dans Hj [0, 1] sont définis respectivement par

g = 3OO0 + [ WO d

i=0

||u||Hé = /(u,u)Hé,u,U € H;[0,1].

H} [0,1] est un espace a noyau reproduisant et son noyau est dénoté par

4 l 22 1 849
—S——9t+ st 4+ 5577, s <1,
Gyt)={ 12 (2.15)
— st + mz“+ s34, L

Définition 2.2 On définit 'espace

u(z, )Ia'-? 5z est une fonction absolument continue sur Q,

H(:{:&) {Q) = Dh-{}'*z c 2 (Q) ’ u(r 0) au_zo _o.
% = fo u(z,t) dr = 0.
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dont le produit scalaire et la norme qui sont notés respectivement par

> o o o
{u, U>H(3.3) Z/ |:at3 atz )3t3 ati 7700, t):| dt +
o’ od
Z <@u($ 0), == % v(z, 0)>H3 +
3 83 83 63
/ / [Faﬁ t)@ﬁv{x, f):| dtdx,

||uHH(3‘3) = {1, u)H{S’S],u € Hgzs) (Q)

Définition 2.3 H33) (Q) est un espace & noyau reproduisant dont le noyau Gy ) (z,t)
est donné par

Glys) (2:) = Gy(2)Gs(t)
pour tout (z,t) € Q et on a
u(z,t) = (u(y, s), Gy (¥, 5)>H(3,3)

et
G(.Lﬂ (y S) = G(y,s) (33, t)

On définit I'espace de Hilbert a noyau reproduisant H;[0, 1] par
H1[0,1] = {u(.)|u(.) est absolument continue sur [0, 1],u'(.) € L?[0,1]}
dont le produit scalaire
1 I
(u, v) g, = u(0)v(0) —e—/ w (w)v'(x) de,
0

et la norme
lull g, = 1/ (w, u) g, u,v € Hi[0,1],
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Définition 2.4 On définit l'espace

; P
Huin(Q) = {u|u est absolument continue sur @, 8:::;1: € L? (Q)}

Le produit scalaire et la norme dans (1.1) (@) sont définis respectivement par

(ulz, 1), vz, 8) g, = /0 [i (0, ) aa (0, t)] dt
+ {u(z,0),v(,0)) g,

/ f La_a“% 5V, t)] dtdz,

lullg,, = /() ul@, ) g, u € Ha (@)

H11y (@) est un espace & noyau reproduisant, ainsi, son noyau reproduisant est

R(y:s)(I: t) = Ry(’r)és(i)

ou
. 1+y, y<uo,
Ry(z) =

1af 2 gy,
2.4 La solution exacte et approchée

On définit I'opérateur différentiel L : Hzg) (Q) — I;T(Ll) (Q) par

Pu Fu
Lu ; 2.1
(z,8) = 82 9x?’ ]
Par conséquent, 1'équation (2.5) devient
Tulwt) = Flzdulnt) (2.17)
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ol

ﬁ’ (z,t,u(z,t) = flz,t) + /a (t — s) K(s,u(x, s))ds, (2.18)
0

telle que u(2,t) € Hez) (Q), F (z,t,u(z,t)) € Hu1y (Q) et pour u € Hizz (Q) on a

15 (Wl g, < Cllullg,, -

I est facile de montrer que L est un opérateur linéaire borné de Hzs) (Q) vers

Huy (@)
En effet
2 2,12
Wian = |32 ~ 822,
.y
|’ FPull”
i ) N D - ]
ot Ha,ny e Hu
d'une autre part, on a
u(z,t) = (uly, 5). G W)Cils))
H.z3)

ce qui implique

~ 2 o
gz, t) = <u(y, Al Gz(y)%cr't(s] >H

. % .
welet) = (ul5), G gzGa))
Hs.3)



et par conséquent

9
ua(@OF < ol 8tzcw; 2
P < i G t)
e, O < Nl || g Cal) } (.0
3
d’aprés la continuité de G,(y), Gy(s), 2 = 2 Gu(s) et Z5G4(y), il resulte que
|Cstw. )| = | Gats )| <0
Hy HY
% 9? .
—Gs(y, = e i < M,.
[ECTORS) [T (e =
Ces dernieres estimations impliquent
”LU”H(l (@) = <M ||”“H(3 3!
ot M = M2 M2+ M2 M?
Soit § = {(z1,%1), (Z2,t2) ; oe.. } un s.ensemble dénombrable dans @, donc on définit
i ("L?t} o R{:ﬁ;,t.‘){‘rﬂ1 t)1 (219)
w; (x,t) — L p;(x,t) (2.20)
= LGy (%:1) /s)=(aito)- (2.21)

Lemme 2.1 Si S est dense dans @Q, alors, {w; (z,t)};2; est un systéme complet dans

Hz 3 (Q).

Preuve. Pour lout 4, sion a {(u(x,t),w; (x, L))H,s 5 0
(=2
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alors

(u(z, 1), w; (z, t))Hm)
= (u(z,1), L"p; (z, )y,
= (Lu(@.t),9; (2, )) g,
<Lu($,t),R(mz-,t,-)(‘rit)>HU‘1]

= Bulmt)=10

ce qui implique Lu (z,t) = 0 (d’aprés la densité de S).
D’aprés 'existence de L™, il s’ensuit que u (z,t) = 0.
Ce qui achéve la démonstration. m
oo

En appliquant le procédé de Gram-Schmidt, on obtient une base orthonormée {w; (z,t)};",

de Hz g (Q), telle que
wi (z,8) = Y Bywi (z,t) (2.22)
=1

ou f3;; sont les coefficients d’orthogonalité définis comme suit

/311 = 1/ le” :/81':; = 1/d’1

i-1
j|wi||2 - }_}:‘;’3, et pour A <J ¢, on a
=1

Ofldi—‘

=1
B =—(1/di) Zcijﬁjk:

=k

ol Cij = (wi, wj)H(a‘s) 4
Lemme 2.2 51 5 est dense dans (), alors, la solution exacte de l’équation (2.16) est
00 1 "
wlE, )= Z Z B F (0, 1 ulmyts Y) g (48) - (2.23)
i=1 i=1
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Alors
s, k) = ZA,—wi (z,1),
=i

on définit la fonction initiale ug (z,t) = 0, et 'approximation de u (z, ) a Ditération

7, par

uy (z,8) = Y Aoy (z,1), (2.25)

ou les coefficients A; sont les approximations de A; donnés par

A
Al = ByF (=it wilzisti)), (2.26)

2

A
Zﬁsz (), 5, w51 (25, 5)) ,
j=1

o
I

- t A
A = Y Bl (25,85, 1(madi)) -
j=1
Théoreme 2.2 5i S est dense dans (), alors
A
(L) (2.0) = F gt tea(5.2)

ol u, (x,t) est donné par (2.22)

Remarque 2.1 Dans la pratique, la solution approchée ul' (z,t) peut étre obtenue en
groneand wre nownbre find do bormoe dane lo roprdovondation do odrie do wy, (0, 1), ainaog
m

w2, ) = 508 B F (@4, t, tn1(25,15)) @ (1) (2.27)

i=1 j=1
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Théoréme 2.3 Si HfotK(s,u(s))dsHﬁ( S Cllully, et0<C LILY| < 1, alors

Mg
=

Uy (225°E) u(z,t) quand (n — o0).

Preuve. D’aprés le théoréme 2.2, on a
A
(Lug) (2,2) = Fz; b uaa(z,1)) 5

d’autre part, on a

(L) o, ) = F (.4, ule, B),

done

lun (2.1) = u @ )5,

= HL—l (f (z,t, Un_1(z, 1)) — ﬁ(w,t, U(:L',t)))

Hsay

A A
< 10| (F o tomsto) - Fortiate)
Hi (@)
i
< [[Z7Y| } (/ a(t—s)K(s,u,_1(z,s) — u(x, s))ds)
0 Jq(].l}(Q)
< Cmax |a(®)] |[L7] llun- (@, 8) = w (@, )|, (2.28)

En vertu de C' I ||[L7Y|| < 1 et (2.27), on aboutit &

Mg
u, (z,t) — u(x,t) quand (n — o0)

-l
Proposition 2.1 On suppose que u, (z,t) —° u (z,t) quand (n — o0), alors

giti gi+i o
Bxié’tfu (z,t) — wun (z,t)| — 0, =% oo F =01, 8,




Preuve. Pour chaque (z,t) € (@), on a

Iu (:B,t) — Up (I?t” = <u(y1 S) - un(y,s), G(y,é‘) {.’.C, t)>H(3!3)
S ||u(ya S) - 'u'n,(yy S) ||H(33) ||G(y3) (x3 t) ||H(3’3)

< C)'1 ||“(y: 3) - un(ys S)”H(s,.'!.) —* O, n — 0.

D’autre part, on a

i ) = () ) = (o) (1) (:9) 20 )

Ha)
0 . .
< Ny 8) = wn¥ )l | 5-Cu@|| |0
Hy Hj
< Gy ||luly, s) — ua(y, s)||H( —0, n— oo

3,3)

de la méme maniére, on trouve

e (2,2) — (), @ D)) < C lluly.s) — ualy, llg, =0, m— o0
izt (2,8) — () (28] < Ci Ny, s) — unly, )l — 0, m— o0
sz (2,7) = (), (2, 8)] < s (g 8) = ta(y, ), = 0 11— 00
e (2.8) — () (2.8 < G fuly.s) = wnlw )z, — 0. n— o0,

ou C1, Cy, C3, Cy, Cs5 et Cy sont des constantes positives. m
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Chapitre 3

Solution numérique

Pour montrer 'efficacité de la méthode proposée, on traite deux exemples, les solutions
numeériques obtenues a partir de cette méthode sont comparées aux solutions exactes.

Afin de calculer la solution approchée u!™ (z,t) donnée par (2.24), on prend

(x;,t;) = (i/N,k/M),i=0,1,.N,k=0,1,.M.j=0,1.m=N x M,

6:? (.’L’, t) = Iu(r t) — Uy, (2:1 t)l 3 (ET T (5"’ t) = |uxl(l t) - (u?)xm (.t,t)l ?
(en)(z.t) = |w(z,t) — (up), (2. 0], (7). = |uae(z,?) — (u) e (,2)],
() (2,8) = |ualz,t) — (up')y (z,8)], (), (2. 1) = |ua(z, t) — (u'), (2, 2)]

Exemple 3.1 Considérons ['équation hyperboligue intégro-différentielle suivante :

2 2 "

pour tout (x,t) € Q@ = [0,1] x [0, 1], avec les conditions initiales

B (2,0 A (0,1 .
u(z, 0) = ”g )_o:”’éx ):4/3#,
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et la condition intégrale

1
f u(z,t) de =0,
0

ol

J(@,8) =~ + (£°2)/90 - (2)/60 + 2~ (2/3) + 2°/2).

La solution exacte est donnée par
u(z,t) = (2*/2 — z/3)%.

Pour homogénéiser la condition initiale on pose v(z,t) = u(z,t)+1/3 (x — 1/2) ¢, alors

le probléme devient

8%v

20 — 28 = Fx,t) + fy u(z, s)(t — 5)%ds,
'U(E, O) _ Ov(z,0) U}ﬁv((),t) _ 0

- at oz ’

fol wlx A} de =0,

ol

Flz, 1) = =1 + /180 — (t°2%) /60 +2(—(1/6) + 22/2).

La solution approchée w™ (x,t) est calculé par (2.26), les résultats numeériques aux
noeuds sélectionnés pour n = 2 et m = 9, 25, 36, sont donnés par le tableau 1; Fig. 1, Fig.
2. On mentionne, qu'ont peut calculer la solution approchée aux quelques points dans
le domaine d’intégration, en outre, les résultats numériques des solutions approximatives
des dérivées partielles de u (z,t) d’ordre inférieur ou égal & deux aux noeuds sélectionnés

dans () sont présentés dans les : tableau 2, tableau 3, tableau 4 et fig. 4, figure. 5, fig. 6,
fig. 7.



Tableau 1 : comparaison des résultats de 'exemple 3.1 (n=2, m=9),(n=2, m=25),(n=2,

36)

(2.8 wx: 1) (5. 1) &1 1) 7 (5. 8) &3 (2. 1) B (5 1) 3 (x:.1)

(0.00,0.01) [-0.0000166667 | -0.0000166778 | 1. 11208 = 107% |-0.0000166716 | 4.91396 x 107 |-0.000016669 |2.38327 = 1075

(0.10,0.05) |-0.000404167 |-0.000405767 |1.60037 x 107% [-0.000404768 |6.02607 x 107" |-0.000404477 |3.10828 » 107

(0.15,0.10) |-0.00155417  [-0.00156353  |0.0000113397 |-0.00153794 [3.77362 x 107% |-0.00153618 |2.0131¢x 10¢
(0.33,0.20) [-0.00421667 |-0.00426832 |0.0000318486 |-0.00422809 [0.0000114209 |-0.00422364 |6.97376 x 107¢

(0.49.0.31) |-0.00447986  |-0.00452636 |0.0000469975 |-0.00448892 [9.0349x 107% |-0.00448325 |3.38878 % 107F

(0.37,0.43) | -0.000853875 [-0.000797115 |0.0000367602 |-0.000841921 [0.0000119539 |-0.000843941|9.93407 « 107

(0.69,0.52) (0.0193021 0.019722 (.000419921  [0.0193944 0.000092309 |0.0193631 0.0000630357
(0.73,0.71) | 0.0503008 0.051337 0.00103622 0.0303752 0.000274416 [0.0504998 0.000199064
(0.81,0.73) | 0.0860012 0.0875237 0.00152233 0.0864201 0.000418201 |0.0862948 0.00029338¢
(0.99.0.99) [0.316948 0.321906 0.00493732 0.318391 0.0014427 0.317979 0.00103081
Tableau 2

(it ux(xat) [(B)a(xat) [(35)laint)  |udxat) (B35 dxit) [(8%)dxit)
(0.00,0.01) |0 0 0 —0.00333333 |-0.00333405 | 7.13641 = 1077

(0.10,0.05) |0.00025 |0.000250251 {2.51433 = 1077 |-0.0161667 |-0.0161843 |0.0000176095
(0.15,0.10)|0.0015  [0.00150485 |4.84998 x 107° |-0.0310833 |-0.0311394 |0.0000561166
(0.35,0.20) (0.014 0.0140271 0.0000271309 |-0.0421667 |-0.0422407 |0.000074026
(0.49,0.31) | 0.047089 |0.0471834 | 0.0000944407 |-0.0289023 |-0.0289344 |0.000032102%
(0.57.0.45) |0.115425 | 0.113671 0.000245572  |-0.003795 |-0.00370955 |[0.0000854539
(0.659,0.32) | 0.186376 | 0. 186966 0.000390195 | 0.0742387 0.0746015  |0.000362857
(0.73.0.71) | 0.367993 [ 0.36889 0.000896873 |0.141692 0.142524 0.000831219
(0.81,0.73)|0.431649 |0.432628 0.000978623 |0.23562 0.236766 0.00114628

(0.99.0.99) [0.970299 | 0.971634 0.00133453 0.640299 0.643342 0.00304273

Tableau 3

(i £2) el 8) | (B (50 £) [(ED)=xlxa ) | velxi £1) @B e(x ) |(BD) (a8
{0.00.0.01) |0.0001 0.0000987379 | 1.24214 x 107% [-0.333333 —-0.333476 0.000142168
(0.10.0.03) |0.0023 0.00251529 0.0000152936 |-—0.323333 —0.323982 0.000648639
(0.15.0.10) |0.01 0.0100352 0.0000351715 |—-0.310833 -0.511781 0.000947982
(0.35,0.20) |D.04 0.0400798 0.0000798286 |—-0.210833 —0.210834 7.3059 x 107
(0.49.0.31) |0.0961 0.0961258 0.0000257520 |—-0.0932333 |—-0.0933337 |0.000100397
(0.57.0.43) |0.2023 0.202738 0.000237996 —0.00843333 |—-0.00795028 | 0.000483057
(0.69,0.52) [0.2704 0.270343 Q0000265408 |0, 142767 0. 144576 0,.00180051
(0.73,0.71) |0.5041 0.503912 0.000188392 0.199367 0.201834 0.00226726
(0.81.0.73) {0.5329 0.533143 0.000242932 0.322767 0.325617 0.00284984
(0.99.0.99) |0.9801 0.974642 0.00545754 0.646767 0.657132 0.0103634
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Tableau 4

Can £ il 6 | (85 3aln £ | (a3 T el &)
(0.00,0.01)|0 0 0
(0.10.0.05) |0.01 0.01001356 0.0000156324
(0.15,0.10) |0.03 0.0301219 0.000121915
(0.35.0.20)10.14 0.140316 0.000315841
(0.49.0.317|0.3038 0.304566 0. 000765789
(0.57.0.45) |0.513 0.514339 0.0013393
(0.69.0.52) |0.7176 0.719383 0.00198293
(0.73.0.713|1.0368 1.03993 0.00333317
(0.81.0.73) |1.1826 1. 18586 000326277
(0.99.0.99) [1.9602 1.96366 0.00346393

P
004§ ’
.00 %:

00021 P ;"‘7; sl

A =
VA
0.0004 2>, &,
"‘\(‘_ ¢ =

0.0 R ._“::i

Figl.ed(z,t) = |u(z,t)—uj(z, 1)
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A partir des figures 1-2, on remarque que Perrenr ahsolue est. monotone décroissante

sl m est croissante.

Fig3.(e) (z,t) = |us(z,t)— (u3®), (z,2)|

40



Il‘
0608 f
& Ul'l(!§ T

Fig4. (egﬁ)zt (r,t] = |uﬂ(x, t) — (uge)xt (z,t)|
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4001}

nanph &

Fig6. (€3°), (z,t) = |uw(z,t) — (u3°), (z,1)]

(00 (k5 S
1
wno2§
*
¥
9.001 ¢

{-'uouiv_ /

Fig.7 (e5?) _(z,1) = |use(z,2) — (u3°)__ (z,1)]

Exemple 3.2 Considérons l'équation intégro-différentielle suivante :

Pu_

- = a0+ [ e[t sparyis,



avec les conditions 1nitiales homogénes

Ju (z,0) du (0,1)

_ _ — 1 /443
i, 0) = = 0, e 1/4¢°,
et la condition intégrale
1
/ (k) de = 0,
0
ot
flz,t) = —3t%2 —1/8(—6+ 6expt — £(6 + (3 +1)))2*(—1 + z?)

+6t(—z/4 + 22 /2).
La solution exacte est donnée par

u(x,t) = (2°/2 — z/4)t3.

Pour homogénéiser la condition initiale on pose v(z,t) = u(x,t) + 1/4 (z — 1/2) ¢, alors

le probléme devient

O _ 0% _ l*'(a:, t) o fﬂ' exp(t - s)(f; (T, s)d?‘)dS,

ot2 dz2
'U(.',C_, 0) - {)Ugl:,o) - U7alég:t) — U’
fol wlenith gy = B;
ol
F(z,t) = -3t*z+6t(—1/8+2°/2)

1/8( 61 6expt (6 1 £(3 1 ¢))x( 11 2%).

Les résultats numériques sont présentés dans : Tableau 5, Tableau 6, Tableau 7,

Tableau U, Thg. U, Tg. 9, Thg. 10, Thg. 1L, Thg. 12, Thg. 13, Tig. 14, Tig. Lo,
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Tableau 5
(i ts)

u(xi, 1)

I

3)(xi, ;)

(0.30,0.28) —0.00244765 -—0 00112259 | 0 00132506

) t)

(@))% (i)

(e2°)Cxis )

—0.00178031  0.000667342 |=0.00192337

0.000524278

(0.39,0.36) —0.00444821 | —0.00280969 | 0.00163852

| —0.00372377 0.000724436 !—0. 00381837

|0.000629838 |

(0.40,0.35) ~0.00398737 |-0.00245891 | 0.00152847 | —0.00332637 0.000661003 —0.00341583 | 0.00057154
(0.53,0.49) —0.00594851  —0.00427161 0.0016769 | —0.00545591 0.000492602 —0.00569093 |0.000257575
1(0.65, 053)‘0 00183305 | 0.00290337 |0.00107032 |0.00140105 | 0.000432002 0.00137281 |0.00046024
1(0.70,0.66) 0.0133686 | 0.0156877 | 0.00231913 | 0.0125115  0.000857098 0.0124948 | 0.000873746
1(0.80,0.72) | 0.0488955  0.0493387  0.00044321 | 0.0469464 000194912 | 0.0469407 |0 0019548
(0.85,0.80) |0.093216  0.0933302  0.000114202 0.0915202  0.00169579 | 0.0914674 | 0.00174864 |
(0.90,0.81) | 0.12728 | 0.123396  0.00388447 0.124356  0.00292362 |0.124812  0.0024684
1(0.99,0.99) 0349453 | 0.332598  0.0168542  0.347782  0.00167057 |0.349213  0.000239825
Tableau 6

xnl) 1y (i, 2:) I (uéi)x(xiatf) | (e%s)x CTNHRRTIEINY) | (1155):(11':11') (Eis)x(xi,fz‘)
(0.30,0.28)  0.00296352 | 0.00145401 0.00150951  —0.0262248 —0.0228039 0.00342086
1(0.39,0.36) | 0.0106446 | 0.00746814 0.00317643 | —0.0370684 —0.0337182 0.00335023
1(0.40,0.35) 0.01029 | 0.00717276 0.00311724 | —0.0341775 —0.0311328 | 0.00304474 |
(0.53,0.49) 0.0495714 | 0.0433775  0.00619394 |—0 0364194 | —0.0338704 | 0.00254905
(0.65,0.53) 0.0943508 | 0.0833717 | 0.0109791 |0.0103757 | 0.0105503 |0.000174527
(0.70,0.66) 0.21131 0.195493  0.0158165 | 0.0607662 | 0.0660309 |0.00526466 |

(0 80,0.72) | 0.358318 | 0.342021 | 0.0162975 | 0.203731 | 0.215298 |0.0115672
(0.85,0.80) | 0.55488 | 0.531702 | 0.0231782 0.34956  0.369152 | 0.0195918
1(0.90,0.81) 0.645701 | 0.611614 | 0.0340873 0.471408  0.4915290 | 0.020121 |
(0.99,0.99) 1.42649  1.35617  0.0703112 1.05895 1.09074 0.0317951
Tableau 7 -

Geisti) e (is 1) | 025 )xx (i 22) | (€35 )ax (i 1) | w00 Oy 20 | (2%)ue (i 13) | (€3%)1 G, 1)
(0.30,0.28) 0.0197568 | 0.0103106  0.00944622 —0.18732 —0.18743  0.000110382
[(0.39,0.36) 0.0545875 0.0462883  0.00829917 —0.205935 —0.187809  0.018126
(0.40,0.35) 0.05145 | 0.0445228 0. 00692719 —0.1953 0. 179407 0.015893

(0.53,0.49) 0.187062 0.176862  0.0102 | —0.148651 —0.143963  0.00468775
(0.65,0.53) 0.29031  0.246423 10.0438872  0.0391538 0.0625089  0.0233551
(0.70,0.66) 0.603742  0.566541 0.0372006  0.18414  0.258125  0.0739855
(0.80,0.72) 0.895795 ‘0.8]4104 1 0.0816911  0.56592  0.661643  0.0957233
(0.85,0.80) | 1.3056 1.10434 0201263 © 0.8739  1.03352  0.159622
(0.90,0.81) 1.43489  1.22266  0.212233 1.16397  1.35027  0.186295
(0.99,0.99) 2.88179  2.66719 0.2146  2.13920  1.99638  0.142905
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Tableau &

(xe 2D to(xs 87 | (23 Ixelxe £ | (37 Y aelxe £
(0.30.0.28) |0.031752 0.0245887 0.00716327
(0.39.0.36) [0.08E7047 |0.0750938 0.01536109
(0.40.0.35) |0.0882 0.0747726 0.0134274
(0.53.0.49) [0.303498 0.283315 O.020183
(0.65.0.533 |0.534061 0_.503078 0.0309836
(0.70.0.66) |0.960498 0.952023 0.00147524
(0.80.0.72) [1.49299 1.50484 0.0118512
(0.85.0.80) |2.0808 2.07541 0.00539478
(0.90.0.81 |2.39148 2.34776 0.043728
{0.99.0.99) |4 32268 4. 1344 Q. 188285

E
]




Fig.9.e (z,t) = |u(z,t) —u)® (z,1)].

Maintenant, on fixe ¢ = 0.5, et on calcule les erreurs absolues .

oo | /
oo | /
.
LY 4
000015 | AN , /
i /
X s
A1 VIR . )
N\ /')/‘
62 04 06 08 10

Fig.10.e2° (z,0.5) = |u(z,0.5) — u3’ (z,0.5)|
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Fig.12. (e3°) , (2,0.5) =

L e ——————
us v
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0.0030 | - \
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ags L /. .-r—"f -\'\..__
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00013 /
j
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|(w),,; (z,0.5) — (u%s)m (z,0.5)|
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Fig.13. (e3°) _ (£,05) = |(u),, (z,0.5) — (ud®)__ (z,0.5)]
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Fig.14. (¢2’), (z,0.5) = |(u), (z,0.5) — (1.5%5): (z,0.5)|
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Fig.15. (¢3°),, (£,0.5) = |(u),(z,0.5) — (u3°),, (z,0.5)|

Conclusion Dans ce memoire, on a appliqué RKHSM pour résoudre une équa-
tion intégro-différentielle hyperbolique avec une condition intégrale. Les résultats numé-
riques ont montré que seul un petit nombre d’itérations peut étre utilisé pour obtenir des
résultats numériques avec une bonne précision. On constate que les erreurs absolues sont
décroissante de fagon monotone si m augmente. Les exemples montrent que la solution
approchée et ses dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal & deux convergent vers la
solution exacte et ses dérivées partielles, respectivement. Par conséquent, on confirme
que cette méthode est eflicace pour ce type de probléme. 'lous les calculs sont ettectués

en utilisant Mathematica 9.0.
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