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Résumé

Dans le présent memoire, on a présenté dans le deuxiéme chapitre la méthode de la
moyenne pour résuodre des systémes différentiels en donnant plusieurs exemples.
Le dernier chapitre est conscré & I’étude inverse,qui consiste a détrminer le systéme

connaissant les sclutions sous forme des cycles limites.



0.1 Introduction
Nous allons étudier dans ces chapitres des équations différentielles du deuxiéme ordre.

d
Y =F(,y)on y=y(z)et '= = (0.1)

b5
Ces équations peuvent se transformer en un systéme de 2 équations différentielles du
premier ordre. L’espace des phases est alors un plan. La forme générale d’un tel systéme

est :

J g = Plz.q)

Le premier modéle physique publié¢ dans la littérature qui, transformé en un systéme du

(0.2)

type (0.2), admette un cycle limite est ’équation :

d*y 1 dys dy

— 4e(=(=)—-=)+y=0 0.3
il M (0.3)
établie par Rayleigh (1945) et qui modélise les oscillations d’une corde de violon.

e Dans les années vingt, Balthasar van der Pol, un ingénieur hollandais, étudiait les pro-
priétés électriques des tubes & néon (van der Pol, 1922). A cette époque 14, les oscilloscopes
n’existant pas encore, il surveillait I’évolution de son circuit en écoutant les changements

de tonalité dans un combiné téléphonique. I1 modélisa les charges et décharges du tube

ar ’équation qui porte maintenant son nom :
I

P

dx
2
== f Yot £
2+E(IL‘ )d +2z=0 (04)

On voit que si on dérive ’équation (0.3) par rapport a ¢ et que si ’'on note = = %’ on

retrouve 'équation (0.4) Ces denx équations sont done écnivalentes.
q q

e Liénard un ingenieur frangais, établit un théoréme d’exastence et d'umecité d’'une solution



périodique pour une classe générale d’équations dont fait partie I’équation (0.4) :

Az dx
7 Tef@)

T +z=0 (0.5)

e Levinson & Smith (1942) ont suggéré de généraliser I’équation (0.5) :

2z dzx
—+sf(:c)E+G(:t:):U (0.6)

et qui est connu sous le nom d’équation de Liénard généralisé.

e Le probléme fondamental lié 4 ’équation (0.6) est le nombre de solutions périodiques
isolées (i.e. cycles limites) qui peuvent exister simultanément. Imaginons que I’équation
(0.6) décrit le mouvement d’un oscillateur. Si cette équation a un cycle limite globalement
attracteur alors 'oscillateur va évoluer, aprés un régime transitoire, selon un mouvement
périodique. Le point important est que la période de ce mouvement sera la méme quelle
que soit la condition initiale!

On voit donc que la présence d'un cycle limite peut étre une propriété importante d'une
équation surtout si cette équation est une horloge!

Le premier chapitre est un rappel des notions générale .Nous commengons par dé-
finir les systémes dynamiques, les points critiques .Ensuite nous introduisons la notion
dun cycle limite et amplitude d'un cycle limite dun systéme planaire .puis nons in-
troduisons la définition de la stabilite avec quelques exemples .Dans le chapitre deux
nous introduisons la méthode de la moyenne pour 'étude des cycles limites d’un centre
linéaire. Nous commencons par le théoréme de cas général avec sa preuve et nous étu-
dions des exemples par sa méthode.Dans le dernier chapitre nous étudions des systémes

différentiels qui acceptent des cycles limites comme solution



Chapitre 1
Notions préliminaires

Résumé

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions générales. Nous commencons par définir les
systemes dynamiques, les points critiques et le systéme linéarisé d’un systéme non linéaire
au voisinage d’'un point d’équilibre. Ensuite nous introduisons la notion d’un cycle limite
et 'amplitude d’un cycle limite d’un systéme planaire. Puis nous introduisons la stabilité

d’une solution d’un systéme différentiel.



1.1 Systémes dynamiques, points critiques :

1.1.1 Deéfinition

Un systéme dynamique sur R” est une application :
U:Rt xR" - R"

définie sur tout R x R™, telle que :
olU(.,z): RT — R" est continue.
el(t,.) : R* — R" est continue.
oU(0,z) =1z
oU(t+s,x2) =U(t,U(s,z)) pour t,s € RY, z € R™.

Soit le systéme linéaire :

i = Az

I(O) = Tg

,teRT, zeR"™

ol A est une matrice constante. la solution de (1.1) est :
z(t) = ez
le systéme (1.1) engendre un systéme dynamique, car I'application :
U:RtxR* — R"
qui 4 tout t € R, 2 € R™ associe :

1 (#,m) = ntm

vérifie les gquatre propriété précédentes

(1.1)



1.2 Portrait de phase et cycles limites

1.2.1 Deéfinition

Soit le systéme planaire :
& = P(z,y)
J=Q(z,y)

o P, ) sont des polyndmes en z et y. les solutions (z (¢),y (¢)) du systéme (1.3) repré-

(1.3)

sentent dans le plan (z,y) des courbes appelés orbites. Les points critiques de ce systéme
sont des solutions constantes et la figure compléte des orbites de ce systéme ainsi que
ces points critiques représentés dans le plan (z,y) s’appelle portrait de phase, et le plan

(z,y) est appelé plan de phase.

1.2.2 Définition :

Une solution périodique du systéme (1.3) est une solution telle que :

(z(t+T),y(t+T))=(z(t),y(t)) pour T > 0

A toute solution périodique correspond une orbite fermée dans 'espace des phases.

1.2.3 Définition

Un cycle limite du systéme (1.3) est une orbite fermée isolée, c’est a dire qu’on ne peut

pas trouver une autre orbite fermée dans son voisinage.

1.2.4 Deéfinition

L’amplitude d'un cycle limite est la valeur maximale de la variable x sur le cycle limite



1.3 Stabilité

dx

= ft,z),zeR"teR (1.4)

1.3.1 Deéfinition

Une solution @(t) du systeme (1.4) telle que ®(ty) = Py est dite stable au sens de

Lyapunov si Ve > 0, 3§ > 0, tel que toute solution z(t) de (1.4) dont la valeur initiale
x(to) vérifie

[2(to) — @oll < 6 = [la(2) — ()] <&, Vt > to,
si en plus de cette définition on a

Jim_ () - 2(t)]) = 0

alors la solution est dite asymptotiquement stable.
Quand ®(t) = 0 la définition devient :
Ve > 0, 30 > 0, tel que toute solution z(t) de (1.4) dont la valeur initiale z(t,) vérifie

lz(to)ll < & = [lz(®)l| <e, V= i,

si en plus
lim ||lz(2)]| =0,

t——+o0

alors ®(¢) = 0 est asymptotiquement stable.

10



Pourn=1ona:

< O(t)=0

L’¢tude de la stabilité de la solution ®(t) peut étre ramenée a celle de la solution nulle
y = 0 d'un systéme (Analogue) au systéme (1.4).

En effet : posons y(t) = z(t) — ®(¢) ou y(t) est la nouvelle fonction inconnue.

dz dy dd(t
z _ dy (t)

@ ~ @t a Gyt
dy B :
= g(t,y)

On voit bien que y = 0 est une solution de ce systéme.

Exemple 1 :(n=1)

%=-—I+l; wll)= 1,

La solution telle que 2(0) = zq est :
z(t) = (zg — 1)e7 " + 1.
La solution ®(f) telle que ®(0) =1 est ®(¢) =1

lz(t) — ®(t)| = |(2:0 - l)e*t[ < |zog—1|, ¥t > 0.

11



11 suffit de prendre 6 < €; § = £ = P(t) est stable.
Stabilité asymptotique :

lim [z(t) — ®(t)]| = lim |(zo— 1)e™*| =0,

t——+oo t—+oo

d’ou P(t) est asymptotiquement stable

..n:.-"v'
PR S S '_f";}?::“:: Gitj=1
s e S Vsl ,
Exemple 2 :(n = 2).
Soit le systéme :
Z=—y [20) ([0
Bz \ y0) 0

La esolution qui vérifie (z(0),y(0)) = (xq, yo) est :

(x(t) ) _ (a:ocostygsint) . () = (0)
' y(t) , _ Tosint + ygcost 0

Ve > 0; 36 > 0 telle que :

Zg 21}
< 6= < eVt >0,
Yo y(t)
= |z(t)| + |y(t)| = |xocost — yosint| + |zgsint + yo cost| < 2(|zo| + |mo])

y(t)

L) E

e Ay U prend & 04y b =
Un 2



d’on O(2) =

lim

t—+oo

t

{/x(t
\ wl

est stable au sens de Lyapunov.

2

) — = lim 2?(t) +*(t) =23 + o =c>0-» 0
) O t—+4oco

donc la solution n'est pas asymptotiquement stable.

Remarque : Il est possible que la solution ®(¢) soit non bornée et stable et méme

asymptotiquement stable. De méme il est possible que la solution soit bornée et non

stable.

e Dans le premier cas, on a les deux exemples.

1) £ =1; z(0) = 0.

dat

2) L = g +t+1; 2(0) = 0.

dt

e Dans le deuxiéme cas, on a I'exemple.

dt

Exemples :

a)i+i+z=0.

La solution ®(t) =

& — sin?(z); z(0) = 0, ®(¢) = 0.

Ty = Iy
r =T =
g = —21 — 29

de ce systéme est asymptotiquement stable.

13
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Chapitre 2

Méthode de la moyenne

Résumé
Dans ce chapitre, nous introduisons I’étude des cycles limites de quelques systémes diffé-
rentiels en utilisant la méthode de la moyenne

* =1 +ePla) 0<|el<1

?

y=—z+eQ(x)

ou P et @ sont des polynémes. Nous avons calculé 'amplitude des cycles limites de

quelques classes d’équation différentielle.

15



2.1 Théoréme

Considérons les deux équations suivantes :

i =eF(l,z) + 2G(L, z,£) (2.1)

Zl0) =&
y=¢ef’(y) 2.)
y(0) = zo

ou z, ¥y, To € D un intervalle ouvert de R, ¢ € [0, c0), € € (0,£0], F' et G sont périodiques
de période T par rapport & la variable ¢; et f(y) est la fonction moyenne de F(¢,y) en

ce qui concerne ¢ c-a-d.

T
OREY R

on Suppose :
(i) F, 0F 0z, 9*F/0z*, G, OGOz sont définies, continues et bornées par une constante
indépendante de € dans [0,00) X D et £ € (0.gq].
(ii) 7" est une constante indépendante de .
(iii) y(t) appartient & D sur le temps échelle 1/e.
alors les propriétés sont vérifiées.
(a) sur le temps échelle 1/¢ on a z(t) — y(t) = O(g), quand € — 0.

(b) si p est un point d’équilibre du systéme moyenne (2.1), tel que
90
[L] #0 (2.3)
y
alors il existe une solution 7" périodique ¥(%,£) de I'équation (2.1) proche de p tel que
W(t,e) — p.

e — U

16



(c) si (2.3) est négative, alors la solution périodique correspondante de ¥(t, ) de
I'équation (2.2) dans l'espace (¢, z) est asymptotiquement stable pour £ suffisamment
petit. Si (2.3) est positif, alors c’est instable.

Preuve :tout d’abord, nous allons imposer les conditions périodiques et nous pouvons

le théoréme de fonction implicite. Nous transformons z — z
z(t) = z(t) + eult, 2(t))
L’équation devient pour z

z=¢ef%z) +2R(t, 2,€) (2.4)

En raison du choix de u(t, z(¢)) une solution T-périodique de z(¢) produite a une solution

T-périodique de z(t) de R, nous avons I'expression

F
R(t, z,€) = (g—(t,z)u(t, .
Z

a7u(t, 2)f2(z) + G(t, z,0) + 0(¢)

Cette expression et T-périodique en ¢ et continue de la variable & ’égart de z I’équation

(2.4) est équivalente a I’équation intégrale
t t
+(t) = 2(0) +.5/f0(z(s))ds+€2/R(s.z(s),e)ds
0 0
La solution z(t) est T-périodique si
t+T)=z2{L) ¥t >0

pour tout ce qui conduil & équalion

iy T
h{z(0), ) — /f‘"z(())ds+E/R(s,z(a),c)dafO (2.5)
U

\

17



11 est claire que h(p,0) = 0 avec £ dans un voisinage de £ = 0 I’équation (2.5) admise
une solution unique z(0) en raison de I'hypothese sur le Jacobi déterminant de I’équation
(2.4).

si € — 0 alors z(0) — p.

2.2 Forme générale

Soit ’équation :

&+ gf(z)E 4 £ =10 (2.6)

qui équivalente a le systéme

(2.7)

qui équivalente aussi a le systéme

ou f et une fonction paire et
Eu pusunt @ = reosf, y = rsinf
on obtient :

7 = cos0i +sindy
= cosfrsinf —sinf(rcosf + ersinff(r cosf))

= —ersin®@f(rcosé)

18



6 = arctan(g) = E(cosfi’ y —sind )
A
= 1(— cosB(rcos@ + ersind f(rcosd)) — sinf(rsinf))
e

= —1—ecosfsinf f(rcosf)

Done

dr ersin® 0 f(r cosf)
dd  —1—cecosfsinff(rcosb)
= ersin®0f(rcosd) +2G(8,r,¢)

SRS

Exemple 1 : Soit I'équation suivante :

=y+ex(z?+1)
§ = —z + ey(—4z® — %)

7 = cos0z + sinfdy
= cosf[rsind + ercosf(r? cos® @ + 1)] + sin O[—r cos § + re sin §(—4r* cos* § — %)]

b
= er(—4r® cos® O sin® § + r* cos® 0 + cos® 0 — 1 sin” 6)

Lt

: — . 1 i e

6 = arctan(=) = —(cosfy — sin 0z)
2t B

5
oy cos O[—r cos 0 + er sin (—4r* cos* 6 — Z)}
-

1 5
= =cosf[—rcosf + ersin f(—4r? cos* § — Z)] — —sinf[rsin @ + er cos 8(r? cos® 4 + 1)]
T r

; . 9.
= —1+ccosfsin@(—4ricos*fd —r?cos?h — J_I)

19



donc

er(—4r* cos® sin® @ + 2 cos* § + cos® 6 — 2 sin®f)

—1+ecosfsinf(—4rtcos? § — r2cos?§ — 9)

SIS

= —er(—4r*cos*8sin®8 + r2cos* 8 + cos? g — Z sin® 0) + £2G(r, 6,¢€)

A

—F(r0)

5
= er(4r'cos?fsin®0 — r?cos* § — cos® 6 + 4 sin® 0)

Ona:
z=¢€" =cosO+isind

= 2cosf cosf@ = 2(z+ 1)
=

1

2 1 1

. =>C0529:7(z2+7+2)
= 2isinf sinﬁ:%(z_%) 4 z

3
L L S

—inf " Z* + + = 2cosnf
= " = cosnf —isinnfd =
Z 2" — L = 2isinnd

zn

(a+b)" = Z Cﬁanfkbk
=0

1 1 o ! 1 1,1
dy . 4 2 : k d—kypk _ ~0_4 1.3 2.2 3. 4
cos 5 = (.o | ;5) = k_OC4a- b —044 | 044. F: '|'C’44 ; + 044;(74;
Loy, 1o
LY ¢ FW W W L)
(2 + 428 + 6+ 4 + 5

20



1 27

) = 5 [ F(6.r)d
71 0
2@ 5
= —7[ (4r* COS4HSiIl2(9—T2COS46—COSZH+ZSinz 6)do
T Jo
L 4 5 5
= —r/ (47* cos* @ — 4rt cos® @ — r? cos? @ — cos?§ + = — = cos? )df
o J; 4 1
1L [ .8 5 3 1 5 51
_. PR N L SR ]
2%‘"/0 rs e T3 2T 1%
1
= ir(r4—§r2+§)

1 2 1 2
= ZT(T —5)(7" 1

Alors :

fD(O)=0=>i*r(r2—l)(7"2-1)=0:>7"1: £ =i

1
2 V2’

Donc il existe deux cycles limites d’amplitude % et 1.

of —llga 20,1 .
[&r],_l _4{57" 3" +2],~_1 =5 (<0

V2 =

donc le cycle limite d’amplitude % est stable.

[af} = {ST‘L—QTQ—I—}J - (>0)
r=1 g =1 J’ ‘ '

ar 2 2

P &

donc le cycle limite d’amplitude 1 est instable.
Exemple 2
T=-y+ex(zt—2>+1)

y:ersy(der%yQ*%)

21



7 = cosfi+ sinfy
= cosf (—rsinf + ercosf (rcos® 8 — % cos® 6 + 1))

: 43 i 139
+sinf (7 cost +er smB(r sinf + — 108 sin“ f — 144))

43 139
_ 5 60+ sin®0 3 2, . 9
€ (r (cos -+ sin ) +7 ( cos* 6 + 108 sin 9) +7r (cos 6 11 sin 8))

43 139
sy 4 69 -6 8 3 9 = + o T W
er (r (cos® @ + sin® 0) + 1 ( cos 8 + 108 sin 9) (cos g 124 50 9))

et
- 7y 1 b R
6 = arctan (—) = —(cosf y —sinf z)
T r
1 43 139
= —cosf |rcosf+ersind r¥sintf + —r?sin?f — —o
- cos {rcos + ersin (r sin' § + Joor’sin i
1
—=sinf [—rsinf + er cos# (r* cos* § — 1% cos®  + 1)]
r
43 139
9_1+sc086’sm9(r sin® 8 — r cos? 8+@r sin® @ + 72 cos H—M—l)
Donc
7 er(r*(cos® +sin® 0 + r? (— cos* 6 + 12 sin” §) + (cos® 6 — 12 sin?4))
§  1+ecosBsing (risin®f — rfcos? 6 + Er2sin?f + 12 cos? g — 12 — 1)
= pp “r'dl’mmﬁ A1 ansn " eost i ‘-‘dn’lﬂ. | .r."mﬂ - L winaﬂ.. .l + 23 (a1 ")
: 108 144 i

(.

=F(8,r)

o
™o



d’ou
2w
1
£0) = o5 [F6.nw0
0
2

1 4
g o / [7‘4 (cos® 8 + sin® 6) + r? ( cos 0 + % sin? 9)} df

(=)

Alors
5 13 | 1 1
0 4 2
== O —_ —_—— _— = T, = —: = -
f (T') -T;’ST (T' 367' +36) O:>71 2,’1"2 3
Donc il existe deux cycles limites d’amplitudes % et %
On a
o §log 185 3 25
[arL_l_é{E’T % 36),_, 576

Douc le cycles limites d’amplitude % est instable.

af° 5.4 135 1 25
b g f. " P = e o LEE
[&-L; 8 [ " 736" T35 oy 1296

Donc le cycles limites d’amplitude % est stable.

23



Chapitre 3

3.1  Application du I’équation de Liénard

Soit I'équation de Liénard Suivante :

E+ef(z)i+z =0

(L)
T équivalente 4 le systéma )
T=y—cF(r
y (z) (3.2)
i=-z
qui équivalente aussi & le systéme
&=
" (3.3)
i =—z—cfa)y

24



Exemple 1 :

Soit le systéme suivant :

F' est impair

pour le systéme (*) admet deux cycles limites

F(z) = a52° + agz® + a1z

On a
7 = cos Bz + sin 6y
= cosf(rsin @ — £(azr® cos® 6 + azr® cos® § + a;r cos ) + sin (—r cos §)
= —&(asr® cos® 6 + asr® cos*  + a;r cos? )
6 = —(costly — sint/z)
r
et
) — cost( rcost) smU(roml clasrcos® U | azr’cos’ U | aircost))
= —r+&(asr’ cos® #sin § + azr® cos® sin § + a,7 cos fsin )
alors
0=—1+ 5((151’4 cos® Bsin 6 + asr? cos® A sin 8 + ayr cos O sin 6)
donc
dr er(azr cos® 8 + asr? cos? Osin 8 + a; cos? )
dé 1—e(asrtcos® fsinf + G.37’-2 cos® fsin @ + ayr cos 6 sin f)

= —r+r(a:zr°ens® Asin A+ aard ens® Asin A + agr eos Asin A)



On obtient

d’on

dr
o = eF(r,0) +eG(0,r,¢)

] 1 27
o) =5 /0 F(6,)db

27 27 2
6
a5'r4/ cos §° + a.3r2/ cos* 8+ ay f cos? §
0 0 0

Q5T4(£.2ﬁ) + a31‘2(§.2ﬂ') + al(%.Zw)

—masrt + §1ra r? + Ta,
g - g °

5 3 1
FHr)= 7‘(164257‘4 + é‘(lg?'z + ial)

7‘1:1,T2:2
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Exemple 2 :

Soit le systéme suivant :
Y (**)
y=-z—¢ef(z)y

ol f est paire

Pour le systéme (**) admet trois cycles limites

f(z) = ag + asz® + a4z + agz®

On a
¥ = cosfi+sinfy
= —ersin®f(ag + agr® cos® @ + asr? cos® 6 + agr® cos® 9)
et
r = cosfy —sinfz
_ B eth B ol [ : : :
= cosf(—rcosf —e(ap + asr” cos® 8 + ayr” cos” 8 + agr’ cos” §)rsind) — sin f(r sin 6)
== roereonfon Aay | agr® oon® B 1 aget eon* A 1 age® eon )
alors
§ = —1 — er cos fsin B(ag + asr cos® 6 + asr® cos® § + agr® cos® 0)
donce
dr .2 G 4, 4 6. .6
g = ersin O(ag + asr® cos® 0 + ayr® cos” 0 + agr® cos” 0) + G(z, 1, 0)



on obtient

27
) = / sin® 8(ag + agr? cos 0 + ayr? cos* 0 + agr® cos® 6)ds
0
T 1 1 5
B Q_TE'[ ( 27TJ + asr (82 ‘) 1 a4r4('€2ﬁ) + CLSTG(EQ’}T)
= T|dg—= 5 8 2 16&47" 16367-

= 10 =167 - 47 - 9)
= (r*—5r" +4)(r* - 9)

= 78— 14r* + 497% — 36

d’ou
2 =—36 ag = —72
tas =49 az = 392
=«
%a‘; =—14 ag = —224
1—%&5 =1 ag = 155

ot £ = £¢ on obtient finalement

T=y

g=—w+E(45— 24542 + 14044 — 2:1;6)‘_9'
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Exemple 3 :

Soit le systéme suivant :

s y (***)
y=-z—¢ef(z)-y

ou f est paire

pour le systéme (***) admet deux cycles limites

f(z) = ag + az2® + ayz?

On a
7 = cosfi+sindy
= cosf(rsinf) +sinf — rcosf — e(ag + razx® + riasz?))rsind
= —ersin’®f(ag + rayz® + 7"4(14.24)
et
rd = cosfy — sinfdi
_ ; B B e . : -
= cosf(—rcosl — =(ag + r°asaz” + r*aqx*))rsinf — sin f(rsin )
= > = ! u i 1 1
= —r—frcossmtlaog+ riagr” +riagx’)
alors
f = —1—ccosfsinf(ag+ rlasz? + T3a4$4)
donc
i et sin® 0(ug + 1 uga™ + '1‘1U4w'1)
dt) —1 — ecostsinb(ag + r2asx? + riagz?)

= ersin®f(ag + rlaxz® + rtaga?) + 2Gle, 1, 6)
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on obtient

2
)= 27— fsinz 6(ao + r*axz® + rtasz*)dd
T
0
ou
0 ., L 201, s L
] = o (a0\227r) + agr (82n)+a47’ (16271')
— wlags w4 )
=T G.02 8(12T 16a4r
= r{r? =1)(r? -4
= r(r*— 52 +4)
d’on
'116(1,4 =1 a4 = 16
éaz =-5 = g = —40
a(}% = Qg = 8

& =1y —e(162* — 4022 + 8)
j=—a

on pose 8 = £ on obtient finalement

E—y—&(2x*-5x*+1)
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