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Résumeé

Le principe du point fixe a beaucoup d'applications. Il intervient dans la
résolution de plusieurs équations différentielles non linéaires en

particulier, dans l'étude de l'existence et de ['unicité.

Dans notre travail, en premier lieu nous avons mené une synthése d'un
probléme fractionnaire non linéaire 0Ou la positivité de la solution a été

traitée par la méthode de la solution sup et inf.

Dans le deuxiéme probleme, nous établissons l'existence et l'unicité de la
solution positive d'un probléme fractionnaire non étudié au paravant, en
appliquant le principe de contraction de Banach et l'alternative non

linéaire de Shauder
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Introduction

La dérivation fractionnaire est un concept de généralisation de la dérivation
(classique) & un ordre non entier. Elle fournit plusieurs outils potentiellement utiles
pour la résolution des équations intégrales. Elle sintroduit aussi naturellement dans
la modélisation mécanique des matériaux qui conservent la mémoire des transfor-
mations passées voir [5]. D'ol I'intérét particulier porté sur le calcul et I’analyse

fractionnaire pendant ces derniéres décennies.

Bien que le calcul différentiel classique fournit des outils puissants pour la
modélisation d'un bon nombre de phénomeénes étudiés par les sciences appliquées, ces
outils ne permettent pas de tenir compte de la dynamique anormale que présentent
certains systémes complexes rencontrés dans la nature on dans les interactions de Ia
société. Les opérateurs de dérivations ct d’intégrations fractionnaires présentent des
similitudes avec certaines de ces caractéristiques, ce qui en fait un outil plus adapté
pour la modélisation de ces phénomenes.

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin du 17 &me sidcle jus-

qu’a nos jours. les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début & la fin de

Pannée 1695 quand L’'Hospital a soulevé une question a Leibniz en s’interrogeant
q P q g

anr la signitication de £ lorsque n — & .
e 3

Leibniz, dans sa réponse, vonlnt. engager 1me réflexion sur une possible théorie de
la dérivation non eutiers, vl & €l & L'Hospital @ 7. cela condulralt & un para-
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doxe & partir duquel, un jour, on aura tirer des conséquences utiles”. Il a fallu
attendre les années 1990 pour voir apparaitre les premieres ”conséquences utiles”.
La premiére tentative sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée frac-
tionnaire est di a Liouville qui a publié neuf documents dans ce sujet entre 1832
et 1837. Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s’est avérée es-
sentiellement celle de Liouville, et ¢’est depuis qu’elle porte le non ” Approche de
Riemann-Liouville”. Plus tard, d’autres théories on fait leurs apparitions comme
celle de Grunwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo voir [5,10]. A cette époque il n’y
avait presque pas d’applications pratiques de cette théorie, et ¢’est pour cette raison
quelle a été considéré comme une abstraite ne contenant que des manipulations
mathématiques peu utiles. Le passage des formulations mathématiques pures a des
applications, n nommonnd & voir o jour depuio lea annéen 1990, an lea donativna
différentielles fractionnaires sont apparues dans plusicurs domaines tels que la phy-

sique, l'ingénierie, la biologie, la mécanique....

Actuellement dans la littérature mathématique, les études sur Pexistence, I'unicité,
la multipliceté des solutions et I’existence des solutions positives des probleémes frac-
tionnaires non linéaire utilisent des techniques d’analyse non linéaire comme les

théorémes de point fixe.

Récemment, Zhang [12] étudie P'existence et I'unicité de la solution positive du

probléme fractionnaire suivant :

D"x(t) — f(t,:ﬂ(t)); 0<t Sl, (1)

0] = 0,

ol 0 < a < 1 et “D® Popérateur de dérivation fractionnaire de Riemann Liouville et
f:10,1] x [0, +oo[— [0, +oc] fonction continue.

En utilisant le méthode de la solution sup et inf et le théoréme du point fixe dans
un edne.
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Bai, Z., L, H.[1] Traite ’éqution différentielle fractionnaire

DPaft) = F(t.20)), O0<t<l (@)

#(0) =1} =1L
oul < a <2 et “D* Popérateur de dérivation fractionnaire de Riemann Liouville
et f:[0,1] x [0, +oo[— [0, +oo] fonction continue.
L’existence et 'unicité de la solution positive d*un probléme fractionnaire est établie
par application des théoremes du point fixe sur un céne.

Motivée par ces travaux dans notre travail on propose d’étudier ’existence et 1’uni-

cité de la solution positive de quelques problémes fractionnaires.

Ce mémoire est organisé comme suit :

1. Premier chapitre : est introcutif dans lequel on présente des définitions et quelques
résultats qui seront utiles dans la suite du travail.

2. Deuxieme chapitre : est consacré a 1'étude de existence et 'micité de la sn-
lution positive d’'un probléme fractionnaire traité par M.Matar, en faisant
une synthese bien détaillée du probléme. Finallement, on présente quelques
exemples pour illustrer les résultats obtenus.

3. Troisieme chapitre : on a établit l'existence et 'unicité de la solution positive du

probleme fractionnaire suivant :

[ eDex(t) = f(t,2(8), 2'(2)), 0<t<l
| #(0) =2"(0) =0, 2'(n) = Bz"(1),

ou2<a<3, 0<n<let D 'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de
Caputo, f; [0,1] x [0, +0[x [0, +00[— [0, +00[ est 1me fanction cantinne
Inspird d’un problime traité dang [2], en ulilisant lo théoréme du point fixe dv

Shauder. Enfin, nous illustrons nos résultats par un exemple.



Chapitre 1

PRELIMINAIRES

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans laquelle on rappelle des no-
tions et des résultats fondamentaux de la théorie de calcul fractionnaire et de ’ana-
lyse fonctionnelle qui représentent des outils indispensables dans notre travail.

1.1 Espaces des fonctions continues

Définition 1.1.1 vour [5]

Soit J = [a,b], (—oc <a<b<+o0) et neN.

On désigne par C™(J) Uespace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre inférieur
ou égale a n, continues sur J.

En particulier si n =0, C°(J) = C(J) 'espace des fonctions f continues sur J.

1.2 Définitions de base

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma et béta et Mittag-
Leffler, qui seront utilisées par la suite. Ces fonctions jouent un réle trés important

dans la théorie du calcul fractionnaire.
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1.2.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma est en mathématiques, une fonction complexe, Elle prolonge
la fonction factorielle & l’ensemble des nombres complexes.

Définition 1.2.1 voir [5]
Pour tout nombre compleze z tel que Re(z) > 0, on définit la fonction Gamma par
l'intégrale

I(z) = /0‘00 t*~! exp(—t)dt.

1.2.2 Quelques propriétés de la fonction Gamma

— Une propriété importante de la fonction Gamma est la relation de récurrence

suivante
Tie-f1) = oz

= La fonction Gamma d’Euler généralise le factoriel
I'(n+1) =mnl, Vn € N*.

Prauna voir [5],

1.2.3 La fonction Béta

Définition 1.2.2 voir [5]
La fontion Béta est une fonction définie par 'intégrale

1
Blzyu) = / 711 —t)“"'dt, Re(z) >0, Re(w)> 0.
JO
1.2.4 Liens entre la fonction Gamma et la fonction Béta

[(z)0(w)

m‘, RG(Z) > O, Re(w) > 0.

Bz, w) =

Preuve voir [5].
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1.2.5 La fonction Mittag-Leffler

Définition 1.2.3 wvoir [5]
La généralisation de la fonction exponentielle @ un seul paramétre est désignée par
la fonction suivante
0 n

Ea(z)zkz_;m, zeC, a>0.
La fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres joue également un réle trés impor-
tant dans la théorie du calcul fractionnaire. Elle est définie par le développement en
série suivant

oo
?ﬂ’l,

Ea,ﬁ(ZJ=§m, zelC, a>0, pg>0.

1.3 Calcul fractionnaire

1.3.1 Intégrale fractionnaire

Soit f une fonction continue et a, z,t € R, > a, et & > {, intégrale fractionnaire

est définie par
" T To Tn—1 1 T 1
") :f dmlf d:cg...f FlEs ) dEs g = E;'T:l_)’f (z—t)" " f(t)dt, n e N*

1.3.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.1 voir [5, 8/
L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de f d’ordrea > 0, a,z,t € R, z > a,
v >t et f-R* = R, et on le note I*, est définic par

I*f(z) = ﬁ / (o — 1 f(1)de.
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1.3.3 La dérivée fractionnaire

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, malheureusement elles
ne sont pas toutes équivalentes. Nous présentons dans cette partie les définitions de
Riemann-Liouville et Caputo qui sont les plus utilisées.

1.3.4 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.2 wvoir /5, §/
Poura>0etneN telquen—1<a<n,az,teR, z>a, etz >t La dérivée
fractionnaire de Riemann-Liowville d’ordre o > 0 d’une fonction f : R* — R est

définie par

1 i G e
I flag )= LRI N R = ——~—( 3 T / (=)™ lf(t)dt,
ou D™ = 4-—‘1[ —.

1.3.5 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.3.3 wvoir [5, §]
Powrw>Ueln €N lelquen—1< a<n, a,z,tcR 2>a, etz >t La dérwee
fractionnaire de Caputo d’ordre o > 0 d’une fonction f : R* — R est définie par

1

D°fa) = " f @) = s [ = 5P

1.3.6 Propriétés générales des dérivées fractionnaires

La linéairité
La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

DS () + ug(t)) = ADf(t) + nD"g(t).

La regle de Leibniz

Pour un entier n on a
n

F0ae) =X () /0065,

dt® v
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La généralisation de cette formule nous donne

D(r0s®) = Y- (1) 1000 ) + B0,

k=0

oun>p+1let
1 t t
R0) = pry L €= [ e

avec lim RE(f) = 0.
n—r0o0
Sifet g sont continues dans [a,t] ainsi que toutes leurs dérivées, la formule devient -

n

D(f(09e) = Y- (1) 100D ¥4t

k=0

D% est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

1.4 Notions et définitions

On consideére dans tous ce paragraphe E et F des espaces de Banach munis des
normes |.||g et ||.||z respectivement, C(E, F') 'espace des fonctions continues de
dans F.

Définition 1.4.1 woir [1]
Soit M un sous ensemble de C(E, F).
On dit que M est uniformément borné, s’il existe une constante C > 0 tel que

lflle <C, VfeM.

Définition 1.4.2 wvoir [1]

Soit M un sous ensemble de C(E, F), tel que E = [a,b] et F = R muni de la norme
usuelle, une partie M € C(E, F) est dite équicontinue si
Ve>0,36>0,VfeM, VYV, €lab:

tl‘l — .Tg! <0 |f($1) - f(ﬂ’fz); L
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Définition 1.4.3 voir [1]
Soit A: E — F un opérateur.
On dit que A est compact s’il est continu et 'image de tout borné de E est relative-

ment compact dans F.

Définition 1.4.4 soit A : E — E, On dit que A est un opérateur contractant s’il
eriste 0 < k < 1 tel que :

Vrye B: ||A(x) - AW)le < Kllz — ylle

Théoréme 1.4.1 (Banach [11])
soit C' un convexze fermé non vide de l’espace de Banach E et A : C — C un
epérataur contrantant. Alom @ nniate un unigue v C C aveec Ax 4.

Théoréme 1.4.2 (Schauder [11])
soit C' un conveze fermé non vide de l’espace de Banach E et A : C — C un

opérateur compact. Alors A a un point fize dans C.

1.5 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Théoréme 1.5.1 voir/6]
Soient E un espace de Banach compact et F un espace de Banach quelconque. Une
partie M de C(E, F') est relativement compact si et seulement si :

1. M est équicontinue.
2. Pour tout x € E, l'espace M(z) défini par
M(z) = f(z),f € M

est relativement compact dans F.
Théoréme 1.5.2 voir/6]

Soit M une partie de C([a,b]) muni de la norme uniforme. M est relativement com-
pact dans C([a,b]) si et seulement st M est équicontinue et uniformément borné.



Chapitre 2

SOLUTION POSITIVE D’UN
PREMIER PROBLEME
FRACTIONNAIRE NON
LINEAIRE

2.1 Position du probléme

Dans ce chapitre on étudie le probléme différentiel fractionnaire non-linéaire sui-

vang

°Dex(t) = f(t, z(t)), 0<t<1, (2.1)
;L‘(O) = O, .’13"(0) =l > 0:

ol 1 <Ta < 2 et “D* P'opérateur de dérivation fractionnaire de Caputo ot
f:J x X — X fonction continue tel que J = [0,1] et X = C(J)
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2.2 Quelques lemmes et définitions
On va présenter quelques lemmes et définitions qui seront utiles dans la suite.

Définition 2.2.1 le fonction de contréle superieure est définie par :
Soit a,b € R tel que b> a, x € [a, ]

U(t,x) = sup{f(t,A): a< A<z},

la fonction de conlrdle inferieure est définie par :
Soit a,b € RT tel que b> a, x € [a, b

L{t,z) =inf{f(t,A): = =<A<b},

ou
Lit, z) < fit,s) < Ut «).

Lemme 2.2.1 wvoir [5, 8]
Soit o > 0. Supposons que z € C* 1[0, +00) et ™ existe sur tout intervalle borné :

n—1
i o R l‘ (\0) ¢ £y r
I4(D2)(t) = 2(t) - 3 ek, (2.2)
k=0 )
cas particulier, si 1 < a < 2 implique
I*(°D°z)(t) = z(t) — z(0) — z(0)t. (2:8)

Lemme 2.2.2 Soit z € C(J), z est solution du probléme (2.1) telle que

1

ﬁﬁlﬁgﬂWf@ﬂmﬁ,ssttei (24)

z(t) = 0t +

Preuve
Soit z une solution du probléme (2.1). Appliquons /% & (2.1) on obtient

#(*D%x)(t) = I* (f(t, (1)),
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le lemme (2.2.1) implique
z(t) — z(0) — x'(O)t = I%(f@ =(t))
—1 | —8)* (s, z(s))d

d’ou

x(t)—9t+ﬁ—)/(t—s)a f(s,z(s))ds, s<t, tel.

Ce qui compléte la preuve.

2.3 Existence de la solution positive

Dans cette section on démontre I'existence et la solution positive dans I'espace
de Banach X = C(J) défini sur J = [0, 1], muni de la norme

llzll = max |z(¢)].

Et on note A I'ensemble définit par
A={re X :z(t) =0, teJ}
tout le long de celte section, on supposora que f @ J 5 X ) X ¢t on définit

Popérateur @ : A — A par

(Pz)(t) = 0t + m /t(t —8)* 1 f(s,z(s))ds, s<t, telJ (2.5)

Les hypotheéses suivantes sont nécessaires
H1 ) Soit z,(t), 2*(t) € A, tel que a < z.(t) <2*(t) < bet

“Degr(t) = Ot a*(t)), (2.6)

2Dz, (8) < Lt 2u(E));

pour tout ¢t € .J.
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H2) Pour t € J et z,y € X, il existe un nombre réel positive 3 < 1 tel que

| f(ty) = ft2) [SBlly -z |, (2.7)

Les fonctions z*(t) et x.(t) sont respectivement appelées sup et inf de la solution
pour le probleme (2.1).

Théoréme 2.3.1 Supposons que I'hypothése (H1) est verifieé le probléme (2.1) a

av moins une solution x € X verifiant :
z.(t) <z(t) <z*(t), ted

Démonstration 2.3.1 Pour [l’eristence de la solution on wva transformer le
probléme fractionnaire a un probléme de point five. Le probléme fractionnaire (2.1)
pogacde unc solution si seulement si Vopératewr ® admel wn poinl five duns X.
Soit C={z € A:x,(t) <z(t) <z*(t),t € J}, ||z|| b, C fermé conveze de X, de
plus la continuité de f implique la continuité de l'opérateur ® dans C.

Proposition 2.3.1 loperteur ®(C') est uiformement borné.

Preuve
suibw € O, J¢ 20 Lel que max {[(L, (1)) 1 t € J, 2(t) < b} < <.
Alors

umw=ﬂw¢%£uﬂwww@m

< o + j w7 [ T s ae)s

L ¥ e
S ot + m\/ﬂ (t — S) lf(S,E(S))IdS

< 0t+ %Q) /(; (t — 8)* 'maz|f(s, z(s))|ds

i
C
< 9t+—/ t — 8)* ds,
[(a) u( )

avec
o

: a—1 __1 t al’ __1 C!f_t
Aaﬂ)w—gﬂmﬂuﬁwgwﬂm—?
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donc o
(D) ()] < 6t + Tatl)
pour t € [0, 1] implique
c
[(@z)(®)l| = max|(@z)(t)| < 6 + Tat D
Donc ®(C) est uiformement borné.
Proposition 2.3.2 loperteur ®(C) est équicontinu.
Preuve
Joita € C, e 20, 650, el 05 A by sI1 by |ba— 2ty < 6 st
; el(a+1)
5=mzn{1, (Ell“(a(-!- :; 4320)}’
alors

(@2)(t) — (B2)(t2)] = etl+%a) / (1 — )% £ (5, 2(s))ds — Ota

1 " et z(s))ds
- F—(a—)]ﬂ (t2 — 5 f(s, 2(s))d
< 9(t2—t1)+“1_‘(:]-—a) d (t1 — 8)*" 1 f(s,2(s))ds
" / (ta = )% (5, 2(s))ds — t (1 — )° 1 f(s, 2(s))ds
< a(tz—t1)+ﬁ / [t — 977 = (t — )™ 1] f(s, 2(s))ds

- (t2 — 8)* 1 f(s, 2(s))ds

t1

O(ta — t1) + ﬁ (
¥ ] [ (12 — £)° (5, 2(s))ds

IA

/0 1{&1 o . 3)0—1]“3,:‘:(3))(18

)
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Donc lopérateur ®(C) est equicontinu. D’aprés le proposition (2.3.1) et proposi-
tion (2.3.2) et en appliquant le théoréme d’Arzel-Ascoli alors ®(C) est relativement
compact. ©(C) continu et relativement compact alors ®(C) : A — A est compact
contina.

Reste a montrer que ®(z) € C

soit x € C, nous avons

(B2)(t) = 9t+ﬁ /0 £ = 915 (s, 7)) ds

IA

1 i a-1 *
8t+ﬁa_)_/0 (t —s)* " Ul(s,z*(s))ds
< z(t), (2.10)

et

(®2)(t) 9t+1_,—(2—) /0 (L= )™ (s, 2(s))ds

v

1 . o1
> (1), (2.11)

les relations (2.10) et (2.11) impliquent
T.(t) < (P2)(t) < 27 (2).

Par conséquent z,(t) < (®z)(t) < z*(t), t € J, c-a-d ®(C) C C.

D’apres le théoréme du point fixe de Schauder, opérateur ® a au moins un point
fize x € C, il s’ensuit que le probléme (2.1) a au moins une solution positive z € X
el z,(t) < =(1) L 2*(@), t € J
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2.4 Unicité de la solution positive

I'unicité de la solution positive du probleme (2.1) est basée sur théorémes des

points fixes dans les espaces de Banach.

Théoréme 2.4.1 supposons que (H1) et (Hs) sont satiafaites,
le probléme (2.1) a une solution positive unique x € X.

Démonstration 2.4.1 D’apés le théoréme (2.2.1) le probléme (2.1) a au moins un

solution dans C.

Proposition 2.4.1 Uopérateur ® est un opérateur contraction.

Preuve
nous avons

|(@2)(¢) — (@y)(1)] = |6t+ o | =9 s a(s))ds - o
- a)f(t—s‘”f y(s))ds
< m / (t = )™/ (5, 2(5)) — £(s, 9(s)) I,

Uhypotheése (2.7) implique

(@2)(t) - (@y)(t)] < F—(la-j f (t — 5Bz — yllds

< Bllz —ylit*.
Fla+1)
Sil<a<2 g<letl<T(a+1)<2o0na: F( +1) w1,
d’ot
[(@z)(t) — (Py)(t)| < kllz — 9],
tel que k = I‘(itil) un nombre réel positive est k < 1, donc Uoperateur ® est une
contraction.

Par conséquent en applique le Théoréme (1.4.1) implique le probléme (2.1) a un

solution positive unique © € X.
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Corollaire 2.4.1 supposons qu’il existe des fonction continues ki(t) et ka(t) tel que
0 <ki(t) < f(t,z(t)) < kalt) < o0, (t,z(t)) € J x [0, 00),
le probléme (2.1) a au moins une solution z € X verifiant :
Ot + Ik (t) < 2(t) < 61 + I%ks(t). (2.12)

Démonstration 2.4.2 D’aprés la définition de la fonction de contréle, nous avons

ki(t) < Lt z(t)) <UL 2(2) < ko(t),  (,2(2) € T x [0, 00),
maintenant, nous considérons les équations :
LPx(t) = ki (L),
DPz(t) = ky(t), (2.13)
z(0) =0,2'(0) =6 > 0,
par application du lemme(2.2.2) les équations sont équivalentes a
z(t) = 6t + I*ky (2) (2.14)
z(t) = 0t + I*ky(2) (2.15)
Par conséquent, l’équation(2.14) implique
z(t) — 0t = I*ky(t) < I°U(t, z(t)),
et U'équation(2.15) implique
2(t) = 0t = I°ky(t) > I°L{2, z(t)).

Donc
I*L(t, z(t) < z(t) — 6t < I°U(t, z(t)),
Ot + 1%k (t) < z(t) < 6t + I%ks(2),

et en appliquant le théoréme(2.3.1), le probléeme(2.1) a au moins une solutionz € X.
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2.5 Exemples

2.5.1 Exemple 1

On considére le probléme fractionnaire suivant :

D4$(t) 1.|.r (1 + Bt-fo.(:t()t)) , 0=t<l, (2.16)

£0) =0, #(0)=~85>0,
le probléme (2.16) a une solution positive unique.

Vérifions les conditions (H1) et (H2).
(H1) : f(t,z) = 145 (14 5£) pour (t z) € [0,1] x [0, +oo],

24z
tx
li 1 =1
mggo]_ (1t =1,
et I 1 t
i
- < —(1 < f(t 1 ———-——<1 t <2,
2_2(+2+$) fiz) <1+ —) <1+
donc

% < f(tz) <2
Alory d’apres le Corollaire (2.4.1) la conditivus (I11) est véridiée, le probléme (2.18)
a au moins une solution positive z € X.
(B2« fla) = 1M(l + 2_9:) pour (t,z) € [0,1] x [0, +00],

1 tx 1 ty

t,z) — = 1 - 1 '
1 r oy
2|24z 24y

donc
£(t,2) - £t < Gl — ol

Alors la conditions (H2) est vérifiée avec k = 1.
Donc d’aprés le Théoreme(2.4.1) le probléme (2.16) a une solution positive unique.
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2.5.2 Exemple 2

On consideére le probléme fractionnaire suivant :

3
Do) =i 0<t<l e.17)
z(0) =0, z'(0)=6>0

le probleme (2.17) a une solution positive unique.
Vérifions les conditions (H1) et (H2).
(HL) : f(t,x) = 322 pour (t,7) € [0,1] x [0, +00],

2c + 4 2
m —— = -,
z—oo 3+ 7+ 2t 3

et
2r +4 2z +4

1
—(— ) < & <
s Ge 7y Sfhe) <5

0< -
- -3

£2}

"\]

donc
0<fllz) =2

Alors d’apres le Corollaire (2.4.1) la conditions (H1) est vérifiée, le probleme (2.17)
an moins nne solulion positive © € X.

(H2) : f(t,x) = 3:524?;:1% pour (t,z) € [0,1] x [0, 400,

2r+4 2u+4
t — = —
|7t 2) — &) 3z+7+2t 3y+7+2|

2
< zllz =l

alors la conditions (H2) est vérifiée avec k = 2,
Donc d’apres le Théoréme(2.4.1) le probléme (2.17) a une solution positive unique.
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2.5.3 Exemple 3

On considére le probléme fractionnaire suivant :

3 kg
Dig(t) =1+ 20 g <t <,

(2.18)
) =10, 2Z0)=8>4,

(H1) : f(t,2) =1+ 22C8) pour (t,2) € [0,1] x [0, +o0],

T+cos(?)
3:1520(1 + tfﬁ;&?) =71, ¢ax (:’}Lnga(exp(—tx)) =],
flt,z) <1l+texp(—tz) <1+t <2,
St w) > 1+ %[exp(_—ti‘) 21,
done

1€ fiher=2

Alors d’apres le Corollaire (2.4.1) la conditions (H1) est vérifiée, le probleme (2.18)

a au moins une solution positive z € X.

(H2) - f(t,v) =1+ %’ﬁl pour (f,a) € [0,1] » [0, 400,

texp(—tz) 1 texp(—ty)

|f(t,2) = ft,y)| = ‘1 T cos) 1 + cos(t)

1
& \53 exp(—tx) — %t exp(—ty)‘

< % lexp(—z) — exp(—y)|,

Vunicité de la solution positive n’est pas existe car 'hypothése (H2) (principe de
contraction) ne peut étre vérifiée.
Donc le probléme (2.18) admet au moins une solution positive z € X.



Chapitre 3

SOLUTION POSITIVE D’UN
DEUXIEME PROBLEME
FRACTIONNAIRE NON
LINEAIRE

J.1  Position du probleéme

On consideére le probléme différentiel fractionnaire suivant :

“Doa(t) = f(t,a(t), (1), 0<t<i,
{ z(0) =z"(0) =0 2'(n) = Bz"(1). (3.1)

Ou2<a<3 0<n<let D opérateur de dérivation fractionnaire au sens de
Caputo. f:[0,1] x R x R — R est une fonction continue.
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Lemme 3.1.1 voir [2]
Pour a > 0 et g(t) € C[0, 1], I'equation fractionnaire homogéne

*D%(t) = 0,
posséde une solution
glt) =ci+ et st + ...+, t™ L,
otc; ER,i=0..n, et n = [a] + 1, ([a] est la partie entiére de o ).

Commencons d’abord par la résolution du probléme auxiliaire

(3.2)

(3.3)

Lomma 3.0.2 anient 2 < a <83, 0 << 1, ety € C[0,1], lu svlulivi wigue du

probléme fractionnaire suivant

‘Dez(t) =y(t), 0<i<i,
z(0) =2"(0) =0, 4'(n) = B="(1),

est donnée par

o) = gy |, Gt wtohts - = [ oega.

ou
{t—s)21 13 :
G(t,s) = { @DE@D + aoEer SIS S,
'("1"'_—2*'%:-5, sis>t,
Preuve

Applique le lemme (3.1.1), on trouve
#(t) = IY(E) + 61 + oot 4 51,
par une dérivation des deux membres de (3.7), on trouve

a'(t) = I°7y(t) + o + cit, ¢ = 23,
z"(t) = I°72y(t) + c3.

(3.4)

(3-5)

(3.6)

(3.1)

(3.8)
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Or, la premiere condition dans (3.4) implique que ¢; = ¢4 = c¢5 = 0, tandis que la
seconde ramene i

ca = BI*Py(1) — I*Ty(n),
substituons ¢y, ¢2, ¢ dans (3.7), on obtient

w(t) = I"y(t) + t(BI* 2y (1) — I "y(n)), (3.9)

done

) = 'f(l?) fo (t-s)ﬂ—ly(s)dsﬂ(ﬁf?z—) /ﬂ (1 —~ 5*Sy(a) ds

1 i & )
T Tin=n —s)" 210
T(r—=1) é (n—s) y(s)ds) ) (3.10)

T [ fo Gt yleds ~ — ['n- s)a—‘*‘y@)ds] W

Ou G est définie par (3.6).

#{t) =

3.2 Résultat d’existence et d’unicité

Dans cette section on démontre I'existence et I'unicité de la solution dans 'espace
de Banach E, muni de la norme

- U4
Il = gmasx (6)| + o /0.
On a z/(t) € C[0, 1], et on note A I’ensemble défini par
A={zecE, z(t)>0, te[0,1]}.

Tout le long de cette section, on supposera que f € C([0, 1] x R x R, R) et on définit
lopérateur intégral T : £ — E par

Ta(t) = ﬁ [ /0 Gt 8) (5, 2(5), 2/ (5))ds a—?_? /0 "(n— 52 f(s,x(sz;):cl’g))ds] .
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Théoréme 3.2.1 Supposons qu’il existe des fonctions non négatives
h,g € L*([0,1],R,) telles que pour tout z,y € R et t €[0,1], on a

|f(tz,2) — f(t, v, )| < g(t)|z —y| + h(t)|T — 7,
1 1 (3.13)
CQ+C}1<§ et A9+Aiz<§7

ol

Cy = [1°gllpr + |BIT*2g(1) + I*"1g(n), (3.14)
Ch = 1% h|| g2 + |BII*2R(1) + 1o~ h(n), '
et
Ay =1V (g(1) + g(n)) + |87 2g(1), (3.15)
Ay, = 1D (h(1) + h(n)) + | B1Io2R(1), '

alors, le probléme fractionnaire (3.1) admet une solution unique z € E.
Pour la prewve du théoréme (3.2.1), on va utiliser la propriété de l’intégrale frac-

tionnaire de Riemann-Liouville

Lemme 3.2.1 wvoir [2]
Soit a: > 0, f € L'([a,b],R"). Alors, pour tout t € [a,b], on a

IPHf(E) < 1 Fllra. (3.16)
On va prowver maintenant le théoréme (3.2.1).

Démonstration 3.2.1 On va transformer le probléme fractionnaire & un probléme
de point fize. Le probléme fractionnaire (3.1) admet une solution unique si seulement
si Uopérateur T est une contraction.

Commengons a prouver que T est une contraction. Pour cela, soit z,y € E.



3.2 Résultat d’existen_ce et d’unicité 26

Alors .
Tz(t) - Tylt) = m%:—é—) [/0 G(t,s)f(s,z(s),x'(s))ds

_ ﬁ fn n(n—s)“_zf(s,:c(s),a:’(s))ds}

1

~ [ /{; G(t,s)f(s,y(s),y'(s))ds

tz[%—ﬂkﬁ@mmy@mﬁ,

o —

- F(al— %) [ fo G(t,5)(f(s,2(5),2'(5)) = f(s,4(s), ¥/ (5)))ds
- i 5 fo "1- 52 s, 2(s),2'(s)) = f(s,y(s), y'(s)))dSJ :

= I*(f(t,2(t),2'(t)) — f(t,y(2), ¥ (1))

+ BT (f(1,2(1), (1)) — f(Ly(1),¥'(1)))

— I (f(m,z(n), 2’ () — F(n,y(n), ¥’ (n))).

(3.17)

A laide du (3.13), on peut avoir

[Tz(t) - Ty(t)| < max |o(t) —y(O)|[I%g(t) + 1BI1°"29(1) + I**g(n)]
+ max 12') — Y OIIh(E) + 1811°~h(1) + I ()]

(3.18)

De plus, lemme (3.2.1) permet d’obtenir

ITa(t) =Ty < le =yl gllor + B "g(1) + 1" g(n) + |1 h|p
| 181 2R(1) 1 1% Th(n)),

(:3.19)

utilisant (3.13) et (3.14) on arrive a écrire

Ta(t) =Ty <l = yll(Cg + ).
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Done 1
(T2(t) - T2()] < Sz -yl (3.20)

d’autre part, on a
(Tz()) — (Ty(t))' = T'z(t) — T'y(t),

Talt) = [f Gi(t,8)f(s,z(s),2'(s))ds — —w/ (n—8)*2f(s,z(s), (s))dsJ
(3.21)
et
s 6‘G(t, 8) = (t(aS);)_ + (1—3}3 CR s1.8 = t
Gi(t,s) = B {(T_—;);%La, 3,
de plus
1 1
T'z(t) - T'y(t) = D) [ Gi1(t,s)f(s,z(s),z'(s))ds
a5 [ =9 (0,2 0|

]' I
- [ [ Gu(t.9)105, (9 5))ds
— )2 (s, 5(s), y'(s))ds]

- F(al— 2) Ua Ga(t, s)(f (s, 2(s),2'(5)) — F(s,y(5),5/(5)))ds

— )% (f(s,2(s),2(5)) — f(s, y(s),y'(s)))ds] ,
(3.22)

tenons compte de (3.13)

1 i}
max (1) — y(#)] [/ﬂ 'y (t,a)g(s)ds — ﬁ/o (n~ s)a“zg(s)da}

I'(a — 2) 0<t<1

1 . ; 1 + ) o
- (3.23)

Talty—Ty(t) <
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Estimons le treme

(/01 Gi(t,s)g(s)ds — Q{_EE fo"(n - S)Q_zg(s)ds) ’ (3.24)

on a

= [T(a—2)[I°g(t) + SI°*g(1) — I*'g(n)]|

< T(a—2)[I°g(t) + BI*2g(1) + I g(n)]
< T(a—2)A,.

i n
| et i - 55 [ - 9-rg(e)as

(3.25)
Par conséquent (3.23) devient
IT'z(t) — T'y()] < |lz ~ yll(Ag + An),
et en vertu de (3.13), il s’ensuit que
IT'a(t) - Ty < 5l (3.26)
en se basant sur (3.20) et (3.26), on conclut que
ITe Tyl <=yl (3.27)

Finalement et grdce au principe de la contraction, l'unicité de la solution du probléme

fractionnaire (3.1) est assurée.
Donnons maintenant le résultat d’eristence pour le probléme fraction-
naire(3.1).

Théoréme 3.2.2 Supposons que f(t,0,0) # 0 el qu’il ewiste trais fonctions non-
négatives k, h, g € L*([0,1],R,), ®, ¥ ¢ C(R.,RY%) croissantes sur R, et r > 0

lels que

|f (o, ™) % EEY(|w]) 1 B(EYB(|7|) + g(t), (f, _'r_‘} & ([U, l] N l‘d’.) (3.498)
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(T(s) + B(s) + 1)(CL + Cs) < 7 (3.29)
O
Cl = %%(Ck, Ch, Cg) et Cz = gg%xl(Ak, Ah,Ag), (330)

Les constants C, Cy, Ap, Ay sont définis dans le théoréme (3.1) et

{ Ap = I*7Y k(1) + k(n)) + |B11*2k(1), (3.31)

Cr = “IG_IkHLl + Iﬁlfa_zk(l) + Io“lk(n)

Alors, le probleme fractionnaire (3.1) admet a au moins une solution.

Pour la démonstration, on va appliquer théoréme(1.4.2).

Démonstration 3.2.2 D’une part, T est continu. En effet, puisque f et G sont
continus. Soit B, = {z € E,||z|| < r} un sous ensemble de E. on a T(B,) est
relativement compact, en effet

(i) Pour x € B, utilisant (3.28), on trouve

T2(t) = ]-F(al—_z)[ / G(t5) (s (). (9)ds - —— / ”<n—s)a-zf(s,w(s),x'(s))ds]

1
< g || FEABOUDD + RO 1 g0

[ o

¢ | " a—2 /
* gy 0 9D + KR D) + oo,

comme © et ¥ sont croissantes, il s’ensuit alors (3.32) implique que

1
Te0)] < Fg | [ 16T Ulo)) + AR ) + o(s)] s

t
(a 2)

1 1
Ta—2) [ fo IG(t, 8)|[k(s)T(r) + h(s)®(r) + g(s)] ds

[0 o =B E@I) 1 M) +g(s)1ds}

IA

| (mfu) /“”(n .q)“"'”[h-(w)m(-r}+h(r)®(:r')+g(s)jds], (3.33)

(3.32)
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de plus,
ITz()] < W(r)[I1* Kl + BT k(1) + I k(n)]
+ ()11 Al + BIIT2R(1) + I* h(n))]
+ 1% gl + BIII 29 (1) + I g(n)
< Cp¥(r) + Cp®(r) + C,.
Donc

ITz(®)] < Cy(T(r) + ®(r) + 1), (3.34)

avec C1 définie par (3.30). D’autre part, on a

T L] a6 s - 5 [0 927210, 200) <()is]
F_(&_{;?) F fo 1 Gi(t, $)[k(s)T(r) + h(s)®(r) + g(s)] ds

=t f (1= 9 B0) +6)00) + (0]
| = o [ -9 hsyas

1
/ G1(t, s)h(s)ds — (n — 8)*2h(s)ds
—2) 0

IT'a(t)] =

3

<

‘I’(?’)

f Gi(t, s)k(s)ds —

IA

+ ®(r)

+ ]]; Gi(t, s)g(s)ds — ﬁ /:(7’1 —5)*%g(s)ds

A laide du (3.24) et (3.25), on peut avoir

} . (3.35)

IT'z(t)| < ARY(r) + Apd(r) + A,, (3.36)

IT'z(t)] < Co(T(r) + B(r) + 1), (3.37)
avec Cy définie par (3.30). En combinant (3.34) et(3.37) on obtient

| 2'2(t)|| < (Ch + Co)(T(r) + O(r) + 1). (3.38)
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Par la suite T(B,)est uniformément borné.
(ii) T'(B;) est équicontinu
Soite >0, 6>0, et 0<1 <ty <1 tel que [ty — 1] < & avec

g

= Co(T(r) + @(r) + 1)

(T(t) — Ta(ts)| = [ () dt,

< (Ap¥(r) + Ap®(r) + A,)dt,

< (t; — 1) (AU (r) + A @(r) + Ay),

< (B2 —8)(Co(T(r) + &(r) + 1),

£ B (3.39)

D’aprés (3.39) T(Br) est équicontinu.
Une application du théoréme d’Arzela-Ascoli méne a déduire que T est un opérateur
relativment compact, donc le probléme fractionnaire(3.1) posséde une solution.

3.3 [Existence de la solution positive

Dans cette section on cherche la positivité de la soluiton de notre probléme
fractionnaire (3.1). On impose les hypothéses suivantes.
(H1) £(t,u,v) = a(t) f1(u,v), ot a € C([0,1], (0,00)) et f1 € C(R: x Ry, Ry).
(H2)

: a(t)
0< /{; ‘I’(S)mds < 00,

o
B— (n—s)2"2(1—-s)3~= sis <,

U(s) = L T (3.40)
A sie>m
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La solution du probléme fractionnaire (3.1) est

0= iagy |, 66 ate)@is = L ["n- 0= 1(smt0 6D,

(3.41)
On peut réecrire la fonction z sous la forme
1 U H(t,s) p
t) = 42
o) = Fa=g |, ot a(e). ' (5)ds (3.42)
ol
((t—s oy )3—-& t( s )rx—2 1—g)3—a
(c)x——z)ga—sl) ) 1 — Home (a—(2) 2 s<tsx ™
t8 — t(’?ﬁs)a-2(1_s)3ma) s> t, s < g
Hit,s) = (ff — =T (3.49)
a9 (o=1) + 13 s<t,s>mn,
tg EBLES

On outre, pour la suite donnant les propriétés de la fonction de Green H(t, s).

Lemme 3.3.1 si 3 > %{—Sﬁi alors H(t,s) a les propriétés suivantes :
(1) H(t,s) € C([0,1] x [0,1]), H(¢,s) > 0, pour tout t, s € [0,1].

(¢2) t C [1, 1], 7 > U, alors, pour tout t,8 € [U,1] on a
0 < 7U(s) < H(t,s) < 2¥(s). (3.44)

Preuve
(i) 11 est facile de voir que H(t, s) € C([0,1] x [0,1]), de plus, on a

(¢ —8)*1(1 = 5)*)

ot 3
la—Bim=1 <0 & >0 por i haefl,

implique H(t,s) > 0 si

45 iy~ g™ i'(l — s}”"' -
(v —2) -
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Donc H(t, s) est positive si 8 > ﬂw pour tout ¢, 5,7 € [0, 1].

(i) soit t € [r, 1], comme ¥(s) # 0, on obtient

(=9 21=0)"") | 45 tn-s)*"*(-eP~)

H(t,s) {a=2)(a—1) (a=2)
= = = <tn<s,
7 _ (=" *(=s)"-2) : = b i o
(s) B —
$t— a—1 1 — 3—a
(@ =1)(B(a—2) — (n - 5)*~2(1 - 5)*~2)
8 t(n—s)*"?
H(t,s) [(1-§)3—a ~ J sf B A
\I’(S)_[ﬁ_ﬁ]—""’ = i
dsp—e ~ ==
((t=8)>*(1-9)*~%)
H(t,s) _ ~(ao@y  +i0 ‘ <
_IIE)_— — ﬂ ) n<s=< t:
)2
< 829 oo
(@=1)
H(t,a) o CApe———
. - 142 < 4, 8.
() & 4
D’autre part, remarquant que
H{E,s) =3ty
T(s) — — 7

comme V(s) est positive, on aboutit a :
0<7¥(s) < H(t,s) < 20(s).

Finalement on présente la définition la solution positive.

Terminé la démonstration.
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3.4 Exemple

Le probléme fractionnaire suivant

Dez(t) = 8 [ + exp(—n(z + D] @ = 8,

(3.45)
2(0) = 2/{0) = 0, z'(n) = az"(1),

a au moins une solution positivesia =1, f=Ietp=1,
vérifions les conditions (H1) et (H2).
(i) Pour (H1) on a
f(t, u,0) = a(t) fi(w, v),
ol
4m
z+ 2+ 6m

Fhmgy == ltz[

1422
1—1¢2
14 ¢2’

47

fi(u,v) = m+exp(—-1r(w+|x’[)).

Donc a € C([0,1], (0,00)) et fi € C(Ry x R, R,).
(n) Pour (H¥) on a

A v s = [ (- Lm0 ((1 _+))

1 l—s:
£ / 5 ﬁ:};) .
z
_ M

@il + Jm'm] ,

Il
c\
A
AN
pa |~
o~
et
w
p —
pet
w2 )
Ji 4,258
e |-
|
»
p ——
(V%)
|
(%108
\____'_/
Y i
P
—
[ e
2 4
|
ol
~

— 2.6481 < ow.

Doug le prublewe (3.45) adiel wu wuins une solulion poslilve.
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