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Introduction générale

De nombreux phénomeénes physiques, mécanique, chimique, biologique, etc., peuvent étre
représentés, modélisés, par une équation aux dérivées partielles (EDP) ot une équation
intégrale. Une équation intégro- différentielle est une équation fouctionnelle dans laquelle
la fonction inconnue parait sous le signe d’intégrale, parais sent leurs dérivées.

La théorie des équations intégrales porte sur deux types principaux, les équations intégrales
linéaires et non linéaires de Fredholm, et les équations intégrales linéaires et non linéaires
de Volterra.

La résolution d™une équation intégrale (équation intégro-différentielle) & priori plus diffi-
cile que celle d’une équation différentielle ordinaire (EDO) du fait qu'une EDO relie une
fonction et sa - ses dérivées qui ne portent que sur une seule variable.

Fredholm (1866-1927) a étudié la méthode pour résoudre les équations intégrales du
deuxiéme espace,

i)

10077 A7 AT_TL e
IR Ralal] b} TeTT

A a {1RAN-1940Y & &tabli 1a méthode de résolution des équations intégrales
par les noyaux itérés. En outre, il a étendu la théorie des équations intégrales aux équations
intdgro diflférontiolloy ol wwe dguntiony intdgrales vingulidren.

Ainsi, la théorie des équations intégrales a été un domaine de recherche actif dans les
mathématiques appliquées et la physique mathématique.

L’importance des équations intégrales dans toutes les branches de la science et 'ingénierie
nous amene a étudier certaines de ces équations et les résoudre numériquement.

Le but de notre travail est de résoudre numériquement des équations intégro-différentielles,
et d'apalyser la convergence el Uestimation de Perreur.

Notre travail est présenté en trois chapitres :

Lec premier chapitre aborde des notions ct résultats préliminaires sur quelques définitions,

2
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et rappel sur les équations intégrales ainsi des méthodes numériques des résolutions des

équations Intégro-différentielle de Volterra de 2 éme éspece, nous intéressons la méthode

Quadratique.
ana ~n chanitrs nalle nracianrana ot d’nb Td rnlanin inte An varahnlaira At1a Ao
A LG LJ-L‘-UJHJ.‘—'J-\" iU k_l.l\_.\a-l-ﬂ\_.& wio vuuu ™ 0 x.iu\., \.idkrs }J U MU YUl uliouil uu ivruo

utiliserons ensuite dans ce mémoire.

Dans le deuxiéme chapitre nous présentons une introduction & la terminologie et & la
classification des éguations intégrales, qui 4 pour objectil de familiariser le lecieur avec le
concept d’équation intégrale (Intégro-différenticlle).

Dans le troisiéme chapitre nous exposons la méthode Quadratique pour résoudre numé-
riquement les équations intégrale (Intégro-différentielle) de Volterra en se basant sur la
méthode d’interpolation de Lagrange telle que les solutions approchées sous forme de po-

2, 'a’s:
!

Tures Bwvminn atbo mAtheda cora conitiotiaas aver deac avarnmlas  on ackiyeasd 1
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comparer les solutions approchées avec la solution

exacte par programmation en Matlab,



CHAPITRE

Notations et résultats

préliminaires

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la suite.

1.1 Les Opérateurs

Définition 1.1.1 (ensembles borneés)

Une ensemble S € C(G) est dite bornée, s'il existe un constant M > 0 telle que :|@(x)| < M
pour tout x € G et pour tout @ € §.

Définition 1.1.2 (Ensembles relativement compactes)

Une ensemble G C I est relativement compacte si pour toute suite @, de G, il existe une

sous suite @,y qui converge dans 1,

iR

L.L.1  Uperateurs compactsa

Définition 1.1.3 Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé
F, on dit que A est un opérateur compact s’il envoie toute ensemble bornée dans E ¢ une

ensemble relativement compacte dans F.

1.1.2 Opérateur intégrale linéaire

Définition 1.1.4 soit K : Cla,b]x Cla,b] — R une fonction continue Uopérateur intégrale

linéaire A définit par :



Notations et résultats préliminaires 1.2 Approximation d’une fonction

A:Cla,b] — Cla,b]

b
(Ap)(x) = f Kx, Dp(t)at (11.1)

ot la fonction k(x;t) s’appelle le noyau de A.

Proposition 1.1.1 Soient X, Y deux espaces normés, alors on a :

1) L’ensemble des opérateur compacte de X dans Y est un sous espace vectoriel de Uespace
des opérateur linéaire L{x, ).

2) Le produit A A, de deux opérateurs bornéds Ay et Ay est compact si l'un des opérateurs
Aq ou Aj est compacte.

3) Si A un opérateur borné de X dans Y d image A(x) de dimension finie alors A est

compacie.

Théoréme 1.1.1 Soit X un espace normé et Y un espace de Banach et soit {A,},eny une

suite d’opérateur compacts, si [|A, —All =0 alors A est compacte.

Théoreme 1.1.2 opérateur intégral A de C(G) dans C(G) & noyau continu est un opéra-

teur compact.

Théordme 1.1.3 (Théovréme de Rolle )
Soit f :[a,b] — R une fonction continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b{et telle que :

fla) = f(b). Alors il existe un point c €]a;b[ tel que f (c)=0.

1.2 Approximation d’une fonction

Les polynémes font partic des fonctions les plus simples qu’on rencontre en analyse. Leurs
valeurs en un point sont aisément calculables par des opérations algébriques élémentaires.
Dans cette partie, on cherche & approcher une fonction par un polynéme ; et si la différence
entre la fonction ef son polyndme d'approximation est assez petite, alors en peut dans
certains cas pratiques remplacer les calculs sur Ia fonction, par des calculs sur son polynéme

associé.



1.2 Approximation d’une fonction Notations et résultats préliminaires

1l existe plusieurs maniéres d’approcher une fonction par des polynémes, suivant I'usage
qu’on veul faire de cetle approximation. Dans certains cas, la fonction considérée est définie
par une expression mathématique ou plus fréquemment, par une suite de valeurs prises en
distinets x; telle que f; = f(x;
ou discrétisée).

Pour de nombreuses questions, il est alors utile d’approcher f par une fonction polyndmiale

P convenablement choisie tel que P(x;) = f;. Pour; i =1,2,...,n. Cette approche peut étre

réalisée soit sur un intervalle [a, b}, soit sur un voisinage d'un point x;.
) p 0

1.2.1 Imterpolation polynomiale

Etant donné (n+ 1) couples (x;,1;), i =0,...,#; le probléme consiste & trouver une fonction
f telle que f(x;) = y;; on dit alors que f interpole Uensemble de valeurs {y;}7, aux
noeuds {x;}l_,.

Les quantités p; représentent les valeurs aux noeuds x; d’une fonction f connue analyti-
qguement ou des données expérimentales. Dans le premier cas, 'approximation & pour but
de remplacer f par une fonction plus simple cn vue d™un calcul numérique d’intégrale ou
de dérivée. Dans 'autre cas, le but est d’avoir une représentation synthétique de données
expérimentales (dont le nombre peut étre trés élevé).

On parle d’'interpolation polynomiale quand f est un polynéme et d’interpolation poly-
nomialc par morccaux (ou d’interpolation par fonctions splines) si f est polynomiale par
MOrceaux.

Notons IR"[x] 'espace vectoriel formé par tous les polyndmes de degré inférieur ou égale
a n. Il est bien connu que R™[x] a dimension (#+ 1) et que sa base canonique est donnée
par {1,x,x2,....,x’”}.

Supposons que lonveuille chercher un polynéme P, de degré m > 0 qui pour des valeurs
Xy, X1, X500 Xy istinctes données (appelés noeuds

leurs vy, v1,v2,..., ¥y Tespectivement, c’est-a-dire

Pu(xj)=y; pour 0<j<n (1.2.1)

Si un tel polyndme existe, il est appelé polynéme d’interpolation ou polyndme interpolant.

6



Notations et résultats préliminaires 1.2 Approximation d’une fonction

Formule d’interpolation de Lagrange

Théoreme 1.2.1 Pour tout choiz de (n+ 1)points de la subdivision de [a, blet pour toute

donneé (fxg), .... flx.)), il existe un unique polynédme P € P,[x] qui verific :

P(x;)=f(xj) ,¥j=0,1, ..., n (1.2.2)

Preuve. Pour chercher une solution dans P, on doit déterminer (s + 1) points inconnus

qui sont les coeflicients de P, soit :

i

N ook rroavvygr_noa - 10 A\
/X =X Vi =01, , i (1.2.4)
k=0

On a ainsi {n+ 1) équations a4 (m + 1) inconnus, il est naturel de prendre m = n et de
résoudre le probleme d’interpolation dans 'espace vectoricl P,. A partir de la formule

(1.2.4) on obtient le systéme linéaire suivant

a0+a1x9+a2x§+...+axg-:f(xo)

2 n 5
ag+ayx) + @sxs +...+ax! = f(x
(s o+ apx) +axg p = flxy) (1.2.3)
B+ a1%, + Axx2 +... +ax! = f(x,)
i goue forme matriciollo
1 x * || 20 flxo)
a fx1)
={ (1.2.6)
1 =z, Xn an | f(xn)




1.2 Approximation d’une fonction Notations et résultats préliminaires

ie
DA=F (1.27)
Avec - )
ag f{xo)
a4y fix1)
DeM,y(R),A=|  |F=| | (12.8)
| fn | ] fxn) |
Puisque x; # x; pour i# j, on a :
detD = [] (2 —xj) = 0 (1.2.9)
0<j<i<n

(determinant deVandermonde), done le systéme (S) posséde une solubion (ay, 41, ..., @)

unique. Désignons par L, (x) le polynéme d’interpolation de Lagrange. B =

Calcul des coefficients de Lagrange

Coroliaire 1.2.1 Pour tout choiz de (n+1) points de (e subdivision[a, b] et¥j € {0,1, ..., n};

il existe un unique polyndéme de degré inférieur ou égal a n satisfaisant :
Di(xj} =9, i=0.1. ... n (1.2,10)

ot & j est le symbole de Kronecker :

v B ?
5ﬁ={ = e (1.2.11)
\Osz' iz]

D’abord, nous calculons ezplicitement les ©;(x)pouri=j , ®;(x;) = 0 et pouri=j, O;(x;) =

1, on a donc -

D;(xj=c ]—[ (x—x;) f1.2.12)



Notations et résultats préliminaires 1.2 Approximation d’une fonction

O ¢ est une constante 4 déterminer et comme

]

Qi(x)=1=c ]—[ (% — ;) (1.2.13)
j=0,j<i
Alors
1
c= ——— (1.2.14)
]—l (x,—-xj)
j=0,j=i

Ainsi on dédust que :

ow=[] ((x__i’l) (1.2.15)

Le polynome

Bx)= ) f(x:)®i(x) (1.2.16)
i=0

Coincide avec le polynome d’interpolation de la fonction f auz points x;. Comme il est
de degré inférieur ou €gal a n, il est donc égal a ce polynéme d’interpolation. D’aprés le

théoréme précédent on peul donc écrire le polyndme d’interpolation de Lagrange sous la

forme :
i
La(x)= ) f(x)®i(x) (1.217)
i=0
Fovant - ,
IT) (%) = ]_[(x =) (1.2.18)
j=0

et en dérivant ce produil par rapport 4 x on obtient :

1 i
_‘.i_rH 5=N 1l fe—ud (1.2.10)
dx ALl A Lf l l 1 ' AN 7
1=0 j=0,j=i
Pour x = x; il vient
/]1 n
i4 T r
= (s {X)hyey, = (X—%;) (1.2.20)
dx i ]
j=0,7=i

1l s’ensuit que la formule d’interpolation du polynéme de Lagrange peut-étre écriie sous la

9



1.2 Approximation d’une fonction Notations et résultats préliminaires

forme suivante :

n
1T (x)
Lyx)=Y ——2L2 £y 1.2.21
on pose :
L{YE)(Y) s . I-IiH-l (x) (1 9 29)
P L), ) 22
Sont dits aussi les coefficients de Lagrange, alors la formule de Lagrange s’écrit
13 ( ;
i
La(x)= ) L(x)f(x:) (1.2.23)
i=0

Erreur de la formule de Lagrange

Théoréme 1.2.2 Soient f une fonction de classe C"' sur [a, b] et L,(x) son polynéme
d’interpolation de Lagrange en (n+ 1) points {xg, X1,.. X5} dans [a, b], alors ¥ x €[a, b],
& € [a, b] tel que :

(n+1)
F)- L = Lo, (1220
preuve 011 posc
() = ()= L) = kT 1 (0 (1.2.35)

k est. ime constante qui sera chaisie par la suite, Remarquons que 1#(x) posséde (n+1) racines
aux points {xg, x1,...., X, }. Choisissons maintenant k de sorte que #(x) ait une (n4 2)-i‘cme
racines en un point quelconque X fixer dans {4,b], X=x; , Vi€ {0,1,...,1]. A cct

effet il suffit de poser :

f(@)-L,(x)-kI1,,(x)=0 (1.2.26)
d’ott
_ ) -L.()



Notations et résultats préliminaires 1.2 Approximation d’une fonction

La fonction u{x) a {n+ 1) racines sur [4,b] et s’annule aux extrémités de chaque inter-

valle compact, [xg,x1],[¥1,%2} .0 [%i, ], oo [Xp—1,%4). En appliquant le théoréme de Rolle

sur chaque intervalle pour la fonction u(x), on voit que #(x) a au moins (7 + 1) racines
Ia méme facon jusqu’d la dérivéc

pouvaitfinalement remarquer que la fonction u"*1)(x) poss‘ede au moins une racine dans

Pintervalle

[2,b] c-a-d :

3£ €la, b tel que u™1(£) = 0. Comme la dérivée d’ordre (n+ 1) de L,(x) égale & zéro

c-a-d :

LUy =0 (1.2.28)

Et
1_{(H+1)I«\ i /1 9 90y
1 n+1 kﬁ-’—\"-'-l". \l 4--—3/’

I"’equation (1.2.25) entraine la relation suivante :

u ) (x) = FOH ) (x) — k(n+ 1)1 (1.2.30)
Pour x = £ on obtient :
(nvi—l)(é)
= f(n | 1)" (1.2.31)

La comparaison des deux formules {1.2.27) et (1.2.31) de la valeur k donne :

fR)=Ta(%) _ ()

Hn-{-i(i:) - (H'f‘l)! kl.&‘\M}
C’est-a-dire
e e e e
f@-Lm=L . (12.33)
Puisque x est quelconque cette formule peut s’écrire :
{n+1} g
Ru(x)=f(x)=L,(x)= f(—n%):)l'[m_l (x) (1.2.34)

11



1.2 Approximation d’une fonction Notations et résultats préliminaires

ou &,xe[ab] et & dépend de de x. On désigne par :
My = max |1 (x)| (1.2.35)
a<x<b
On obticnt 'estimation suivante de Pérreur absolue de la formule d’interpolation de La-

grange

[T (x) )
IRy ()] = |f (%) = L (x)| € M1 5 +11)! (1.2.36)




CHAPITRE

2

Equations Intégrale -

Equations

Intégro-différentielles

Linéaires

2.1 Equations Intégrale

Définition 2.1.1 Une équation différentielle est une égquation liant une fonction f et sa ou

ses dérivées ' , f, ..., f".

Définition 2.1.2 L’équation intégrale est une équation ou linconnue est une fonction qui

apparait sous le signe intégrale. par evemple Uéquation :

b
)
=
(=S
g
+
)
_——
4
S
i
try L.........’
)
—~—~
™+
n
=]
s
“n
20
Iz
L W
w
——~
o
0]
Ty
S
o~
)
Ry
[y
N

cat appelée équation intégrale (ET).
Ot p(t) est la fonction inconnue, f(t) est la fonction donnée, A € R (ou C) est un parametre
numérique ,

E est un ensemble fermé, borné et mesurable d’une espace euclidien de dimension 7.

Si

K{t,s,p(s)) = K{t,5)p(s) (2.1.2)

Péquation devient linéaire, iec.

13
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2.1 Equations Intégrale Equations Intégrale - Equations Intégro-différentielles Linéaires

f(t}:J-K(t,s)y(s)ds—);y(t) (te E). (2.1.3)

E

Le type le plus général d’une équation intégrale linéaire est :

c_i)(_t)y(t)=f(t)+AJrK(t,s)y(s)ds (teE) (2.1.4)
E

Remarque 2.1.1 1- Si f(t) =0, l'équation (2.1.4) est dite homogéne.

2- Si f(t)= 0, Uéquation (2.1.4) est dite non homogéne.

2.1.1 Classification des équations intégrales

La théorie des équations intégrales porte sur deux types principaux, les équations intégrales
lindaires ct non linéaires de Fredholm, ct les équations intégrales linéaires ct non linéaires
de Volterra.

Dans I'équation de Fredholm la région d’intégration est fixée, et 'équation de Volterra la
région d’intégration est variable.

Nous savons I'équation intégrales linéaire dans ce formulaire :

y(x) =f(x)+AJ'W} kix,t,y(t))dt (2.1.5)

ou a,f sont les limites de I'intégration. On peut facilement observer que la fonction in-
connue y(x) apparait sous le signe de l'intégrale. Il est & noter ici que le noyau k(x, ) et la
fonetion f(x) dans Péquation intégrale sont. des fonetinns données, et 1 est ine canstante
parametre.

ijcas des équations intégrale linéaire
- Equations intégrales de Volterra

La forme la plus classique de 'équation intégrale de Volterra linéaire est de la forme :

X

B9 =7+ [kl p(nd (2.1.6)

a

14



Equations Intégrale - Equations Intégro-différentielles Linéaires 2.1 Equations Intégrale

ol 4 et une constante donneé.

a) Equation de seconde espéce : pour ¢(x) =1, I'équation devient tout simplement

p{x) :f(x)J,-AJ-xk(x;t)y(t)dt (2.1.7)

cebie équation est connue comne Pégquation intégrale de Volierra du second Lype.

b) Equation de premitre espéce : pour ¢(x) =0, I'equation est :

fo=af ko t)p()dt (2.1.8)
Ja

qui est connu cowmne 'équation de Volterra du premier type.

¢) Equation de Volterra homogéne : 1’ équation de Volterra homogeéne de premiére

espece est définie par la relation suivante :

Aka(x,r)y(:)dt =0 (2.1.9)

el L' ¢gquation de Volterra homopone de seconde vspoce ost dohme par :

X
pix) =1Jr kix, t)v(x)dt (2.1.10)

a

Equations intégrales de Fredholm

La forme plus standard d’équation intégrale linéaire de Fredholm est donnée par la formule

Ak
P = FL)+A | Koty (0t (2.1.11)
ol a,b deux constantes données.

15



2.1 Equations Intégrale Equations Intégrale - Equations Intégro-différentielles Linéaires

a)Equation de second espéce : pour ¢(x) =1 I’équation devient tout simplement :

b
7{x) =f(_x)+AJr k(x, t)v(t)dt (2.1.12)

Cette équation est appelée équation intégrale de Fredholm du second type.
b)Equation de premiére espéce : pour ¢(x) =0 , 'équation est :

b
flx)= AJ- k(x, typ(t)dt (2.1.13)

qui s’appelle 'équation intégrale de Fredholm de premigre espéce.

c) Equation de Fredholm homogéne : L’ équation de Fredholm homogene de premiére

>
N |
o

kix, t)y(t)dt =0 (2.1.14)

-
— &

et L’équation de Fredholm homogéne de seconde espéce est définie par :

b
)= AJF k(x,t)p(t)dt (2.1.15)

ii) Cuy dey éyuutiony Intégrales non Undalre

Nous savons Péguation intégrales non linéaire dans ce formulaire :

Blx)
y(x)=flx)+ A [‘ k(x,t,y(x))dt (2.1.16)

Jaix)

ou a,f sont les limites de I'intégration,et k(x,t,v(t)) le noyau d’équation intégrale non

lindaire,et A cst une constante paramétre.

Equation intégrale de Volterra :

a) Equation de second espéce : 1'équation intégrale de Volterra du second type est

définie par :
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2.2 Equations Intégro-Différentielles

Equations Intégrale - Equations Intégro-différentielles Linéaires

p{x) = fx)+ ijk{x, tLy(t))de (2.1.17)

h) Eqnation de premigre espéce : Péquation intégrale de Vollerra du premiére type est
définie par :
rx
fle) = | Koty (2.1.18)
a
Equations intégrales de Fredholm

a) FEquation de second espéce : 1’équation intégrale de Fredholm du second type non

linéaire est définie par :

b
y(x) =f(x)+/lJ- kix,t,y(t))dt (2.1.19)
a
b) Equation de premiére espéce : 1'équation intégrale de Fredholm du second type non

linéaire est définie par :
b
f(x)= ).f k(x,t,y(t))dt (2.1.20)
a

Equation intégrale singulier :

grale du singulior 2ct définie comme une intégrale avec log limitos infinion

TThn Aqriatinn intA
Line cquation intéyg

ou lorsque le noyau de Vintégrale devienne non hé & un certain moment dans Uintervalle.

2.2 Equations Intégro-Différentielles

2.2.1 Imtroduction :

Les équations intégro-différentielles (E.I-D) est une branche importante de mathématique
modeérne et survient fréquemment dans becaucoup de domaines appliqués, gui inchient
mécanique de l'ingénieur, physiques, chimies, astronomies, biologies, éconamies, théorie

potenticlle ¢t électrostatique. Une (E.I-D) est une équation composée de deux opérations

17



2.2 Equations Intégro-Différentielles

Fquations Intégrale - Equations Intégro-différenticlles Lindaires

intégrales et différentielles qui impliquent la fonction inconnue y . Nous intéressons dans ce
chapitre aux types les plus simples qui concerne les (E.I-D) unidimentionnelle (la fonction
inconnue y dépende d’un variable ) . Ia forme générale d'une équation intégro-différentielle

non linéaire d’ordre n est :

7™M (x) = F(x,9(x),9"(x),, 7" D(x), 2 L k(x,t, (), (), ..., "V (2))d 1) (2.2.1)

Avec les conditions initiales :

p(a@)=Bo, y(@)=p1 , ¥ (@)= PBo 9" V(a) = By

telleque:aeTetf; (0<i< n-1 ) nombres données

K :noyau de 'équation intégro-différentielle.

v,7’,...., v :les inconnues.

E :un ensemble fermé, borné et mesurable d’un espace euclidien de dimention fini,(x et ¢
des éléments de cet espace ).

A est parametre numérique .

La forme linéaire d’une (E.I-D) d’ordre n est :

L(y)=2 JEK(x, HM,(y) + f(x) (2.2.2)

() e
L(y) = iﬂai(x)y"'?*(x) et M(y)= fﬂb;(r)y‘f’(r). nmeN
i= I

et a;(x),bj(x) et f(x) sont des fonctions données et (0<i<n, 0<j<m)

2.2.2 Classification de I’équation intégro-différentielle (E.I-D) :

Une importante classification des (E.I-D) existe, et sont classées par leur caractéristiques
en cing types suivants :

1)Les limites de I'integration :

On distingue trois types majeurs de 'équations intégro-différentielles

- a) Si les limnites de I'intégrations sont fixés, alors I'(E.I-D) est dite de Fredholm

e
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ot
—
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=
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-
-+
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o
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2.2 Equations Intégro-Différentielles

Fquations Intéerale - Equations Intéero-différentielles Linéaires

et " indique la dérivée n-idme de y{x) . autres dérivés de 'ordre de moins peuvent
apparaitre avec " sur le coté gauche .

O s
v

a mle 12 ..
—b) DI =X cuu:.o}(ETD} est dite de Volt

= e

yM(x) = flx)+ A ka(x,t)y(r)dr (2.2.4)

Ja
ou p"" indique la dérivée n-iéme de v . Autres dérivées de l'ordre de moins peuvent
apparaitre avec p") sur le coté ganche .

-c Si les deux opérateurs de Uintégration de Fredholm et Volterra consistent alors
p gr

I’équation intégro-différenticlle cst dite de Fredholm-Volterra :

b
k(x,t)y(t)dt+12f k(x, t)y(t)dt (2.2.5)

a

X

P(x) = f(x)+ Ay f

a

2)Ordre de équation intégro-différentielle :

L'ordre d’unc (E.I-D) est I'ordre de plus haute dérivée qui apparait dans Popérateur dif-

férentiel.

L’équation intégro-différontiolle est dite linéaire sous la forme (2.2.2) ou non linéaire aous

In forme (2.2.1)

4)Premiére ou deuxiéme espéce :

Premitre ou deuxitme espece Le (E.I-D) est dite de premiére espce si la partic différentiel
cat nul, sinon cat dite de deuxidme espace.

5)Nombre de variable de la fonction inconnue y :

Une (E.I-D) est dite ordinnaire si la fonction inconnuc dépende d'une seule variable indé-
pendante, alors si dépende de deux ou plusieurs variables indépendantes I’(E.I-D) est dite

partielle.

remarque 1.1 : I’équation (2.2.2) & coefficients constants si touts les g; (i =1,2,...,#) et b]-
(j =1,2,..,m) sont des constants , si un ou plusieurs de ses coefficients n’est pas constants

,alors {2.2.2) est dite & coeflicients variables.
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2.3 Liaison entre les équations différentielles linéaires et les équations intégrales de
Volterra Femations Intégrale - Equations Intégro-différentielles Lindaires

Equation integro-différentielle singulier

une équation integro-différentielles est dite singulier si 'une ou les deux hypothéses sui-
vantes consistent dans (E.I-D) :

1- 'une ou les deux bornes de I'intégration sont infinies .

2- e noyau devient infinie au voisinage d'un ou plusieurs points de Vintervalle de I'inté-

gration.

2.3 Liaison entre les équations différentielles linéaires et les équa-

tions intégrales de Volterra
On définie I'équation différentielle linéaire par :

diyx)  d"ly(x)
2=

o~~~
3
(]
s
p—

ou les a;(x) (i =0,....,n) sont les coeffécients continus,et F(x) est une fonction continue.
Avec les conditions suivant :
y(0)=cp

v(0)=¢,

y"1(0) = ¢y

i nY] L 112 4 Ly 1 I ) b 1
oL OI COnsKiere (—!(l!!H,i.l(!!! HiLepgrdle de Voiterra du second type :

X

u(x) = flx)+ A Jr- k(x, yu(t)dt (2.3.2)

La résolution de Péguatoin différentielle pent. étre ramened A la résolution d'une équa-
tion intégrale de volterra de second type,pour simplification les calcules en prend le cas
particulier (n =2) .

Soit Véquation différentielle du second ordre :
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2.3 Liaison entre les équations différentielles linéaires et les équations intégrales de

Equations Infégrale - Equations Intégro-différentielles Lindaires Volterra
d *y(x) dy(x) ,

——+a(x +az(xjy(x) =F(x 2.3.3

I 1(x) 5 2(x)y(x) = F(x) (2.3.3)

Avec les conditions

y0)=¢cy , Y (0)=¢ (2.3.4)
on pose
d *y(x) ,
= u(x) (2.3.5)
Et done
2 d % ¥
m:u(x):) y(JC) =J- u(x)+k] — y{x):f (x—t)u(x)+k1x+k2 (236}
dx? dx 0 "

Nous avons utilisé la formule :

o ’ = 1 * n—1 .
JEO J[.;ﬂ J;O f(z) dz dz...dz = WLO (x =2 f(2)dz (2.3.7)

On utilusé la formule (2.3.6) Péquation (2.3.3) devient :

r* [*
u{x)+ J a{xju{x)di + kya (x) + _J az(x){x —thu{x)di + kyxas + kaaa(x) = F{x) (2.3.8)
0 0
O
(‘I
ulx)+ | [ ra()x—0u(s)dt = Flx) -k {x) + ki xa{x) — kas(x) (2.3.9)



2.3 Liaison entre les équations différentielles linéaires et les équations intégrales de
Volterra Eqnations Intégrale - Equations Intégro-différentielles Linéaires

K(xt) = —[a;(x) + az(x)(x - 1)]

(2.3.10)
| f(x) = F(x) =k (x) + ky Xz (x) - k(%)
Et donc I’équation (2.3.9) devient :
X
u(x) = J K(x, t)p(t)dt + f(x) (2.3.11)
4]

Equation Tntégrale de Vollerra de seconde espéee.
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CHAPITRI

3

Méthode quadratique

intégrale généralisée

Dans le début des années 1900, Vito Volterra a étudié le phénomene de croissance de la
population, et nouveaux types d’équations développées et nommeés comme équations
intégro-différentielles. Dans ce type d’équations, la fonction inconnue apparait comme la
combinaison du dérivé ordinaire el sons le signe intégral.

La résolution effective de ce type d’équations est en général un probleme difficile, qui
n’admet que rarement une solution explicite en termes de fonctions simples. Il faut bien
souvent recourir & des approximations numeériques ou analytiques (développement en ap-
proximations successives).

Tes éqnations intéprales sont a priori moins simples a résoudre que les équations algé-
briques ou les équations différentielles, Nous allons voir dans ce chapitre que ponr des
Fapiabionm dntegades Tindwres, une oy réulisée lu diserétisation de coe équations, on oo

raméne au probléme de la recherche de solutions d'un systéme linéaire. Les équations

integro-différentielles qui va nous intéresser dans la suite de ce travail sont les équations

intégro-différentielles de Volterra.

3.2 Cas d’équation intégrale de Volterra [6] :

3.2.1 Formulation :

Soit I’équation intégrale de Volterra de seconde espéce avec un noyau non singulier est

donnée par :
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3.2 Cas d’équation intégrale de Volterra [6] : Méthode quadratique intégrale généralisée

v(x) = f(x)+ ijK(x,t)y(t)dt OEELT

(3:2.1)

Ou A est un parameétre numérique,a est une constante ,f est une fonction donnée{Supposons

que continue dans [0, T]) et k(x, 1) est le noyau de I’équation intégrale.

Soit xg <xy ... £x; <... < xy une division de l'intervalle [0, T] avec

2j+1

T
xj= EII —cos(

Sont les points d’interpolations de Tchebytchev .

On souhaite obtenir une approximation de la fonction y sur 'intervall [0, T]

U poOse alors :

Celle-ci donne :

X

Ulx;) = J K(x;, t)y(t)dt 0<i<N
0
on peut-etre approximée (3.2.4) par :

N
U(x;) ~ ﬁc,-jx(;c,-,.xj)y(,\j) , 0<i<N
-0

(3.2.2)

(3.2.3)

Ou Cj; répresent les coefficients an points de Uintégrale simple est sont des inconnus

a détérminer. On remplace y par son polyndme d’interpolation de Lagrange de degré

inférieur ou égal & N, 'inconnu y peut étre approximée par :

V() = Py x(x;)

by
#
<

1 si k:]’
Pyilxj)=oép=4
| 0si k=]

24

(3.2.6)

(3.2.7)



Méthode quadratique intégrale généralisée 3.2 Cas d’équation intégrale de Volterra [6] :

Le polynéme d’interpolation de Lagrange de degré N associé & y et aux points {xg, X1,...,

Xy est
G
-Pf\f,k (x) = —N(TI)—)_'———) k - OJ 1;-“1N (3-2.8)
(x—xx)Gy (xx)
Ou
N N
1 IGN{x¢t
Gy (x) = n(x—x_,-) et GO (%)= ——g’i B _ ]_[ ) (3.2.9)
j=0 j=0;j=k
Remplagant (3.2.6) dans (3.2.5), on obtient :
N
Up(x;) = Zci,jK(xi:xj)PN,k(xj) (3.2.10)
j=0
et par suite
~ij =K_1(‘1C",}.‘j)._fj(‘l") {3.2.11l

de (3.2.10) et (3.2.11) on peut définir successivement les fonctions Cjj par:

xi
Cij = K™ (%, %)) f K™ x;, t)Py, j(£)dt (3.2.12)
0

Dans le but de trouver nne expression simple pour le polynéme Py (f), on éerit. :

11-% 113

PN,k(f) = (t_xO)Q(Nt I:k: t):N > 1 (3213)
N
_l_[](t_xj)
P
Pty =fi=mgy———— (3.2.14)
IT (xx—x;)
j=0;j=k
il s’ensuit alors
N
QN Lk ) =box | | (t-%)) (3.2.15)
=1k
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3.2 Cas d’équation intégrale de Volterra [6] : Méthode quadratique intégrale généralisée

N
Q(N, 1L,k ) = ZbN_l,kr‘,N >1 (3.2.16)
=0

O les coefficients by, sont liés par les relations suivantes :

- b
1k ;
Xf = o (3:2:17)
b
Nomra 0,k
j=Llj=k
N
o _ o
XX =
; 0,k
m<j
mzk,j=k
l b
i T
l I xj = (-1 l: = (3.2.18)
=152k 0k
Les premiers membres des égalités (3.2.18) sont les sommes des combinaisons une & une,

deux a deux, etc...des racines du polynémeQ(N, 1, k, x) et by = 0 est identifié comme :

[

Y ... B— (3.2.19)

N
IT (—x;)
j:n;jif’f

et par consequent les C;; peuvent prendre la forme suivante :

1 N [ ! —_—
Ci,j =K. (xl-,x}-}Lb'N_uJo K{x;, tjt di, i=0,...,N {3.2.2“)
1=0

Dans les calculs pratiques, au lien dutiliser (3.2.20) pour évaluer C;; d’antres relations
peuvent-étre établies pour obtenir C;; . Par conséquent les relations (3.2.10) et (3.2.12)

cnsemble avec (3.2.20) donnent :

N X
ZC,-,J-K(x,-,xj) =J- K(x;, t)dt pour i=0,...N (3.2.21)
j=0 0

ainsi les coefficients C; ; peuvent-étre calculés par :
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Méthode guadratique intégrale généralisée 3.3 Exemple

xi {
Ci'i _ f K(xil t)dt _Z Ci,jK(xi’ xf): pour i= 0,..,N (3222)
0 j=0j=i
ot R(x,, ) = Kl

3.2.2 Algorithme de la méthode

Etapel.

Calcule de b; ;. et les by pour i,k=1,..,N .
Etape2.

Calcule de C;; et les C;; pour i,j=1,..,N
Etape&

Résolution de systeme linéaire : (I—AR)Y = F oit R=C K est une matrice carrée d’ordre

(N +1) ou Rjj = Cj;K;; et F est le vecteur qui contient les valeurs de f aux noeuds .

3.3 Exemple

Exemple 3.3.1 Considérons I’Equation Integrale de Volterra :

p(x) =x% - éxs + erty(s)ds (3.3.1)
0

Avec la solution ezacte est donnée par yo(x) = x?

En se servant du logiciel Matlab, on a résolu ce systéme pour obtenir les résultats de la

figure (3.1) pour N = 8.
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3.3 Exemple Meéthode qnadratique intégrale généralisée

Exemple 1:

1 3 . ; 7 s

- & —vyap
- = —yex P

06F 4

08F

N

04r # 4

0.3+ & o 4

0.1F % 4

[ =t
]
:
g
=
[N

]
=
@
[l
fq1)
et

FIGURE 3.1 — Solutio
exacte

Dans cet exemple Uinterpolation polynomiale de Lagrange d’ordre 8 est employée pour ré-
soudre ce probléme. On constate bien que le solution numérique présente un faible décalage

par rapport & la solution exacte.

Exemple 3.3.2 Considérons ’Equation Integrale de Volterra :

X

px) — =2t x+1 +J xly(s)ds (3:0:2)
0

Awee la solution czacte est donnée par Yoo(x) = ¢* En sc servant du logiciel Matlab, on a
réaalin ce Apatéme powr ohtenir lea réaultofa de lo fipure (98] ponr N = 1. Dana cef exemple
I"interpolation polynomaale de Lagrange d’ordre & est employée pour résoudre ce probléme.

La comparaison et un peu moins conveincante sur y,p(x).
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Méthode qnadratique intéerale généralisde 3.4 Cas d’équation intgro-différentielle [7]

Exemple 1:
2.8 T T T
[~ -van]| A
25} I o
24+ i
o v ’
22 o ;
2 L
1.8} i
L
-~
Q_e L e
<
,3
14f o
12} 5
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

3.4 Cas d’équation intgro-différentielle [7]

Soit I'équation intégro-différentielle avec noyau faiblement singulier :

\ S dkv(x‘l
Y Bt = alx)y(x) + B + Aw(x), as<xsT, (3.4.1)
= dx
ot w(x) et donné par
w(y) = [- (v =) VR(x, 8)y(s)ds (1.1.2)

Ja
Avec A et v sont des paramétres et 0 <v < 1. a(x), B(x) et y(x)(k = 0,..,m) sont des
fonctions, et k(x,s) et le noyaux de ’équation intégro-différentielle, c’est supposé que la
fonction impliquée dans (3.1.1) est suffisamment réguliére. les équations ci-dessus pour
v = 0 deviennent des équations intégro-différentielle réguliére .

Afin d’éviter la singularité, on intégrer par partie ’éguation (3.4.1) on obtenons :

)= ﬁ[-(x- o k(x alp(a)] - iv) Lx(x—s)l-vd—[ﬂf‘;)—mds (3.4.3)

la relation (3.4.1) devient :

29



3.4 Cas d’équation intgro-différentielle [7] Méthode quadratique intégrale généralisée

w(x) = ! {(x ~a)' k(x,a)y(a)] - f(x— ——fg;)—y(—sﬂds (3.4.3)

ia relation (3.4.1) devient :

! k
d"y( r — Alk(x,5)y(s)]
Y 90T < a(p(x) + B (x) + (x—g)iv AL 5 03 4 )
Py daxr (1-v) J, ds
et By(x) = B(x)+ 15 (~(x—a) k(x,a)p(a)).
A ce stade, nous introduisons 'aspect guadrature des solutions, Lec dérivée ef intégrale
dans U'expretion (3.4.4) sont 'approchées par :
Ik 1
i k
—7¥Em) = ) Dy 9(x)) (34.5)
j=0
PN (1) 1) P o
(X —5) T ds= m] 9(xj) (346)
a
=0

et [xk} o sont des points d’interpolations, pris comme les points de tchebychev de la

forme :

}r] 0<j<N

o= —fl cos(
J Z 'I‘
D;; et Iy sont les coefficients de pondération liés aux polynomes d'interpolations de la-

\ at cont avnlic fe + Annn éa nar :
7 SonNT eXpulciiement 4aonnee par |

d Py (%)
k N, g\ Am ;
= 0.7
"I dxk ( )
X d [k{x,,s) Py ;s
m;:L (s — )17 L di o) (3.4.8)

avec peut d’effort les problemes originaux (3.4.1) peuvent étre convertis en un systéme

algébrique et prendre les formes compacts suivantes :

(Xn)9 (Xo) + By (Ko Xg) = Z 1y m=0,..,N (3.4.9)

On
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Méthode quadratique intégrale généralisée 3.4 Cas d'équation intgro-différentielle [7]

J

!
ok A
Upj = Z}’k(xm)Dfnj - mej (3.4.10)
k=0

La relation (3.4.10) est une systéme réel de(M x M) équation de (M x M) coefficients réels
inconnus, ot M = N + 1. Pour éviter calcul inutile et d’optimiser le calcul aspect, il est

donc plus pratigue d’obtenir le coefficients Dj;, T;; sous la forme suivantes :

N
nl:_ \—"nk LIS AT L 4 7 ICWEER
Uy== ) Dy,powri=0.,Nk=1,..1 (3.4.11)
j=0,j=i
o i—vdk(xirs} - : 2
I =J (x; —s) Tds— } I ,pour i=0,...N (3.4.12)
5
a

j=0,j=i

Mintenant, les expressions (3.4.9), (3.4.10), (3.4.11) et (3.4.12) fournir les formules pra-
tiques et attrayantes pour la pondération coefficients.une fois que les valeurs de la fonction
a tous les points de la grill sont obtenu ,il est alors facile de déterminer les valeurs de le

domaine global en termes d’approximation polynomiale tel que :

N
o fal — ; el e AT ( ) (9 A 19%
V&)= 7 WM P2 19)
j=0

3.4.1 FExemples

Exemple 3.4.1 Dans cet exemple, nous utilisons l'équation intégo-différentielles de Vol-

terra donnée par :

Y(x)=p(x)—x(x+1) +x(x+1)e"—i—x5+fx 1 y(s)ds (3.4.14)

0 Vx—s
Avec la solution ezacte est donnée par Yo(x) = x* +e€*.

En se servant du logiciel Matlab, on e résolu ce systéme pour oblenir les résultats de

la figure (3.3} pour N = 10. Dans cet ezemple Uinlerpolation polynomicle de Lagrange
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3.4 Cas d’éguation intero-différentielle [7] Méthode gnadratique intégrale généralisée
L T £ X o p=J “r

4

(]
L

(=1}

b

FiGURE 3.3 — Solution numérique de ’équation (3.4.14). Comparaison avee la solution
exacte

d’ordre 10 est employée pour résoudre ce probléme.

Lo comparaison et un peu moins convaincante sur Ya,(x).

Exemple 3.4.2 Nous considérons la solutions numérique de I’équation intégro-différentielle

de Vaollerra sutvant :

( y”(x):p(x)+% X+x x+3T”xg+

, (3.4.15)
(s)ds, 0=<x<1, p(0)=0.

fo g

raly

La solution czacte est donnée par v,.(x) =x12.

En se servant du logiciel Matlab, on a résolu ce systéme pour obtenir les résultats de lo

figure {8.3) pour N = 10.
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Méthode quadratique intégrale généralisée 3.5 Conclusion

FIGURE 3.4 — Solution numérique de I"équation (3.4.15). Comparaison avec la solution
exacte

Dans cet exemple l'interpolation polynomiale de Lagrange d’ordre § est employée pour
résoudre ce probléme,

La comparaison et un pew moins convaincante sur y,,(x).

3.5 Conclusion

Nous proposons une méthode numérique (méthode quadratique) de résolution des équa-
tions intégrales et des équations intgro-différentielle de Voltera. Notre objectif été de voir
la performance de cette méthode et de contribuer & étude du comportement de Verrenr
couunise dans cetle approche. Les résultats obtenus jusqu’iel ne sont pas convaincants.

On pourrait croire que la convergence du polynéme de Lagrange est d’autant meilleure que

P’écart entre les points d’interpolation est plus petit. U'interpolation avec le polynéme de
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Lingrange ne converge pas Lluwjuis vers la fonclion lulerpolée en Lous polnts. La divergence

s’observe aux bords de I'intervalle : la convergence n’est pas uniforme.
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