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Introduction

meéme si on arréte la martingale & certain moment aléatoire (tant que ce temps aléatoire
ne regarde pas dans le futur). En pratique, cela signifie que si nous parions sur un jeu
équitable (disons une piéce juste), alors peu importe & quel point notre stratégie de mise
et d’arrét est a.la.mbiquée, 10us ne pourrons jamajs arriver en téte, dans Pattente.

- Le processus de temps continy le plus essentiel, Le mouvement brownien est une

martingale.

naturelle du théoréme de Radon—Nikodym (ok, pour les algébres sigma séparables). La
breuve est une application dy théoréme de convergence de Martingale.

- En finance mathématique et en économie, les martingales sont cruciales pour les
modeles de tarification. Par exemple, si nous modélisons un actif financier comme un
processus aléatoire, noug exigeons des regles de tarification (mesures) selon lesquelles
Pactif est une martingale. La martingalité d’un actif équivaut a ne pas étre en mesure de
procéder & un arbitrage par le biais d’opérations sur cet actif

- Les martingales sont essentielles & Pintép ration stochastiqne T raison principale st

vous pouvez le discrétiser e une somme télescopique de ses incréments, et les termes
Croisés abandonner.

- Les méthodes Martingale beuvent traiter le contrple stochastique dans des para-
metres non markoviens (les méthodes PDE L€ peuvent étre utilisées que dans les pa-
rametres de Markov). La programmation dynamique va de pair avec les méthodes de

martingale,



utilisant ce fait.
Dans ce travail, les espaces de probabilités sont toujours complets, les sous-tribus
considérées contiennent tous les négligeables et les filtrations sont continues § droite,
Le processus intégrale stochastique de H par rapport & X sera noté [ HdX ]la filtra-
tion naturelle d’un Processus X sera notge £X_ Une F. -martingale locale continye Xala
PRP par Trapport 4 la filtration F sj pour toute F-martingale M, il existe un processus

F-prévisible H tel que

M =M, + [ Hdx.

X est dite F. -extrémale si ;) est triviale et si X ala F-PRP .Si de plus F¥= F M
est dite extrémale (cette terminologie est justifiée par le fait que la loi d’une martingale
extrémale est une point extrémale dans Pensemble tonvenxe m de toutes les mesures de
probabilté sur W=C(R*R) , qui rendent le processus des coordonnées une martingale
locale). Une martingale local continue X telle que (X)o = oo est dite pure si FE=FF
ol B est les mouvement brownien de Dubins -Schwartz ( DNS) assovit 4 X y veyul dgniivaul

o dire que toyt, 1 (X)), oot FB < nevurable

exemple d’une martingale extrémale non pure, sa filtration naturelle est en fait hraow-



Résumeé

Soit (8;),50 la filtration d’un mouvement brownien (B,

)i>0 dans (2,8,P). Un exemple
d’une martingale extrémale lion-pure qui engendre 1a filtration (B,

)t20, est donné. On
discute aussi d'un exemple de F.

Knight, d'une martingale non-extrémale avec la mame

propriété. En plus, on donne des exemples de filtrations avec Sp Mult < 2,



Chapitre 1

le mouvement brownien et les

martingales

Dans ce chapitre on va présenter quelques définitions et des théorémes nécissaires pour déve-

lopper et améliorer ce travail.

Dans tout ce qui suit, (£, F, P) désigne un espace-de probabilité complet.

1.1 Les filtrations

Définition 1.1 On appelle tribu de parties de ) toute famille F de parties de  satisfaisant :

)0erF

i)Ae F= Acec F

iii) Si (Ap)n>1 est une suite de F alors
UJAveF

n>1

Le couple (2, F ) ot F est une tribue des parties de () est applé un espace propabilisable.



Chapitre 1. le mouvement brownien et les martingales

Définition 1.2 La tribu engendrée par une famille de variables aléatoires (Xt € [0;T))
est la plus petite tribu contenant les ensembles (XA} pour tout t [0;T ]. On la note
O'(Xg t S T).

Tribu borélienne

Rappelons que pour la topologie usuelle de R un ensemble O de R est un ouvert si
Va:eOEIa,bEO,xe]a,b[CO.

On note O I'ensemble des ouverts de R.

Soit O un ouvert de R. Notons

I={(p,1) €QX Q] p - r,rho+r[C O}

Alors [ est dénombrable et

£ =0 U Jp=r.p+r]

(pr)e 1

Définition 1.3 La tribu o(Q) engendrée par O est appelée la tribu borélienne de . On la

note B(R) et ses éléments sont appelés les boréliens.

Définition 1.4 (Vecteurs gaussiens) On dit quune v.a.r X définie sur (Q, F, P) est une

variable aléatoire gaussienne de paramétres (m,c?), (m € R,o € RY) si sa fonction de densité

Ix est donné par :
Fx (2) = Jm exp(=}(22)2)
Dans ce cas, sa loi P, est donnée par :

VA€ B, Px(A)= Ty Fx (z) dz




Chapitre 1. le mouvement brownien et les martingales

et on note X ~ N(m,0?). (B est la tribu borélienne).

Remarque 1.1 Lorsque ¢ = 0, X est une variable constante e X = mP-p.s

Définition 1.5 X = (X1, X5,..X,) est une vecteur aléatoire gaussien si toutes les combinai-

n
sons linéaire de ses composantes sont gaussiennes i, e. Vay, ag,...a, € R, E a; X; estunev.a.r

i=1

gaussienne.

Exemple 1.1 8i X et Y sont deuz variables aléatoires gaussiennes indépandantes alors (X, )

et (X-Y,X+Y) sont des vecteurs gaussiens aussi.

Définition 1.6 Une filtration (Fi)i s est une suite croissante de sous tribus de F.

51 (Fi)i >0 est une filtration de (%, F, P) alors (Q, F,(Fi)t »0,P) est appelé espace de probabilité
filtreé.

Définition 1.7 - Si (F2)t >0 est une filtration alors on définit la filtration suivante Fri= (n 7).
- On dit qu’une filtration est continye a droite si Vt > 0, F, = F+. o
Soit N la classe des ensembles de F qui sont P- négligeable. Si N Fo, on dit que la filtration
(F) est complete.

On dit qu'une filtration (Fi)i >0 satisfaite les conditions habituelles si elle est ¢ la fois continue

a droite et complele.

Définition 1.8 Soit F = (Feso une filtration. Un processus X = (X, )so est adaptée o la fil-
tration F si X, est F, mesurable pour tout t > )

1.2 le mouvement brownien

Définition 1.9 (Le mouvement brownien) Le mowvement brownien standard est un pro-

cessus stochastique réel B = (By): >0 vérifiant :




Chapitre 1. le mouvement brownien et les martingales

i) Bo=0P-ps

i) Vs €0t , B~ By~ N(0,t s

W)Vn>1,Vt <t = X 0y 5B By, = By sy By, — B, _, sont indépendantes.

w) P — p.s, Papplication t— B, est continue.

- Soit & € R, un mouvement brownien issu de & B® = (B})i>0 est un processus qui vérifie
ii), iii) et iv) et By = z, P-p.s.

- Un mouvement standard dans RY noté BMY cst un processus B = (B,);s0 ot B; =
(B, ... Bf) avec {(Bi),1 <i < d} des mouvements browniens standard indépandants.

Le mouvement brownien posséde de nombreuses bonnes propriétés, en effet :

Proposition 1.1 Soit B — (Bt): >0 un mouvement brownien défini sur un espace de probabilité

Q,F,P) alors

a)-symétrie :

Le processus (-B) = ( —B:)t >0 est encore un mouvement brownien.

b)-changement d’é¢chelle (scaling) :

Soit A > 0. Le processus B> — (B0 avec B} = (%)BAz est encore un mouvement
brownien.

c)-Propriété de Markov simple :

Pour s > 0, posons 7, — u(B,, 4 «< 3) et Bt(f) = K., — B,.

alors B®) = (Bf"),.4 est un mouvement brownien indépendant de F.,

Définition 1.10 Soit (F;) une filtration et T : §) — Ry U{co} une application, on dit que

T' est un temps d’arrét par rapport a (Fy)iso si
Vi e IR, WTEEF.
Lemme 1.1 (Propriété de Markow forte )

Soient B = (B;);s0 un mouvement brownien,T" un temps d’arrét. Posons pour t > ()

8



Chapitre 1. le mouvement brownien et les martingales

y:t = BT+: = BT

Alors, sur {T' < co} le processus (V;);5o est un mouvement brownien indépandente de Fr.

Définition 1.11  Une variable aléatoire L a valeur dans [0 ,00] est un temps honnéte pour une

filiration F s’ existe pour chaque t > 0 une variable aléatoire l; mesurable pour F; et telle que

L =1 sur {L <t}.

Définition 1.12 (Processus prévisible) Un processus stochastique est dit (Fi) -prévisible si
la fonction de (t,w) € T x Q@ — R est mesurable par rapport a la tribu sur T x Q engendrée par
les processus adaptés est continue q gauche. En quelque sort, la valeur de X ent est entiérement

déterminé a partir des valeurs passées de X (8}, 8t = Intui-

trvement un processus prévisible est un processus dont la valeur en t découle des valeurs observés

avant t

1.3 Martingales & temps continu

Les Martingales
On suppose donné un espace de probabilité fltré (LY. F, (]:t)tzos P)

Délinition 1.13  Soit X = (X,), >0 wn processus adapté et intégrable, vn dil que X cg| ;
1.Une surmartingale si
VO g<, EBlXy By = X,
2.Une martingale si

V0<s<t, B(X Ry =X,




Chapitre 1. le mouvement brownien et les martingales

3.Une sousmartingale si
VOSSSt: E(Xt/fs‘)sz

Théoréme 1.1 (Théoréme de convergence des martingales) Soit X une martingale conti-
nue les assertions suivantes sont équivalentes :

(a)- X est une martingale fermée par X,

(b)- X converge p.s et dans L' vers X,

(c)- X est uniformement intégrable.

On prendra garde, dans ce théoréme, que la limite de X, est une variable aléatoire X,,. De
plus, il existe des martingales qui ne sont pas uniformément intégrables, autrement dit qui ne
converge pas.

Un exemple typique de martingale non convergente est le mouvement brownien.

Définition 1.14 (Martingale locale) Soient (S, F, (Ft)iz0: P) un espace de probabilité filtre,
X = (Xi)t >0 un processus continu. On dit que X est une (Fi, P)-martingale locale, s’il existe

une famille de temps d’arrét {T,,n > 1}, telle que

i) La suite (T),)n>1 est croissante et ilim Ly =408 18
—o0

iz) Pour tout n, le processus

X5 ooy = (X im oopena

est une (7, P) — martingales uniformément intégrable.

La classe des martingales locales est srtictement plus large que celle des martingales continues.

Théoréme 1.2 Si M = (M), 5 est une martingale locale alors il existe un "unique" processus

continu, adapté, croissant et issu de 0 noté (< M,M >1)e >0 tel que :
(I\/[f— < M M >t)t >0

Soit une martingale locale (continue).

De plus, pour tout ¢ > 0, toute suite (A,), o de subdivision de (0,t] avec | A, |— 0,

10



Chapitre 1. le mouvement brownien et les martingales

sup(TA (M)— < M, M >) Lo

s<t
Si M =(M;);>o est une martingale locale, on a vu que le < M, M >;est bien défini.

De plus t — < M, M >, est une fonction positive croissante, ainsi on peut poser pour w € ()
<M, M >y (w) =tlim <M, M >; (w).
- 00 =

Définition 1.15 (Semimartingale) Soit X =(Xi )10 un processus continu, on dit que M est
semimartingale s’il s’écrit :

Xi=Xo+ M, + A,

ou (M¢)i>q est une martingale locale continue issue de 0 et (A;)i>0 est un processus continu

a variation bornée issue de 0.

Théoréme 1.3 S M = (My)e>0 une martingale locale issue de 0 et H — (Hi)ez0 € L} (M)

loc

alors il existe "unique” processus noté ((H.M),):=0 est une martingale locale issue de 0

- Pour toute martingale locale N = (Ne)tso

<HM,N>=H< M,N >

on note aussi
{
(H.M)t = /Hdes.
0

Lassuus 4 présent a l'itegrale sthochastique par rapport aux semimartingales.
Soient H = (H,);>q un processus continu et adapté, X = (X;);>¢ une semimartingale continue

ie
X;ZXO“{‘Mt'f‘I/,",

ot M = (M, )0 est une martingale locale issue de 0 et V = (Vi)iz0 est un processus & variation

bornée, continu et issu de 0. On note

11



Chapitre 1. le mouvement brownien et les martingales

i
{HX)t E= /HstS
0

Définition 1.16  Soit X = (X,)i>0 une semimartingale continue qui se décompose
Xo=Xo+ M +V,

- 5i H = (Hy)i>0 est un processus continu et adapté alors Iintégrale stochastique de H par

rapport a X est définie par
HX=HM+HYV

Définition 1.17 (Martingales araignées) : Soit n > 2 un entier, E un espace vectoriel de
dimension n— 1 et U un ensemble de n vecteurs de E, de somme nulle et engendrant E, la toile
de Uarainée sera la réunion T = {du , A >0, ueU } des demi droites issues de Uorigine dans
les directions de U.

Nous appellrons Martingale-araignée sur la toile T toute martingale locale continue & valeurs dans
T'. Pentier n est appelé la multiplicité de la toile et de la martingale-araignée. Une martingale-

araignée est dite multiple si n > 3.

Définition 1.18 (Martingale d’Ocone)  Une martingale locale continue M dont la repré-

sentation est M; = By, est dite une martingale locale d’Ocone si B est ndépendant de (M)

Changement de temps
Maintenant on passe & la définition de la notion " Changement de temps" et quelques de

ces propositions

Proposition 1.2 Soit A un processus croissant continue adapté,
définit (son inverse) C, = inf {s: A, >t } alors
1)-C est croissant continue a droite.

2)-C, est un temps d’arrét.

12



Chapitre 1. le mouvement brownien et les martingales

Définition 1.19 Un changement de temps C est une Jamille de temps d’arrét tel que les fonction

t— C; sont p.s croissantes et continues a droite.
Proposition 1.3 Si C est un changement de temps alors

A =inf{s: C; > t}
est un processus croissant continu & droite.

Proposition 1.4 Soit C un changement de temps et. M une martingale continue tel que M est

constante sur Uintervalle [Cy-, Cy] alors M o C est une (Fe,) martingale continue et
(MoC)=(M)oC.
Les Martingales pures et extrémales -

Définition 1.20  (Dambis, Dubins-Schwarz "DDS")  Soit (M,)i>q est une martingale
continue telle que My = 0 et (M)oo = 00. Il existe un mouvement brownien (By), tel que pour

tous t 2 O, M = B(M)
D’aprés la définition en dessus on peut définir la martingale pure comme suit -

Définition 1.21 Une martingale continue M = By o2 B est un mouvement brownien de DDS

alors on dit que la martingale M est pure si et selement s; B = P8

Théoréme 1.4 P € ext(M) (resp X.) a la propriété de représentation prévisible (PRP) sous
P si et seleument si toutes les (F, P)-martingales (resp. nulles en 0)

se représenter comme :

t
M,=c+ fdeXs,
0

ot c €R (resp ¢ = 0) et (my),50 est un processus prévisible.

13



Chapitre 1. le mouvement brownien et les mértingales

Ceci nous méne & considérer la définition suivante :

Théoréme 1.5 La martingale X a la propriété de représentation prévisible (PRP) sous P si

toutes les (F, P)-martingales nulles en 0 peuvent se représenter comme
i
M, = /msts, ol(m) s>0
0

est un processus prévisible.

Proposition 1.5 Si {{(M), ,t > 0} est mesurable par rapport & B ot B est un mouvement
brownien de Dubins-Schwartz (DDS) de M, alors P est extrémale.

Dans ce cas, on dit que P est une distribution pure et M est une martingale pure.

14



Chapitre 2

Une Martingale non pure, dont la

filtration est brownien

Parmi la série de question posées la question suivante : une filtration étant donnée sur un
espace probabilisé, comment reconnaitre si elle est engendrée par un mouvement brownien ou
non ? Cette question a surtout de I'intérét pour une filtration faiblement brownienne, i.e il existe
un F-mouvement brownien qui a la propriété de représentation prévisible (PRP) par rapport &
Fs

En toute généralité, il existe des filtrations faiblement browniennes, qui ne sont pas brow-
niennes, notamment, comment établir "effectivement" le caractére non-brownien d’une filtration
[uiblewent brownienne 7 Dans (ous les Liavaux ci-dessus, ¢'est la notion de non-confort de ces
filtrations qui sert de critére pour montrer qu’elle sont non-browniennes.

On pourrait, penser qu’une filtration engendrée pardune martingale extrémale non pure ou par
une martingale non extrémale, ne peut étre brownienne. En fait nous montrons dans la section
2, que ceci n’est pas vrai. Le caractére non-brownien d’une filtration faiblement browninne est
beaucoup plus délicat. Dans la section 2 on montre aussi que la filtration brownienne peut-étre
engendrée par une martingale non-extrémale. Dans la section 4, on discute la propriété suivante
noté par (*) dans [1] :

Notons par M une martingale continue et par F sa filtration naturelle M satisfait la propriété

(*) si et selement si pour tout T, F-temps d’arrét p.s fini tel que P (Mr—)=0,

15



Chapitre 2. Une Martingale non pure, dont la filtration est brownien

F&, = Fer Vo(Mr <0), {*}

ou Gr = sup{s < t,M, > 0}, € [0+ co|.
Les auteurs de [1] ont montré que la propriété (*) est satisfaite par toute martingale pure.
On comprend ici que (*) est une propriété de filtration plutét que de martingale. On termine

notre chapitre par un complément au théoréme 1 de [14] .

Définition 2.1  Une filtration Fest dite immergée dans une filtration G ( définie sur le méme

espace de probabilité ) si toute F-martingale est une G-martingale.

2.1 Exemple de martingale non-extrémale dont la filtra-
tion est brownienne :

On a la caractérisation suivante des martingales extrémales par rapport & une filtration brow-

nienne :

Lemme 2.1 Soit B un mouvement brounien, f sa filtration naturelle et M une f-extrémale si

et selement &i d(AM) nat Aguénalente & N poao i N epl Tu st Lolwgpoans e MY

Preuve. Supposons que M soit -extrémale mais que d(M) ne soit pas équivalent & A\ p.s.
Il exisle un provessus B-prévisible H el que

M:J\/foJr/HdBetHz:%

La 8-martingale | 1 n=0}dB ne peut &tre représentée par M.
-5i maintenant d(M) ~ A il suffit de représenter B comme intégrale stochastique par rapport
aM. OnaH#0A®dP p.p donc

1
B—/Edﬂ/f

16




Chapitre 2. Une Martingale non pure, dont la filtration est brownien

- Si B est un mouvement brownien, f borélienne et M 1a martingale [ f(B)dB, sous quelles
conditions la filtration F™ est -elle brownienne ?

Un exemple important est lorsque f > 0, u({ f 0}) > 0 et {f=0} ne contenant au-
cun intervalle (u désigne la mesure de Lebesgue sur R). Ce cas a été étudié par Knight avec
F= {f=0} un sous ensemble de [0,1], construit par la méthode de Cantor, en supprimant 13,3 =

19 21

puis | %, | et 133 %[ et ainsi de suite. On définit les ensembles (F,,) au moyen de leurs complé-

mentaire F¢ par :

- 3 5 e = pey) S 7 19 21
2n—-1

B=F.ul )&, n> 2
k=1

ol A =Jak | bk [ sont des intervalles disjoints de longueur .

t =1
:Uﬂf:UUAﬁ, avec&,,:nz2k:2n—l-
n

n>1k=1 k=0

oo

D’ou p(F°) = lim p(Fy) =Z =

Proposition 2.1 Soit B un mouvement brownien, 8 sa filtration et M la martingale définie

par

M=c /1{B<g}dB+(’ /1{B>1}dB+Z

n>1 n=k

TlJ/ lqk I?)dlg

01 les nombres (c5), n> 1, k e {1,..0.}, ¢ et ¢ sont strictement positifs et tous différents. La

martingale M est non extrémale et on ¢ FM — =f

Remarque 2.1 Afin de ne pas alourdir la démonstration de cetle Proposition, on a russemblé

a la fin de ce chapitre (en. appendice) quelqucs points nen détaillés.

Preuve. les processus B~ et (B-1)* sont FM — adaptés (points 1), il nous reste a démontrer

que B; lio<B, <1} est FM — adapté.

17



Chapitre 2. Une Martingale non pure, dont la filtration est brownien

On considére les martingales M% = [1 4x(B)dB (remarquons que (M) sont aussi FM —
adaptées (point 1) et les temps d’arrét {(S¥)", (T%)"}r>1 d’entrée et de sortie successifs de B dans
I'ensemble AX. Ces temps d’arrét sont FX* — mesurables car ce sont les instants ou ACF > 0
avec Ck linverse de (MF).

(attention! a, b, N et o dépendent de k et n ). montrons que la suite double (Bsr, Brr)r>1
est 2! - mesurable. On a N, = 0 jusqu’a S! et Bs: = a.

Si t e[S, TY, alors

t
Nt=/dBS=Bt—a.
S]
d’ott on connait Br: et pour tout r > 1 et t € [S",T] on a. :

Mi = MSr = Cl‘(Nt = NS") = Q(Bz = BST). (1)

Alors

ﬁ/ft = A/fsr = (I(BTr = BST).
Dong, si on connait M et Br-,on peut connaitre Bg- et vice-versa.

Si MT’" —_— ﬂ{[gr > 0 alors BTr =bet BSr =a.
Bl‘.a = Bl’.ﬂ == BSr + Bsr.
et I'égalité (1) nous donne
1
BLD = o (A‘Itn ﬁ'fb'r) + D~

Comme F° est dense dans [0, 1] (point 3 ), on a :
Btl{U<B,<l} = llll'lg. Sup le{Bsepc}et f}” == B
sl

Il reste & établir que M est non-extrémale. Ceci découle aisément du Lemme (2-1-1), puisque
L(F) > 0.

St M- — Mg < 0 alors By = a ¢ Bgr = b. 1l nous reste lo cas o My« — Mg — 0 alors
Brr = b (et donc Brr = Bg,).

Remarquons que

BTr = BSr+1 (2)

18



Chapitre 2. Une Martingale non pure, dont la filtration est brownien

En effet, si B est au dessus de Ja,b[ aprés T7, alors Brr = b = Bgr+1, et si B est en dessous de
la, b aprés T7, alors By~ = a = Bg,+1.Supposons qu’on connaisse M jusqu’a l'instant ¢, puisqu’on
connait Bri, alors de (2), on peut connaitre Bg: et Brs et ainsi de suite, on peut connaitre la
suite (Brr, Bs-). pour T7, 8" < t.Pour finir la preuve, soit t, < ¢, I'ensemble {By, € F°} est
Fil-mesurable (point 2). Si B,, € F¢, alors il existe n et k tels que By, € AF et donc, il existe r
tel que to €]S™,T7[. On a

B, = B, — Bs--+ Bsr.

et I'égalité (1) nous donne

1
Btg — E(J’Mrto = ﬂ/_[s:r) + Bsr

Comme F¢ est dense dans [0,1] (point 3 ), on a :

Bil{o<s,<1y = limsup B, 1¢p,ereet FM _ g

Il reste & établir que M est non-extrémale. Ceci découle aisément du Lemme (2-1-1), puisque

w(F) > 0.

2.2 une classe de martingale qui satisfont la propriété (x)

Dans [1], les auteurs ont discuté une propriété (x) vérifice par toutes les martingales purcs,
en donnant des exemples de martingales extrémales non pures et de martingales non extrémales
qui néanmoins satisfont la propriété (x) :

Soit M une martingale continue et F = FM. Pour tout T, F-temps d’arrét p.s fini tel que
P(Mr =0) =0,

| 0 i
Fop = Fa Va(Mp < 0),

ot Gy = sup{s < t, M, =0}, € [0, o0l
L’exemple donné dans [1] d'une martingale extrémale non pure qui satisfait la propriété (%)

est en fait exemple de Yor [15]. On a démontré ci-dessus que sa filtration est brownienne et donc,
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Chapitre 2. Une Martingale non pure, dont la filtration est brownien

il est évident que cette martingale vérifie (%) grace & la propriété de Barlow démontrée dans [3].
De la méme facon, notre martingale non extrémale de 1a Proposition 2.1, satisfait (*). De facon

générale, on peut énoncer la proposition suivante :

Proposition 2.2 Soit F une filtration telle que toutes les F-martingales soient continues
et Sp Mult/F] < 2 (voir la définition ci-dessous), alors toutes les martingales qui engendrent JF

satisfont la propriété (x).
Avant de prouver cette proposition, on rappelle la définition suivante :

Définition 2.2  Soit (Q, A,P) un espace de probabilité et T une sous-tribu de A. Appellons
Q Uensemble de toutes les partitions finies mesurables de (1, A), pour Q € Q,|Q| est le cardinal
de Q. Lo multiplicité conditionnelle de A par rapport a T est la variable aléatoire & valeurs dans
N* U {oo} :
Mult[A| T] = esssup | Q | 15,(Q)
Q. £Q
ot

Sp(Q) ={VA€Q,P(A|T) >0}

La multiplicité de Seindage d'une Jiltration F cst le plus pelil entier n tel que : Mult (Fry | Fr

< n, pour tout temps honnéte L pour F.On la note Sp Mult, [F]

Preuve. de la proposition 2-2-1. Gréce 4 la proposition 2.1.1, il suffit de démontrer (%)
pour T=t,.
Suit A = {M, > 0}, on a E[M, | Fa,] =0ps, car Mg, = 0 p.s (c’est le Théoréme XX-35 de
6]), d’ou
E[M1,| Fe,] = —E[M1, | Fg,]p.s. (3)
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Chapitre 2. Une Martingale non pure, dont la_filtration est brownien

On définit les ensembles C, = {P(4 | Fg,) = 0} et C; = {P(A° | F5,) = 0} qui sont dans Fop
On a
P(ANC)) =0,et P(A°NC,) =0

et pour tout n e N :
E[le, Miliocri<ny | Fo,l < nP(ANC, | Fg,) = 0,
d’oud
16,E[M1, | Fg] =0

et de (3), on a
16,E[M14 | Fo,] = 0.

Alors, E[M;1cn4:] =0et C; C {M, = 0}.

De la méme fagon, ona C; C {M, = 0} En appliquant I’hypothése {M; = 0} est P-négligeable,
on aura P(C, U C,) = 0.

Donc

Fé = Fa, Vo(M,>0),

d’aprés la proposition 3 de [3] (voir aussi Lemme 4.3,Chap . I de [5]). m

Voici un exemple d’une filtration de Sp Mult< 2.
Définition 2.3 Une filtration engendrée par une martingale pure est dite pure.

Proposition 2.3  Soient F une filtration el C =(C;) un changement de temps pour F. Notons
Foe=Fs
Ona:

(a) Sp Mult (F) < Sp Mult( F). Si de plus C est strictement croissant, on a :
Sp Mult (F) = Sp Mult( F) .
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Chapitre 2. Une Martingale non pure, dont la filtration est brownien

En particulier, si F est pure (non triviale), alors S.P Mult (F) = 2.

(b) Soient F la filtration naturelle d’une martingale continue M et C I'inverse de (M).

Si F est brownienne, alors M est extrémale et F est pure.

(a) supposons que Sp Mult(F) =n € N*. Soit M une F-martingale araignée de multiplicité
n+1, bornée et issue de l'origine. Alors M, = E[M, | .’F] est une
JF-araignée de multiplicité n+1 et est issus de 'oigine, la Proposition 13 de [3] nous donne

Mo = 0 p.s et Sp Mult(F) < n
Si C est strictement croissant et si 7 est son inverse, alors d’aprés le Lemme 5.9 de [12], on

a:

Fy=Fp,=F.

Si F est pure, il existe un changement de temps que l'on note aussi C, tel que F. soit
brownienne, alors Sp Mult(F) = 2 et

Sp Mult(F) < 2.

(b) Soient W un mouvement brownien qui engendre F et X la martingale Wiasy (par construc-
tion, X est pure ).

Montrons que M est extrémale : soit B le mouvement brownien de DDS de MB est un
F — mouvement brownien qui a la .7: — PRP (car Fest brownienne ), comme F cn est triviale,

Fo lest aussi, et M est extrémale.

Remarquons maintenant que

et




Chapitre 2. Une Martingale non pure, dont la filtration est brownien

avec g, ;= - D’oi X est F-extrémale (et comme elle est extrémale ), la Proposition 7.1

d{B,W),
dt
de [12], nous donne que F¥ est immergée dans F. On a donc F=FX en utilisant (4).

La question suivante se pose maintenant naturellement :Est-ce que la réciproque de la pro-
position 2.2 est vraie ? i.e si toutes les martingales qui engendrent une filtration F satisfont la
propriété (), a-t-on : Sp Mult(F) = 27

Pour l'instant, nous n’avons pas de réponse générale & cette question. Remarquons en tout

cas, que l'exemple suivant donné dans [1] section 6, n’apporte pas de réponse négative : soit

i
X dY, — Y. dX,
M= | ~F e
1]

ou (X; + iY;) est un mouvement brownien plan issu de z € C* et €] — o0, 3]
Solent F la filtration de M, C l'inverse de (M) et F = F¢,)i0. F est brownienne, donc F
est pure et d’aprés la Proposition 2.1, M satisfait la propriété (x).

On termine notre travail par un complément au Théoréme 1 de [14].

Théoréme 2.1 Soit M une martingale locale d’Ocone de filtration naturelle (M,) et v un
processus (M,)-prévisible tels que

t

t

. 1

LY = e.rp(/%dﬂrfs - §/p§d(ﬂn/f)s)
0 0

sott une martingale.
t

5= D{.P |, alors M= M- fgasd(ﬁ/f)s satisfait
) -

Lo(M) = Lp(M).

Preuve. Notons (A;) la filtration naturelle de (A ),ona
Eq [F( M,,u < 1] = Ep[F(M,,u < £)Df]
= Ep[Ep[F(M,,u < t)Df | AL
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Chapitre 2. Une Martingale non pure, dont la filtration est brownien

Mais Py = [P((M) € da).W* (ou W* est la loi d'un processus gaussien ayant o comme

crochet ) D’oll
i

Ep[F(Mu,u < )DFH((M),,5 > 0)] = [P((M) € da) H(ay, s > )W (F@u 1 < ) cxp( / il &

0
t

8)dwg — —/ 2das))
: 0
ol
t t

Wy = wu—/go(wu,u < s)da,. Mais pour W2 :si P’ = exp [r,o (wy, v < 8)dw %f 2da,).We,
0 0
alors la propriété (ii) de [9] est satisfaite, c’est-a-dire

0

{0, P’} = {w, W},

D’ou

t i

W“(F@u,u < t)exp(/(psdws - é/tpgdas))
0 0
=P (F@,u<t) = We(F(wu,u £ t)).

On a donc
Ep[F(My,u < )DYH((M)s,5 > 0)) = Ep[F(Ma,u < £)]

comme on l'a déja dit (dans le paragraphe 1), la loi d’une martingale extrémale est un point
axtrémale dang Vendemble cemvexce Ad
de toutes les mesures de probabilité sur C(R*,R), qui rendent le processus des coordonnées, une
martingale locale. m

En fait une martingale locale d’Ocone est extrémale si et selement si elle est gaussienne (voir

[14]), on a en plus le résultat suivant :

‘I'héoréme 2.2 Soit m la distribution d’un processus croissant, continu et nul en 0. Si X
est une martingale locale d’Ocane telle que L((M)) = =, alors L(X) est un point extrémal dans
I’ensemble conveze

My :={P € M, Lp({X)) = 7).
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Chapitre 2. Une Martingale non pure, dont la filtration est brownien

est la loi de (X) sous P)

Preuve. Notons Py := L£(X),F la filtration naturelle de X et (Mo celle de (X).
Soient P! < Py, D, := g—% |7 et

t
& a{X, Iy,
%omx, [0
0

Lp((X)) = m, alors Le/(X) =L(X). En effet (voir Théoréme 2 de [14])
t

t
D=1+ / hedF, + / 0.dX,.
0 0

F est une (MN;);>o -martingale locale et h et ¢ sont deux processus F—prévisibles. la condition

Lp/((X)) = IT est équivalente a E[D, | M]=1,Vt > 0. Doy,
Lp/(F) = Lp,(F)

c’est-a-dire que F est une P’-martingale locale et

i
/d<F5 D) geas O,
Dy

U

T t

donc /hsd(F)s =0etD, = l—i—/goSdXS.

0 0
D appartient & l'espace stable engendré par X, si P’ € M, alors D= 1 ( en raisonnant de la

méme facon que dans le Théoréme 4.1) et P est extrémale dans M,.

2.3 Appendice

Point 1. Remarquons que
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Chapitre 2. Une Martingale non pure, dont la filtration est brownien

J1(8<0}dB = 3 [1(p<oydM

et

D’ot, en appliquant le Lemme de Skorokhod (Lemme 2.1, Chap.VI de [11]) il suffit de voir
que les ensembles {B, < 0} = {%(t) =c}et {B;>0} = {ﬂ%(t) =% },
et de la méme fagon pour les martingales (M*), n> 1,k € {L ol

Point 2 . D’aprés le Point 1, la martingale [ 1r:(B)dB = ZZM,if est FM — adaptée,
n k
ainsi donc que son crochet,.

Point 3 . On va montrer seulement que 0 € F*°, plus précisément : inf F¢ = (.

Soit x, = inf F¢. On a

— Tn-1 _ 1 - 3_
Xp = 2 2X4n:n228txl'_31
d’ou
n
1 E I
XTL = 2:—1 &= on+l-kyqk*
k=2
Mais
n i
S : 1 _ o 1\yn—1
£y 2-hxgk — 2”x4(1 (2) )’
k=2
et donc

: : 1
hm Iy = lim Q‘T"T(l = F) = 0.
H— n—oo
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Chapitre 3

Des exemples sur les martingales
extrémales non pures et non
extrémales, dont la filtration est

brownienne et faiblement brownienne :

Dans ce chapitre on va donner quelques exemples de martingales non pures dont les filtra-
tions sont browniennes et faiblements browniennes pour expliquer mieux notre idée et faciliter

le comprendre.

3.1 Exemples de martingale extrémales non pures dont

les filtrations sont browniennes

On va démontrer maintennnt, ame Ta fillration de o martingale extrémale nou pure donne est

brownicnne

Théoréme 3.1 g filtration brownienne peut-étre engendrée par une martingale extrémale non
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Chapitre 3. Des exemples sur les martingales extrémales non pures et non
extrémales, dont la filtration est brownienne et faiblement brownienne :

pure.

Preuve. Soit B un mouvement brownien et 8 sa filtration naturelle. On commence par considé-
rer I’équation stochastique dX; = ¢(X;)dB;, Xy = 0,

N , R . 1
w(z) = o Remarquons que ¢ est & variation finie et 7 <lp(z)[£1,VxeR Le
théoréme 3.5(iii), chap.IX de [11] est applicable : on a donc F* = 8,. La fonction ¢ est une

bijection de R dans RY, d’ot FX) = FX. On définit la martingale

t

M, = F%’(X)t ot :;t = /Sgn”fsd’)”s
0

et v est le mouvement brownien de DDS associé¢ & X. On a : FM) = FM g
Il nous reste & montrer que M est extrémale non pure. Comme ¢ est strictement positive, dA
est équivalente & la mesure de Lebesgue, mais 7 est une filtration brownienne, en conséquence

a I'aide du (Lemme 2-1-1), on déduit que M est extrémale. M est non pure car

;
}-oo

M
CFL=FM

Voici un autre exemple d’une martingale extrémale non pure qui engendre une filration brow-

ninne :

Théoréme 3.2 Sowt B un maouvernent hroumien. Tl existe processus prévigible H strictement

PUOAL Ll s

]
N, = / H(B,,u <-s)dB,
0

s0it une martingale extrémale non pure.

Preuve. Notons (1) un changement de temps strictement croissant et absolument continue

tel que (Br,) engendre une filtration non brownienne (en vertu du Théoréme 4.1 de [8]). On a

t
Mﬁ = BT, = /f(ﬁaf?xa u S S)dns
0

28
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Chapitre 3. Des exemples sur les martingales extrémales non pures et non
extrémales, dont la filtration est brownienne et faiblement brownienne :

(voir Proposition 8.8, Chap V de [11]), pour~y un mouvement bronien et f un processus prévisible
qui peut-étre choisi strictement positif. Comme M est pure (donc F§ = F 7

t

By = [g(Bu,u < s)dvyes
0

ot g est un processus FP — prévisible et C linverse de T, donc

t
Ny i=v¢ = /Hsst
0

avec H = é. Comme la filtration de M est non brownienne, on a FM # F7 et la martingale yc

n’est pas pure. Mais F~ = FB.
|

Remarque 3.1 Le Théoréme ci-dessus, répond affirmativement & la question suivante posée

& la fin du Chap.V de [11] : existe t-il un processus prévisible H strictement positive tel que la
t

martingale N, = / H.dB, soit non pure ?
0

3.2 Exemples de martingales non-extrémales
Dans le cas o X; = Bx), avec B indépandent de (X), X est dite martingales d'ocone.
Proposition 3.1 Soit X une martingale d’Ocone, X est extrémale si et seleument si X est gaus-

sienne.

En effet, si X est une martingale d’Ocone, la loi de X extrémale dans ’ensemble convexe
M, = {P € M,Lp((X)) = T(La((X))

(est la loi de (X)) sous P).
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Chapitre 3. Des exemples sur les martingales extrémales non pures et non
extrémales, dont la filtration est brownienne et faiblement brownienne :

3.3 Filtration brownienne et filtration faiblement brow-
nienne

Définition 3.1 Une filtration (F;) sur un espace de probabilité (Q, Foo, P) telle que Fy soit
triviale, est dite faiblement brownienne s’il existe un F—mouvement brownien B ayant la PRP

par rapport & (F;) (on dit que B est F—extrémale).
Voici une condition nécissaire et suffisante pour que B soit F—extrémale.

Proposition 3.2 Soient F une filtration sur un espace de probabilité (Q), Foo, P) telle que Fy
soit triviale et M une F—martingale continue. Les deuz propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) M est F— extrémale.

pour toute probabilité Q) sur F tel que Q < P et M reste une Q-martingale, on o Q = P.

D. W. Stroock et M.Yor ont posé la question suivante : Une filtration faiblement brownienne

F est-elle engendrée par un mouvement brownien ?

Théoréme 3.3 [DFST] Soit W la mesure de Winner sur Q. Il existe une probabilité Q équiva-
lente @ W, telle que la filtration naturelle F de X (le processus des coordonnées) me peut étre

engendrée par aucun mouvement brownien.
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Chapitre 3. Des exemples sur les martingales extrémales non pures et non
extrémales, dont la filtration est brownienne et faiblement brownienne :
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