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Résumeé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a la résolution approximative des

équations différentielles ordinaires non linéaires d’ordre 2. De la forme :

{ L(y,y.9) = ef(v,9)

O<exxl

Pour cela, nous explicitons différentes méthodes de perturbations, nous
faisons des applications pour mieux comprendre le principe de chaque mé-
thode. Nous présentons aussi les avantages et les inconvénients de chaque

méthode.
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abstract

In this brief, we are interested in approximate solving of ordinary diffe-

rential equations nonlinear order 2. Of the form :

{ Ly, 4,9) = ef (v, 9)

O<e<<l
for this, we clarify different methods of disruption, we make applications to
better understand the principle of each method. We also present the advan-

tages and disadvantages of each method.



Introduction

Les équations différentielles sont apparues dés le début du calcul diffé-
rentiel (16" _17°"siécle) pour résoudre beaucoup de problémes dans diffé-
rents domaines. Elles sont particuliérement importantes pour la description
des mouvements, ou des systémes dynamiques.

Des le début du 18%™¢ sigcle, la théorie des perturbations a été utilisée
par les astronomes pour les besoins de la mécanique céleste. Cet aspect de
la théorie des perturbations a été synthétisé a la fin du 19°™¢ siécle avec
I'événement en 1954 de la "théorie KAM", du nom de ses trois concepteurs :
Kolmogorov, Arnold et Moser.

La méthode a par ailleurs été abondamment utilisée au 20°™° siécle
pour les besoins de la physique quantique, des champs perturbatrices.

Le sujet du travail proposé ci-dessous est I’étude théorique et approxi-

mative des équations non linéaire qui sont sous la forme :

{ L(y,9,9) = ef(v.9) (1)

0<e<<l
Nous explicitons différentes méthodes de perturbations, a savoir : mé-
thode de Lindstedt, des échelles de temps multiples et la méthode de la

moyenne .
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Ce mémoire est scindé en quatre chapitres :

Chapitre 1 :

Ce chapitre va principalement porter sur la résolution des équations dif-
férentielles linéaires d’ordre 2

Chapitre 2 :

Dans ce chapitre, nous allons développer et appliquer la méthode de per-
turbation réguliére & l'équation (1) qui est non linéaire d’ordre 2, et voir
surtout 'inconvénient majeur de cette méthode.

Chapitre 3 :

L’objet de cette section est d’expliciter évidemment les méthodes singu-
liéres, présenter le principe de chaque méthode et faire des applications.

Chapitre 4 :

L'objet de ce chapitre est de comparer les différentes méthodes explicitées.



Chapitre 1

Notions préliminaires et
généralités

Dans ce chapitre, on donne un rappel succinet de certaines notions fon-

damentales, sur les équations différentielles linéaires d’ordre 2.

1.1 Généralités

Soit f : £ — R une application définie sur un ouvert 2 de I x R**! .
On appelle équation différentielle ordinaire (£DO) d’ordre n une équation

fonctionnelle de la forme :
ftu, ..., ul™) =0 (1.1]
On dit que 'EDO (1.1) est sous la forme implicite.

Définition 1.1.1
On dit qu'une EDO d’ordre n est sous forme normale (explicite) si elle est

donnée par :
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¥ = f(t, 4,y -y D)

Définition 1.1.2

Une EDQ linéaire d’ordre n a coefficients variables est une équation écrite

sous forme :

ap )y +a ()Y + ... + a, (1) y™ = b(f)

Dans le cas contraire on dira que Uéquation différentielle est non linéaire.

Définition 1.1.3

On dit qu’une EDQ linéaire est a coefficients constants si les coefficients

a;(t) sont tous constants.

On dit qu'une EDQ linéaire est homogéne si son second membre b(t) est

nulle, dans le cas contraire elle est dite non homogéne.

Remarques 1.1.1

1. La solution générale d*une EDQO dépend d’autant de constants arbi-
traires que l'ordre de 'EDO.

2. Il apparaitra dans les cas étudiés que la solution générale dune EDQO
pourra prendre les formes sutvantes :

— Forme explicite: y = y(t) + ¢;

— Forme implicite: f(t,y,c) =0;

— En coordonnées polaire: v = f(0) + c.

10
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1.2 Reésolution d’une EDO linéaire d’ordre 2
sans second membre

On consideére 'équation différentielle homogeéne :

atj +by+cy=0, a,b,ceRa#0 (1.2)

Pour résoudre ce type d’équation, on commence par chercher les solutions

de la forme :

D’ou

,y — )\e)\f,’g — AQG/\t

On substitue : y, ¢, dans (1.2), on obtient :

(@ +bA+c)e =0=aN+ bl +c=0

Donc : y = ¢ est la solution de (1.2) si et seulement si A est racine de

I'éqnation

al +bA+c=0 (1.3)

Cette derniére équation s’appelle : équation caractéristique de (1.2).
La solution générale de (1.2) repose sur le nombre et la nature des racines
de I'équation (1.3) qui revient au méme sur le signe du discriminant A =

b*> — 4dac de l'équation (1.3) :

11
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1. Si A > 0: I’équation (1.3) a deux racines réelles distinctes :

v Th=VA bt VA
T B P Im

= M7 et e sont deux solutions de (1.2) et comme W (e*®, e*2%)

0; Alors la solution générale de (1.3) est :

2. Si A = 0:l'équation (1.3) a une racine double : A\; = Ay = ;_clf =y =

b
ez’

est une solution de (1.2), On utilise la méthode de réduction d’ordre

pour obtenir une deuxiéme solution 5, on obtient :

Y= c1y1 + Cays = €187 + coze™M®

3. 51 A < 0 : l'équation (1.3) a deux racines distinctes complexes et

conjuguées

AL =7+, As =7y —1u

Ou v, u € R. Alors la solution générale de (1.2) est :

Yy — c1€77 cos pux + cpe’’ sin ux
(*)W : wronskien qui est définie par :
C Ya cee Ym
Y Ya s Y
]‘/If[yh Yz, - --yna] — :1 -_q :"n : Vitel.
ygm—l) y?(jn—l) . yf(;nfl)

12
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Notons que : Wyi, ya. -..ym] # 0 = les y;, i = 1,2, ...m sont linéairement

indépendantes.

1.3 Reésolution d’une EDOQO linéaire d’ordre 2
avec second membre

Les EDO linéaire d’ordre 2 avec second membre sont de la forme :

aj+by+cy=g(z),a#0,9(x) #0 (1.4)
Pour résoudre cette équation, il faut connaitre un systéme fondamental

de solution 31, y» de I’équation homogene :
aj +by+cy=0 (1.5)

Dans ce cas la solution générale de (1.5) notée yqy est :

YoH = C1Y1 + Cal2
La solution générale de (1.4) : y = ygy + y,- Maintenant pour calculer
yp, on utilise la méthode de lagrange. Le principe de cette méthode est de
remplacer les composantes ¢; et c; par des fonctions Uj(z) et Us(z) incon-
nues qu’on va déterminer de lel que y, = Uyy; + Usya vérifie I'équation non
homogéne (1.4)
Pour trouver U; (z) et Uz(z) on a besoin de deux conditions, la 1¢"¢ condi-

tion est

Ulyl + Usyp =0

13
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Qu’on appelle équation arbitraire de compatibilité. Dans ce cas on pose :

Yp = Uith + Uste = 4 = Ut + Uag

et

ip= Uhin +Upih + Uatia + Usiio

On substitue i, ¥, et y, dans (1.4), on trouve :

C L, glr
Uih + Uzge = %
qui représente la 2¢™¢ condition. On obtient alors un systéme :

Uiy + Usyso =0
. . . . g 04
Urth + Usge = —(a )
Le déterminant de ce dernier systéme n’est autre que le wronskien qui est

non nul, d'ont la solution unique de ce systéme est :

~ v yag(=)
SO L o) o)
Us(z) = 119(2) PO AWy ye) aW (y1, y2)

a aW(y1, y2)

Y=cCl + Cl2 T Up

Remarque 1.3.1 FEn général, il n’ya pas de méthode générale pour résoudre

les équations différentielles non linéaires. La méthode de perturbation est

14
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une technique qui permet de trouver une solution approzimative d’une équa-
tion différentielle non linéaire ou d’un systéme d’équations différentielles non

linéaires.

1.4 Introduction aux méthodes de perturbations

La théorie de perturbation est une méthode mathématique générale qui
permet de trouver une solution approchée d'une équation mathématique (E;)
dépendante d'un paramétre € lorsque la solution de I’équation (Ey), corres-
pondant & la valeur £ = 0, est connue exactement. L’équation mathéma-
tique (E.) peut étre une équation algébrique, une équation différentielle, une
équation aux valeurs propres, ... La méthode consiste a chercher la solution
approchée de I'équation (E.) sous la forme d’un développement en série des
puissances du paramétre £, cette solution approchée étant supposée étre une
approximation d’autant meilleure de la solution exacte, mais inconnue, que
la valeur absolue du paramétre € est plus "petit" (¢ << 1). (voir réf [3]).

Dans ce travail on va considérer les équations (F.) comme étant des équa-
tions différentielles. On va appliquer la théorie de perturbation pour résoudre
deg cquations differentielles non linéaires du second ordre sous la forme

d*y

dy ,
oz Tut ef (v, EIE) 4 (L)

Ou € est un petit paramétre et f est une fonction analytique non linéaire
de y et %. Pour bien comprendre le principe de cette méthode, on considére

cet exemple :

15
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Soit le probléme & valeur initial

dy-
= e = &, (0)=1
o Tye=e 4l(0)

Sa solution est :

ye(t) =+ (1 —e)e?

La solution du probléme non perturbé

Est :

Et la différence entre la solution de probléme non perturbé et probléme

perturbé est :

lye(t) —y(t)| = e —ee™| =l —e7*| < eVt > 0.

Exemple 1.4.1 La situation est différente pour le probléme

dy.
dt

vys = E:yE(O) = 1

La solution est :

v () = —e — (1 +¢)é’

Le probléeme non perturbé :

dy
2 =0.u(D) =1
m y O.y(ox

A la solution : y(t) = €

16
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lve(®) —y()] =€ [1 - €|

Sur Uintervalle 0 < ¢ < 1,Uerreur est de l'ordre de . Ce n'est pas le cas pour

t > 1 ot la différence croit sans étre bornée.
1.5 Solution périodique
On dit que y(t) est une solution périodique pour I'équation

d*t Lo dy
g Ty tefly, ) =0

S’il existe un constante positive T > 0 qui vérifie :

On qualifie le période le plus petit 7" vérifiant (1.6)

Remarque 1.5.1 Les multiples de la période sont aussi des périodes.



Chapitre 2

Méthode de perturbation
réguliére

2.1 Définition

Supposons qu’on a un probléme p(g) avec un petit parameétre 0 < e << 1

et la solution y(&),& > 0. Si

lim y(¢) = y(0)
e—=0
alors on dit que le probléme p(e) est régulier.(voir réf [2]).
Soit 'équation différentielle du second ordre non liné¢aire perturbée conte-

nant un petit paramétre 0 < £ << 1 suivante :

Es

d*y dy
pre +y+ef(y, E) =0 (2.1)

On suppose qu'une solution de l'équation (2.1) peut étre écrite sous la

forme d'un développement en série des puissances du paramétre £ comme

suit :

18
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= g(t) + et He2pt) + o + () + o (2.2)

O les coeflicients des puissances du paramétre € sont des fonctions de la
variable indépendante ¢.

On justifie I’équation (2.2) par le premier résultat trouvé par Poincaré et
qui montre que si une équation différentielle contient des termes avec un para-
métre, alors la solution est une fonction analytique de ce paramétre. Ainsi, si
e est suffisamment petit, les séries qui sont trouvées par (2.2) convergent. Les
fonctions y,, sont trouver par substitution de I’équation (2.2) dans ’équation
différentielle (2.1) et qu’'on détermine récursivement en résolvant un ensemble
infini d’équations différentielles linéaire non homogéne. Ceci est 'avantage
majeur de cette méthode car elle permet de remplacer I'équation différen-
tielle non linéaire (2.1) par un systéme d’équations différentielles linéaires.

Nous introduisons l'idée de base de la théorie de perturbation réguliére

par U'exemple suivant :

Exemple 2.1.1 Soil un systéme qui est modelé initialement par l'éguation :

§+2y—0,y(0) = 1

Ce systéme apres perturbation est devenu :

¥+ 2y +ey® = 0,y(0) = cosh e (2.3)

Ou e est le parameétre de perturbation 0 < € << 1.

On cherche la solution :

19
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y(t.e) = yo(t) + ey (t) + 2ya(t) + .. (2.4)

En substituant (2.4) dans (2.3) , on obtient :

(Yo + 2y0) + €(ih + 2y1 + y5) + €2(Y2 + 242 + 2you1) + ... = 0

Yo(0) + ey (0) + *2(0) + ... = coshe
2 4
= 1+E_+§_+
2 24

En regroupant les termes de la méme puissance de £, on a le systéme
suivant :

A Vordre €°: gy +2yp =0, (0) =1

A Tordre €' : 4, +2y; = —y5,11(0) =0

A Pordre 2 : 9 + 2yy = —2yoin. 12(0) = =

On trouve en résolvant une a une ces derniéres équations :

|
o
=

Yo(t) = e~
n(t) = (e —e™)
wlt) — I(3e72 e % 2e)
La solution cst :
&

£
y(t) = e + 5+ (e —e™) + —(3e % 470 —2e7) 4 .,

2

On voit que le coefficient de chaque £” est borné et comme 0 < e << 1la

4

contribution du (n+1)*™* terme est petite comparée au n**™¢. En vu de cela,
nous pouvons tronquer le développement aprés le second terme et considérer

ceci comme une solution approximative de I'équation (2.3).

20
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2.1.1 Remarque :

1. Si nous obtenons y;(t) = 0 dans le développement on utilise yo(¢) +
£2ya(t) comme solution approximative, plus généralement si : y;(t) =

... = Yn—1(t) = 0; alors la solution approximative est :yo(t) + ™y, (¢).

2. Notons que le développement de perturbation remplace I'équation
(2.3) qui est non linéaire par un systéme d’équation linéaire non homo-
géne. Ceci est I'un des avantages majeur de cette approche car il n'y
a pas de méthode générale pour résoudre les équations différentielles

non linéaire.

Cette technique faite pour une équation peut-étre utilisée pour chercher

une solution approximative d'un systéme d’équations.

Exemple 2.1.2 Soit le systeme :

T = —2r+y+ey?
Y = z—2y+ex?
w0 = yli=ll=xe=xg ]

Posons :

T=xs+ X F ...
Y=Y +em+ ..

On remplace dans le systéme, on obtient a l'ordre € :

To = —2Zo + Yo
Yo = To — 2Yo
130 = yU :1

a lordre £ -

21
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&1 = —271 + Y1 + (%0)?
U1 =1 — 2y; + (z0)?

=% =0
On obtient :
Ty = Yp=1e""
ryr =11 et — g
Alors :

{ z(t) = et +ele™ — e ) + o(e?)
y(t) =et+e(et —e ) + o(e?)

Par fois lo méthode de perturbation réguliére ne donne pas les fonctions
Yn(t) bornées. Dans ce cas nous utilisons la méthode des perturbations singu-
liéres.

Comme exemple pour cette idée, on considére [’équation différentielle non

linéaire sutvante qu’on appelle équation de Duffing :

A
X
n

=

j+y+ey’=0e>0

Avec conditions initiales :

y(0) = A et y(0) =0

On cherche la solution sous la forme de l'équation (2.2) . En substituant

léquation (2.2) dans (2.5), on obtient :

(fo+eth +e+..)+W+en +e+..)+elyo+ep +e%p+..)2 =0

et en assemblant les termes de la méme puissance de €, ceci donne :
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(o +vo) +€(ih + w1 +v3) + (e + 32+ 3yom) +3(.) +...=0 (2.6)

Puisque Uéquation (2.6) est un développement en séries de puissance de
€ idenliguement nul, les différents coefficients de puissance de € doivent étre
tous nuls. Ainsi on trouve un systéme infini d’équations différentielles linéaire

non homogéne a résoudre :

Yo + Yo = 0

h + yn = ~Y

Y2 + Y2 = —3ya1
o+ = :

U+ Un = F(¥0,¥1,¥2, s Un—1)
S ;

Ou fr, est un polynéme en yo, y1, Y2, --., Yyn_1. On remarque que ce systeme
peut-étre résolu récursivement.
Les conditions initiales y(0) = A et 9(0) = 0, aprés substitution de

Iéquation (2.2) conduisent auz conditions initiales suivantes (dépendent de

Yn(t)) :

(1) A
y(0) = 0  pouri>1 (2.7)
wi0) = 0  pourk >0

A Lordre zéro de £ @ on obtient !

yo(t) = Acost
A Vordre 1 : L’équation pour y; est :
3A3 A3

ht+m=—v = —(T)cost— (T)CDSSL‘

23
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Qui est linéaire non homogéne, sa solution particuliére est :

3 3

8 = (3—9) cos 3t — (?)tsint

L

Par conséquent, sa solution générale est :

i Al 3AF
11(t) = Ccost + Cysint + (3—2) cos 3t — (?)tsmt

Les conditions initiales de 'équation (2.7) permettent de déterminer les

constantes Cy et Cs, on trouve :

pilE)= (ﬁ)(cos 3t — cost) — (%)t sin t

Ainsi, a Uordre e, la solution de I’ équation (2.5) est donnée par :

A3
y(t) = Acost + 8(3—9) [(cos 3t — cost) — 12t sint] (2.8)

F4

Malheureusement, 1'équation (2.8) montre que y(t) n’est pas bornée
quand [ — oo, mais aussi non périodique ce dernier inconvénient montre
qu'une simple application de I'équation (2.2) conduit & des sérieux problémes

stonolre bl @Lail de Lronver des solntions porviodiognes

24



Chapitre 3

Meéthodes des perturbations
singuliéres

3.1 Termes Séculaires

Définition 3.1.1 On appelle terme séculaire tout terme écrit sous la forme :

t"cost ou t"sint

[T est claire que l'existence de telle expressions qui devenu non bornées quand
t — oo détruisent la périodicité de I'expression.(voir réf [2]). Comme il est le
cas du développement de la fonction périodique ¢sin(1 + ¢) suivant :

6262

Vsint + ...

Oy
<

tsin(l +¢) =sint + efcost — (

Une technique pour éviter les termes séculaires cst donnéce par Lindstedt

qui est définie par :

3.2 Meéthode de Lindstedt :

La méthode de Lindstedt s’applique aux équations de la forme :
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d*y R dy,
E*’?J"“Cf(y:a)—o (3.1)

La base de la méthode consiste d’introduire une transformation de la
variable indépendante. Cette transformation nous permet d’éviter les termes
séculaires dans les solutions sous forme d’une série de perturbation de I’équa-
tion (3.1).

L’idée fondamentale de cette méthode (voir réf [1]). consiste & faire un
changement d’échelle de temps en introduisant une nouvelle variable 7 = wt
avec : y et w sont développés en série des puissances du paramétre £ comme

suit :

y(7,€) = yo(T) + eyu(7) + 292(7) + .. +E™yn(7) = ... (3.2)

w(e) =1+ ew; + Bt A wes B, e (3.3)

Ot les wy sont des constantes inconnues.
Si on substitue les équations (3.2) et (3.3) dans ’équation (3.1) et on

met les différents coefficients des puissances de & nulles, et si on utilise la

notation :
Ay
V=% YT e
et
N 0f(y,9) PPN

Alors on obtient pour les y, les équations suivantes :
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Yo+ =0 (3.4)

i + 1 = —2widio — f(Yo, Yo) (3.5)

+ 2wa)lio — fy (4o, Yo)y1 + fy (o, Yo) (wido + 91) (3.6)

gn T Yn = Gn{yﬂ: Yls oo Un—15 Y0s Y15 -os yn—l) (37)

Si f(y, %) est une fonction polynomiale de y et %‘f, alors G,, est aussi une
fonction polynomiale de ses arguments.

Notons que la condition de la périodicité de la nouvelle variable est :

y(7) = y(7 + 27)

La condition correspondante pour les y,, est :

Yn(7) = Yu(7 + 2m)
Le second membre du systéme linéare ne doit pas contenir des multiples
de cos T et sinT, sinon on aura les termes séculaires.
L’élimination de ses termes permet de déterminer les paramétres wy.
De cette détermination et avec les conditions initiales, on peut résoudre

facilement les équations différentielles (3.4), (3.5), (3.6) et (3.7).
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Finalement, on trouve la solution de la forme (3.2) de ’équation (3.1).

Tlustrons la méthode avec les deux exemples suivants :

Exemple 3.2.1 :
L’équation de Duffing :

Soit I'équation de Duffing :

dzy 3
F-l—y-!—ey =0 (38)
avec condition initiales
dy(0
y(0) = Aet B =0 (3.9
dt
Posons 7 = wt, on obtient :
ﬂdzy 3 .
w“dj+y+5y = Drg(l) =A0 =0 (3.10)
ol y = y(7). On pose
y(1,€) = w(7) | eni(r) | E29(T) + ... + yn(7) +

Les conditions initiales deviennent :

7(0) = 0= 9(0) = 0, 9,(0) =0, ¥n>1

Aprés substitution on a. :

{ y(0) = A = yo(0) = A, y,(0)=0, Yn>1
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(1+ew +ewo+..) 2 (fo+Heih +e2i+... ) F(yotem +e2ye+.. ) Fe(yo ey +eyp+.. )3 = 0

En identifiant les termes de méme puissance de £ on obtient :
% do+ 40 =0, (0) = A, 90(0) =0

el i+ y =g — 2widio, 11(0) = 31(0) =0

€% 1 ija + y2 = 3ypyr — 2o — (Wi + 2wa)do, 12(0) = 92(0) = 0

La premiére équation a pour solution générale :

yo(7) = AcosT

On porte alors cette derniére expression dans la seconde équation diffé-

rentielle, et on trouve sa solution générale :

i+ = 2wiAcosT + Adcos® T
on réutilise la formule trigonométrique :

3 1. ;
cosv T = W(.’ COs8T 4 cos -_‘i'?‘)

D'oa :

y 343 A3
i+ = (2w A+ T) cosT + (T) cos 37
Le terme séculaire peut-étre éliminer si le coefficient de cos7 est nul, en
posant :

3A3 3A?

2w1A—T:O’i.€ wlz?
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Alors la solution de la deuxiéme équation est :

y(r) = (?—2)((:081” — cos 37)

La troisiéme équation devient :

2144
128

Ou N.S.T : Non Secular Terms qui est donnée par :

P2+ y2 = ( + 2wo)AcosT + N.S.T

e e

J 2

34
N.ET =( T ) cos 37 — (128) cos 5T
On a utilisé :
. 1+ cos2t 1
cos’ T = —%()—S—J et cos27cos3T = a(cosv- + cos 57)
Do :
91 A%
P2 + y2 = ( + 2ws)AcosT + N.S.T

128

Pour éliminer le terme séculaire on pose :

214*
250

(ilig ==
La solution de la troisiéme équation est :

5

() = (355

Alors la solution de I'équation (3.8) est :

)(23 cos T — 24 cos 37 + cos 57)

5

A3 ., A
y(7) = Acos T+5(§)(— cos 7+¢0s 37)+€%( )(23 cos T—24 cos 37+cos 57)+...

1024
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Ou7=uwtet

2144
256

3A?
=) — &

Exemple 3.2.2 L’équation de Van der Pol :

w(e) =14+¢(

)+

On considére ’équation de Van der pol suivante :

@y N
— T—ell—y 5 =0 3.11
Tz ty—e(l—y)—- (3.11)
avec conditions initiales données par 1'équation (3.9) dans I’exemple pré-
cédent.
T=uwt

W (1) +y(1) — (1 = *(7))wy(7) = 0
w(e) =1+ ew + wo + ... + %wy + ...
y(1.€) = yo(7) + e (7) + 2ya(7) + . + %Y (7T) + ...

Aprés substitution on a :

(1+ ew; + &%y +...)2(J0 + el + €% + ...) + (o +evy + 2o +...) — (1 —
(o + et + ey + )1 +ewn + 2wy + ) (o + et + X+ .) =0

Leo équationo différenticlles pour yy(7), v (7)et y.(7), oont obtenues faci
lement el sont données par les expressions suivants
e fo+y = 0,4(0) =4, 3(0)=0
e ity = —2wijo+ (1—yg)d, 11(0)=#(0)=0
e i +yy = —njio— (W] + 2w)fo — 2403190
+ (1 —93) (5 +wido). ¥2(0) = 52(0) =0
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La solution de la 1% équation est :

yo(7) = AsinT

En substituant cette solution dans la 2°™¢ équation et en simplifiant, on

trouve :

2 A3
1+ =2wiAcosT — A(l — T) sinT -+ T cos 37
En éliminant les termes séculaires :
On pose :
2w A=0 et A(l—ATZ)=O avec A #0

On trouve :

et

A3
h+y = Ir.tosST = Zoos 814 (0) =5 (0) =0

Cette équation a pour solution

;i 1 .
il ) — g(ﬂm s — s A )

La troisiéme équation devient :

. 1 3 5
Yo+ Y2 = (4w2+1)cos;’-— 5(;053'r+ 5 Cos 57

F4

On élimine le terme séculaire en posant :
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1
dwg+-=0 = wy=——

On obtient :

3 5
Yg + Y2 = —~c053'r+§cos-57

2
On a
. )
ys = CrcosT + CosinT — % cos 5T
Dou
13 1
Y2 = —gg COST + %(18 cos 37 — Hcos 5T)

L’équation (3.11) a une solution :

2

y(T) = 2cosT + 2(3 cosT — cos 37) + ;—6(—13 cosT + 18 cos 37 — 5 cos 57)
Ou :
T=wt, wlE)=1 e +
T = 5 — 16

Remarque 3.2.1 Cette méthode ne donne pas toutes les solutions du pro-
bleme car nous avons supposé que chaque terme y,(t) était périodique; la

meéthode de Lindstedt ne donne que les solutions périodigues.

Remarque 3.2.2 Fn général pour une valeur quelconque de A, il n’existe

pas des solutions périodiques (pour d’autres équations pas pour Duffing)
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3.3 Méthode des échelles de temps multiples

A la lumiére des exemples précédents, on va construire la méthode des
échelles multiples. (voir réf [1]). Cette méthode rationalise I'approximation
des Amplitudes Variables. Formellement, elle consiste a4 chercher une solu-
tion y(t,e) sous forme de développement asymptotique en échelles mul-
tiples Ty, T1, ..., T, (Considérées comme des variables indépendantes). Elle
s’applique aux équations de la forme :

d’y

d
i Ty refly d_g) =0 (3.12)

On introduit les échelles de temps :

Tg = I == Eot
T] = Eit
T2 = Ezt
T. = %
— En+1t

Avec T,,., < T,

On cherche la solution y(t, ) sous la forme :

y=u(T)+en(T) +%(T)+- -+ "y (T) +- - (3.13)
Les opérations de dérivation s’écrivent :

dy _Oyohy Oy8h Oyoly
dt ~ 9T, o¢ ' o1y bt ' 9T, ot

d_0 0 .0
dt*aT[] UaTl 8112
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= I = Dy + ey + D5 4w (3.14)
N _ _ 8
Ot D=%, D=z

On utilise (3.13) et (3.14), donc la dérivée premiére de y est :

dy_

dt Doy[] + E(D(]yl + Dlyﬂ) + Ez(Dng + D1y1 + Dgy(]) S (315)
d*y 2 2 2/ 12 2
E = Do‘yg—l-s(DUler?DDDlyg)—kf (Doyg+2D0D1y1+D1yg+2Dngy0)+- .
(3.16)
Les conditions initiales :
{ 3(?))= A
y(0)
Fr
devient, si on fait les calculs jusqu’a l'ordre £ :
( ¥o(0) = A
Yn(0) =0,n >1
S (0)
an, . i
'y (117

O0)  Ool0) _

/1y /11
Jy.(0) + Jy:(0) + Jyu(0)
\ OTE) JTl JTQ
Apreés, en substituant les équations (3.15) et (3.16) dans I’équation (3.12),

=0

et regroupant les termes de méme puissance de £ et on résout les équations
trouvées. Mais ces équations peuvent contenu des termes séculaires on impose
alors leur élimination.

Finalement, on trouve la solution de la forme (3.13) de I'équation (3.12).
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Exemple 3.3.1 Soit l’équation :

2

d*y dy
Gl = P2 .
e +y Edt (3.18)

Posons :

y(t) = vo(t) + enn(t) + 22(t) + ... +"ynlt) + ...

On obtient aprés substitutions :

Pour l'ordre zéro de € : 4y + 1y =0
Pour l'ordre un de € : i) +y1 = —24q
Pour l’ordre deux de ¢ : 42 + 12 = =23

La premiére équation donne :

Yo = Acos(t + ¢)

ou A et ¢ sont des constantes.

Une solution particuliére de la 28™¢ équation est :

(L) = —Alcos(L + ¢)

Unc oolution particuliére de la 3¥7¢ équation cot :

1 1
ya(t) = 5A:&2 cos(t + ¢) + EAtsin(t + )

D'onu :

2 2 1 -
g At” cos(t + ¢) + EAt sin(t + ¢)

b =

y(t) = Acos(t + ¢) —e — Atcos(t + ¢) +
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Pour approcher, il faut que ¢, &t et €2f soient petits, plus clairement :

La solution exacte est :

y(t) = ae™" cos(V1 — €2t + ¢)

On sait que :

alors :
242

oy g B

et =1—¢et+ 5
et

1
cos(v1— g%t + ¢) =cos(t+¢) + 55275 sin(1+¢)+---

Dot

1
y(t) = acos(t + ¢) — eat cos(t + @) + §£2a[t2 cos(t + @) + tsin(l + ¢)] + - --

Quand on tronque e~ c’est £t qui est la variable importante et non .
Quand on tronque cos(v/1 — €2t + @), c’est €% la variable importante et
non t.

C’est pour cela quon définit les nouvelles variables :
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T[] = = Eot
Tl = Elt

T2 = Ezt

T, = g

T;-Hrl == Eu+1t

OnaT,yy<T,

Pour utiliser ces variables dans I'équation :

y+y=—2¢y

On introduit :

dy _ Oy 0Ty Oy oT  oyor

dit 9T, 0 om0t oLy ot
Alors
dy Oy dy | » 0y

@ o %an Team

Ce qui implique que

+ .

dy O 0

e 42 )
dat  ‘oln e T N "
:> _(i f— i ! Ei ] Eﬂi +

dt 9T,  ~oTy =~ 8T,

Ow D=% D,=;2
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L’équation (3.18) s’écrit :

D*y+y=—2Dy

Ce qui implique :

(D?+ 1)y = —2eDy

Alors

[(Do+eDy+e* Dot - - Y +1](yo+eys +&y2+...) = —2e(Do+e Dy +e2Dy+

(Dg+eDy+e2Dat =2 + 1= D+ 26Dy Dy + o+ +1

En identifiant les coefficients de méme puissance de £, on trouve :

(D5 +1)yo =0

(])(2] . ].)y] = ~2f)n])11[n = QAD('IZI'(‘I

yo = Acos(Ty + ¢)

AZJZI(TLT_)_,"') et @ZQ(T]_TQ)

39
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La deuxiéme équation s’écrit :
(D2 + 1)y = 2D [Asin(Ty + ¢)] + 2Asin(Ty + )
Alors

(Dg + 1)yy = 2(D1 A+ A)sin(Ty + ¢) + 2A(D16) cos(Ty + b)
Pour avoir des solutions bornées, on doit supprimer les termes séculaires ;
On pose :

D1A+A=0 el Dl(é:O

0A do
- A= P — =
= aT, + 0e ar, 0

Ce qui implique que :

A=qe™, ¢=C

ou: a= a(TyTs,---)et C=C(Ty,Ts, --), on peut les prendre pour des
constantes a cette échelle de temps.
Un a alors :
Y(t) = yolt) +enn(t) + evat) + - -

y(t) = Acos(Tp+C) + - - -

y(t) =ae P eos(Ty 4 C) + -
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La solution approximative est :

y(t) = ae™ M cos(Ty + C) + - - -

Soit I'équation de Duffing :

j+y=—ey’

On a

D:D0+ED1+E2D2+"‘

On substitue et on trouve :

(D3 +1+2eDyDy+-Yyo+epr+---) = —e(yo+ey +---)°
On regroupe sclon les termes de méme puissance de ¢ :
e (Df+1y=0
el : (D§ + 1)yy = —DoDryo — 4§

La pnomioro dquation donng

o — Aeos(ly + o)
A= -'Q(Tl,T-z, g )‘ 05 — ¢(T1,T2,)

La deuxiéme équation devient :

(D3 + 1)y1 = —=2DoD1[A cos(Tp + 9)] — A% cos®(Tp + ¢)

(D + 1)yr = 2D1 (Asin(Ty + ¢)) — A% cos*(Tp + )

(D3+1)y = 2[Asin(Ty+¢)+Ad cos(Ty+)]— 2 (3 cos(Ty+0) +cos(3(To+
%))
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avec

9A 8¢

37’.1"’1’ ¢=D1¢=—

A=D A=
. oT,

: . 3A°
(Dg’ + 1)3}1 =2A Sill(TQ =+ @) 5o (2;4@ = T) COS(TU + Cb) + N.ST

N.S.T : non secular terms.

Pour supprimer les termes séculaires, on pose :

- . 3A3

A:CL’(TQ:TSJ"'):Q

alors :

3 2
o= %Tl + const

La solution générale est :

. 3a?
y(t) = acos(t + ?Eﬁ + const) + - - -

La méthode des échelles de temps multiples donne n’importe quelle solu-

tion et non seulement les solutions périodiques.

42



UnIvERSITE 8 MaAr 1945-GUELMA DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

3.4 Meéthode de la moyenne

La méthode de la moyenne donne n’importe quelle solution et non seule-
ment les solutions périodiques. (voir réf [1]). Cette méthode s’applique aux

équations de la forme :

d* d ;
Eg-l—w?y-l-sf(y,d—?):o, i<e<<] (3.19)

Pour ¢ = 0, la solution générale est :

y(t) = Asin(wt + ¢) (3.20)

Ou : A et ¢ sont les constantes. La méthode de la moyenne consiste &

poser :

y(t) = A(t)w cos(wt + ¢(t))

Ou : A(t) et ¢(t) varient lentement avec le temps et

{ y(t) = A(t)sin(wt + ¢(2)) (3.21)

D’ou

i = —wly —ef(y,z) (3.22)

Nous cherchons une solution sous la forme :

(t) = A(t) sin(wt + ¢(t))
{ EfIf?(l‘) = A(t)zlzo:(wt + ¢(1)) (3.23)

Dot
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A(t)w cos(wt + ¢(t)) = A(t) sin(wt + o(t)) + A(t)(w + 6(t)) cos(wt + ¢(t))
Ainsi

A(t) sin(wt + ¢(t)) + A(t)(t) cos(wt + ¢(t)) =0 (3.24)

Substituons (3.23) dans (3.22), on aura :

A(t)w cos(wi+o(t))—A(t)w(w+¢(t)) sin(wi+¢(t)) = —w? A(t) sin(wi+(t))—e f (y, T)

En résolvant 1'équation précédente et I’équation (3.24), on obtient :

{ A_(t) = == cos(wt + ¢(t)) f(A(t) sin(wt + ¢(1)), A(t)w cos(wt + ¢(t)))
o(t) = £ sin(wt + ¢(t)) f(A(t) sin(wt + @(t)), A(t)w cos(wt + cﬁﬁ(t))()3 ”
.20

La méthode de la moyenne consiste & remplacer A(t) et ¢(t) dans (3.25)
par leurs valeurs moyennes sur une période 2. A(t) et ¢(¢) sont considérés
comme des constantes en prenant la moyenne. Ce procédé connu comme

méthode de la moyenne conduit & :

A(t) = 52 [, cos(wt + ¢)f(Asin(wt + §)), Aw cos(wt + 6))dt
o(t) = 55 fu% sin(wt + @) f(Asin(wt + ¢)), Aw cos(wt + ¢))dt

Posons 6 = wt + ¢, on a :

. (3.26)

A== [ cosff(Asin6, A cos 0)d0
b= e foﬁ'* sin@f(Asinf, Acos)do
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Les équations exactes de (3.25) sont remplacées par les équations approxi-
matives de (3.26) . Une fois les intégrales trouvées, on aura a résoudre des
équations différentielles du 1 ordre pour A(t) et ¢(t). On a les formules qui
peuvent étre trouvées par intégration par partie

27

L= f i sin™(y) cos™ (y)dy
0

m— 1
m-+n “ ( )
m—1

Im,n = — nIm,nﬂ‘Z (328)

Les équations (3.27) et (3.28) sont utilisées jusqu’a ce qu’on arrive i :

Ig_g =27

Notons que :

IHL.TL ?é O

seulement pour m et n pairs.

Appliquons la méthode de la moyenne & ’équation de Van der pol :

Exemple 3.4.1

j+y—e(l—y)y=0

fy9) =—-1—-v")y
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et

Le systéme (3.26) devient :

f(Asing, Acosf) = —(1 — A?sin*6) A cosd

telle que :
A= £ [T A(1 - A2sin?6) cos® 66
6 =55 7 A(1 — A?sin?6) cos f sin 0df
Alors
Alt) = Z(loa— AL)
Alt) = Z(i2r— A%ilor)
Alt) = L-(4- A2)

- e [es
:/_4(2—4i§1(2+‘4) -

Apres les calculs, on obtient -

ol M

j#

AZ
(1) I S (PR
Il[C(eL—A?)] et
AZ

Supposons que A(0) = Ap ce qui implique : C = —/E
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Diot :

Alt) =

Notons que A(t) — 2 quand t — oo est indépendamment de A

é(t) = __;(Il.l — A%I3,) =0

Ce qui implique que :

o(t) = ¢y = ¢(0) = const

La solution approzimative est :

y(t) = Asin(t + o)

2sin(t + ¢y)

Y -1)er

y(t) =

Si A=2 on ala solulion :

y(t) = 2sin(t + )

c’est une solution périodique, de période T = 2.



Chapitre 4

Avantages et inconvénients de
chaque méthodes

Dans les chapitres précédent on a considéré différentes techniques pour

résoudre des équations différentielles non linéaires sous la forme :

d*y dy

Ou € est un petit parameétre, 0 < £ << 1, et f est une fonction poly-
nomial non linéaire. Le but de ce chapitre est de donner les avantages et les

inconvénients de ces différentes techniques.

4.1 Methode de perturbation reguliére

Le principal avantage de ’application de la méthode de perturbation ré-
guliére pour obtenir des solutions approchées de I'équation (4.1), et que la
technique est simple & appliquer. En outre, la méthode nous permet d’ob-
tenir des expansions uniformément valables pour les solutions périodiques.

L'inconvénient de cette méthode est que le calcul des approximations d’ordre
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supérieur peut étre compliqué, aussi parfois on trouve des solutions qui sont

non bornées

4.2 Méthode de lindstedt

Le principal avantage de l'application de cette méthode est d’éviter les
termes séculaires pour avoir des solutions bornées, la méthode de lindstedt a
deux inconvénients majeurs :

Cette méthode ne donne pas toutes les solutions du probléme, elle ne donne
que les solutions périodiques.

Le deuxiéme inconvénient est que les calculs d’ordre supérieur sont longs

et compliqués.

4.3 Meéthode des échelles de temps multiples

La méthode des échelles de temps multiples permet la dépendance de la
solution sur les différentes échelles de temps pour étre facilement obtenu.
Cela permet souvent d’interpréter la signification physique de la solution et
dans les comparaisous avec les données expérimentales.

Linconvénient majeur de la méthode des échelles de temps mmltiples,
clest gu'en générul, méme pour obtenir des résultats de premier ordre, on
doit résoudre un certain nombre d’éguations aux dérivées partielles.

Les détails algébriques peuvent devenir trés difficile pour une équation qui
comporte une fonction [ (v, %) non linéaire qui est une fonction compliquée

de ses arguments.
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4.4 Méthode de la moyenne

La méthode de la moyenne présente trois avantages majeurs :

1. Le calcul en premiére approximation se réduit a l'intégration de deux
intégrales définies pour les dérivés de I'amplitude et la phase. L’am-
plitude et la phase peuvent étre obtenues, en générale, en utilisant des

techniques d’intégration élémentaires du calcul.

2. Cette Méthode peut étre appliquée & des systémes qui sont assortis
de modalités d’amortissement ou des forces dissipatives (forces dis-
sipatives sont des forces de la nature tels que I’énergie est perdue a
partir d'un systéme de temps.) et peut pas donc donner la dépendance
temporelle de 'amplitude.

3. Si les cycles limites (cycle limite est une solution périodique isolée)
et point limites existent pour une équation différentielle non linéaire
donné, la méthode nous permet de les déterminer. En outre, nous pou-
vons obtenir le comportement du systéme 4 mesure qu’elle s’approche
de ces cycles limites et les points.

L’inconvénient majeur de cette méthode est que les caleuls d’ordre supé-

rieur sont longs et compliqués, et en général, la quantité d’effort nécessaire
pour calculer des termes d’ordre supérieur ne se justifie pas par la petite

quantité de renseignements supplémentaires obtenus.
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4.5 Conclusion

Tout au long de ce travail nous avons étudié certaines techniques de ré-

solution concernant ’équation :

Ly, 9, 4) = €f(y,9)
Qui sont :

1. la méthode de perturbation réguliére.

2. les méthodes singuliéres : Lindstedt, Echelles de temps multiples, La

moyenne.

En parcourant ces méthodes, on apercoit que la méthode de perturbation
réguliére nous donne une solution différente (une solution trés lointaine de la
réalité).

Ce qui fait que les méthodes singuliéres sont beaucoup meilleures com-
parées a celle de la méthode réguliére. En travaillant sur la méthode de
Lindstedt, on obtient uniquement des solutions périodiques, ce qui rend la
méthode inutile une fois qu’on n’a pas de solution périodique.

Cependant la méthode de la woyenne el des echiclles de lemps mulbiples
donnent toutes les solutions possibles.

Par conséquent, il est préférable de choisir la méthode de résolution avant
de travailler. D’ailleurs chaque méthode donne une solution approximative

est s’avére acceptable comparée au résultat exact.
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