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Sur la convergence de quelques nouvelles
modifications des recherches linéaires inexactes

Résumeé

Résumé : L'objectif de ce mémoire consiste a étudier quelques recherches linéaires
inexactes. Il s’agit des régles d’Armijo, Goldstein-Price et de Wolfe. Récemment une
généralisation de la régle d’Armijo a été proposée. Cette nouvelle régle assure la conver-
gence de la classe des méthodes a directions de descente.

Dans ce travail on va étudier ces régles tout en donnant leurs algorithmes, citant les
théorémes qui assurent I’existence de leurs pas et on termine chaque partie par un exemple.
Par la suite on va prouver numériquement moyennant le logiciel Scilab, la convergence
de la méthode du gradient avec les régles d’Armijo et d’Armijo modifiée. On illustre que
la régle d’Armijo modifiée accélére la convergence de la méthode du gradient mieux que
celle d’Armijo.

Mots-clés : Recherche linéaire inexacte, Reégle d’Armijo, Régle d’Armijo modifiée,

Reégle de Goldstein-Price, Régle de Wolfe, Méthode du gradient.
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Introduction

Considérons le probléme d’optimisation sans contrainte suivant:

(P) : min f(x)

zeR?
Les méthodes itératives sont en général les plus utilisées pour la résolution des problémes
du type (P).

Ces méthodes générent une suite {z},.y de la fagon suivante:
Tgt1 = Tk + Q}cdk

Ot z. est I'itération donnée a I'étape k.

Le pas oy € R, est déterminé par une optimisation unidimensionnelle, autrement dit une
recherche linéaire.

Ly veclowrs oy, sonl appelés divectlons el leurs clhols douent uw go & la methode.
Dans ce travail on s’intéresse au calcul du pas « par les recherches linéaires inexactes
d’Armijo[1], de Goldstein-Price [11], de Wolfe [22] et une généralisation de la régle d’Armijo
[1] nommée régle d’Armijo modifiée proposée par Z. J. Shi et J. Shen en 2005 [20].
Notre intérét pour la recherche linéaire ne vient pas seulement du fait que dans les applica-
tions on rencontre naturellement des problémes unidimensionnels, mais plutdt du fait que
la recherche linéaire est un composant fondamental de toutes les méthodes traditionnelles
d’optimisation multidimensionnelle.

Faire de la recherche linéaire inexacte revient & déterminer

mun f(zy + ady)
a>0 "
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Autrement dit, résoudre le probléme unidimensionnel

(F7) : min g (a)

Cette nouvelle régle donne des résultats plus fiables que celle d’Armijo [1].

Nos simulations numériques (Scilab) montrent que la recherche linéaire inexacte d’Armijo
modifiée [20] est considérée plus performantes que celle d’Armijo [1].

Notre mémoire est divisée en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre on introduit les outils de base. Tout d’abord nous rappellons
quelques généralité sur le probléme d’optimisation sans contrainte. Ensuite nous décrivons
la direction de descente, Mode de convergence et Critére d’arrét. Dans le deuxiéme
chapitre on va décrire les recherches linéaires inexactes d’Armijo [1], Goldstein-Price [11] et
de Wolfe [22], on va donner leurs algorithmes et citer les théordmes qui assurent I’existence
du pas de ces recherches avec des exemples . Dans le troisiéme chapitre on commence par
présenter la recherche linéaire inexacte d’Armijo modifiée [20]. Ensuite nous illustrons
numeériquement dans le dernier chapitre que la régle d’Armijo modifiée [20] est plus fiable

que celle d’Armijo[1]. On termine ce mémoire par une conclusion.



CHAPITRE
1 Notions Préliminaires

Dans ce chapitre on va rappeler quelques notions de base qui seront utilisées par la suite.

1.1 Rappels et définitions

Deéfinition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel, on appelle norme toute application de

E dans R, on dit que ||.|| est une norme si elle vérifie:
2
(z,2) = 2]/
Définition 1.1.2 Une application ||.|| : V — R est dit norme vectorielle si:

|| 2 0VveVet || =0 v=0

2 M| = Al YAERweV

3 Mv+ull < ol +llull vv,ueV
Deéfinition 1.1.3 Soit F un espace vectoriel, on appelle produil scalaire tout applica-

tion de E dans R, vérifiant les conditions suivantes :

Dow towl vy el 2 & I eb v € U v .

g z.E: 208 Es=02= =0
h) lra = r. 7,

c) (o, y) = a (),

d) (z+y,2) = (z,y) + (¥, 2);



1.1. Rappels et définitions

Dans tout ce qui suit on prend E = R™ et pour tout = et y dans R™, on note par 7y le
produit scalaire (z,y), autrement dit :

o'y = ()

Définition 1.1.4 Soit f : R® — R, le vecteur de R*, V[ défini ci-dessus, est appelé

gradient de la fonction f au point xq € R™, et est noté :

N (9. 9f Of .
V [(zo) = (8_3:1 Zq), B, (za), - (za)); (1.1.1)
On trouve aussi comme notation
—s
Grad()(ao);
Définition 1.1.5 a) | est dite convexe sur R™ si:
fltxy + (1 —t)zs) < tf(z1) + (1 — 1) f(z2); (1.1.2)

pour touts point T; et x5 € R™ et pour tout t € [0,1].
b) Si l'inégalité précédente est stricte pour touts points ziet xo distincts et pour tout

t €]0,1[, alors f est dite strictement conveze.

Définition 1.1.6 Soit A une matrice carrée (nxn), A € M,xn.
a) On dit que A est symétrique si et seulement si : A = A%,

b) On dit que A est définie positive si et seulement si :
Ve R™, z*Az > 0; (1.1.3)

Théoréme 1.1.1 (de la valeur moyenne) Pour toute fonction f a valeurs réelles,

définie et continue sur un segment [a,b], avec a < b, il existe un réel ¢ € [a, b] vérifiant :
)~ f(a) = (b= a)f'(e) (1.1.4)
Définition 1.1.7 Soit f : R® — R, on dit que [ est une fonction quadratique si elle
$’6erit sous ln farme
flg] = %(A, z) + (b,z) +c. (1.1.5)
Tel que A est une matrice carré positive symétrique et b € R™, ¢ € R.

Thanrémn 1.1.2 (Indgalité de Canchy Schanars) Sait v ot y dans M®* On a :

Kz, y)l < [l flyll (1.1.6)



1.2. Problémes d’optimisation sans contraintes

1.2 Problémes d’optimisation sans contraintes

Le probléme d’optimisation sans contrainte opte a minimiser une fonction f : R* — R
sur tout l'espace R".

Ces problémes sont plus simples & analyser et & résoudre que les problémes d’optimisation

avec contrainte.

Définition 1.2.1 soit [ : R* — R , On Appelle probléme d’optimisation sans

conbruinle, le probléme(F) suivanl :
(P): min f(x) (1.2.1)

zER?

C’est un probléme d’optimisation sans conditions sur les variables.

1.2.1 Conditions d’optimalité des problémes d’optimisation sans
contraintes

Définition 1.2.2 Considérons le probléme de minimisation sans contraintes (P).
a) z* € R™ s’appelle minimum global du probléme (P) si
f(z") < f(z), vz € R™. (1.2.2)
b) z* est un minimum local de (P) s’il existe un voisinage V.(z*) de z* tel que
f(z") < f(z), Vz € Ve(z*). {1.2.3)

c) z* est minimum local strict s’il existe un voisinage V.(z*) de z* tel que

Fla*ye flg), e e lg') el m#a’ (1.2.4)

Conditions nécessaires d’optimalité

Théoréme 1.2.1 Soit f : R® — R deux fois différentiable en x*. Supposons que T soil

un minimum local. Alors Vf(z*) =0 et H(z*) est semi définie positive.

Corollaire 1.2.1 Soit f : R"™ — R différentiable en x*, si 2 est un minimum local

alors Vf(z¥) = 0.



1.3. Méthodes a direction de descente avec recherche linéaire inexacte

Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 1.2.2 Soit f : R® — R. (i) Supposons que f est deuzx fois différentiable en
¥, Si Vf(z*) =0 et H(z*) est définie positive, alors ©* est minimum local strict.

(i) Supposons que f est conveze et différentiable. Alors z* est un minimum global de
f st et seulement si V f(z*) = 0.

(i11) Les résultats (i) et (ii) demeurent vrais si on remplace R™ par un ouvert S de R™.

Corollaire 1.2.2 Dans le cas o [ est conveze, alors tout minimum local est aussi global.

De plus si f est strictement converxe, alors tout minimum local devient non seulement

global mais aussi unigue.

1.3 Meéthodes a direction de descente avec recherche
linéaire inexacte

Considérons le probléme d’optimisation sans contrainte :

ilé%en fle) (1.3.1]

on f:R" — R est supposé réguliére.

On s’intéresse ici & nne classe d’algorithmes qui sont fondés sur la notion de direction

de descente.

1.3.1 Direction de descente

Théoréme 1.3.1 Soit f : R" — R telle que f soit différentiable au point x € R™. Soit
d € R" telle que Vf(z)'d < 0. Alors il existe § > 0 tel que f(z + ad) < f(z) pour tout

a €]0,4[. La direction d s’appelle dans ce cas direction de descente.



1.3. Méthodes a direction de descente avec recherche linéaire inexacte

Remarque 1.3.1 d fait avec 'opposé du gradient —V f(z) un angle 0 strictement plus
petit que 90°:

. —va(:t;).d n
V7@ ey <2t (1.3.2)

L’ensemble des directions de descente de f en z, {d € R":V7” f(2;).d < 0} forme un

f=arcco

demi-espace ouvert de R™

detniesparce dis diverfions
e alisecite o LT \

- [ =constante

Figure 1.1 direction de descente

De telles directions sont intéréssantes en optimisation car, pour faire décroitre fi:1l
suffit de faire un déplacement le long de d.
Les méthodes 4 directions de descentes utilisent cette idée pour minimiser une fonction.
Elles construisent la suite des itérés {z;} k>1+ approchant une solution z; de (1.2.1) par
la récurrence :

Try1 = Ty + O,’kdk, pour k = 1 (133)

ou ¢y, est appelé le pas et dj, la direction de descente de f en zy.
Pour définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses:

¢ dire comment la direction dj est calculée; la maniére de procéder donne le nom &
I’algorithme:

¢ dire conuuent vi déleruine le pas oy ¢est ce que P'on appelle : la recherche lineaire.

Décrivons cotto classo d’algorithmon do manidre précioe.



1.3. Méthodes a direction de descente avec recherche linéaire inexacte

1.3.2 Schéma général des méthodes a direction de descente avec

recherche linéaire inexacte

Présentons maintenant l'algorithme des méthodes 4 direction de descente avec recherche

linéaire inexacte.

[Algorithme 1.1 (méthode a directions de descente- une itération)|

Etape 0: (initialisation)
On suppose qu’au début de litération k, on dispose d’'un itéré
x, € R®
Etape 1:
Test d’arrét : si ||V f(zp)|| = 0, arrét de 'algorithme;
Etape 2:
Choix d’une direction de descente d; € R™;
Etape 3:
Recherche linéaire : déterminer un pas aj, > 0 le long de d;. de maniére a "faire
décroitre [ suffisamment";
Etape 4:
Si la recherche linéaire réussie Tpr; = zp + apdy;

remplacer £ par &£+ 1 et aller 4 'étape 1.

Dans le chapitre suivant on va discuter comment choisir le pas a chaque itération, en

utilisant quelque régles de recherche linéaire (Armijo [1], Goldstien-Price [11] ou Wolfe

[22)).

1.3.3 Meéthode du gradient

Le principe de cette méthode remonte au moins & Cauchy [5].
Dans Valgorithme (1.1), le chaix de la divection d), = =V f(7,) noms danne algarithme

de la méthode du gradient.



1.4. Mode de convergence et Critére d’arrét

Donc on peut dire que la méthode du gradient est une méthode a directions de descente.
En effet, on peut facilement vérifier que la direction dy = —V f(z}) est une direction de
descente.

L’algorithme du gradient est également connu sous le nom d’algorithme de la plus
forte pente ou de la plus profonde descente (steepest descent, en anglais) parce que le
gradient est la pente de la fonction au point courant et est donc, localement, sa plus forte
pente.

Algorithme de la méthode du gradient

Algorithme 1.2 (Algorithme du gradient )|

Etape 0: (initialisation)
Soit zq le point de depart, poser dy = —V f(zq)
poser k = 0 et aller a I'étape 1.
Etape 1:
si ||V f(ar)|| =0: STOP ( 2* = ay)."Test d’arrét"
si non aller & I'étape 2.
Etape 2:
Définir x4 = 21 + ady avec :
wy esl déleriner par une reclierche lndalire (1.3.4)
d, = =V f(zx) (1.3.5)

Poser k = k + 1 et aller a 'étape 1.

1.4 Mode de convergence et Critére d’arrét

1.4.1 Mode de convergence

Définition 1.4.1 Une méthode itérative est dite convergente si la suite de points générés

(£n) tend vers lu racine exacte quund n lend vers Uinfind, aulrement dil :

lim &y — 2. (1.4.1)

n—+oo



1.4. Mode de convergence et Critére d’arrét

Définition 1.4.2 On dit qu’une suite (z,) construite par une méthode numérigue con-
verge vers & avec un ordre (tauz) p > 1 s’il existe un indice ko tel que pour tout k > ko

on a.:

= f < 0. (1.4.2)

Sip=1 et B <1 alors la convergence est dite linéaire.
Sip>1oup=1 et =0 alors la convergence est dite super linéaire.

En particulier, sip =2 et } < oo alors la convergence est dite quadratique.

1.4.2 Critére d’arrét

Typiquement une procédure itérative démarre avec un point initial xy et on conclut que
la méthode converge si le rapport |zx — zx—1| ou |f (zx)| décroit vers 0.

Dans la pratique, on doit déterminer la solution de probléme (F) en un nombre fini
d’étapes. Il est par conséquent impossible de faire tendre n vers U'infini. Il faut donc arréter
le processus itératif au bout d'un certain nombre d’itérations ce qui a pour conséquence
de n’obtenir qu'une approximation de la solution z.

Dans cet ordre d’idée plusieurs formules de test d’arrét sont utilisées pour terminer le

processus de calcul aprés un certain nombre d’opérations ;
|2 — Zn—1| < a x Tolérance;
|Zn — Zn_1| < Tolérance x (1 + |z,|);
|5 — Bn-a| < 7 % Tolérance x |x.] ;
|f ()] < Tolérance.

Avec Tolérance : Perreur maximale tolérée,

a et r sont des constantes définies par 1'utilisateur.

10



CHAPITRE

Optimisation
unidimensionnelle
recherches linéaires

Inexactes

2.1 Recherches linéaires

Notre probléme consiste & minimiser une fonction f:R" — R.
La recherche linéaire consiste & trouver «;. de facon a diminuer la fonction [ suffisamment

le long de cette direction.
Ce "suffisamment" sera quantifié dans cette section dans la description des conditions

dites d’Armijo [1], de Goldstein-Price [11] et de Wolfe [22].

2.1.1 Principe des recherches linéaires

Faire de la recherche linéaire veut dire déterminer un pas ay le long d’une direction de

descente dy, autrement dit résoudre le probléme unidimensionnel :

min f(zx + adz), (2.1.1)
afR

11



2.1. Recherches linéaires

Notre intérét pour la recherche linéaire ne vient pas seulement du fait que dans les appli-
cations on rencontre naturellement des problémes unidimensionnels, mais plutot du fait
que la recherche linéaire est un composant fondamental de toutes les méthodes tradi-
tionnelles d’optimisation multidimensionnelle. D’habitude, nous avons le schéma suivant
d'une méthode de minimisation sans contraintes multidimensionnelle :

En regardant le comportement local de l'objectif f sur l'itération courante zp, la
méthode choisit la “direction du mouvement” d;, (qui normalement est une direction de

descente de I'objectif : V7 f(x).d < 0) et exécute un pas dans cette direction :
Ty — Tpp1 = Tp + Qpdy
Afin de réaliser un certain progrés en valeur de ’objective, c¢’est-a-dire pour assurer que :
[k + apdy) < fa).

Et dans la majorité des méthodes le pas dans la direction dj. est choisi par la minimisation

unidimensionnelle de la fonction :
or(a) = flzp + ady). (2.1.2)

Ainsi, la technique de recherche linéaire est un brick de base fondamentale de toute
méthode multidimensionnelle
Il faut noter que dans les problémes d’optimisations sans contraintes on a besoin de
résoudre 4 chaque Ttération z,, un probléme d’optimisation dans R.
Dans la recherche linéaire il existe deux grandes classes de méthodes qui s’intéressent a
| optimisation unidimensionnelle:

¢ Les recherches linéaires exactes.

O Led rechurchuoy lindairey inssaciseg,

12



2.1. Recherches linéaires

2.1.2 But de la recherche linéaire

Dans le cas non-quadratique les méthodes de descente, nécessitent la recherche d’une

valeur de ;. > 0 optimale ou non, vérifiant :
flzx + apdy) < flzx)

Rappelons que si [ est différentiable, le pas optimal a*peut étre caractérise par

pla®) < pla) pourt<a<a’

Autrement dit, a*est un minimum local de ¢’ qui assure de plus la décroissance de f.
On a habitué de faire des recherches linéaire inexact dans les algorithmes d’optimisation

en générale mais actuellement on ne fait jamais ca, car le fait de trouver o* exige le cal-

cule d'un grand nombre de fois la fonction ¢} et cela conduit a la notion d’intervalle de

sécuriteé.

2.1.3 Intervalle de sécurité

On est habitué de faire des recherches linéaires inexactes daus les Algoritlunes d’optimisation
en generale maia actuellement on ne fait jnmnia oo ear e foit de feonver o, ewige Te enl
cule d'un grand nombre de fois la fonction ¢, et cela conduit a la notion d’intervalle de

sécurité.

Définition 2.1.1 On dit que oy, a4 est un intervalle de sécurité s’il permet de classer
les valeurs de o de fagon suivante:

- St a < ay4 alors o est considére trop petit.

- Siag > a > a, alors est satisfaisant.

- 51 o > ay alors est considére trop grand.

Dans notre travaille on s’intéresse avec les recherches linéaires inexactes.
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2.2. Algorithme générale des recherches linéaires inexactes

2.2 Algorithme générale des recherches linéaires in-
exactes

Le principe de cette recherche et de faire une réduction « de facons importante » pour
la valeur de 'objectif par un pas zp4; = 2 + apdy de x; dans la direction de descente
dj.. Pour ce raison a la plusieurs mathématiciens (Armijo [1], Goldstein&Price [11], Wolfe
[22]) ont proposé des régle suivant cette recherche.

Cette section bute de présenter les principaux tests.

D’abord on présente le schéma général d'une recherche linéaire inexacte Elles reviennent

a déterminer, par tdtonnement un intervalle [ay, aq) ot o € [ay, ay] dans laquelle :

oplor) < 0p(0) et flzr + ardy) < f(z1) (2.2.1)

2.2.1 Algorithme des recherches linéaires inexactes

Présentons l'algorithme des recherches linéaires inexactes :

[Algorithme 2.1 Schéma général des la recherches linéaires inexactes

Etape 0 : Initialisation

Qg r = gy = 0,choisir a > 0, poser k =1 et aller a I'étape 1
Etape 1:

- Si «y, satisfaisant (suivant un certain critére): STOP(a* = ay.).

-Si oy, est trop petit (suivant certain critére): nouvel intervalle: [a, 11 = o, Qe =
aglet aller a I’étape 2.

- Si ¢y, est trés grand (suivant certain critére): nouvel intervalle: [O:'g,k_f_] = Qg, Qd k1 =
aylet aller a I'étape 2.
Etape 2:

- Si agpy1 = 0 déterminer ayy1 €]ag ki1, +00|

- Si agry1 # 0 déterminer agq1 €|ag pr1, G|

Remplacer k par k+1 et aller a ’'étape 1

14



2.3. La régle d’Armijo

11 nous reste donc a décider selon quel (s) critére(s) notre pas est considére trop petit ou

trop grand ou satisfaisant.

2.3 La régle d’Armijo

On bute a réduire « de fagcon importante » la valeur de I'objectif par un pas
T — Ty = Tp + apdy de zp dans la direction di, tel que f(zy + apdy) < f(zi).
Or cette condition de décroissance stricte n’est pas suffisante pour minimiser ¢, au moins

localement. Par exemple, avec la fonction ¢, : R — R ; . (z) = 22 et 7, = 2, les choix
di = (—1)* ), = 2+ 3% 2=+ donnent: z; = (—1)¥(1 +27%).

(z1) est bien strictement décroissante mais {2y }r>o ne converge pas vers le minimum zéro
mais vers 1 (dans cet exemple le pas est plus grand)

La régle d’Armijo [1] impose une contrainte sur le choix de «;, suffisante pour minimiser

localement ¢

2.3.1 Principe
Soit f:R" — R, 1, € R, d, € R" une direction de descente.
On dit gue le pas aevérifier la regle d’Armijo [1] si on as

or(ox) < 9 (0) + By (0) VB0, 1] (2.3.1)

autrement dit  f(zy + ard) < f(2x) + arBV7 f(aw)dp V3el0, 1] (2.3.2)

Teste d’Armijo :

¢ Si
W.’a(a‘“) i W.’J(O) 1 ‘(]:"HW;.J(.O)

autrement dit  f(zy + apdy) < flax) + ak.ﬁva(xk)dk

alors oy est convient .

15



2.3. La régle d’Armijo

¢ Si
or(or) > 0,(0) + B (0)

autrement dit f(zy + apdy) > f(zi) + aBV7T f(xx)dy

alors ay. est trop grand.

2.3.2 Représentation géométrique

T : la tangente de graphe de ;. (a) qui passe par le point (0, ¢, (0))

T := {(o, y)\y = 0, (0) + aw,(0)}

A;: la droite qui.passe par le point (0, ¢ (0))et qui & B¢} (0) coefficient de direction

A= {(e, y)\y = ¢:(0) + By (0)}

Be(0) = ¢1(0) = aB¥(0) > ay;(0)

= 0i(0) + @B (0) > ¢, (0) + ay)(0)

On voit bien A est au dessus de 7.

a vérifier la régle d’Armijo [1] si « € [0, 74]

pis " Armijo

Figure 2.1 la recherche linéaire inexacte d’Armijo
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2.3. La régle d’Armijo

2.3.3 Algorithme de la Régle d’Armijo

Dans cette partie nous allons présenter I’Algorithme de la régle d’Armijo [1] qui suit le

schéma suivant :

[Algorithme 2.2 La régle d’Armijq

Etape 1: (initialisation)

Oy = agy = 0,choisir ay, > 0, Fe|0, 1] poser k£ = 1 et aller a ’étape 2
Etape 2: (I'etape principale)

- Si py(an) < 9,(0) + @Bl (0) STOP(a* = ay).

- Si gy (k) > 91 (0) + axfy(0) alors

Qg ki1 = O, Og 41 = O et aller a I'étape 3.
Etape 3:

- Si agr+1 = 0 déterminerayy €|ag gr1, +00]

- Si a1 # 0 déterminer ayiq1 €|ag pt1, Qak+|

Remplacer k par k+1 et aller 4 I'étape 2

2.3.4 Théoréme d’existence du pas d’Armijo

Théoréme 2.3.1 Sip, : Ry — R; définie par (2.1.2) f(zx+ady) = ¢,(a) est continue
ct bornéc mmpéricurement, st dy cst une dircction de descente en xy, (-p‘;'“,(Uj = U) ct 51 p‘c]U, l[

alors l'ensemble des pas vérifiant la régle d’Armijo (2.3.2) est non vide.

Démonstration:

On a:

er(a) = f(zr + ady)
Ba() = f(zs) + aBV f(z)da

Le développement de Taylor-Yong en a = 0 de ), est :
or(a) = flzx+ adi) = f(zk) + oV f(zi)di + £(@) Ou €(2) — 0,0 — 0

Et comme S¢|0, 1| et ¢}.(0) = V? f(z1.)dx < 0 on déduit:
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2.3. La régle d’Armijo

Flee) +aVT fa)dy < f(aw) +aBVT f(zi)dy  pour >0
On voit que pour « > 0 assez petit on a:
o) < ¢g(a)

De ce qui précéde du fait que ¢, est bornée inférieurement et

Pg(a) — —o0;a +— 00
On déduit que la fonction 15(a) — ¢, () posséde la propriété :

Pg(a) — op(a) > 0 pour a assez petit
Yg(a) — @) < 0 pour « assez grand

Donc s’annule au moins unc fois pour a: > 0.

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu'il existe @ > 0 tel que:

wr(@) = Pg(a) et (o) < g(a) pour 0 < a < ol

2.3.5 Exemple

Prenons

flz,y) =32 + 4
Soit ng = (.’L’{): yg) = (1, 1) et dg = —Vf(Ig.‘yo) = (*2, *3)
1) Calculons ¢y(a), ©o(0), ¢h(a), ¢5(0)

po(a) = f(zo + ado) = f[(1,1) + a(-2, -3)]

wola) = 21a® — 18ar + 4; 1y (0) = 4

o) = 42a — 18; ¢5(0) = —18
Cherchons un point stationnaire de ¢,, autrement dit un pas pour lequel ¢f(a) =0

0
pa(a)=0:>42am18=0=>a*=ﬁ
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2.4. La régle de GoldsteindPrice

Comme ¢f (o) = 42 > 0 = a* est un solution minimale locale stricte

2) Trouvons le pas d’Armijo :
-) ag, = ag1 = 0. Onpose que: a; = let B = 0.9; go(a) = ©o(0)+aBy;(0) = 4—16.2a

On va calculer les ¢, et go puis les comparé jusqu'a ce que (2.3.2) soit vérifié

po(1) =T7; go(1) = —8,6 == y(1) > go(1)

-) ag, =0, ag; =1 on prend ay = §

- 1 1} 1
vo(z) = 0.25; 90(5) =-23= %(5) > 90(5)

b |

= A . _1
-) ag, =0, ag1 = 5 onprend a3 = §

1 1 1 1
%(i) = 0.8125; 5’0(1) =0.85 = ‘Po(z) = 5’0(&)
STOP o* = a3 = %
Ainsi on obtient la nouvelle itérée X7 = (21, 41) = 2o + andp

f(@o,50) = 3(1)* + (1)* =45 f(21,31) = fl(zo, o) + a*do] = 0.8125

f@1,41) < f(z0,%0)

On voit bien que le pas d’Armijo [1] vérifié la descente de la fonction f.

2.4 La régle de Goldstein&Price

Dans la régle d’Armijo [1] nécessite de décroissance de la fonction objective & chaque pas

mais c’est insuffisant; pour cela on prend 'exemple suivant :

(P) : min z*

: Rl | Al

Lu volution uptunude globule nununul exucte de ee probléae b w® = .

On prend z; = 2,d; = —1 le choix a = ,‘,L% donnent z, = 1 + 2%

. est blen strictement decrolssante mals {2y}, oy ne converge pas vers le minimum zero
mais zr — 1 gquand k — +co

Alors la condition d’Armijo [1] est satisfaite.
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2.4. La régle de Goldsteiné&Price

2.4.1 Principe

Soit f:R®™ — R, z; € R”, di. € R" une direction de descente

On dit que le pas agvérifie la régle de Goldstein&Price [11] si on a:

op(ar) < ©p(0) + arfByr(0) ; VB0, 1] (2.4.1)

orlar) = ¢(0) + arppi(0) 5 Vpel 8, 1] (24.2)

Autrement dit; pour 0 < S <o < 1 on a:

Flor+ and) < f(zi) + BV f(ze)di 5 VB0, 1 (2.4.3)

flzr+andy) > flz) + arpV7T flzr)d,  ; VpelB, 1] (2.4.4)

Teste de Goldstein&Price :
¢ Si
0 (0) + arppy(0) < o) < 0 (0) + B (0)

autrement dit  f(xy) + a'kvaf(;L'k)dk < flze + onde) < fze) + akﬂ\—/Tf(a:k)dk

alors oy est convient,
¢ Si
erlar) > 0 (0) + ar By (0)

autrement dit f(lk + C}fkdk) = f(IE)‘) + CEk,BVTf(Ik)dk

alors oy, est trop grand.
¢ Si
erlar) < ¢(0) + arpey(0)

autrement dit f(zp + ardy) < f(z1) + axpV7 f(zx)d

alors oy est trop petit
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2.4. La régle de GoldsteinézPrice

2.4.2 Représentation géométrique

T : la tangente de graphe de ¢, (a) qui passe par le point (0, ¢, (0))
T = {(a, y)\y = 1 (0) + . (0) }
A;: la droite qui passe par le point (0, ¢, (0))et qui & Sy} (0) coefficient de direction

Ay = {(Q’ay)\y = ¢,(0) + a-ﬁt,o}_.(ﬂ)}

Ag: la droite qui passe par le point (0, ¢, (0))et qui & pp).(0) coefficient de direction
Ay = {(a, y)\y = ¢ (0) + ap(0)}
Ona:0<f<p<l =

Pr(0) < By (0) = app(0) < afy;(0) == ©,(0) + ape(0) < ¢,(0) + aBe;(0)

On voit bien que A; est au dessous de A;.

='.-‘"""!':(,C“.J
\ Un pas accépté /
$& e
e N

Pl ~ /

i
1
1
!
i

I
|
|
I
I
1
1
I
1

S we e e me e  ak e

Figure 2.2 la recherche linéaire inexacte de Goldstein&Price
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2.4. La régle de Goldstein&Price

2.4.3 Algorithme de la Régle de Goldstein&Price

Dans cette partie nous allons présente I’Algorithme de la régle de Goldstein&Price [11]

qui suit le schéma suivant :

[Algorithme 2.3 La régle de Goldstein&Price

Etape 1: (initialisation)
ag1 = ag1 = 0 choisir ax, B€0,1[, pe| B, 1], poser k=1 et allez a ’étape 2.
Etape 2:
4 51 0.(0) + app(0) < (@) < ¢r(0) + aBy;(0) : STOP o = ay.
¢ Si (@) = 9 (0) + afy;(0) alors
Qg r1 = Qp 00 k41 = Qg et allez & 'étape 3.
¢ Si 0.(0) < 9,(0) + apg} (0) alors
Ol k+1 = O Qg1 = Qg et allez & 1’étape 3.
Etape 3:
¢ Si agpy = 0 déterminer agyq€log ki1, +00]

¢ Si Qg # 0 déterminer ag€logpir, Qapsl

Qg k+110d k41 )
2

(par exemple on prend ag.; =

Remplacer k par k+1 et allez A I'éfape 2.

2.4.4 Théoréme d’existence du pas de Goldstein&Price

Théoréme 2.4.1 Siyp, : Ry — R; définie par (2.1.2) f(zr+ady) = ¢p(a) est continue
el bornée inférieurement, si diest une direction de descente en z. (¢}.(0) < 0)et si Se]0, 1]
et pe|3, 1] alors l'ensemble des pas vérifiant la régle de Goldstein-Price (2.4.8)-(2.4.4) est

non vide.
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2.4. La régle de Goldstein&Price

Démonstration:

On a

f(@r + adi) = pr(a)
Va(a) = f(zr) + aBVT f(1)dy
V,(a) = flze) + apV7 f(zy)dy,

Le développement de Taylor-Yong en oo = 0 de ¢, est :
op(a) = floe+ady) = f(zx) + VT fzi)dx + £(a) Ou E(a) — 0,0 — 0
Et comme Se]0, 1[, pe]B,1] et ¢, (0) = V7T f(z)dx < 0 on déduit:
flz) + aVT f(zp)de < flze) + apV7T f(zi)di < f(zi) + BV f(zr)dy pour a >0
On voit que pour a > 0 assez petit on a:
pr(a) < ¥,(a) < vg(a)

De ce qui précéde du fait que . est bornée inférieurement et

Ygla) — —00; ¢ — +00
On déduit que la fonction ¥;(a) — ¢, (@) posséde la propriété :

Yg(a) — pp(a) > 0 pour a assez petit

Vg(a) — (o) < 0 pour a assez grand

Donc s’annule au moins une fois pour a > 0.

Eu chuivivsuul 1o plug petit de ces sCroy o voil gu'il esdotbe @ 2 0 el que:

o (@) = Ya(@) et pp(a) < Yga) pour 0 < a < &
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2.4. La régle de Goldstein&Price

De la méme maniere:

De ce qui précede du fait que g, () est bornée inférieurement et

P (@) — —o0; @ — +o0
On déduit que la fonction ¥ ,(a) — y;.(a) posséde la propriété :

¥,(a) — pi(a) > 0 pour a assez petit

Y,(a) — ¢ la) < 0 pour a assez grand

Donc s’annule au moins une fois pour « > 0.

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe & > 0 tel que
er(@) =v,(a) et gila) <¢,(a) pour 0<a<a

Et comme v,(a) < 9¥g(a) pour a > 0, forcément & < & et o = & satisfait (2.4.3)-(2.4.4)
Y, (&) = (@) < vg{a) n/est autre que

flzg) + apV7 f(z)dy, = flay + ady) < f(zx) + aBVT f(zi)d B

2.4.5 Exemple

Prenons

flay) = 32>+ 47

Soit Xo = (zo,%0) = (1,1) et do = =V f(z0, %) = (—2,-3).
1) Chlenlons e w0}, whled wlE)

wola) = f(zo + ad) = f[(1,1) + a(—2, —3)]

wole) = 21a® — 18a + 4; y(0) = 4

wola) = 42a — 18; ¢p(0) = —18

Cherchons un point stationnaire de ¢, autrement dit un pas pour lequel ¢(a) =0

9
w@) =0 42a—18—0—va" —
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2.5. La régle de Wolfe

On a () = 42 > 0 = aest un solution minimale locale stricte
2) Trouvons le pas de Goldsteiné&Price :
-) ag, = g1 =0 On pose que: ag =1 et §=0.1, p=0.8; go(a) = y(0) + aBpy(0) =
4 —1.8a,
ho(c) = o(0) + appp(0) = 4 — 14.4c

On va calculer les ¢, et go puis les comparé jusqu'a ce que (2.4.3) soit vérifié
wo(1) =T go(1) = 2.2 = @o(1) > go(1)
-) Qg, = 0,041 =1 on prend ay = %
1 1 1 1
990(5) =0.25; g0(5) = 3.1 = ¢o(35) < %(3)

On va calculer les g, et hg puis les comparé & chaque fois jusqu’a ce que (2.4.4) soit vérifie

g =1

1 il 1 1
(’00(5) = 0.25; ho(ﬁ) =-3,2= %(5) e ho(g)

STOP a* = ap = %
Ainsi on obtient la nouvelle itérée X; = (21, y1) = xo + apdp

flzo, o) =3(1)% 1 (1)> =4 f(zr, 1) = fl(zo,%0) | a’dy] =0.25

fz, 1) < f(2o, o)

On voit bien que le pas de Goldstein&Price [11] vérifié la descente de la fonction f.

2.5 La régle de Wolfe

La condition (2.4.3)-(2.4.4) « régle de Goldstein&Price [11] » peuvent exclure un mini-
mum ce qui est peut étre un inconvénient.

Les conditions de Wolfe [22] n'ont pas cet inconvénient.



2.5. La régle de Wolfe

2.5.1 Principe

Soit  f:R* — R, 2, € R”, dr € R" une direction de descente

On dit que le pas ayvérifier la régle de Wolfe faible [22] si on a:

Pr(or) < ©(0) + axBypi(0) VB0, 1] (25.1)

wr(ar) > 0 (0)  VoeB,1] (2.5.2)

Autrement dit; pour 0 < 8 <o <1 on a:

flzr + ardy) < flar) + axBV7T f(zr)ds (2.5.3)

VT f(zr+ ondy) > oV f(z1)ds (2.5.4)

Teste de Wolfe:
¢ Si
or(o) < 5 (0) + B (0) ety (o) > o (0)

alors ay, est convient.
¢ 5
orlax) 2 ¢, (0) + Bl (0)

alors ay, est trop grand.
¢ Si
@) < op(0)

alors ay. est trop petit.
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2.5. La régle de Wolfe

2.5.2 Représentation géométrique

T:la tangente de graphe de ¢, (a) qui passe par le point (0, ¢,(0))
T = {(e, y)\y = 1(0) + e (0)}
Aj:la droite qui passe par le point (0, ,(0)) et qui & Sy} (0) coefficient de direction

Ay = {(o, 9)\y = ©,(0) + afy;(0)}

Ag:la droite qui a o) (0) coefficient de direction

Az = {y = o (0)}
Ona:l<fi<o<l=—=
79 (0) < Bpl(0) = 0 (0) < By (0) = 0} (0) < v, (0) + By (0)

On voit bien que Ag est au dessous de A;.

s Ge Wolti

Figure 2.3 la recherche linéaire inexacte de Wolfe
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2.5. La regle de Wolfe

2.5.3 Algorithme de la régle Wolfe

Dans cette partie nous allons présente 1I’Algorithme de la régle de Wolfe [22] qui suit le

schéma suivant :

[Algorithime 2.4 La régle Wolf¢g

Etape 1: (initialisation)
g1 = g7 = 0 choisir oy > 0, 3€]0, 1], a¢]3, 1], poser k=1 et allez a Iétape 2.
Etape 2:
¢ Si pi(a) < 9p(0) + B (0) et i (ar) > o (0) : STOP o* = q.
¢ Si o (a) > ¢.(0) + By} (0) alors
Ogrsl = O Qg r+1 = Qg ct allez & I'étape 3.
¢ Si ¢} (o) < 0, (0) alors
Qg k+1 = Qi ,0g k41 = Qg et allez & I'étape 3.
Etape 3:
¢ si agy = 0 déterminer oy q€lay jur, +00[
® si g # 0 déterminer o€ e, Qg ps|
(par exemple on prend ay.,; = W)

Remplacer k par k+1 et allez a I'étape 2.

2.5.4 Regle de Wolfe forte

Pour certains Algorithmes il est parfois nécessaire d’avoir une condition plus restrictive

que (2.5.4) pour cela la deuxiéme condition (2.5.4) est remplacée par
| VT f(zr + cdy) |< o | VEf(zi)dy |= —o VT F(zi)ds
On aura donc les conditions de Wolfe forte [25]
or(ar) < 9p(0) + arfp(0) VB0, 1] (2.5.5)

| Ghlox) |< —owh(0) Vo8, 1] (2.5.6)



2.5. La régle de Wolfe

Autrement dit; pour 0 < f <o <1 on a:
f(zp + ardy) < flax) + arBV7 f(zr)de (2.5.7)
| VT f (2 + ardi) |< —o V7 f(z)dx (2.5.8)

Remarque 2.5.1 On voit bien que les conditions de Wolfe forte [25] impliquent les con-

ditions de Wolfe faible [22]
| Ph(a) |< =0 (0) < oi(ar) < pi(ax) < o, (0)

= ¢} (ar) = 09, (0) = la condition 2 de Wolf faible

2.5.5 Théoréme d’existence du pas de Wolfe

Théoréme 2.5.1 Siy, : R, — R; définie par (2.1.2) f(zr+ady) = ¢(@)est continue
et bornée inférieurement, si dyest une direction de descente en . (¢ (0) < 0)

et si Bel0,1] et oe|3, 1] alors l'ensemble des pas vérifiant la régle de Wolfe (3.53) et
(3.5.4) est non vide.

Démonstration

On a

flzr + adi) = ¢ (a)
Yg(@) = f(z) + BV fzx)dy

Le développement de Taylor-Yong en oo = 0 de ¢, est :
orle) = flzi+ady) = flzi) +aV' f(zr)di +E(a) Ou (a) — 0,0 — 0

Et comme Be0, 1] et ¢} (0) = V7 f(2x)dy < 0 on déduit:

flaze) + VT flan)de < flae) + BV far)ds pour a >0
On voit que pour a > 0 assez petit on a:

pr(a) < vg(a)
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2.5. La régle de Wolfe

De ce qui précéde du fait que ¢, est bornée inférieurement et

wﬁ(a) — —00; v — +00
On déduit que la fonction 95(a) — () posséde la propriété :

Ys(a) — op(a) > 0 pour a assez petit

Yg(a) — pp(a) < 0 pour a assez grand

Donc s’annule au moins une fois pour a > 0.

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu'il existe @ > 0 tel que
pr(@) = bg(a) et (o) < Yg(a) pour 0 < a < a.
La formule des accroissements finis fournit alors un nombre & ,0 < & < a tel que:
(@) — ,(0) = apl(a) = aV7T f(xx + ady)dy
= apBV7 f(z)dr = aV7T f(z), + adi)d
= VT f(zy, + adp)dr = BT f(zi)dy > oV fa)de

Car0<f<o<let VTf(mk)dk<0.

DNeme A satisfait (2 54) TVantre part o — & satisfait (2.5.3) en offet, & ratisfait «,(A) =

15(&) n'est autre que:
flzr+ ady) < f(zx) + 68V f(z,) M

En pratique, on utilise des algorithmes spécifique pou trouver un pas de Wolfe [22].

2.5.6 Exemple

Prenons

f(:E U) = B i y2

Soit Xy = (z0.y0) = (1,1) et dg = =V f(z0,90) = (—2,-3).
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2.5. La régle de Wolfe

1) Calculons @o(a), ©o(0), o(a), ¥6(0)
po(a) = f(zo + ado) = f[(1,1) + (=2, =3)]

wola) = 21a® — 18a + 4; ,(0) = 4

pola) = 42a — 18; gy(0) = 18
Cherchons un point stationnaire dey,, autrement dit un pas pour lequel pg(a) = 0

i 9
gog(a}:0:>42a—18=0———>a*=ﬁ

On a : ¢j(a) = 42 > 0 = a’est un solution minimale locale stricte
2) Trouvons le pas de Wolfe :
-) 0g, = agy =0 On pose que: a3 =1 et §=0.2,0 = 0.6

go(a) = ©o(0) + aBwy(0) = 4 — 3.6a.

On va Calculer les ¢, et go puis les comparé jusqu’a ce que la condition (2.5.3) soit vérifié
ep(1) =T7; go(1) = 0.4 = (1) > go(1)
-)ag, =0,a41 =1 on prend ay = 0.4
©0(0.4) = 0.16; go(0.4) = 2.56 = ¥, (0.4) < go(0.4)
On va Calculer les ¢, et o, puis les comparé jusqu’a ce que (2.5.4) soit vérifié

-) (kg = 04

0p(0.4) = —1.2; 0yp(0) = —18 % 0.6 = —10.8 = ,(0.4) > gy;,(0)

STOP o = Qg = 0.4.

Ainsi on obtient la nouvelle itérée X; = (21,1 ) = To + aodo
f(zo.yo) = 3(1)* + (1)> =4 ; f(z1,31) = fl(z0, %) + a"do] = 0.16

J(z1, ) < f(xo, v0)

On voit bien que le pas de Wolte |22 veérifié la descente de la fonction f.
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CHAPITRE

Modification de La
recherche linéaire

inexacte d’Armijo

Dans ce chapitre on s’intéresse & une généralisation de la recherche linéaire inéxacte
d’Armijo [1] dite régle d’Armijo modifiée [20]. Cette régle a été proposée en 2005.par
Z. J. Shi et J. Shen

Avant de donner le principe de cette nouvelle recherche lingaire inexacte om va, donner
la définition d'une direction de descente suffisante ainsi que deux hypothéses qui seront

utilisées par la suite

3.1 Définition et hypothéses

Définition 3.1.1 On dit que le vecteur d,. vérifier la condition de descente suffisante si

et seulemnent si

VT f(@)di < —c || Vi(a) |1 (3.1.1)

Ot c> 0.
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3.2. Principe de la recherche linéaire inexacte d’Armijo modifiée

Remarque 3.1.1 Choisir une direction vérifiant la condition de descente suffisante re-

went a dire :
—V7 frdi

e o B
IV Fill lldell =
Oung € [0.1] et (—V fx,dy) est longle entre V f. et dy,

cos < =V fr, dp > (3.1.2]

Hypothése 1 : Supposons que la fonction posséde une limite inferieure sur ’ensemble
Lo={z € R": f(z) < f(z0)}, ot 7o est donnée
Hypothése 2 : Supposons que le gradient V f(z)def(z) est Lipchitzien continue dans

un ensemble convexe ouvert B cela contient Lg; C'est a dire il existe L tel que

| Viz) -V I<L|lz—yl| Vz,yeB (3.1.3)

3.2 Principe de la recherche linéaire inexacte d’Armijo
modifiée

On va décrire une nouvelle recherche linéaire inexacte pour laquelle la régle d’Armijo [1]

n’est qu'un cas particulier.
T
On pose s;. = %ﬁl—:ﬁgﬂ on voit bien que s; > 0; soit A € ]0,1[.et 8 € ]0,3[ ,» € [0,2]
et soit ay. le plus grand « dans ’ensemble {sk, ASp, /\zs;h o } vérifiant:

1
flar + ady) < fzz) + B[V f(xr)dr + SonL lldx||?] (3.2.1)

Remarque 3.2.1 Supposons que oy, est définie par la régle d’Armijo [1] et que o) définie
par la nouvelle régle d’Armijo modifiée [20] on voit bien que o), > ay.

Soit A¢désigne l'ensemble des pas d’Armijo modifiée [20] et A€ ensemble des pas
d’Arimijo alors A° C A®, en fait si L = Let il eziste agvérifier la condition d’Armijo |
alors ayest satisfait (3.2.1)

D'ailleurs si pp = 0 alors la nouvelle régle de recherche linéaire inexacte (Armijo mod-
ifiée [20] ) se réduit a la régle d’Armijo [1].

Dans U’Algorithme modéle, les Algorithmes correspondants & la régle de recherche

linéasre (3.2.1) sont noté par (C’)
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3.3. L’analyse de Ia convergence globale

3.3 L’analyse de la convergence globale

Théoréme 3.3.1 Supposons que Hypothése 1 et Hypothése 2 sont vérifiés la direction
dy. satisfaite V7 f(z)di < 0 et oy déterminé par la regle de recherche linéaire d’Armijo

modifiée I’Algorithme (C’) génére une suite infinie {x.} et
0< Lk S ka (331)

Ou my. un entier positive et my < My < +oo avec My étant un grand constante positive

alors "
2
S (VT f@n)di/ | dic ) < +oo (3.3.2)
k=1
Démonstration

Pour démontrer I'inégalité (3.3.2) on va étudier les deux cas suivant :
4 Si s;. satisfait la condition de la recherche linéaire d’Armijo modifiée [20]:

Dans ce cas on prend k € K; ou Ky = {k: a;. = s1.} alors

fla + opdy) — far) < arBIVT f(2r)di + %akuLk llde|I”]
= —B [V f )/ L ] [V e — 57 (2]

- - 86 - g (a0
Ainsi
Fn + andy) — (i) < — [ﬁu - én)/Lk} (VTS (@)de)?/ dl? ke K (3.33)
Soit
mo=—B0- /L, ke,
D’aprés (3.3.1) nous avons
me = ~B(1— 31/ L
< =81 - sp)/myL
8 ~BL - ;

[ N N

1) /MyL < 0.
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3.3. L’analyse de la convergence globale

Soit
1
T]I = 6(1 - E}L)/JM'-UL

Ceci et (3.3.3) implique que 1, < —n/ et
fae+ ardy) = flz) < =0 (V7 F(z)di)/ dill)?, ke K, (3.3.4)

4 5Si s; ne vérifie pas la condition de la recherche linéaire d’Armijo modifiée [20]:

On choisit & € Ky o0 Ky = {k : a4 < s1.}, dans ce cas il existe A € |0, 1] telle que oy < Asy.
ne vérifie pas aussi la condition de la recherche linéaire d’Armijo modifiée [20].

Dans ce cas puisque le pas a;. ne satisfait pas a la régle d’Armijo modifiée [20], alors toute
valeur o supérieure 4 oy ne peut satisfaire & cette condition, ainsi pour o = "‘T‘ la régle

d’Armijo modifiée [20] n’est pas satisfaite c’est-a-dire

i} 2
fl@e + adi/A) = flax) > Baw/AVT f(zx)di + 50kpLy lldill” /A
En utilisant le théoréme de la valeur moyenne sur la cété gauche de I'égalité ci dessus

nous voyons qu’il existe @, € [0, 1] tel que:
1
()dvaf(.’L'k + Hkﬂkdk/A)(ik//\ = ,B(l]‘_//\[va(.'Ek)dj\ + iak‘ULk “d,t,,”z /)\]

Donc

: 1
Yﬂﬂ@+ﬂMMMM@>ﬁWW@Q@+§%M¢MmUM. (3.3.5)
D’aprés Hypotheése 2, I'inégalité de Cauchy Schwarz, et (3.3.5), on obtient
arL |dill* /2 = || V7 f(r + Orodi/X) — VT £ ()| - l1dil
> [V f @k + Orondi/X) — V7 f ()] di
. 1
> —(1— BV f(z)de + SowBuLy |l /A

Done
arL||de|)? /A > —(1 — B)VT f(zr)dy.,

Ce qui implique que

ar > —[M1 = 8))/LIIVT f(ex)di/ lde]”),  k € Ka (3.3.6)
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3.3. L’analyse de la convergence globale

Posons
sk = =M1 = B)/LIV" f(me)di/ dll”], k€ Ky
Nous avons

Sp > Q> 5;: 5 ke K, (337)
D’apres (3.3.1) et (3.3.7) , nous avons
1
f@r + ondy) — flax) < B[V f(e)di + o kL i |I?]

) 1
< B _max, {a[VT f(zp)dy + aa#-Lk [EAe:

1
<B maxl{a[VTf(-’Ex;)dk 4 isleLk [EA

SkEDESk

= B54(1 — 5) V7 (o)
= —[AB(1 = N)(L— /LIS (@) el

On pose
7 = AB(1 - A - 3u)/L, (3.3.8)

Nous avons
fl@r + ardy) — flzr) < —0"(V7 f(z)de/ ||del))?, ke K, (3.3.9)

Poser

no = min(n’, n");

D’aprés (3.3.4) et (3.3.9), nous affirmons que si s, vérifie la recherche linéaire d’Armijo

modifiée [20] ou no nous avons :
flax+ and) = flar) < —no(V7 f(ar)di/ dil))* V. (3.3.10)

Comme on a supposé que la fonction posséde une limite inferieure sur I'ensemble Lo =
{x e R": f(z) < f(zo)}. o0t zgest donnée et D’apres (3.3.10) on voit bien que (3.3.2) est

vérifié, ce qui achéve la démonstration.
Corollaire 3.3.1 &i les conditions du théoréme 3.9.1 sont vérifics, alors

(VT F(me)di/ |dil])> = 0 (3311

Tim
k—mo
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3.3. L’analyse de la convergence globale

En fait, 'hypothése 3 peut étre remplacée par I'hypothése plus faible suivante :
Hypothése 3 Le gradient Vf(z;)de f(zx) est uniformément continue sur un ensemble

convexe ouvert B qui contient L.

Théoréme 3.3.2 Supposons que Hypothése 1 et Hypothése 2 sont vérifiés, la direction dy.
satisfaite V7 f (zk)de < 0 et oy, est déterminer par la régle d’Armijo modifiée, Algorithme

(C’) génére une suite infinie {x;}et
0< L < M, | (3.3.12)

Ou M, est un grand positive constant alors

lim (—V7f(z)di/ [|de]]) = 0. (3.3.13)

k— 400

Démonstration
Pour oy = s (k € K1), en suivant les méme étapes dans la démonstration de théoréme

3.3.1, on trouve (3.3.4) en passant a la limite quand k& — +oco on obtient :

lim f(zr + ardy) — fzx) =0

k—s+0c0

= lim =0 (VT f(zr)di)/ [|di]])* = 0
Comme 7’ # 0 alors

lim (V7 f(z)dx/||dx]]) = O. (3.3.14)

BUNY R nu
Dans le cas ou k € Ky :

On suppose que ay, vérifie la régle d’Armijo modifi¢e [20] c’est-a-dire
(e + o) = f ) < BonlV f(ox)de + sl | del’
Comme k € K5 donc oy, < s;, ainsi
Flar + ardy) — flar) < B[V f(za)di + %SWLA— ldx])
< Boy(l - %#)va(fﬁk)dk-
D’aprés Hypothese 1, nous avons

Timn V() — 0 i .
keﬁ'g:}:—»m(”k\ /( .'c) fc) ( J —')
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3.3. L’analyse de la convergence globale

5’1l existe £; > 0 et un sous ensemble infinie K3 C K5 tel que
VT f(xr)/ dell = &, Yk € K. (3.3.16)

Puis par (3.3.15) et (3.3.16) , nous avons

i . |d|| = 0. S
kEf(al,};n—loo Bk ”di\‘” 0 {3 3 17)
Comme .1 = x5 + ap.d, on a :

o ||di|| = ||zgrr — 2kl = 0

Donc z1..1 = ). est un point stationnaire
— V(i) = 0. (o)
D’apres (3.3.5), nous avons
VT f(ap + Opardy/Ndy > BVT f(zp)de. k€ K3 (3.3.18)

O 6§, € [0, 1] et définie dans la démonstration de théoréme 3.3.1 .par I'inégalité de Cauchy

Schwarz et (3.3.18), nous avons

IV f (@ + Orardi/X) = V f(zi)| = |V (2 + Orordi/A) — V f (@)l |dill / || il
> [V f (@ + Oronde/X) = V f (i) di/ || di
> —(1 =BV f(z)de/ ldll. K € K.

D’apres Hypothése 3 et (3.3.17), on obtient

lim  (=V7f(ax)/ ldell) = 0.

keK3.k— o0

Ce qui contredit (3..3.16). Cela montre que

lim  (=VZf(z)/ ||di]]) = 0. (3.3.19)

ke Ka,k—sc0
D’apreés (3.3.14), (3.3.19), et notant que K3 UK, = {1,2,3, ...}, nous affirmons que (3.3.13)
est vérifié.
Depuis Hypothese 2 implique Hypothése 3, théoréme 3.3.1 et essentiellement un corollaire

de théoréme 3.3.2
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3.4. Taux de la convergence linéaire

3.4 Taux de la convergence linéaire

Pour analyser le taux de convergence, nous supposons que la suite {z} génére par
I’Algorithme converge vers z* nous faisons I’hypothése suivante :
Hypothése 4 : V?f(z*) est une matrice symétrique définie positive et f(z) est deux fois

différentiable sur un voisinage Vy(z*, ;) de z*.

Lemme 3.4.1 Suppose que Hypothése 4 est vérifié. alors il existe £ >0 et 0 < m’ < M’

tel que Hypothésel et Hypothése 2 sont vérifiés pour o € V(2*,§) C Vp(z*, &) et

m' ylI* < y"VAf(z)y < M [ly||? Va,yeV(z€ (3.41)
1/2)m' & — z*|* < f(2) — f(&") < (1/2)M' ||z — z*||” VzeV(z"€) (3.4.2)
m ||z — y)* < (V£(z) - V() (z—y) < M [z —y|? V 2,y € V(a*,£)
(3.4.3)
Ainsi
m! ||z — z*||* < VT f(z)(z — z*) < M ||z — =*|° VzeV(z*§) (344

D’aprés (8.4.4) et (3.4.3) , on obtient aussi de l'inégalité de Cauchy Schwarz

w e o*) < ||V )| < Ml 2| VoclViah¢)  (3.45)
Et

IVf(z) = VIl < M|z — 27 Vz,yeV(z,§) (3.4.6)
Démonstration

D’apres références [6] et [27].

Lemme 3.4.2 Si Hypothése 1 et Hypothése 2 sont vérifier, la direction dy satisfait la
propriété (3.1.2) pour chaque itération, Algorithme (C’) génére une suite infinie {zy};

puis il existe 1 > 0 tel que :

Flan) = flan + oads) = || VT F ()|, Yk, (3.4.7)
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3.4. Taux de la convergence linéaire

Démonstration

Par théoréme 3.3.1, (3.1.2), et (3.10), nous avons

Flax+ ondy) = flzx) < —ng(V7 f(ar)d/ || dil])?

< —no(V7 far)di/ ldell [V £ () ]))>. (| V7 £ () [))

< —nong ||V f (@) )
Laisser

7 = 1loTo;

On obtient cela (3.4.7) qui détient.
Théoréme 3.4.1 Si Hypothése 4 est vérifié, la direction dy satisfait la propriété (3.1.2)
pour chaque itération, Algorithme (C’°) génére une suite infinie {z} et z; € V(a*,€) pour
suffisamment grand k. puis {x)} — x*au moins linéairement.

Démonstration

D’aprés Hypothese 4, lemme 3.4.1, lemme 3.4.2, et (3.4.5), il s’ensuit que

liii =",

k—co

D’apres (3.4.5) et lemme 3.4.2, on obtient
Flax) = flon+ udi) > n[|V7 £ ()|
> ' |l — o
D’apres (3.4.2)
(22) — flx + andy) > (p/M)(f (1) — F(a™))
Posons
0 = m'\/2n/M".
Nous pouvons prouver que § < 1. En fait par la définition de 5 et notant que M’ < L,
on obtient
6% = 2mn/M' < 2m Py /M’ < 2m’y /M’

< om"n/M’ < [B(1 - %M)/MoL](zm”/M’)

1 a o)
S [2B(Lu)/Ml(m?/M)

4
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3.4. Taux de la convergence linéaire

Comme 0 < m' < M’ alors % <1

02 < (28/My) < 1

=4/1— 6%

Evidemment w < 1 on obtient de Iinégalité ci-dessus d’aprés

Soit

flax) = flzx + ondi) 2 6°(f(zi) —

Flae 1 agdy)  flze) 20°(f(2%)  Flaw)

Fla + axdy) = flax) = f(z7) < O(f(2*) = f(an)) = f(27)
( ) < (1—0%)(f(zx) — f(z*))

= w?(f(zx) — f(27))

,\

*

flze + ardy) — f(z

1A

< w*(f(z1) - f(z7)).
D’apres lemme 3.1 et 'inégalité ci-dessus nous avons

e — 2 < (o/m)(f s + o) — ()
< -?H%[Q(_f(;r]) — f(a™)/m];

Ainsi

lzre — z*|| < w*/2(f(z1) — f(z*))/m!
l2ksa — 2°[7* < wy/2( ) — FE )

Donc

oy — 2V = tim [wy/2(7 (@) = F@)/m]

= Jim_w/2(7m) — F@/m
=w lim V@) - fepnm
=w <1

Ce i mantre que {7} converge vers % an mains linéairement.
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CHAPITRE

Simulations numériques

Dans cette section, on va présenter deux choix différents du calcul du pas via la méthode
du gradient, il s’agit des recherches linéaires inexactes d’Armijo [1] et d’Armijo modifée
[20].
Les algorithmes des recherches linéaires inexactes d’Armijo [1] et d’Armijo modifiée [20]
assurenl la décroissance de la fonction objeclive el ceci a chaque itération de 'algorithme.
Dans nos simulations numeériques on n’a pas limité le nombre des itérations nécessaires
dans l'algorithme de la recherche linéaire, et le pas initial est donnée par oy = 100.
Tes parametres sonf dommés - p=0.1, A=0.01 et A=0095
Les programmes sont écrits sous scilab 5.4.0 et exécutés dans un ordinateur Intel PC i5
avec une mémoire 3.10 GHz et un systéme Windows sept.
Le critére d’arrét est ||gi]| < ¢, ou e =1073.

Dans nos tests numériques on va reprendre le méme exemple étudié.
Prenons :

flz,y) =32 + 4

Avec un point initial o = (10, 10).
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4.1. Méthode du gradient avec la régle d’Armijo modifiée

4.1 Meéthode du gradient avec la régle d’ Armijo mod-
ifiée

Le tableau ci dessous donne la valeur de la fonction objective et la norme du gradient des
cinq premiéres itérations, pour la méthode du gradient avec la régle d’Armijo modifiée

[20]

L'itération i T Il gzl
0 (10,10) 400 | 63.245553
1 (- 10.205585,3.2648049) | 323.12087 | 61.580669
2 (9.3843482,1.1758406) | 265.58057 | 56.355178
3 (- 8.6291955,0.4234866) | 223.56838 | 51.7821
1 (7.9348091,0.1525211) | 188.90686 | 47.609834
) (- 7.2963001, 0.0549316) | 159.711 | 43.777939

4.2 Meéthode du gradient avec la régle d’Armijo

Le tableau ci dessous donne la valeur de la fonction objective et la norme du gradient des

cing premiéres itérations, ponr In méthade dn gradient avee Ta régle 4’ Armijn [1]

L’itération i fr Il gz ||
0 (10,10) 400 | 63.245553
1 (- 74.959215,- 18.319738) | 17192.264 | 451.24524

(68.927293, - 6.5979721) | 14296.448 | 413.77423
(- 63.380756,- 2.3763023) | 12057.007 | 380.31423
(58.280545 - 0.8558406) | 10190.598 | 349.68746
(- 53.590745,- 0.3082365) | 8615.999 | 321.54506
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4.2. Méthode du gradient avec la régle d’Armijo

Iéthode du gradient avec Armijo modifiée Héthode du gradient avec Amijo

500
—— A&vec Amijo modifée —— Avec Amijo
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Fig 4.1: Méthode du gradient avee Armijo et Armijo

modifiée

D’aprés ces deux tableaux on voit bien que la régle d’Armijo modifiée [20] accélére la

convergence de la méthode du gradient mieux que celle d’Armijo [1].

Conclusion

Dans ce mémoire on a étudié briévement les recherches linéaires inexactes d’Armijo
(1], Armijo modifi¢e [20], Goldstein-Price [11] et de Wolfe [22].

En imposant moins de condition sur le choix du pas, la régle d’Armijo [1] est considérée

la meilleur numériquement. La régle d’Armijo modifiée [20] est une généralisation de celle
d’Armijo [1].

D’apreés nos simulations numériques on a illustré que la régle d’Armijo modifée [20]

accélére la convergence de la méthode du gradient mieux que celle d’Armijo [1].
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