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0.1 Introduction

La théorie des inégalités a emergé comme un domaine intéressant a explorer ces der-
niéres années, celle ci constitue également un important sujet de recherche o plusieurs
situations mathématiques font appels & ces inégalités. En revanche les inégalités inté-
grales ont connues un grand développement et de nouvelles techniques voire de nouvelles
méthodes sont apparues, ce qui a contribué a la résolution de nombreux problémes impor-
tants en théorie de 'approximation et en analyse numérique ot estimation des erreurs
est exigée. Par ailleurs 'importance de ces inégalités intégrales intervient en grande par-
tie dans I’étude de quelques équations différentielles et intégro-différentielle non linéaire,
notamment dans I’étude de I'existence, l'unicité, la dépendance continue de la solution
par rapport au données initiales, la stabilité, et I’erreur d’estimation dans les problémes
d’approximation. Ainsi intérét porté a ’étude de ces inégalités intégrales n’a cessé de
croitre et une abondante litérature a été développée sur ce sujet et pour d’amples détails
voir les traveaux de Pachpatte [8], Pecari¢ [9], S.S Dragomir [4].

Il convient de rappeler qu’en théorie de l'intégration la relation entre Pintégrale du
produit de deux fonctions et le produit de leurs intégrales est 'un des problémes fascinants
de l'analyse, parmi les inégalités intégrales bien connues, nous citons 4 titre d’exemple
celles de Griiss, et Cebysev. Cependant, il existe une vaste littérature, et a ce Propos nous
citons les livres les plus célebres de D.S. Mitrinovic, et. A.M. Fink [10], dans les quels nous
trouvons une bouue description de I'évolution historique des mégalités en question.

Dans notre mémoire on s’intéresse a quelques inégalités célebres de type Cebysev,
Ostrawski et Hermite Hadamard qui ont été appliquées presque & tous les types de
fonctions et applicables dans plusieurs domaines telsque en statistique dans I'intégration
numérique et en analyse non linéaire et dans 'etude de la stabilité.

Pour I'établissement et la géncralisalions de nouvelles inégalités intograles de type
f“‘-rhyimr et Qstrawebi un u buuin Qune weehnlgue gu slappulle 'ideutile de Monlgotery
qni est. une technique trés efficace. Et pour les inégalités de Hermite ITadaimad wous avors

introduit les fonctions convexes dont le but de donner des inégalités de ce dernier type
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avec quelques applications.

L’objectif de ce projet est d’exposer quelques extentions des inégalités célébres de
types Cebysev, Ostrawski et Hermite Hadamard pour les intégrales normales et les inté-
grales fractionnaires [11].

Ce projet est structurée comme suit :

Le chapitre 1 est dédié a un rappel de quelques notions mathématiques sur les es-
paces et les normes de L, et quelques définitions de I’analyse fonctionnelles avec quelques
exemples. En terminant ce chapitre nous allons aborder I'intégration fractionnaire en
présentent quelques notions préliminaires, qui seront par la suite utilisées dans les dé-
monstrations.

Dans le deuxiéme chapitre, on donne dans la premiére partie quelques versions de
I'identité de Montgomery pour les fonctions & une et 4 deux variables avec différent
type de noyaux [3, 5]. Puis en se basant sur les identités trouvées on donne de nouvelles
in¢galités de type Cebysev. Dans la deuxiéme partie de ce méme chapitre en se basant
sur les travaux d’Annastassiou en 2009 [1,2] et Guezane-Lakoud et Aissaoui en 2011,
2013 et 2014 [6, 7] nous donnons une identité de Montgomery fractionnaire puis dans un
second temps une inégalité intégrale de type Cebysev fractionnaire.

Le troisiéme chapitre est consacré a 1’étude des inégalités intégrales de type Ostrawski
pour les intégrales normales suivi de quelques applications.

Le dernier chapitre est dédié aux inégalité de Hermite Hadamard faisant intervenire
les fonctions convexes, Au départ nous commencons par des inégalités de ce type et nous
déterminans par quelques applications & certaines moyennes spéciales[12] .

On termine cette mémoire par une petite bibliographie.
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Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre se compose de deux sections :

On commencera dans la premiére section par présenter un rappel de quelques notions
mathématiques sur les espaces et les normes de L, et quelques définitions de I’analyse
fonctionnelles et de la théorie de probabilité avec quelques exemples.

La deuxieéme section est consacrée aux calcul fractionnaire ou nous rappelons quelques

définitions utiles pour ce calcul qui seront par la suite utilisées dans les démonstrations.

1.1  Généralités sur la théorie fonctionnelle
Espaces des fonctions intégrables :

Définition 1.1 Soient £ = (a,b) (—co < a < b < +o00) un intervalle fini ou infinie
deRet 1<p<oo
1.Pour 1 < p < oo, l'espace L, () est lespace des fonctions f réelles sur € telles

que f est mésurables et

b
/ | ()| A 4

2.5ip = 00, L (Q) est Uéspace des fonctions mésurables bornées présque partout sur ).

Théoréme 1.1 Soit Q — (a,b) un intervalle fing ou infini de R



1.pour 1 < p < co, l'éspace L, () est un éspace de Banach muni de la norme :

1f 1, = (/:!f(m)lpdw)%

2.L’éspace Lo, (2)est un éspace de Banach muni de la norme :

I/l =ess sup | f(2) |

t€la,b]
Les fonctions absoluments continues

Définition 1.2 Soit I = [a,b] un intervalle on dit que la fonction f est absolument
continue sur I st pour tout réel € > 0, il existe un & > 0, tel que pour toute suite

[(ar,br)]<pen de sous intervales de I d’intérieurs disjoints

doba—a)<s = D> (f(ba) — f(an)

n=>0

< €.

Remarque 1.1 Une fonction de :R — R est dite absolument continue si elle est

absolument continue sur tout sous-intervalle compact de R.

Remarque 1.2 En particulier,en prenant n = 1, on note qu’une fonction absolument

continue est continue.

Théoréme de Fubini

En énonce & présent un des résultats utiles dans le calcul des intégrales doubles c’est

celui de Fubini.

Théoréme 1.2 Soicnt @, et @y deur fonctions a valeurs véelles, définies et confinues

sur un méme intervalle [w, U] Llelles que :

Wt [, 1) ey (1) = 120y (t)



Soit 1 ={(z,y) ER*/ a<z<b @ (z)<y<@s(x)}, AlorsQ est un fermé réqulier

et pour toute fonction f intégrable sur) on a :

/ﬂ/ f(z,y) dzdy = / b ( fg i’:] f(z,y) d'y) dz

cas particulier Si Q = [a,b] X [¢,d], dans ce cas :

lbfcdf(w,y)dmdy=fab (/cdf(:z:,y)dy) d;r:/cd (/:f(w,y)d;c) dy.

Inégalité de Hélder :

Soit L 1’5 aces des fOllCtiOllS dont la uissance gme est i11té°1able au sens de Le-
D P p D &
bES[’"l}.E‘.. Parmi les iné ahtés importantes dans L , 011 a I'iné a.hté de Hc")lder donnée ar
) p 2

le théoréme suivant :

Théoréme 1.3 Soient 1 < p,q < oo avec 119 —I—é =1, fe L,([a,b]) et ge L,([a,b])
alors f g € Ly ([a,b]) et ona:

If-ally <111, - llall,

Les fonctions convexes :

Définition 1.3 Soit f: 1 — R une fonction, f est dite conveze sur I si -
f(/\CEl + (1 - A)ﬂ’,‘z) < Af(.’l?l) + (1 - /\)f(’L‘g) 5 VA€ [01] ;V&Il,iﬂg el

Exemple 1.1 La foction f(z) =1In(1+ €®) est une fonction convere.



1.2 Généralités sur la théorie fractionnaire

La fonction Gamma : L’une des fonctions de base du calcul fractionnel est la fonction
Gamma qui prolonge la factoriel aux valeurs reéles et complexes. Rappelons quelques

définitions de base concernant cette fonction :

Définition 1.4 La fonction Gamma d’Euler, notée I'(a) est définie pour Re(a) > 0 par :

e} = /04‘00 t* ' exp(—t)dt (1.1)

Quelques proprietés de la fonction Gamma : a/ Une propriété importante de la

fonction I'(z) est la relation de récurrence suivante :
I(z+1) =z T'(2).
b/ La fonction Gamma d’Euler généralise la factoriel
I'n+1)=n! VneN.

La fonction Béta Parmi les fonctions de base de calcule fractionnaire la fonction Béta.
Cette fonction jouc un réle trés important spécialement dans une ceratiues combinaisons

avec la fonetion Gammina.

Définition 1.5 La fonction Béta qui est un type d’intégrale d’Euler est une fonction

définie par :

B(p,q) = /0 1 (1—1¢t)9'dt  Re(p)>0 et Re(q)>0. (1.2)



Lien entre la fonction Gamma et Béta

Proposition 1.1 La fonction Béta est relié auz fonctions Gamma par la relation sui-

vante :

I'(p).I'(q)

Cp+a) (1)

Vp,qg>0,0na: B(p,q) =

Preuve. On a :

I'(p)T(q) = (/;m exp(—fc)fﬂp"ldz) (f;m exp(—y)y"‘ldy)

400 “+oo
= / f exp(—z — y)2P 1y? tdxdy
0 0

effectuons le changement de variable y = uy—z pour 0 < z < p, et conservons la variable

x, comme % =1 ona: dr.dy = dzdu, on obtient :

I'(q) = /Dm fﬂﬂ exp(—p) 2"~ (p — z)" dady.

u/ exp(— (/ 21 ) dz)dp.

Pour evaluer I'intégrale relative a dz, effectuons le changement de variable z = .14, on
obtient

+00 +00
| oot = [T
0 0
1
=hf’+q_1f N1 = )t = P B(p, g).
0

PO = Br.0) [ expl—n = d = Blp, T(p + )

ce qul donne le résultac desire. m

10



Exemple 1.2 La fonction Béta posséde un grand nombre d’expression intégrale

LI 2g-1
Blps o) = / (sin 6)~" (cos 6)2~1d0 (1.4)
0
cas particulier : ﬁ(%, %) =7 et par suite I‘(%) = /T.
Preuve. Dans la formule (1.2) on pose t = sin®§, 1 — t = cos? 8, dt = 2sin 0 cos 0df

By, g) =2 / ’ (sin® )P~ (cos? )7 12sin @ cos 6do
0

I

= Z/E(SirLB)QP‘l(cos 0)%91dp
0

d’ou (1.4). Cherchons I'(3), comme

14, TR gl
5("2‘35) T r (5)
alors .
r2(%) = 5(%, %) ) /D " (sin 6)9 (cos 6)d0

=Q/Wd9=ZM§=W
0

doneT™(3) —7 = TE)=y7 =

Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville :

Définition 1.6 Soit o € R, loperateur J* définit sur Li[a,b] par :

Je(z) = F—(la—) [@-oswa zely (L5)

est appelé opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o et T'(a)

désigne la fonction Gamma.
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Quelques propriétés de ’intégrale fractionnaire :

Proposition 1.2 Pour toute fonction f € Ly([a,b]), et o, ER, on a :
JR(I2f) = I f = J(12f)
de plus
T Pl = / (z— ) f(t)dt f f)dt .

Preuve. Supposons d’abord que f € L'([a,b]), on a :

(2 ))() = %a) / (@ - 5N (JBF) (s)ds

1 L z et 387 rei
(O)F(ﬁ')/a(x ) fa( iy e

le théoréme de Fubini permet d’écrire :

—1 ’ 31.73—.3‘”_3‘5— B-14s
ot . O -9 — 9P adar

en effectuant le changement de variable s =t + (z —t)y, 0 <y <1 on obtient

(72 (JE (=) =

1 i : . ;
J(\"Jﬁ Nim) e= [ 't”~ t‘qlﬁ 1/ '1 R T S A 1u£ Ul

Enfin, d’aprés la relation (1.2) et (1.3), on obtient :

(I )](z) = ‘3(‘”3 f F8) (@ — )y

1 * +A—1
B / (4 — O™ 7L

= (J2f)()

12



Exemple 1.3 Considérons la fonction f(z) = (z — a)™ pour o > 0 et m > —1 alors :

JO ey —g)™ = ﬁ /m(:r — )%t — a)™dt

En effectuant le changement de variable t = a+ (z —a)7, 0 <7 <1 alors :

1 ! .
J(ﬂ)(m _ a).rn s P(Q) (,’I: _ G)Q+TIIA (27 o T)a—lTrndT

En tenant compte de la fonction Béta et la relation (1.3) on arrive & :

JO(z - a)™ = —(z — a)**™B(m + 1, 0)

{a)
. I(m+1)
(@) v (oo B A e S o a+m
Tz —a) F(cwrrmrl)(I @)
Poura=05 m=1,a=0, on aura :
T'(2) V3
05) (. — 15 _
e P@m@ T(2.5)

Fonction de densité de probabilité

Définition 1.7 Une fonction f définie sur [a,b] est dite une fonction de densité de

probubliled vl elle vut sontlnue, positdvs ol

b
/ Fralde=1. (1.6)

Exemple 1.4 La fonction f(z) = &= sur [e”, €] est une fonction de densité de probabi-

lité.



Chapitre 2

Inégalités intégrales de type

CebySev

2.1 Les identités de Montgomery

L’indentité de montgomery est une technique trés efficace dans l’établissement de
nouvelles généralisation d’intégrale de type CebySev. Dans la section suivante on évoque
quelques extensions de cette identité pour les fonctions & une et & deux variables puis

une généralisation de quelques identités avec des noyaux poids .

Lemme 2.1 Soit f : [a,b] — R fonction dérwable sur [a,b], on suppose ['esl wnlégrable

sur [a,b] alors Uidentité de Montgomery :

f(I) = ﬁ\/ﬁbf(t)dtﬂ' LbP(ﬁ,t)ff(t)dt (21)

est satisfaite ou le noyeau de Peano définie par :

(iﬂa;
plat) = {((t.—:)
(b—a)

S
A IA
~ o+
IA A
o B
P
™
s

14



Preuve. Calculons jab p(z,t)f'(t)dt, en tenant compte de (2.2)

/abp(:c,t)f’(t)dtz [Z:a ;

b
Vit + / H Fe)dt

d’ou (2.1), Ce qui achéve la démonstration. m

On présente maintenant une identité de Montgomery pour les fonctions a deux va-
riables établit en 2011 par Guezane Lakoud-Aissaoui dans leur travail, ont établit une
nouvelle généralisation de 'identité de Montgomery donné ci-dessous, le lemme suivant

montre ce résultat

Lemme 2.2 Soit f : I [a,b] x [e,d] — R est différentiable, la dérivée % est

intégrable sur I, Alors l'identité de Montgomery est donnée par :

b
f(ﬂ:,y)=ﬁ/f(t,u dr+—/ f(z,5)d (2:3)

o [ [ s [ [ %

ot le noyau p(m,t) est définit dans le lemme précedent et q(y, s) est tel que :

(s=c)
(o) cL8syY
9(¥,8) = | (-g) :

(d—c) -

( 2.4)

Lemme 2.3 Sous les méme hypothéses du lemme précedent et si w : [a,b] — [0,+o0]
est une fonction de densité de probabilité, alors on a une généralisation de l'identité de

Montgomery (2.1)

b b
f(z) = / w(t)F(£)dt + f Pl )1 ()t (2.5)

1o



ot le noyau de Peano py(z,t) est définie par :

(2.6)

Bl 8 = {w(t) a<t< :r}

w(t) — 1 c<t<b

Preuve. Calculons : fab pu(z,t) f'(t)dt, d’aprés (2.6) on a :

b T b
[ potw @t = [ putw 0 Ode+ [ pute0f 0

= /E w(t) f'(t)dt -I-/ (w(t) — 1) f'(t)dt

= f bw(t) f'@)dt — /x b f(t)dt

intégrant par partie et en tenant quante que w est une densité de probabilité c.a.d w(a) =

Oet w(b)=1: . .
=w(t)ft) |2 - / w'(t) f(t)dt —f f'(t)dt

b
= w®)f0) - w@f(a) - 1)+ @) - [ OB

b b
[pﬂmﬂfmﬁ=f@)/wﬁﬁwﬁ

d’ou (2.5), ce qui achéve la démonstration . =
En 2007 Boukerrioua et Guezane Lakoud dans leur travail, ont établit une nouvelle

généralisation de l'identité de Montgomery donné ci-dessous.

Lemme 2.4 Soit f : [a.b] — R une fonction dérivable de dérivée f' intégrale et soit
¢ : [0,1] — R une fonction dérivable sur [0, 1] avec p (0) = 0, ¢ (1) # 0 et ¢ est intégrable

sur |0, L, alors une généralisation de lindentité de Montgomery (2.5)est donnée par :

T T o
) = 1 [ [ wops 1ita+ 1 [ pasteora (2)

16



ot P, o est la généralisation du noyau (2.6)défini ci-dessous

o(w(t)) O m} 2.8)

w(w(t)) — (1) r<t<b

pastst) = {

2.2 Les inégalités intégrales de type Cebysev

Parmi les inégalités intégrales les plus connue sont celle de CebySev qui ont été ap-
pliquées presque & tous les types des fonctions c.a.d aux fonctions absolument continues,
lipschitzienne, monotones et aux fonctions bornée. Elles sont applicables dans plusieurs
domaines tels que en statistique dans 'intégration numérique et en analyse non linéaire.

Le lemme suivant présente une premiére version remarquable et célébre de 1'inégalité

intégrale de Cebysev la plus classique.

Lemme 2.5 Soient f,g : [a,b] — R deuz fonctions absolument continues, si de plus f’

et ¢ € Loo[a,b], alors :

| T(7,9) 1< 50— @ | 7 loll 1

01
1

b b b
7.0 = 5= | f@o@s - (= [ f@inG= [ oas)

Motivé par cette inégalité, des nouvelles généralisations ont été établies en utilisant
différentes techniques. I'indentité de Montgomery est 1'une de ces techniques différentes
pour ’établissement des inégalités intégrales de type Cebysev.

On 2014 Guezane-Lakoud et Aissaoui ont établit la premiére inégalité avec I’extension

de l'identité de Montgomrey (2.1) avec le noyau (2.2) donnée dans le corollaire suivant :
Corollaire 2.1 Soient f,g : [a,b] — R dewx fonctions différentiables surla,b], f'et ¢’
sonl intégrables. Alors :
N NG (1 g , )
T (o) 12 (b= a)" [ " lleoll " lloo (29)

17



ol

T = s [ @ (- [ @i [doe e

On présente maintenant sons preuve une nouvelle inégalité intégrale de type Cebysev
pour les fonctions & deux variables en se basant sur I'identité de Montgomery (2.3) a

deux variables.

Théoréme 2.1 Soient f,g: I — R deux fonctions différentiables telles que les dérivées

(s t) azg(s,t}
ot € s ot

secondes 2 = sont intégrables sur I, Alors :

Pf(t,s) %g(t, s)

| T, 5) 1 5o —a(a— o | TH 1 282y ( 211)

< 3600

ou lopérateur T'(f, g) est défini par :

T(f,g) = W f / £, v)9(z,v)dwdy

T / / 9(z,1) f F(t,y)dtdady
_m / b f ot a7 / ® e et (2.12)

ramapa=er ), [ st [ [ sy

Remarque 2.1 La constante =

sea5 trouvée dans linégalité (2.11) est le carée de la constante

trouvée dans linégalité (2.9).
On présente maintenant I’inégalité intégrale de type Cebysev avec le noyau (2.6).

Théoréme 2.2 Soient f,g [a,b] — R deuz fonctions différentiable sur [a,blet f ' et

g intégrables sur [a,b] et w une fonction de densité de probabilité alors on a linégalité

18



suivante :

b
| T(w, £,9) 1<Il 7 looll 9 llo f w(z)H *(z)dz (2.13)

b
H(z) = / | pule,) | dt

et

On présente maintenant Pinégalité intégrale de type Cebygev avec le noyau (2.8).

Théoréme 2.3 Soient f,g [a,b] — R deuz fonctions différentiables sur [a,b], et f', g

intégrables sur [a, b] et soient w et ¢ les deux fonctions définies dans (2.4) alors on a :

7 1 / ! / 4 2
| T, £,0:9) 1< 25 17 ol & ol & e f w@HY2)de  (214)
_ / | puola,t) | dt
| @ lloo= e[ssl]suplsO( ) |
rt

b b
T(w, f,9,¢") =f w(z)go’(/ w(t)dt) f(z)g(z)dz

b b b b
5! ] w(z)¢/( [ w(t)dt) f (x)da]] ] w(z)g/( [ w(dg(z)dz]  (215)

Preuve. Comme les fonctions f et g satisfait l'identité (2.7) alors :

5 [ w0 ([ wiori @i s [ amorioe

=0 / f ()ds)gt)dt+ —rs | pusle g

19



donc

1 b , i"
10— i [ wd [ v soaio) - =t [uere ([

1 b , b L
= =iyl pestet)f e / P, 0 ()1

b t
f(z)g(:s);(%f(w) [ we f w(s)ds)g(t)dt
- o) [ e[ s

1 "o
s w0 [ wloyas)ran [ wond ([ wieasiatar
I : b ) .
2902(1){/& pw,*p(wvt)f (ﬂdt][‘/a pw‘,’n(z.,t)g (t)dt] (2.16)

multiplions (2.16) par w(z)¢'( f:’ w(s)ds), et intégrant l'identité obtenue par rapport a z

de a & b on obtient :

b i b b
Tw.5,0:9) = 55 | W@ 00D pusla O pugle. g Ol

©*(1)

Hnallamant

b
| T, £,9,6) 1€ === | £ lloll & llooll & uw[w(a:)H?(z)dz.

( @3(1)

2.3 Les identités de Montgomery fractionnaires

La théorie du calcul fractionaire a connu un dévelopement intense durant ces derniéres

décennies, en revanche, les intégrales et les dérivées de type fractionnaire apparaissent
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aujourd’hui, comme une voie prometteuse pour mieux décrire quelques modéles mathé-
matiques par ailleurs 'étude des équations différentielles fractionnelles nécessite un grand
dévellopement des inégalités intégrales de type fractionnaire. I'objectif de cette partie est
d’exposé quelques nouvelles identités de Montgomery pour les intégrales fractionnaires
avec noyaux poids puis en se basant sur les identités trouvées nous déterminons d’autres
inégalités intégrales avec noyaux poids fractionnaire de type Cebysev. La premiére iden-
tité de Montgomery fractionnaire elle a était donnée par G.Anastassiou en 2009, il a
changée le noyau p(z,t) donné par (2.2) par un noyau fractionnaire donnée dans le théo-

réme suivant :

Théoréme 2.4 Soit : fla,b] — R une fonction différentiable, alors l'identités de Mont-

gomery pour les intégrales fractionnaires est donnée par :

£(&) = 3 o p-og f(8) - S (a(e, I O) + T b)) @21 ( 217

ot pi(z,t) est le noyau de peano fractionnaire défini par :

ta(py _g)l-oT(a) a<t<z } (2.18)

1.';; — b—a
P?) {%:i(bgr)l—af(a) 2<t< b

Remarque 2.2 En remplace o par 1 dans Uidentité (217) on troune Uidentité de Mont-

gomery clagsique (2.1).

La deuxiéme identité de Montgomery fractionnaire elle a était aussi donnée par
G.Anastassiou en 2009, il a changée le noyau fractionnaire p;(z,t) donné par(2.18)

par un noyau fractionnaire avec poids g, (z,t) donnée dans le théoreme suivant :

Théoréme 2.5 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable, alors l'identité de Mont-

gomery pour les intégrales fractionnaires est donnée par :
f(z) = (b—2)"°T(a) g (w(®) f(b) — J&H(qu(z, b) F(B)) + J5 (gu(z,0) f'(D))  (2.19)
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0t qu(x,t) est le noyau de peano fractionnaire défini par :

(b — z)°T(a)w(t) B 5 FE I} (2.20)

|\~ :t =
Gu(@,1) { (b—z)-eT(a)(w(t) —1) z<t<b
Remarque 2.3 En remplace o par 1 dans Uidentité (2.19) on trouve lidentité de Mont-

gomery avec poids (2.6).

La troisiéme identité de Montgomery fractionnaire elle a était établit par Guezane
-Aissaoul en 2013, elle ont changées le noyau fractionnaire g, (z,t) donnée par (2.20) par
un noyau fractionnaire avec poids composée avec une fonction ¢ donnée dans le théoreme

suivant :

Théoréme 2.6 Soit ¢ : [0,1] — R une fonction différentiable telle que ©(0) = 0,
¢(1) # 0 et o' € L'[0,1], alors lidentité de Montgomery avec noyau poids les intégrales
fractionnaires est donnée par :

. 1 o

flz) = m(b —2)' 7T () Jg (w(b)¢' (1) £ (b))

1 a—1 ]
oe (Guele:0)f(0))

1 ;
+@Ja (qu (2, b) (b)) (2.21)

Ol Gu,p (L, t) est le noyau de pewnv fruclivnnwire wvee poids défini par :

_ {(==)T(a)p((?)) a< i<z
R (A e

Remarque 2.4 En remplace a par 1 dans Uidentité (2.21)on trouve l’identité de Mont-

gomery avec poids (2.8).
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2.4 Les inégalités fractionnaire de type Cebysev :

Dans cette partie on donnera des résultats importants sur les inégalités fractionnaires
de Lype Cebydev. Le (héui@me suivaul tepiésente la premitie inégalité activuuaire de

type cité ci dessus en utilisant I'identité de Montgomery fractionnaire (2.17)

Théoréme 2.7 Soient f ,g : [a,b] — R deuz fonctions différentiables [a,b], [' ¢’ sont

intégrables sur [a,b] alors :

(b—a)**(202 + 11a + 8)
(a4 1)%(a+2)(2a + 1)(2a + 3)

| Ta(f,9) I< I f" llooll 9" lloo (2.23)

ot a>1 et | . |l Lol 8], || fllo= 28 5up | f(t) |, et To(f,9g) est défini par :

T.(f.9) = 55T~ DI (0) - o 20@Sf O (224)

Remarque 2.5 En remplace o par 1 dans 1inégalité fractionnaires de Cebysev (2:281,

celle ci se réduit a I’ inégalité de Cebysev pour Uintégrale simple (2.9)



Chapitre 3

Inégalités intégrales de type

Ostrowski

Les inégalités intégrales de type Ostrowski sont les inégalités qui donnent la borni-
tude de la variation d'une fonction par rapport & sa valewr moyenne ou cette fonction est
soit différentiable, absolument continue, Holder continue, a variation bornée ou & dérivée
convexe. Ces inégalités s’avérent d'une grande importance notamment dans les applica-
tions des formules spéciales, les formes quadratiques d’une intégrale, et dans la théorie

des probabilités.

3.1 Quelques inégalités intégrales de type Ostrowski :

Le théoréme suivant présente une premiére version remarquable de 'inégalités inté-
(&)

grale d’Ostrowski la plus classique établi en 1938.

Théoréme 3.1 Soit f : [a,b] — R une fonction différentiable sur [a,b] qui vérifie |

f'(t) IS M Vté€la,b] alors :

L e L, B2
|f($)—m/a f)dt |< ZWLW_} (b—a)M (3.1)
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pour tout x € [a,b)].

Preuve. La démonstration de ce théoréme est basée sur 'utilisation de l'identité de

Montgomery (2.1) donc

0= 52 [ 1] =| [ senrwe

b b
< [ e nlirend <M [ ipeo)a

b
df,Jr/ t-b dt:|
z

t—a

<w|[]

b—a

—a

Ce qui achéve la preuve. m

]
g |



3.2 Inégalités de type Ostrowski pour les fonctions
a variations bornées :

De nouvelles versions de I'inégalités intégrales de type Ostrowski d’une part pour les
fonctions & variation bornées suivi d’une application, et d’autre part pour les fonctions

de type Holder.
Théoréme 3.2 Soit u : [a,b] — R est une fonction & variation bornée sur la, b].alors

pour tout x € [a, b] nous avons l’inégalité :

a+b
2

[ wtit = u(@)6 - a)] < 2o - apr | 2 - 8 iy (32

ot V(u) désigne la variation totale de w.

La proposition suivante présente une application du théoréme (3.2) pour la fonction

Béta

Proposition 3.1 Soient p,g > 1 etz € [0, 1]. Alors nous avons l'inégalité

|B(p,a) = 2" (1~ 2)"| SmﬁX(p—l,q—l)B(p*l,q—l)[%HE‘%|]

3.3 Tnégalité de type Ostrowski pour los fonctiona de
type Holder

En 1999 S.S Dragomir, Cerone, Roumeliotis et Wang ont établit de nouvelle version
sur les inégalités intégrales d’Ostrowski avec poids et & titre d’exemple on présente une

de ces inégalités pour les fonctions r-H- Holder donnée dans le théoréme suivant -

Théoréme 3.3 Soient f,w : [a,b] — R deuz fonctions telles que w(s) > 0, intégrable et

f: w(s)ds >0, Vs € [a,b], et f une fonction rH- Hélder, i.e,

| () S S I | =y | Va,y e |u, o), v 01, H 20 (4.3)
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si w.f € L[a,b] alors

i b H b .
e f )08 1< o f & — s[" w(s)ds

si 7 =1 dans l’inégalité (3.3) alors

1

b L b
10)~ T JEOHOE T [ 12— s luwls)as

Preuve. Comme f est de type r-H- Holder, alors :
| fl@) = fs)|ISH |z —s|

f|f(1 s) | w( )ds<H/ |z —s|" w(s)ds

et on a aussi

[ (F() - f(s))wls)ds |< [ 15@ = 76) L u(s)as

a:)f w( q)ds—f f(s)w(s)ds |</ | f(z) — f(s) | w(s)ds

donc

(3.4)

f(a:)/‘;bw(s)ds—/abf(s) ds|</ | f(z s) | w( s)ds<H/ z—s | w(s)ds

comme ff'w(s)ds >0

b
@)~ —— [ wls)f(s)as|<

H
S w(s)ds Ja S w(s)ds Ja

ce qui achéve la démonstration . =
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3.4 Application

pour ullistrer I'inégalité (3.5), voici & présent quelques exemples des fonctions poids

les plus célébres.

Corollaire 3.1 [Logarithme] Soit f : (0,1) — R une fonction différentiable dont la

dérivée est bornée et pour laquelle l'intégrale fal ln(%) f(t)dt est finie. Alors :

| F@) - [ mfOd 1< -2+ 22E — )] | £ (3.6)
o 4 2

Remarque 3.1 Si on pose I(z) = 2*(3 —Inz) —z+ 1, alors I'(z) = 2z(1 —Inz) — 1, ce

gui monlre que I atteint son minimum sur (0,1) au point Tmm ~ 0.1866823. I 2ein 2

0.1740840. Par conséquent, la meilleure inégalité que nous pouvons obtenir de (3.6) est :
S
| £(0.1866823) — / In(2)f(2)de |< 01740840 | £ o
0

Corollaire 3.2 [Jacobi] Soit f : (0,1) — R une fonction différentiable dont la dérivée

est bornée et pour lesquels l'intégrale fol %dﬁ est finie. Alors

| 1@) =5 [ Tari< 5ot —6a+2) 1 (3.7)
pour tout x € (0,1)

Remarque 3.2 Si J(z) = é(&ag — 6z + 2), alors J'(z) = 24/ — 1, ce qui montre que
J atteint son minimum sur (0,1) au point Tp, ~ %, S i) 29 %,Donc la meilleure

inégalité que nous pouvons obtenir de(3.7) est

13 [ D1 ns .
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Chapitre 4

Inégalité intégrale de type

Hermite-Hadamard

Le premier résultat fondamentale congernent les fonctions convexes sur les inéga-
lités d’'Hermite-Hadamard. Dans cette section, nous présentons des résultats de base
lices & Hermite-Hadamard pour les fonctions convexes et des applications pour certaines

moyennes spésciales.

4.1 Quelques inégalités intégrales de type Hermite-

Illadamard

Théoréme 4.1 Soit f:I C R — R une fonction convexe sur I, a,b € I telle quea < b

alors :

a+b fla) + f(b) (4.1)

1 o
£ )Sm/af(m)dmsT

Lemme 4.1 Soit f : I C R R unc fonction différentiable our I. a,b C I telle gque

a<b st f'e [a,b] ona:

f(@) : ) _ — U[ub fla)de =2 [Ulu _ ) flta+ (1—b)de  (4.2)

u
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Preuve. On pose :

1

Lﬁ%l—%ﬁﬁa+ﬂ—ﬂm&zat3£%1%xwﬁwf%a+u_ﬂmﬂ

On intégrons I par partie

f=a_bf@w+a—ﬂwu—zm5—gégﬁk_mf@w+u_wmﬁ
(?jj / flta+ (1 —t)b)dt

En éffectuant le changement de variable z = ta + (1 — #)b on obtient

_fla+rsb) 2 [, | dr
"= b—a +a—b/b f("c)a—b

i@+ 2 1
B C(b—a)(b—a) jj(£)d£

bﬁaf (a)+f / f(z)dz

Théoréme 4.2 Soit [ . T CR o R wee funclwn dofférendwble sur I. u,b C T Lelle yuc

a<b, si|f"| est conveze sur [a,b] alors on a inégalité suivante :

QO L[ E=NS@IFIIOD

Preuve. D’aprés (4.2) on a :

| f(a) + fb) _ / f(z)dz |= afo (1—2t) f'(ta + (1 — )b)dt |

h—n
<

1
< '/|1—w“um+u—wmpu
2 J0
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(@) [ +(1—12) | f/(b) [t

ba/g |1—2t|t|f’(a)|dt+fo(1—t)|1—2t||ff(b”dt
et comme
fll—zflf a) | dt = fl—f |1—2t| F'(b) | dt
1/2 1
= 1 —2t)tdt 2% — Dtdt = =
/U ( ) +f1/2(t Ytdt
donc
'f(a)z /f(z)dz < *a)[lf(aglﬂf(b) ”i
itk _a/f @=all /@1 +1 /)]
|

Théoréme 4.3 Soit f : I C R — R différentiable a,b e I telle que a<bet p>1,

si | f |5;L1 est conveze sur [a,b] alors :

fla)+f®) 1 [ b—a) [If@[F +|f0) 7] e
=== —b_a/a f(@)dz |< 2(p+1);[ i P (44)

Prouvo. D’aprty (1.2) un

#eh + 5189 | f@iei< 258 = et -0

| 2 _b—aa

1
)4

et comme | f’ |[7-1=| f’ | est convexe ol % + é =1—g¢= %, done

/0 | fta+(1—t)b) |9 dt < / [t] (a) |7 +(1 ) | £'(B) |7]dt
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s/n t] f'(a) qut+/0(1—t)!f’(b) 7 dt

< F@ 1 G+ ro) )= LA TOF (w5)
1 5 1 " _ 1
/0 11—2t] dtz/o (1— 2) dt+f%(2t—l) dh=— (4.6)

de(4.5) et (4.6) on a :

e+ 10) _ —a, 1 | f(@) [ | P )
| aff )i < 25— ( .

)a

b—a )['f, I‘n— +|f(b)|pA
T 2p+1)r 2

I

4.2 Applications a certaines moyennes spéciales :

On utilisant les inégalités d’Hermite Hadamard, donnant quelques estimations entre
certaines moyennes spéciales définies par :

la moyenne arithmétique :

A= A(a,b) =

la moyenne géomeétrique :
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la moyenne logarithmique :

b—a
L(a,b) =
(2,0) Inb—1Ina’ Gl D
la moyenne p-logarithmique :
pptl _ e+l
Ly(a,b) = |————]7, e BxN{-1,0

Appliquant les Théorémes (4.2) et (4.3) pour deux fonctions pour avoir des inégalités

liées aux valeurs moyennes.

Exemple 4.1 Soit a,b€e R, a<b, neN,n>2 alors:

n pn n nb-a n— n—
| A5 - i) 1< T A a)

Preuve. Considérons la fonctions f : [a,b] — R, f(z) = z", n > 2, alors

[ = 1

et
fla) + f(b)

g = A0

En appliquant le théoréme (4.2) pour cette fonction nous obtenons

(b

nio—a
| A6 - Lia,b) 1< 2D aqa | =1 b

Exemple 4.2 Soit a,beR, a<b,neN,n>2e p>1lona:

nb—a (n=1)p

(n=1)p p—1
| A@,5") - Li(a,b) < Ak
2(p+1)»
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Preuve. Considérons la fonctions f : [a,b] — R, f(z) = z*, n > 2, alors

b
b_iE/ fla)yde= L {(a,b)

et
fla)+ f(b)

=A™ b)

En appliquant le théoréme (4.3) pour cette fonction nous obtenons

| A(a",b") — L2 (a,b) |< 0=

O 14(] o |5, | b |55
2(p+ 1)»

[A(]

Exemple 4.3 Soit a,beR, a<b et 0¢[a,b ona:

(b—a)
4

| Ala™,07") = L7H(a,b) |< Allal™ 1617

Preuve. Considérons la fonctions f : [a,b] — R, f (z) = I, alors

1
b—a

b
/ Flalde= L (a,b)

et
fla) + f(b)

2 = A

En appliquant le théoréme (4.2) pour cette fonction nous obtenons

| Al 5™~ L) 1< O D ag a2 o)
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Exemple 4.4 Soita,beR,a<b e 0¢[a,bl et p>1ona:

A5 — L a,h) < P2 Y a1 o 55, 5 1725
2(p+1)»

Preuve. Considérons la fonctions f : [a,b] — R, f(z) = 7, alors

b
ﬁ | / F(@)dz = L (a,b)

et
f(a) ‘2" J(b) — A(a‘l, b—l)

En appliquant le théoreme (4.3) pour cette fonction nous obtenons

(b~

| Al@™,b7") = L7Y(a,b) |[< ——=
2(p+1)»
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