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Résume

Le principe du point fixe a beaucoup d’applications.Il
intervient dans 1’étude de I’existence et I’unicité des équations
différentielles fractionnaires. |

Dans ce mémoire on aborde différentes approches de ce
principe ainci que quelques unes de ses extensions pour
I’étude des €quations différentielles fractionnaires relatives a
la dérivée de Hadamard.Nous établissons ’existence et
I’unicité des solutions en utilisant le principe de contraction de
Banach et I’alternative de Schauder non linéaire.

Par ailleurs,nous étudions la positivité de la solution d’un
certain systeme d’équations différentielles fractionnaires via le
théoreme de point fixe Guo-Krasnoselskii dans un cone.

Mots clés :Dérivées [raclionnaires au sens de
Hadamard,principe de contraction de Banache,alternative de
Scauder non linéaire,théoréme du point fixe de krasnoselskii.



Abstract

The fixed point principle plays a crucial role in various
domains of aplications.It is the main tool in the proof the
existence and uniqueness of a numerous nonlinear differential
equations,particularly in the theory of fractional differential
equation using Hadamard derivvatives.

We consider in this dissertation different applications of this
principle and some of its extensions which are applied in the
study of fractional differential equation.We prove the
existence and uniqueness of solutions of such problems by
using Banach contraction principle and Scauder nonlinear
alternative.On the other hand, we investigate the positivity of
solution of some fractional differential system by using Guo-
Krasnoselskii fixed point theorem in a cone as well as Leray-
Schauder’s theorem.

Keywords :Hadamard fractional derivative,Banach
contraction principle,nonlinear Schauder
alternative,Krasnoselskii fixed point theorem.
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Introduction générale

Lorsqu’on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu’il est aussi
possible de dériver cette fonction dérivée ainsi obtenue, ce qui nous raméne i la
dérivée seconde. En continuant ainsi on obtient les dérivées successives d’ordres
entiers L'intégration, opération inverse de la dérivation, peut éventuellement &tre
vue comme une dérivation d’ordre"moins un". On peut aussi se demander si ces
dérivées d’ordre successifs ont un équivalent d’ordres non entiers.

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que
le calcul classique tel que nous le connaissons aujourd’hui; ses origines remon-
taient vers la fin du 17¢™¢siécle, I époque ot Newton et Leibniz ont développé les
fondements du calcul différentiel et intégral. Leibniz a ainsi introduit le symbol
f{;—,{ pour désigner la n®™ dérivée d’une fonction f. L’Hopital a demandé dans
une lettre adressée 4 Leibniz la signification de la notation 'gg—,{ sin = % Cette
lettre de L’Hopital, écrire en 1695, est aujourd’hui considérée comme étant la
naissance de la dérivation fractionnaire, et le fait que I’'Hopital a demandé spé-
cifiquement pour n = 1, c’est-a-dire un nombre non entier a en fait donné lieu a
lapplication de "dérivation et intégration"d’ordres non entiers.

Le concept de dérivation d’ordre fractionnaires a été introduit au 19 éme
siecle par Reimann-Liouville et Leitinkov. leur but est de prolonger la dérivation
et 'integration d’ordres fractionnaires en utilisant non seulement un ordre entier
mais également des ordres non entiers. Ce genre de calcul a été utilisé en mé-
canique depuis les années 1930 et en électrochimie depuis les années 1960. Plus
tard, plusieurs mathématiciens et physiciens ont étudié les équations différen-
tielles et les systémes d’ordres fractionnaires.Le présent mémoire est structuré
conme suit ¢

Le premier chapitre comporte quelques notions de base ainsi que touter les
notations ot déhinitions néecssaives & la bonne compdélicnsion du préseul wéiuoie.
Nous introduirons le calcul fractionnaire et nous insisterons sur les définitions et
les propiétés des dérivées et intégrales fractionnaires au sens de Hadamard. Te
théoreme du point e de Boonch col nuaoi preoenie dona cebfe partic nomme
oultl eesontiol pormolblanl do prouvor l'osdctongo ol 'unicild do Lo colution des
problémes de Cauchy étudiés.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’'étude des équations différentielles rela-
tivement & la dérivée fractionnaire de Hadamard.



On commencera par réduire ce probléme & une équation intégrale non linéaire
de Voltérra dans des espaces de fonctions sommables et on établira I'existence
et I'unicité de la solution. La méthode utilisée est basée sur le théoréme du
peint fixe de Banach, ce chapitre contient les principaux résultats d’éxistence et
d’uniité de quelques problémes de Cauchy relatifs & la dérivée fractionnaire de
Hadamard.

Dans le troisiéme chapitre, on étudiera un probléme aux limites pour un
systéme couplé d’équations différenticiles fractionnaires non-linéaires relatives a
la dérivée fractionnaire de Hadamard, et ce moyennant les théorrémes de point
fixe du Guo-Krasnoselskii et celui de Leray-Sckauder.

Nous concluons ce chapitre par deux exemples illustratifs.

Enfin, une conclusion globale est présentée 4 la fin de ce memoire pour réca-
pittuler les principaux résultat traités ainsi que les techniques utilisées.



Chapitre 1

Preliminaires

Dans ce chapitre nous introduisons certains espaces fonctionnels nécessaires
& notre travail, le concept de dérivations et d’integration fractionnaire et de leurs
propriétés.

Nous rappelons ensuite quelques essentielles de I’analyse fonctionnelle et nous
énocerons le théoréme du point fixe de Banach.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace L?(a,b), 1 <p<o0

On introduit I'espace vectoriel des classes d’équivalence de fonetions de puis-
sances p sommables L7 (a,b), 1 < p < oo comme suit :

Définition 1.1.1 soient a,b € R, a < b et 1 < p < oo. On définit Uespace
L* (a,b) comme suit :

LF (a,b) = {f :[a,8] — R, mesurable: |f||, < oo}, ou ||fll, = (/:mpcm)l/p.

Les éléments de L” (a,b) doivent étro compris on tant que clasoco d’équiva
lence des fonclions presque partoul égales sur [a, b].

Et pour p = oo, L'espace L™ (a,b) est ’espace des fonctions essentiellement
bornées sur (a,b) muni de la norme

£l = aup esalf ()],
wZw<h
(SUPyzep €85 |f ()], sup esseutiel de | [ (x)| sur [a,b]).
Nous avons également bessoin de l'espace X? (a,b) des fonctions pondérées
de puissances p sommables. nous avons
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1.1.2  Espaces des fonctions intégrables pondérées X? (a,b)

Définition 1.1.2 L’espace X? (a,b), (c€ R, 1 < p < co) est I’espace vectoriel
des classes de fonctions mesurables a valeurs complezes f sur (a,b) telles que

0 dz\ /P
|Lf”Xp :(iu/n |$CfF)T—I) <00, 511 <p<oo,
c D w

et

[fllxee = sup .ess(z°|f(z)]) < o0, si p=co.
a<z<h

cas particulier : losque ¢ = ;}7 l'espace X7 (a,b) coincide avec l'espace L* (a,b),
on a

X?, (a,b) = L?(a,b).

1.1.3 Espaces C7 [a,b]

Définition 1.1.3 Soit [a, b] un intervalle fini et soit v € C avec 0 < Re(y) < 1,
on définit l'espace vectoriel C., [a,b] des fonctions a valeurs complexes [ définies
sur [a,b] par

Cyla, 0] ={f:[a,b] = C, (z—a)” f € cla,b]}.
L’espace C, [a, b] est appelé espace des fonctions continues pondérées.

Définition 1.1.4 Pour n € N*, on désigne par G2 la,b] Uespace de Banach des
fonctions f qui sont continument dérivables jusqu’a l'ordre n—1 sur [a,b] et ont
dérivée f) (z) d’ordre n, telle que f™ € C.([a,b]). On le munit de la norme

1fley = > I1F®lle + £ e,
k=0

Deéfinition L.1.5 L’espace des fonctions continues ponderées C. 1oq [a, b] est dé-
fini par
&
Coneg 6. 8] = {f : (log g) fella, b}} . (1.1)

que hota muntasona de lanorme ||l = ” (log )" 1]
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1.1.4 Espace AC? [a,b]

Soit [a,b] un intervalle fini.
On désigne par AC [a, b] Pespace des fonctions absoliment continues sur [a, b] ;
c’est 'espace des primitives de fonctions sommables de Lebesgue

f € ACla,b] <> f(m)=c+/lgo(t)dt, (peL'(a,b)).  (1.2)

Ainsi une fonction absoliment continue f (z) a une dérivée sommable f' (z) =
¢ (z) dans [a, b].
11 vient de (1.2) que

@(t)=f (t) etc=f(a).

Définition 1.1.6 Pour n € N*, on note par AC™ [a,b] l’espace des fonctions a
valeurs complezes f (x) ayant des dérivées jusqu’a Uordre n — 1 continues sur
[a,b] telles que f™1) € AC [a, b].

Définition 1.1.7 L’espace ACY [a,b| des fonctions a valeurs complezes f sur
(a,b), est défini par

ACY [a,b) = {f:[a,b] —C,et 6" 'fe AC[a,b],cT::cdi}.
7

1.2 Transormée de Melllin

On rappelle dans cette section la définition de la transformée de Mellin ainsi
que son inverse .La transformée de Mellin d’une fonction suffisamment réguliére
f :[0,00) — C est définie par

F1(s) = M{f(t),s)} = /G TP, o < R(s) < B (1.3)

et la transformée inverse de Mellin est. formellement. demmee par

Pl =M i e) sl = - /%mf*(s)t_sds Ll 4
Yl = ’ i ) ; 7<ﬁ (14)

271

T

ou l'intégrale cst comprise au 3cns de la valeur principale de Cauchy.

[l est & noter que la transtormeée de Mellin peul élie oblenue 4 'aide de la
transformée de Fourier par la subdivision de variable ¢ = e* et par rotation du
plan complexe d’un angle droit, & savoir,
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+00 +00

Mf(s) = Feta = [(em) =l = P {f (") ; ~is],

0 P

ou F (f(z), k) désigne la transformée de Fourier de la fonction f en k.

1.2.1 Transformée de Mellin de quelques fonctions

Nous verrons dans les prochaines sections les transformées de Mellin des
intégrales fractionnaires de type Hadamard (1§, ,f) (z), (1= ,f) (z) et les dérivés
fractionnaires de type de Hadamard (Dg, ,f) (), (D*, 5 f) ).

Fonction | Transformée de Mellin
f(at) a*Mf(s),a>0,
2f() | Mf(s+0),

Jlto) | &M (s/a), a £0,

g o \clT|F (s/a), siRe(s/a) > 0,
sin(2+/1) T(s+1/2)

N L(l—s) ?
cos{2+/%) r(s)

N /2

1.3 Intégrale et dérivée au sens de Hadamard :

Définition 1.3.1 Soient f : |a,b] — C et @ € C : Re(a) > 0. On definit
lintegrale fractionnaire gauche de f (resp. droite) d’ordre o au sens de Hadamard
par

120 @ =7 [ (06) 7 L2, <s<t,  as)

I' () t t
resp.
(Icr f) (T) 1 /b /10 t\ o f (t) dt ( b)
T) = —— = _—_ ol s .

b= D(w) /. ( 8 .L-) L ! ¢
Tawscnue =0 el b= 0, ces relabions sonl données pae

L [Ty aNetf@yd |

(18.£) (z) = m/o (log3)" L2, w>0), (1.6)
et

(1%F) (z) = Fa f ” (log g)a_ TO& (>0, (1.7
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Définition 1.3.2 Soit § = 2D, avec (D = d/dz). La § — dérivée fractionnaire
de Hadamard o gauche (resp. a droite) d’ordre o € C (Re(a) > 0) d’une fonc-
tion f sur [a,b] est définie par

(Def) () = 6" (= )(fﬂ) (1.8)
B d\" 71 a—1 f() 22 [
B ( dx) I‘(n a) /. Rk ol
(resp.

(D5_f) (z) = (=0)" (;=*) (=)

ot n = [Re(a)] + 1).
Lorsquea =0 et b=00 on a

(D5 f) (x) = 6™ (155 f) (x) (1.9)
n oo n—a—1
s <_$d;i) f_(n_l__a) z (log%) f—fldt (z > 0) (1.10)

(D2£) (2) = (—6)" (I"*f) (z) (z >0)

Lorsque o = m € N, on obtient

(D f) (@) = (™) () et (DP2f) (@) = ( )™ (6™f) (=)

Il peut étre directement vérifié que les intégrales et les dérivées de Hadamard
des fonctions [log (£)]%~* et [log (£)]#~? sont des fonctions logarithmiques de la
méme forme.

Exemple 1.3.1 Si Re(er) > 0,Re(8) >0, (0 <a<b<o0),etf(z)= (log f)ﬁ_l

on a

e (oed) - i (o)

)

et

b B-1 I % B4+a—1
i (log ;) () = % (logx) ; (1.12)
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Exemple 1.3.2 Si Re(a) > 0, Re(8) > 0 (0 < a < b < ), et f(z) =
(log £)2=1, alors on a

D2, (log ?:)ﬁ_l = N%(—% (1og g)ﬁgal , (1.13)
D¢ (log ?) . = %—5 <log z) ﬁiail. (1.14)

Exemple 1.3.3 Cas particulier, si § =1 et Re(a) 2 0, alors les dérivées frac-
tionnaires de Hadamard d’une constante, en générale, ne sont pas nulles; en

effet, on a

1 e 1 b\ ™*
o = — 1 — CIA = — —
(Da"‘l) (3:) 1—1(1_&_) (Oga) et (Db 1) (x) 1—\(1_&) (].ng) )
(1.15)
lorsque 0 < Re(a) < 1. D’autre part, pour j = [Re(a)] + 1, on obtient

Z b b\
De, (log —) =0et D (log2) =0 (1.16)
a xz
Nous introduisons dans ce qui suit les espaces suivants

Définition 1.3.3 Pour toutn—1 < a <n (n € N*), on définit l’espace vectoriel
Ce_, la,b] par

Cralo, bl ={f € Cuca[a,b], Dy_.f € Crala,b]}. (1.17)

Définition 1.3.4 L’espace Cf,_,  [a,b] est défini, pourn—1 < a S n (n € N*),
et0 S vy<1, par

& 18,8 = {f € Cretog[8,8] : D& f € Coyrog [a, 8]} - (1.18)

d,n—a,y
Dans ce qui suit nous rappelons quelques résultat essentiels utiles pour notre

étude.
Le premier résultat qui lie I'intégrale et la dérivée fractinnaires est d’écrit

dans le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.1 Soit Re(a) >0, n=—|—Re(a)], et0<a <b < co.
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Si fe L' (a,b) et (I}T*f) € ACF [a,b], alors

n é-n—k n—o a oy a—k
(12,08, ) (2) = £ (=) = 34 F(CSI“; 33)( ; (o). (119)
k=0

En particulier, sia =n € Net f € AC} [a,b], alors

n—1

(6"f) (a) T\ *
ITI n - = . b
(12D 1) (@) = £ (2) ; i (105 ) - (120)
Le deuxieme résultat montre que I3, et I sont bornés sur C., o, [a, b] .
Lemme 1.3.1 Soit0<a<b<oo,Re(a) 20, et0 S Re(y) < 1.

(a) Si Re(y) > Re(a) > 0, alors les opérateurs d’intégration fractionnaire

Ie 17 sont bornés de Cl oy [0, ] vers € —pi0e [0, 0] :

lei == k}' ” f”C"] a log[ﬂ' bj

122 £l

o1

—alo 'ycxlDI

og =kl optan € 1527l

(1 BT (Re (@) T (1~ Re (7))
= (l) [T (@)|T (1 Re(@— 7))

Le troisieme lemme affirme que I, est 'inverse & droite de D .

Lemme 1.3.2 Sia >0 et f € L7 ([a,b]), (1 < p < 0), alors

Doy Iy f () = f ().

presque partout dans [a, b].

1.4 Généralisation des intégrales et dérivées frac-
tionnaires au sens de Hadamard

Définition 1.4.1 Soient o & ©, Re(a) > 0 ef & ©. On définit intégrale
fractionnaire de fypr Hadwrnerd ovdee ov o e _f{r‘u‘r_'(.'{'r_)'n. f ; [n, .:_‘.*_1[ v C par

(1% 7)) = r(lof) /: (i)ﬁ (1og %)a—l @ (x> 0) (1.21)
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et

(= i) = P(Q)/ (log )Q_lf(?dt, (z >0). (1.22)

Définition 1.4.2 Soit o € C, Re(a) > 0 avec n = [Rea] + 1. La dérivée
Jractionnaire de type Hadamard d’ordre o avec, i € C d’une fonction f : [0, co[—
C, est définie par

(D6 F)Z) = 258" (B2 f) () (1.23)

ot Igro [ et 1M f sont les integrales fractionnaires de type Hadamard de f
d’ordle n— o

(D f)( ) =z* (=8)" _”(I""‘ V(=) (@ < z<b),

b—,n

Lorsque o = m € N, alors

(DE. #f) (2] = z®d"x #f (2] et (Di#f) wl=af -0 g2 ), =0
(1.24)
Les exemples qui suivent illustrent les notions d’intégrales et dérivée fraction-

naires des fonctions polynémes.
Fwemple 4.0 Satent n [ et e 0 tels gue e (v) > 0

a) Si Re(u+ 3) > 0, alors

(I8, .2°) (@) = (u+ B) ™ 3% et (D§, ,t°) (z) = (u+ B)* P (1.25)

En particulier, si Re () > 0, alors
(e3P my=pa" ot (DG {a) =" (1.26)
b) Si Re(8 — p) < 0, alors
(12,t%) (z) = (B— W)~ 2P et (D2 1°) (z) = (B — 1) 2°. (1.27)
En particulier, si Re(/3) < 0, alors

(128%) (z) = (—B) 2% et (D2t (z) = (—B)* 2°. (1.28)
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Les intégrales fractionnaires de Hadamard (1.5) avec 0 < a < b < oo sont bien
définies sur l'espace L? (a.b). Par ailleurs, les intégrales fractionnaires de type
Hadamard (1.21) — (1.22) sont bien définies sur X? (R*).
Les relations suivantes donnent la propriété du semi groupe entre les inté-
grales fractionnaires de Hadamard [g; et I, ,. Nous avons
Proprietés :Soient Re (a) > 0, Re(f8) >0et 1 < p < oo.
(a) Si0 < a <b< oo, alors pour toute f € LP (a,b), on a
IR =L f et I f = [P F. (1.29)
(b) SipeC,ceR, a=0et b= oo, alors pour toute f € X? (RT),
I3 I8 F=ISTEF (Re(u) > ¢) et 12,1 ,f = I°YPf (Re(n) > —c) (1.30)

0+,p7 0+, O0+.p

En particulier, pour ;4 =0, on a

L =57 Fle<l) e I* 00, F = PP (e (1.31)

Propriétés :Soient a € C, 3 € C tels que Re(a) > Re(8) > 0.
(a) Si0<a<b<ooetl=p= oo, alors pour toute fonction f € L (a,b)

on a

Bi 12 f = I2Pret DY IF f = P,

a—+= a4
En particulier, Si 5 — m € N, alors
BILIR ] . U8 Fdl SO0 TG e OB 18 (1.32)

(b) SipeC,ceR, a=0et b= oo, alors pour toute fonction f € XP (R¥),
on a

Op, 08 F= B0 Bely) vet B2 B F=T12P4 Balils>—e (133

O+, 0+, THHT

En particulier, Si § = m € N, alors

Doy oyt = Loyt Re(p) >cet D2 10 F=12""F Re(u)>—c (1.34)
Loroque gt = 0 ct m = N, on obticnt

Dglft?lfi f[?\_'gf, < (et Dﬁf“f: I"‘“gf! >0

DRIE f=120"F, c< Det D2 =I*"™f ¢>0 (1.35)
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Lemme 1.4.1 Soient Re(a) 2 0 et n = Re(a)] + 1. Si f(z) € ACF[a,b],
(0<a<b<oo), alors les dérivées fractionnaires de Hadamard D%, et DY
ezistent presque partout sur [a,b] et peuvent étre représentées sous la forme

(Dafum»=§ff%§§%¥%ﬁ(yg(g))k“+F@§;QLLZ(mgg)””*%av)anm

k=0
(1.36)
et
) n—1 (_1)}; (5.Lf) {b) b k—a (—-1)” T ' n—a—1 =
(Dy_f) (z) = kz_; TOth-a) (log (;)) "‘W ! (108 ;) (6" f) (¢) dt,
(1.37)
respectivement.

En particulier, lorsque 0 < Re(a) < 1, alors pour toute fonction f €
AC'[a,b], on a

(Darf) (z) = 1—\(‘];—(:1)05 (108 (g))_ﬂ + I"(%—a)/: (log %)_a f' (t) %,

et

: 1 (b) ik S 1 / " BT s B
Dy =——>—1 - — log — t) —.
( bff)(‘r) F(l*a) 0g B F(l—a) g Og:ﬁ f()t
(1.38)
Nous allons considérer dans ce qui suit la transformée de Mellin des intégrales

fractionnaires de type Hadamard. Nous avons

Lemme 1.4.2 Soient Re () > 0 et u € C et soit une fonction f telle que sa
transformée de Mellin (M) (s) existe pour tout s € C. Alors

W) Re(p—v) o0 ona

(MIG, .f) () = (n— )" (M) (s).

En particulier, lorsque Re(s) < 1, on ohfient,

(MIE, 1) () = (=) * (M) (5).
b)Si Re(p+s) >0, on a

(MI2 f)(s)=(p+s)""(MFf)(s). (1.39)
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En particulier, lorsque Re(s) > 0, on obtient

(MALZF) [s)= LM F) (5] (1.40)

La transformée de Mellin des dérivées fractionnares de type Hadamard est bornée
par le résultat suivant :

Lemme 1.4.3 Soient Re(a) > 0 et i € C et soit une fonction [ telle que sa
transformée de Mellin (Mf) (s) existe pour tout s € C.

SiRe(p —s) >0, et MDg, ,f existe, alors

(MDGy . f) (s) = (1 — s)" (MS) (s). (1.41)

En particulier, lorsque Re(s) < 0, alors

(MDG, f) (s) = (=8)* (M) (s) - (1.42)
Si Re(u +s) > 0, et MDg, ,f existe, alors

(MDG, . f) (s) = (1 + 8)* (M) (s). (1.43)
En particulier, lorsque Re (s) > 0, alors

(MD2f)(s) = s* (Mf) (s). (1.44)

Lemme 1.4.4 Soient Re(a) > 0, Re () >0, et 0 < Re(v) < 1 Les assertions
suivantes ont liew :

(a)Si f € C,10ga,b], alors la premiére et la seconde relations (1.29) sont
vraies pour tous = € (a,b] et x € [a,b), respectivement. Lorsque f € C [a, b], ces
relations sont valables pour tout = € [a, b].

(b) Si f € C,10g|a,b], alors la premiére et la seconde relations (1.30) sont
vraies pour tous z € (a,b] et z € [a,b), respectivement. Lorsque f € C[a,b], ces
relations sont valables pour tout z € [a, b].

(c) Soit Re(a) > Re(B) > 0, f € C, 1 [a, ], alors la premiére et la seconde
relations (1.32) on lieu pour tous = € (a,b] et = € [a, b), respectivement. Lorsque
f e Cla,b|, ces relations sont valables pour tout z & [a, b].

(d) Soit n = [Re(a)] + 1, et soient fn,_o(z) = I27°f(z) €t gnol(z) =
I %g(z). Si f € Cyiegla,b], et foa € C§, [a,b], alors la relation (1.19) a lieu
ponr tont @ € [a, b

Lemme 1.4.5 5t f € Cla,b] et fr—a € C}la,b], alors (1.19) a lieu pour tout
2 C [a,b].

En particulier, si f € C} [a, 0], la relation (1.19) est vraie pour tout point
z € [a,b].
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1.5 Théoréme du point fixe de Banach

Ce théorme joue un role fondamentale dans la preuve de ’existance et 1’uni-
cité d’'un point fixe d'un certain opérateur non linéaire qui émane d’une équation
différentielle fractionnaire relative & la dérivée de Hadamard qui est équivalente
4 un probléme de Cauchy donné. Nous avons

Théoréme 1.5.1 Soit (U,d) un espace métrigue non vide, et soit 0 < w < 1. Si
T :U — U une application telle que pour tous u,v € U, on a

d(Tu,Tv) < wd (u,v) (1.45)

b

alors I'opérateur 7" admet un point fixe unique u* € U.
En outre, si 7% (k € N*) est une suite d’opérateurs définie par

TP of T = PP, 8.5,

alors pour tout ug € U, la suite {T"“uo}:ilconverge vers l'unique point fixe u*.



Chapitre 2

Equation différentielles
fractionnaires relatives a la
dérivée de Hadamard

L’objet de ce chapitre est 'étude de 'existence et 1'unicité de la solution d’un
probléme de Cauchy relative & une équation différentielle fractionnare associée a
la dérivée fractionnaire de Hadamard.

Soit @ > 0 et n = —[—q]. Considérons le probléme de Cauchy ralatif a la

dérivée fractionnaire de Hadamard,

(Dey) (2) = |f(zy(@)], = > a, (2.1)

(D2 *y) (a+) = by, e €R, k=1,..,n.

La notation (Df:[ky) (a+) signifie que la limite est prise a droite du point a. On

a

(De*y) (a+) = lim (Dg7*y) (z), (k=1,..,n—1) (2.2)

i
—at

(Di"y) (at) = lm (L5*) (2), («#n); (2.3)
(D2.y) (a+) = y(a), (n=a),

o 1 ¥ est I'opérateur d'intégration fractionnaire de Hadamard d’ordre n — «
défini dans (2.4).

17



2. Equation différentielles fractionnaires relatives a la dérivée de
Hadamard 18

2.1 Equivalence du probléme différentiel frac-
tionnaire avec une équation intégrale

En utilisant les propriétés des opérateurs d’intégration et de dérivation de
Hadamard donnés par (1.19) on arrive a I’équivalence du probléme (2.1) avec
I’équation intégrale de Volterra (2.4) ci-dessous

Définition 2.1.1 Une fonction y € C_q10g @, D] est dite solution du probléme
(2,1). Si elle satisfait I'équation différontielle (2.1), et les conditions initiales

(2.1),.

Théoréme 2.1.1 soient @« > 0, n = —[—a] et 0 < v < 1. Soit G un sous-
ensemble ouvert de R et soit une fonction f : (a,b] x G — R : f(.,y) €
C,y1og [@, ], pour toute y € G. Siy € Chniog |a,b], alors y satisfait la relation
(2.1) si, et seulement si, y satisfait U'équation intégrale de Volterra.

y(z) = Zm (o6 2) s [ (02) T FEvO G @2 0)

=1
(2.4)
En particulier, si 0 < o £ 1 et y(z) € Ci_qugla,b], alors y(z) satisfait le
probléme de Cauchy suivant

D3y () = [flz,y(2)), (2.5)
(I%) (a+) = beR

si, et seulement si, y(z) satisfait I’équation intégrale suivante

ve) = gy (5) " + 5 [ (e 7) T S @) T 6> ), 29)

Démonstration. Nous allons tout d’abord prouver la nécessité.

Soit y € Cy—a,l0g @, b] une solution du probléeme (2.1).

On a f(.,y) € C,loglay; et la premiére relation probléeme (2.1) signifie que la
dérivée fractionnaire Dg,y € C, 1og/a,8), €t grace a (1.8) on a

D2 flz)=86"(127f) (z), n=—[—q].

Appliquuat Te thcorce 1,81 nowy oblenons

1 (n—7) a TN a—i
D5ye) = v - L s (10g2) 7 w>a) (2)
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et par (1.8) nous aurons

- "R E i o
W@ = (o) (BN @-D0vE). @9
utilisant cette relation et (2.1) I’équation (2.7) peut étre réecrite sous la forme

12,02, y(5) = y() = > ). (109 2)"

—-— OO‘ —_—
jzlf‘(nquLl) ®a
d’ou
ik b TN\ *—J
= 1% D* —__(log=) . .
Vo) = IEDLVE) + 3 r ) (102 %) (2:9)

par le Lemme 1.3.1, I'intégrale I, f (¢,y(t)) (x) € C, 1050, €xiste presque par-
tout.

Appliquant I'opérateur (I§+) aux deux membres de ’équation différentielle
dans (2.1), utilisant (2.9) et (1.5), nous obtenons (2.4) et donc a nécessité est
prouvée.

Démontrons maintenant la suffisance.

Supposons que y(z) € C, og [a, b] satisfait 'équation (2.4). Appliquant 'opé-
rateur D2, , aux deux membres de (2.4), on a d’une part

]

___ %
L'(n J11)

B o

P yfe) = Dy, (( fop - ) ) () + D2, I%, [ (L (0) ().
/

\

Compte tenu de la fomule (1.16) et du Lemme 1.3.2, nous arrivons a I’équation
différentielle du probléme (2.1).

D’autre part, on va montrer que les conditions initiales du probléme (2.1)
sont satisfaites. Pour ceci, on applique I'opérateur D27* (k = 1,...,n) aux deux
membres de (2.4). Sil < k = n— 1, alors ,grace a (1.5) et (1.16) et le théoréme
1.3.1 (avec f (z) est remplacée par f (z,y (z)), on obtient

DEfy(e) = Z—Lﬂsf((logé)“) (@) + DRI, £ (6,0 (2)

=3 _g(l“”f)kﬂ+f‘" J (L y()) ()
T T j11) N Ca o d (L Y(8) (£)-

d’on
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ok N b; e 1 T gkl di
Da.+ky($) = - F(anhl) (loo 5) ($)+M/a (log "t"') f (& y(t) 7
(2.10)

Si k = n, alors on obtient de maniére similaire a (2.10)

Z b; g\ "~ 1 5 xy\ -1 dt
D3 ty(a) = Y =2 — (log %) _[ (10g %) .
a+t y(I) ;P(R_J)l (Oga + (n—l)‘ . Oo t f(tvy(t)) t
(2.11)
Le passage a la limite, quand = — a, dans la derniére relation nous donne la

condition initiale de (2.1), ce qui montre la suffisance, ce qui achéve la démons-
tration du théoréme 2.1.1.

2.2 Existence et unicité de la solution du pro-
bléme de Cauchy

Théoréme 2.2.1 Soient o > 0n = —[—a] et 0 = v < 1. Soit G un sous-
ensemble ouvert de C et soit une fonction f : (a,b] x G — C, telle que pour tout
y € G, f(.,y) € Ciigla,b] et vérifie la condition de Lipschitz suivante :

Il existe une constante positive A > 0 telle que pour tous z € [a,b] et y1,y2 €
(7, on a

If(@,9) floy)l €Ay wl (2.12)
Alors il existe une solution unique y au probléme de Cauchy (2.1) dans I'espace
gn—a,')' [a’7 b]
En particulier, si 0 < @ < 1 et v 2 1 — «a alors il existe une solution unique
y au probléme de Cauchy (2.5) dans 'espace C§, _,, . [a,b].
Démonstration. La preuve est basée sur le Théoréme 2.1.1 et le Théoréme du
point fixe de Banach 1.5.1 dans 'espace Cy,_, ,, [a, 71] qui est un espace métrique
complet avec la distance donnée par

(103 g)n_u 1 (z) — v2 (2)]] -

Choisissons z1 (@ < 21 < b) tel que les inégalités suivantes ont lieu :

d(yl-.yZ) = Hy] = yZHC:S),n—a,T[aab] = max

z€(a,z1]

/. zy\mvie D(1—-)
g 5 (] ) 1, ¥ a
Wy koga I‘(l+a—’y)( , pour ¥ > a
2y _D(1=7)
n = Al —) . v<a
o (oga 1"(1+0z~'}’)<1' pour v = «



2. Equation différentielles fractionnaires relatives a la dérivée de
Hadamard 21

On écrit I’équation (2.4) sous la forme y (z) = (Ty) (z), ou

T @) =)+ 75 [ (oeF) Fev@)

avec

mn b] ( 3: %
D=3 b (1gZ)"
yﬂ() ;P(Of_j‘{‘l) l‘::a
et on applique le Théoréme 1.5.1, pour montrer que, si y € Cp,_410g [@, 1], alors
(T'y) € Crajog [a,21], et pour tous y1,y2 € C_, o¢ [0, 21], 00 2

ITyr — Twalle, . pyiaen) = willn = walle, o porfae)> 0 <ws <1, §=1,2.

Par conséquent, il existe une solution unique y; € C,,—qa10g [, 1] pour I'équation
(2.4) de sorte que

lim ”ym (l) —Y (:’5) ”Cn~n<,}ng{arxl] =0,

m—0oo

ol {Ym >0 €st définit par

(@) =w @+ [ (0g3) 70 (@) 0] S (mew),

[

Considérons l'intervalle [z1,20], 0t 29 — 27 + My, . > 0 tel yue wy < b
En appliquant les mémes arguments de la preuve du théoréme cité dans les
pages 165-182([8]), nous pouvons montrer qu’il existe une solution unique y =
Y7 € Ch—alog [T1, 22| de I'équation intégrale (2.4). En continuant ainsi nous pou-
vons obtenir pour chaque intervalle [zj_;, zx] une solution unique y = y;_, €
Ch—alog [Tk—1, 2] de P'équation intégrale (2.4), k = 1,..,L ol 2 = a < 71 <
... <1 <z = b. Par conséquent, il existe une solution unique y € C'[a, b] de
I’équation intégrale (2.4).

Pour compléter la démonstration du théoréme 2.2.1, en tenant compte de la
définition 1.17, il suffit de prouver que D2,y € C, [a,b]. En vertu de la preuve
ci-dessus, la solution y € C),_, 10¢ (@, D] est la limite de la suite 4, € Cr_a0g [a b,
quand m — 00.

Nous pouvons directement montrer que

Tim ([P (7) = DR ()|, =

et donc D2, y € C, 1oq [a, b]. ceci achéve la démonstration du théoréme 2.2.1.
Considéronss le probléme suivant
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(Dayy) (2) = f(zy(), 0O<asl),a<z<b (2.13)

(%ax"y) (@¥) = 0

L’équation intégrale (2.6) correspondant au probléme (2.13) est de la forme sui-
vante

= F(la)/: (log %)M [ y() %, (z > ). (2.14)

D’apres le Lemme 1.3.1 (@), si f (.,y) € C, 10 [@,b], pour tout y € G, (0 = v < 1),
alors le second membre de (2.14) ainsi que la solution y appartiennent & C,_, [a, ]
pour v > a, et & C [a, b], pour 7 £ a. Ceci est résumé dans le Théoréme suivant :

Théoréme 2.2.2 Soient 0 < aa £ 1 et 0 = v < 1. Soit G un sous-ensemble
ouvert de C et soit une fonction f : (a,b] x G — C, telle que pour tout y €

G, f(9) € Crogla, O]

On suppose que la condition de Lipschitz (2.12) est satisfait.

(a) Si~y > a, alors le probléme de Cauchy (2.13) admet une solution unique
e O .. [0

(b) Si vy £ a, alors le probléeme de Cauchy (2.13) admet une solution unique
y € C3y ., [a,0].

Par analogie, nous pouvons établir le méme résultat pour le probléme suivant
lorsque « > 1

(D29) @) = fley@] (@>1) (215)
(D2 *y) (a+) = eR (k=1,..,n—1; n=—[—a)
by =

En voici un autre résultat intéressant

Théoréme 2.2.3 Soit @ > 1.n — —[—a]. Soil G un sous-ensemnble vuvert de
R et soit une fonction f : {(a,b] x G — R, telle que pour tout y € G, f(..y) €
Ch 1o [0, U] et satisfaite la condition de Lipschitz (2.12). Alors le probléeme de Cau-
chy (2.135) wdinel wie svlulivie wiiyue y € CF [u, U] .

En particulicr, ai f(.,y) C C[a,b], pour tout y C G, alora le probléme dc
Cauchy (2.15) admet une solution unique y € C§ [a, b].
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2.3 Probléme de Cauchy pondéré

Considérons le probléme différentiel fractionnaire non linéaire pondéré sui-
vant :

(D2y) (z) = flo,y(@)), a<z<b 0<a<l, (2.16)
lim {(log g) 1ﬂly(:r:)] = & ¢EeR

T—a+
Si 0 < a < 1, alors les résultats du Théoréme 2.2.1 restent aussi vrais pour le
probléeme (2.16)

Théoréme 2.3.1 Soient 0 < o < 1 et -y tels que v 2 1 — «. Soit G un sous-
ensemble ouvert de R. Soit une fonction f : (a,b] x G — R, telle que pour tout
y € G, f(..y) € Cyioga,b], et elle satisfait la condition de Lipschitz (2.12). Alors
il existe une solution unique y pour le probléme de Cauchy pondéré (2.16) dans
[a,b].

? (23
Uespace Cf_, .,

Considérons le probléme de Cauchy pondéré avec limite nulle suivante :

(D2 y)(z) = flzy(@), a<z<b 0<a<l, (2.17)

=
lim [(log —) gl = 0
=il (1 .

Le 'I'héoréme suivant assure 'existence et 'unicité de la solution du le probléme
de Cauchy pondéré (2.17).

Théoréme 2.3.2 Soient 0 < a < 1 et 0 £ v < 1. Soit G un sous-ensemble
ouvert de R.Soit une fonction f : (a,b] x G — R, telle que pour tout y € G,
F(.y) € Cluogla,b] et elle satisfait la condition de Lipschitz (2.12).

(a) Si~ > a, alors le probléme de Cauchy pondéré (2.17) admet une solution
unique y € C3._,, . [a,b].

(b) Si~y < a, alors le probléme de Cauchy pondéré (2.17) admet une solution
unique y € Cg ., [a, ]

(c) En particulier, si f (.,y) € C [a, b], pour tout y € G, alors le probléeme de
Canchy pondéré (2.17) admet nme solution imique y € Cy [a, b]

Les résultats cl-dessus peuvent étre étendus 4 I'équation sulvante qud est plus
générale que celle du probléme (2.1) :

(Doyy) (=) = flzy (@), (DRy) (&), - (Daty) ()] (2.18)
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Théoréme 2.3.3 Soient a > 0.n = —|[—a| et 0= vy <1 tels quey 2 n — a.
Sotentl € N\ {1} eta; > 0, (j =1, ...,1). Soit G sous un sous-ensemble ouvert de
R, et soit une fonction f : (a,b] x G — R, telle que pour tout (y,y1, ...,y € G,
Flz,y,m, 9] € Cyaog la,b] et vérifie la condition de Lipschitz suivante :

1l existe une constante A; > 0 telle que pour tous z € [a, b] et (vg, .-, 1), (Yo, ---,

G, on a

17 [z, (01, ) (2)] = f [, (Yo, -, 1) (2)]] £ Ay {Z ly; = le] - (219)
=0

Alors, il existe une solution unique y € e [a, b] satisfait I'équation différen-
tielle fractionnaire (2.18) assujettie aux conditions initiales comme celles dans
(I

En particulier, si 0 < o £ 1 et v 2 n — a, alors il existe une solution unique
y € Cf_, . [a,b] du probleme de Cauchy associé & I’équation (2.18) avec les
conditins initiales

(J5%) (a+) = beR

l—a
et lim [(log 2) y(a:)} = ceR
Théoréme 2.3.4 Soit o > 0 et 0 £ v < l.et soit | € N*\ {1} et o; > 0,
(j=1,...,0).50it G un sous-ensemble ouvert de R™! et soit une fonction f
(a,b]xG — R, telle que pour tout (y, y1, ..., %) € G, fz,¥,¥1, -, 1] € Cr10g [@, ]
et la condition de Lipschitz (2.19) est satisfaite.

(a) Si0 < a = lety > o, alors il existe une solution unique y € C3,_, . [a, 1]
pour le probléme de Cauchy de I'équation (2.18) avec les conditions initiales

(72:%) (a+) = 0 (2:20)
et lim {(logg)l_ay(m)] = 0.

I—a

(b) Si0<a=1ety= a, alors il existe une solution unique y € Cg;, , [a,b]
pour le probléme de Cauchy de I'équation (2.18) avec les conditions initiales
(2.20).

(¢) Sia > 1, n = —[—a], alors le probléme de Cauchy associé 4 1'équation
(2.18) avec les conditions initiales
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(D2*y) (a+) = b, b eC(k=1,...,n—1) o (2.21)
by = 0

admet une solution unique y € C¢ [a, b].

(d) En particulier, Si pour tout (y, %1, ..., w) € G, f 2,9, Y1, -, Y] € Coiog [@. b],alors
les problémes de Cauchy de (a) & (c) admettent une solution unique y € C§ [a, b].

Des théorémes 2.2.1 & 2.3.4 nous pouvons obtenir des résultats correspondant
aux problémes de Cauchy relatifs aux équations différentielles linéaires fraction-
naires. A titre d’exemple, d’aprés le théoréme 2.3.3 nous déduisons le résultat

suivant :
Soient & > 1, n = —[—a], et 0 £ v < 1 tels que v 2 n— a. Soient [ € N\ {1}
et a; >0 (j=1,...,1) tels que les conditions dans (2.22)

O=p<o<..<op <o (2.22)
sont satisfaites, et soit a; (z) € C'la,b], (j =1,...,1) et g (z) € CF),4 [a, D).
Alors le probléme de Cauchy relatif 4 ’équation différentielle hneaire d’ordre
o suivant

!
Dy) (2) + )4, (2) (Dy) (2) + a0 (2)y (2) = g (2), = > @
i=1
avec conditions initiales comme celles du probléme (2.1) admet une solution
unique y dans l'espace Uy, . |a, b].
En particulier, il existe une solution unique y € Cg,_,, - [a,b] au probléme de
Cauchy suivant

(D2,9) (@) + 3 (@ - )% (D2y) (@) + X @ — )P y(2) = g(@) (&> a)

(D& *y) (a+) = b, b €R, k=1,..,n
on\, ¢ Retf, 20(j=1.1)

Exemple 2.3.1 Considérons ['équation difféntielle fractionnaire non linéaire
non homogéne suivante d’ordre o > (

(D2, y) (z) = A(logg)’jy""(x) (z>a;m>0;m#1) (2.23)

4

avec, 8 € R, (A # 0). Compte tenu de (1.13), il est facile de vérifier que,si la
condition ((8+ a) /(1 —m)) > —1 et satisfaite, alors 'équation (2.23) a pour
une solution explicite
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Hadamard 26
/(m—1)
FEesg T z\ (B+1)/(m-1)
gy | A T (10g%) . 2.24
y(z) LP@E%+U CF (2.24)
Soit
_ B+ma _B+a
Al R M da e (2.25)
La solution ci dessus y vérifie
Y€ Cialab], sil<y—a<]l, (2.26)
et on a
y€Clabl, siy—as0. (2.27)
Dans ce cas, le membre de droite de 'équation (2.23) prend forme
m/(m—1)
T (B+& + 1) T (B+am)/(1—m)
@y =2 [ LG D 1T g 2y e

La fonction f € C, [a,b],si0 <y <1, et f € Cla,b], si v £ 0. Par ailleurs,

6’ ,
Feid a8, 612 saf P 2 q 2.29
b
m—1
et
fECMﬂ,mq=5+mf§L (2.30)

En vertu des conditions (2.25), les cas suivants sont possibles pour les espaces
appropriés de f et celui de la solution :

(a)-(2.29) et (2.26),

(b)-(2.29) et (2.27),

(c)-(2.30) et (2.27).

On pent. directement. virifier que (2 24) est 1a. solution explicite du probléme
de Cauchy suivant :

8
(My) (v) = \OOBZ) y™ () (2.31)
(Jor%y) (a+) = 0, (D<a<l).

Par ailleurs, en remarquant que la condition de Lipcshitz (2.12) est satisfaite,
dés que 8+ (m — 1)w = 0, alors, nous pouvons établir 'unicité de la solution de
(2.31)et ce, en combinant entre les divers exposants intervenant dans le probléme.



Chapitre 3

Systéme couplé d’équations
différentielles fractionnaires

Dans ce chapitre, nous étudions un problémes aux limites couplé différen-
tielles fractionnaires non linéaires relativement a la dérivée fractionnaire de Ha-
damard .

3.1 Exemples d’applications des systémes frac-
tionnaires

Les systemes [ractionnaires apparaissent fréquemment dans les differents do-
maines d’apllications. Toutefois, 'intérét progressif que 'on porte & ces systémes
et les applications en scienses de l'ingénieur reste encore un peu modeste.

3.1.1 Automatique

FEn automatique, peu d’auteurs on utilisé des lois de commande introduisant
des dérivées fractionnaires. Podlubny a montré que la meilleure méthode pour as-
surer un contréle efficace des systémees fractionnaires est I'utilisation de contro-
leurs fractionnaires. Le groupe CRONE, fondé par Oustaloup dans les années
70, a appliqué ces méthodes & de nombreux systémes industriels : spectroscope,
suspension de voitures, robot-cueilleur, charrue éléctro-hydrolique, batterie pour
voitures, etc.

3.1.2 Electricité

Gréace a des expérimentales, Schmidt et Drumheller ont montré que le courant
gui traverse un condensateur est proportionnel & la dérivée non entitre de la
tension.

27
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3.1.3 Diffusion de la chaleur

L’exemple le plus simple de systéme fractionnaire est I’équation de la chaleur
4 une dimention spatiale, commandée aux bords En opérant un bon choix de
la variable de sortie, nous obtenons un dérivateur d’ordre 1/2. A partir de ce
transfert, il n’est pas compliqué de construire un systéme physique idéalisé qui
représnte un transfert fractionnaire propre, i savoir un transfert d’ordre deux
avec une dérivation d’ordre 3/2.

3.1.4 Acoustique

Pour certains instruments de musique & vent les pertes visco-thermiques
peuvent étre modélisées efficacement & ’aide de dérivées fractionaires tempo-
relles.

3.2 Solution positives d’un systéme différentiel
fractionnaire singulier

Considérons le systemes d’équations différentielles fractionnaires non-linéaires
défini par

Deu(t)+ Af (t,u(t),v(t))=0,t€(1,e),A >0
D% (t) + Ag (t,u(t), v(t) — O,
u (1) =D (1)=0,0<j<n-2
w(e) = ft f; 1 (s) %, vie)=wv ff u(s) Li—“
ot D®, D? représentent les dérivées fractionnaires de Hadamard d’ordre o, 3 €
[n—1,n] et n > 3, \ pu,v sont trois parameétres avec 0 < u < 5,0 < v < a,
et f,g deux fonctions continues qui peuvent étre éventuellement singuliéres en
t=lett=e.
Nous commencons par le lemme suivant :

(3.1)

Lemme 3.2.1 Soient z,y € C'[0.1] deus fonctions données.La solution (u,v) du
probléme aux limites suivant :

Dou(t) +z(t) =0, t€ (1,e), A>0
DPu (t) +y(t) = 0,

v (1) — o) —-0,0<j<n-2 (3.2)
Lu(e)= ,uff'u(s) ";—s, v(e) = z/fleu(s)%.
peut &fre représentée comme suit -
u(t) = [£ G (t,8) Xds + £ Hy (2, 5) ¥2ds (3.3)
o(t) = [ G (t,5) E2ds + [T Hy (t, s) ¥2ds '
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ol

pa (logt)* ™ (1 —logs)’ ' log s
(aB — )T (a) ’

va (logt)?™ (1 —log s)* 'log s
al (a) ’

Hi(t,s) =

H2 (t, S) =

et Gy (t,s),Ga (¢, s) sont données par

(af—p)l(@) Vi
(log)*~ " (1—log s) (aﬁf,twwt,r.wlogS)’ pourl <t<s<e

llogt)™ ! (1-log s)" ! (appuviyviogs) _ Qog/s)®™ 0] < s <<
(¢,5)
(af=p)T(a)

(3.6)

(%ﬁlw)l“(ﬁ)ﬁ " r'(5)
(logt) (1— l(cf;)ﬂv) C(lg) ,Lll/*,LLUIO‘TS) . pour 1<t<s<e

(log )8~ (1—log 5)° ~* (af—pw+pv log 5) (log[t/‘s))ﬁ_l, pour 1 <s<t<e
Ga (t,s)

(3.7)
Démonstration. Soit (u,v) la solution du systéme différentiel (3.2) que nous
pouvons écrire sous la forme d’équations intégrales de la forme

at) = o (logt)™ L 12 (log t)‘_2 Fiwe By (log )™ (3.8)
s
——)-/ (log ) z (s) = (3.9)
v(t) = co1(log t)ﬁ_l + ¢23 (log t)ﬁ‘”z + ... + can (log t)ﬁ_”

_ﬁ[ (IDgE)a_lm(s) % (3.10)

Pour DJu (0) = Div(0),0 < j < n—2, on aura ¢in = Cin—1) = cio = 0, (i = 1,2).
Mows ¢n déduivons gue

4 B i iaae d
u(t) = ¢11 (logt)®™ — T /1 (log ;) z (s) ?S, (3.11]
. - g1 1 i '{1 ],)n*—1 ils
v(t) = co1 (logt) —ml (.og; :U(SJ—‘;

En utilisant les conditions aux limites u (e) = x [ v(s)%, v(e) = v [fu(s)®
dans (3.11) on obtient
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& = ,uje v(.s il f &f)—m (s) ﬁ, (3.12)

S

e 5 e —lo S3—1
c21:1//; u(s)d?+fl %y(s)fﬂf

En combinant (3.11) et (3.12) on aura

u(t) = (logt)*™* (,M j:EU(S)% +/1f= %x (s) cis) (3.13)

_ﬁ[ (log é) ailx(s) % (3.14)

u(t) = (logt)®™ v/fu(s)% -I—]L_;%m (s)ﬁ

S

_ﬁ[ (log E)Hy(s) 2 (3.15)

Intégrant les équations (3.13), on trouve

/e " / [(Iogt)a_l (1 fy vls)% + i u=ies 2 (s) ds)]dt
u(t) = =
1 1 ﬁ Ji (log £)*" Yo (9) % t

e ds ©(1—1logs)* *logs
= Oéfl v(s) . +./1 o z(s)ds.

e (1-logs)®1 s
e e r(logt)? ! ( v [ u(s )és e ol bolesl IUB)) y(s) %) dt
U(t) - = l 1 ‘ T
. g Ji (ogl) wis) g
(1-— locr s)’9 :
oy / PRl T Ol
Lu révolution du gystéme cnr [u(s)® ot ] ¥, noma donne

1
e (1-logs)® !logs )ds

"
w3 0B (ol T arE
/ u(s ) T af— (+ I8 M$(S)%)v (3.16)

ol'(a)
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v 1-logs)® 'l ;
f "= B (s DR )¢
N,

La combinisons des équations (3.11), (3.12) et (3.16), nous permet d’voir les
expresions de u(t) et v(t) :

t)—fl Gi (t,5) Z2ds + 7 H; (t,5) ¥ds
= [[Gi(t,s) I(:)ds + [; H1 (t,s) yf: ds.

ce qui achéve la démonstration du lemme.
Nous allons maintenant nous intéresser aux propriétés de la fonction de Green
G(t,s) = (G1(t,s); G2 (t,s)) du probléme aux limites (3.1). Nous avons

3.2.1 Propiétés de la fonction de Green G (t, s)

Comme les fonctions de Green interviennent dans la résolution explicite des
problémes aux limites classiques, nous les recontrerons aussi dans les problémes
aux limites fractionnaires.

En utilisant le lemme 3.2.1, nous voyons que le systéme (3.1) est équivalent
aux deux équations intégrales suivantes :

[ u(t) =2 (f 1, )f('? “(5) v(s) ‘:f | fy Hi(ts) g (s,u(s), v(s );))
L ‘U(L):A(Jl Gz(L (), v(s) "'—|—f1 Hy (L 5)9(5 w(s),v(s )ﬁ))

Nous énoncgons quelques propriétés satisfaites par les fonctions Gy, Gy, Hiet H,.

On a

Lemme 3.2.2 pour t,s € [L,e|, les fonctions G (t,s) et Hy (t,s) définies par
(3.4),(3.6) satisfait

A max {(aff — ) (o = 1) + v, af}
(@B — )T (B) (logt)™ py(s) < Gift,s) < (Gl — i) T ) p1(8)
% af

(logt)* " py(s) < Hift,s) <

(@B — )T (8) @B= )T

G (t.5) < wax {(af — pv) (@ — 1) + pr, af}
= (@6~ wT (@)

af
(aB — )T (B)

(logt)*™"

H (t,3) < (logt)"‘fl
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ol
p1(s)=(1-log 5)071 logs, py(s)=(1—log S)ﬁ_l log s
De méme, nous avons

Lemme 3.2.3 Pourt,s € [1,¢|, les fonctions G (t,s) et Hy (t,s) définies par
(3.5),(3.7) satisfont

pv VRN o < max{(aB—p) (B-1) +pv,af}
(@B — )T (B) (logt)™ " py(s) < G2(t,s) < (@f — w)T (@) pa (s)
pv af

(logt)™™ pr(s) < Ha(ts) < (aff — )T (Q)Pl (s)

max {(af — ) (@ — 1) + pv, a8}
(aff — ) T (B)

af
(af — )T ()
D’apreés les lemmes3.2.2 et 3.2.3, pour ¢,s € [1,¢e], on a

(log ¢)°~

=
0
A

H, (¢,5) < (logt)?~!

Gi (t,5) < bpy (s), Gi(t,s) <blogt)* ™,
Hiy (t,5) < bpy(s).

a(logt)*™' p; ()
a(logt)* ™ p, (s)

Par ailleurs,

b(log?)* ™", a(logt)’ " p, (s) < Ga(t,s) < bpy(s),
b(logt)®!,

Hi (t,s)

<
Gy (t,s) <

a (log t)571 p(8) < Ha(t,8) <bp; (), Ha(t,8) <b (logt)’g_1 ;

ol
Body Math
B v
"~ (af — w)max {T (o) ,T(B)}
— {““ﬂ{(uﬁ — ) (w—1) + pv,uf} wax {(wl — p) (8 —1) + pv, uﬁ}}
(@B — )T (a) ’ (a8 — w) T (B)
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3.2.2 Reésultat d’existense et unicité

Dans le reste de ce chapitre nous proposons les hypothéses suivantes :
(Hy) f (t,u,v),9 (%, u,v) € C((1,e) x [0, +00[x[0, +o0[; R) ; de plus, il existe
deux fonctions g1 (¢), g2 (t) € L* ([1,¢€], [0, +00]) telles que

—q () < f(t,u,v), —gq(t) <g(t,u,v), pour tous t € (1,e),u,v > 0.

(H) f(tuv),g(tu,v) € C((1,e) x [0, +oo[x[0, +00o[;R), f,g peuvent
étre singuliéres en ¢ = 1 ou e; de plus, il existe deux fonctions g (), g2 (t) €
L ([1, €] ; [0, +00]) telles que

—q1 (1) < f(t,uw,v), —qa(t) <g(t,u,v), pour toust € (1,€),u,v > 0.

(Ha)
f(t,0,0) > 0 et g(£,0,0) >0, pourt € [1,¢].

(Hj3) il existe [01,05] C (1,e) tel que

; t
lim inf min M =400, et lim inf min M = 400
umteo  teffif] U v—+too  t€[fi82] v
(H3) il existe [A1,fa] C (1,¢) tel que
L v g(t, uy v
lim inf min fhwe) +oo, et lim inf min git:10) = 400
v—+400 te(f1.02] v e t€[61.62] -

pe ()€ () dys < +0,(i = 1,2),, [ py (5) f (5,1, ) dys < +o0,

(Hy)

r—‘L_.mm

[ A
[ ps(s) g (s,u,v)dys < +o0, pour tous u,v € [0,m], ot m est une constante

1
strictement positive.

L’alternative non linéaire de Leray-Scauder et le théoréme du point fixe Guo-
Krasnoselskii joueront un réle remarquable dans notre prochaine analyse. Nous

avomns

Théoréme 3.2.1 [Leray-Schauder] : Soit X un espase de Banac, avec Q C X
conveze et fermé. Supposons U est un sous-ensemble ouvert de Q avec 0 € U, et
- soit S : U — Q une application continue et compacte. Alors, ou bien

(a) 5 a un pomt hxe dans U, ou bien
(b) 1l existe u € AU et A € (0,1), avec u = ASu.
et,
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Théoréme 3.2.2 [Guo-Krasnoselskii] : Soit X un espace Banach ,et soit p CX
un céne dans X. Supposons §2q, s sont deux ouverts de X avec 0 € ; C Oy C
23, et soit s : p — p un opérateur complatement continue tel que, ou bien

(a) |Sw|| < ||w|, w € pNdy, ||Sw| > ||w|, w € pNIQs, ou bien

(b) [[Sw = [lw]l, w € pndQy, ||Sw]| < [|w], w € pNOQy,

Alors S a un point fixe dans p N (Q2\2)).

Nous avons ce premier résultat d’existence et d’unicité :
Lemme 3.2.4 Supposons les conditions (H;) ou (H;) sont vérifiées, le probléme
auz limites

*D&wl (t) = Aql (t)j—D'sng (t) = /\q2 (t) tc (1,6), )\ > 0
WP (1) =wd (1)=0,0<j<n—1
wie)=pffws(s)E, wale) =v [[wi(s)L,

a une solution unique

() = A (J5 G (t5) 22 + [ Ha (1, 5) s

’ . (3.17)
wy (8) = A ([ Ga (t,5) 29ds + [ Hy (t, 5) 2ds
qui satisfait
{ 1 (1) < Ab(logt)*™ ff a(s)+q(s)E, tel,e, (3.18)
ws (1) < Ab(logt)*~ o i (s + ¢z (s)) & d“ . tEe(l ¢ )
On obtient, I'espace de Banach (E = [1,¢], ||.||;) muni de la norme
1(w, 0)lly = llull + ol Null = max [u(®)], [Jv]] = max [o(t)], ¥V (v,v) € E
t€(l,e] te[l,e]

D’autre part, soit le cone p de F

p={(v,v) € E:u(t) 2 wlogt)*™ ||ull, v(t) = w(logt)”™ |[v]|},

pour 0 <w=ua/b< 1
Considérons le probléme aux limites suivantes :

D%z (f) + )\(f (tn [I(t) — W (t)] [ ( )70}2 (t)] )+ A1 (T)) = O: A > O’ te (1:6)1 (319)
DPy(t) + A (g (t, [2(t) — w1 ()7, ly(t) — w2 ()" )+Qz (#)) = 0, A>0,te (),
W) = yP(1)=0,0<j<n—1,

Y & S
we) = p yla) (.20)
1 5

yle) = “U/leac(.s)ﬁ (3.21)

S
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ot la fonction modifiée [z()]" est définie, pour tout z € C [1;¢], par [2(¢)]" = z(t),
si z(t) 2 0, et [2(¢)]" =0, si z(¢) < 0.
Commencons tout d’abord par donner la définition d’une solution positive :

Définition 3.2.1 Une solution (u,v) du probléme aux limites (3.1) est dite po-
sitives si elle verifie u(t) > wy (t) et v(t) > ws (t), pour tout t € (1,¢).

Nous avons

Lemme 3.2.5 Si (z,y) € C[l,e] x C[1,€] avec z(t) > w; (t) et y(t) > wsy (t),
pour tout t € (1,e), est la solution positive du probléme singulier (3.19), alors
(z — wy,y — wa) est utilisant une solution positive de systéme (3.1).

En utilisant le lemme 3.2.1, le systéme (3.19) est équivalent a
u(t) = A [y Gi(t,8) (f (s, [2(s) —wi ()], [y (s) —wa(s)])an (£)) &
+)\f1 Ul (t,5) (g (s, [2(s) —wi(s)]", [y(s) — wa (s)]') + w2 (i%]) e

= i [ Ga(t,S)(f( () e ()], Ty (s) —wals
+)\f1 H2 t;s) (g (s, [z(s) —wi(s)]", [y(s) —wa(s

Par une solution du systéme singulier (3.19), on entend une solution du systéme
d’équation intégrales (3.22). On définit un opérateur T : p — p

T(z,y) = (T1 (z,9) , T2 (z,9)),

ot les opérateurs T} : p —C'[1,¢], (i = 1,2) sont définis par

Ty @) () =2 [ 61 (1:5) (£ (5,[a(9) — 1 (O [0(5) =2 (O + () 2

2 / H (45) (9 5. [n() — n ()", [(s) —wn () + ) D, 1€ 1,0l

26,9 (0) = A | Ga(t,s) (f (5 a(s) = w1 6], [(9) — 2 (9)) + 0 () 2

¢ V1% . ds
o [ Ha(t,9) (g5, [009) a0, (o) —a () + () 2, v 1,e],
J1 &
il est clair que,si (z;y) € p est un point fixe de 7', alors (z;y) est une solution
du systéme (3.19). Nous avons ce résultat ;

Lemme 3.2.6 Supposons que l'une des conditions (I )ou (H;) o lieu, alors
T :p —p est un opérateur complétement continu.
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3.2.3 Reésultats principaux

Théoréme 3.2.3 Supposons que (Hy) et (Hz) sont vérifiées. Alors il existe une
constante X, > 0 telle que le probléme aux limites (3.1) a au moins une solution
positive pour tout 0 < A < A,.

Démonstration. Soient § € (0,1) et 0 < € < 1 tels que

F(t,u,v) > 8F(1,0,0) et g(t,u,v) = 3g(t,0,0), pour 1<t < e, 0 < u,v < €.
(5:23)

En posant

fleg=_ max {f(tuv)+a(t)},g(e)= _ max {g(t,u,v)+g{)},

1<t<e,0<u,v<le 1<t<e,0<u,v<e

P LR L e T thagieg

et ¢; = [ bp; (s) % (i = 1,2), on obtient
g(2)

/() = 400, et lim ——= = +o0.
z—0 2z z—0 z

Supposons que 0 < A < ¢/ (8ch (€)) = A.Pour ¢ = max(c;,ca) et h(e) =
max (h (€) 5 ()

nous avons

h( h
—(z) =400 et —EE) < 8:’)\’

Soient

U = {(’U.,U) € PH(UU)Hl < RO}: (’LL,’U) € 8U
et 8 € (0,1) de maniére que (u,v) = 67 (u,v), autrement dit,
u =0Ty (u,v), v="0T,(u,v)
Nous affirmons que

I, v)ll; # Rao

En eftet,pour (z,y) € OU et ||(u,v)|, — L, nous avons
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ut) = T ) O <A [ b () ST R +x [ 00109 Zg (R)
< 2cAh(Ry).

Nous avons de méme

v(t) = 6Ty (u,v) (t) < 2chh (Ro) . (3.24)
1l en résulte que Ry = ||(u,v)||; < 4cAh (Ry), d’ou

h (Ro) - - 1 h(R)
Ry T 4Xxc 8 Ry’
ce qui implique que |[(u,v)|; # Ro. En vertu de l’alternative non linéaire de
Leray-Schauder, T' a un point fixe (u,v) € U. De plus, la combinaison (3.23) —
(3.24) et Ir fait que Ry < €, nous donnent

ut)) = [ G169 (7 (5, u(s) G, () = wn (O)) +an () 2

A / L (5,5) (9 (5, [u(s) — n(5)], [ols) ~ 2 (5)) + 02 (0) 2

= ds P ds
2 )\/ G (t,s)q (s) ) +f Hi(t,s)go(s) — =wi(t). t € [1,€],
i} 1 5
et de méme, nous avons

v(t) Zwa(t), t€[l,¢.

Par conséquent, T" a un point fixe positif (1, v) tel que ||(u,v)||, < Ry < L.

Soit z(t) = u(t) —wi(t) = 0et y(t) = u(t) —w2(t) > 0. Alors (z,y) est
une solution positive sur (1,e) du probléme aux limites (3.1). Ce qu’il fallait
démontrer.

1) Supposons que (H) et (H3) — (Hy) sont satisfaites,alors il existe une
constante . > 0 telle que le probléme aux limites (3.1) a au moins une solution
positive pour tout 0 < A < A,.

2) Supposons que (H7),(Hs) et (Hy) sont satisfaites, alors il existe une
constante A, > 0 telle que le probléme aux limites (3.1) a au moins une so-
lution positive pour tout 0 < A < A,.

3) Supposons que (H;)-(H3) ont lieu, alors le probléme aux limites (3.1)
admet au moins une solution positive pour chaque A > 0.

4) Supposons que (11,)-(14,) et (L15) ont hicu, alors lc probléme aux Lutes
(3.1) admet au moins une solution positive pour tout A > 0 suffisamment petit.

Nous concluons ce chapitre par ces deux exemples illustratifs :
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3.3 Exemples

Exemple 3.3.1 Considérons le systéme couplé d’équations différentielles frac-
tronnaires (relativement a la dérivée de Hadamard) suivant :

1
D lt) 4 A | whf = 0, t€(l,e},A>0, (3.25)
(1—logt) Iogt
1
Doy (t) + A |+ sin (27u) | = 0, t€ (1,e),A >0,
(1 —logt)logt
u? (1) = W (1)=0,0<j<n-1,
© d:
u(e) = ,u] ’U—s, (3.26)
-
. g
v(e) = ’U/ u—s, (3.27)
i B

ot a,b > 1. Alors, si A > 0 est suffisamment petit, (3.25) a une solution positive
(u,v) avec u > 0,v > 0 pour ¢ € (1,e).
Nous avons ici

1
fltoun) = u*+ — . cos (27n)
V(1 = logt)logt |
-
tu,v) = v+ sin (27v
9l ) (1 —logt)logt S
2 .
% (t) = q(t) = , i=1,2,

(1 —logt)logt

Il est clair que, pour t € (1,¢), on a

1
(L, u,v) +4q(t) = u*+ >0
fitwv) + oft) /(1 —logt)logt
1
tou,v) +q(t) > P+ >0
glt.wv) +(t) (1 —logt)logt
L4 t,u,
i ), o e o i O e 00,02 = (1,¢)
U—00 U u—00 v

pour u,v > 0. Ainsi les hypotheses (H]) et (Hs) — (H,) sont vérifées.
u? 2 ds Jbé'T . :
Soit r = £ [f——=E__2 = et Ry = 1+ r. Nous pouvons établir

4/ (1-logt)logt @

I’éstimation
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e / 2 ds -
R = f bpy (s) | , max f(s,u,v) + =
1 <uw<Ry (1 —logt)logt ) s

| /e bpy (s) | max  g( )+ = s
+ S, U,V =
i P2 0<uwshy 7 V(1 —logt)logt ) s

< b(R}+ R +6m).

Soit , .
A= 1, —(R+1 —
mm{,2( +1) ,27"},
Maintenant, si A < A*,alors d’aprés la Remaque3.2.1 1) le probléme (3.25) a une

solution positive (u,v) avec ||u| > 1 et ||v|| > 1.

Exemple 3.3.2 Considérons le systéme couplé d’équations différentielles frac-
tionnaires (relativement a la dérivée de Hadamard) suivant :

D%y (t) + A(v* +cos(27)) = 0, te(1,e),A >0, (3.28)
D (t) + A (u* +cos(2mu)) = 0, t€ (1,e),A >0,
u'? (1] = v (L=, 0232 n~2

e d € d
ule) = ,u/ U—S, v(e) =’U/ u—s, (3.29)
i & ¥ 8

ot a,b>1.Si) > 0 est suffisamment petit, alors (3.28) a deux solutions positives
(w1, v1), (ug, va) avec u; (t) > 0,v; (t) > 0 pour t € (1,e),i=1,2.
Pour (3.28), nous avons

ft,u,v) = v* + cos (27mv) , g(t,u,v) = u® + cos (27u), ¢ (t) = @2 (£) = q(t) = 2

Il est clair que,

flt,u,v) +q(t) > u*+1>0, glt,u,v) +q(t) >u®+1>0, pourt € (1,e),

(R .90
lim infM = 400, lim infM =400, t € [61,0:) C (1,€),
V=00 v U—00
por w2 N Tt f(\)‘.‘n,l"l) — g(fj'l—l,{.]) - | B 'I']J e LE llir‘] Ansi Tes

hypothéses (/1) — (H,) sont satisfaites.
Soient é = 1/2 et € =1/8, ¢g = max {ff bp; (s) %, I bpy (s) %}
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flo = max {flt,uv)+e (D)} <8°+3
gle) = max {g(t,u,v) + es ()} <8 %+3

1<t<e,0<u,v<e
h(e) = max(f(e),g(e)).
Alors

€ i 1 1
Scoh (€) = Gdeg (1+3) 256y

Soit A, = “25117:0‘ Maintenant, si A < A, alors le Théoréme 3.2.3 et la Remarque
3.2.3 entrainent que (3.28) a une solution positive (u1,v;) avec ||ui|| < 1/8 et
o]l < 1/8.

¢ ds [€ ds
B /1 bpy (s) (ogrfgéc& f(t,u,v) + 2) S+/1 bp, () (0%}32[1{1 g(t,u,v)+ 2) e

et

L= min{l, 121 PRy, %}

Compte tenu de la Remarque 3.2.3 2), si A < A", alors (3.28) admet une solu-
tion positive (ug,v2) avec ||usf| > 1 et ||vg]| > 1. Comme toutes les conditions
Remarque 3.2.3 4) sont satisfaites si A < min (A, A¥), alors le systéme couplé
(3.28) posséde deux solutions (ug,v1) et (ug, va) avec u; () > 0 et v; (¢) > 0, pour
te(le),i=12



Conclusion générale

Aprés avoir rappelé certaines propriétés des dérivées fractionnsires de Hada-
mard, nous avons étudié des problémes de Cauchy relativement & la dérivée de
Hadamard.

Nous avons ainsi établi griace au principe de contraction de Banach I'existence
et I'unicité de la solution de tels problémes. Par ailleurs, nous avons étudié la
positivité de la solution d'un systéme d’équations différentielles couplé relative-
ment & la dérivée de Hadamard.En utilisant le Théoréme de Krasnoselskii nous
avens pu établir sous des hypothése appropiées la positivité de la solution de ce
systéme.

Enfin, nous avons présenté deux exemples qui illustrent et valident les ré-
sultats de positivité des solutions des deux systémes d’équations différentielles

couplés étudiés.
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