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néenmé

Dans ce travail, an étudié un probléme mixte avec une condition du type mixte.

Ces problemes peuvent étre rencontrés en théorie de la conduction thermique, semi-

plasmas, mémoire des matériaux et dynamique de populations etc - - - .

Pour cette probléme, on examinc la stabilité conditionnelle de la solution zéro d™un probléme
mixte.

La méthode utilisé est la méthode de I’énergie pour étudier la stabilité conditionnelle de la

solution.
Nous appliquons aussi la méthode de I'équilibre harmonique, cette méthode fournit une
différentielles.

Mots Clés :

la méthode de I'équilibre harmonique, la méthode de Iénergie, la stabilité de la solution.




Ahstract

In this work, we study a mixed problem with a condition of mixed type.

These problems may be encountered in the theory of thermo conduction, semiconductors,
electrochemistry, heat transfer, elasticity, thermo-elasticity, plasma physics, memory materials
and population dynamics etc - - - .

For this problem, we examines the conditional stability of the zero solution of a mixed
problem .

The method used is the energy method to study the stability of the solution.

We also apply the method of harmonic balance, this methode provides a general technique

to calculate approximations of periodic solutions of differntial equations.

Key Words :

The method of harmonic balance, the energy method, the stability of the solution.
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chapitre 0

Dans la présente mémoire, nous donnons un développement important de la méthode la
méthode d’équilibrage harmonique & des problémes classiques. Elle comporte des résultats intéressants
et originaux.

La mémoire est composée d’une inlroduction el de trois chapitres. Le prewier chiapitre esi un

rappel de certaines notions préliminaires utiles par la suite.

Au second chapitre, nous présentons la méthodologie pour la procédure d’équilibre harmo-
nique directe et démontrons son utilisation en Pappliquant & un exemple d’oscillateurs TNL
dans.

En suit en appliquant un exemple sur une formulation raisonnable de mise en équilibre d’har-
monie, dans lequel oscillateur TINL est des approximations de leurs solutions périodiques cal-
culées.

Finalement, nous faisons des commentaires généraux ct donnons un résumé des caractéristiques
principales et des conclusions atteintes dans ce chapitre

Dans le troisiéme chapitre, nous examinons la stabilité conditionnelle de la solution zéro
d'un probléme mixte. Nous appliquons la méthode de 'énergie pour étudier la stabilité de la

solution d’ un probléme aux limites avec condition initiale, et nous appliquons aussi la méthode

déquilibrage harmonigue.



Table des matieres

La méthode d’équilibrage harmonique a été étudiée par D.W. Jordan, P.Smith [10], E.R. Mickens
[12], laquelle a [ournil une technique générale pour le calcul des approximations des solutions
périodiques des équations différentielles. Elle correspond & une série de Fourier tronquée et per-
met la détermination systématique des coefficients des différentes harmoniques et la fréquence

angulaire.




Chapitre 1
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On considére un systéme non linéaire non autonome de la forme suivante :

Uy = f(t: U'(t)) *
avec

f:R"xR* > R"

une fonction continue en t, localement lipschitzienne en u et telle que
0 =0

pour tout t 2 0,de sorte que Vorigine soit un point d’équilibre. On désigne tout an Tong de ce
mémorre la condition mitiale u(ts) par ug. Le paragraphe suivant est dédié a la définition de

quelques concepts fondamentaux de stabilité.

On dit que u = 0 est un point d’équilibre stable, si
Ve 2o 0,V 20,38 — 3(ty, ) >+ 0,

telque ||lunll < 0 = |jult)|| < €, ¥t > o,

En d’autres termes, pour tout t > t, une petite perturbation de la condition initiale ug autour
de Porigine donne nassance a une solution u{t) qui reste proche de Vongine. Notons bien que

la stabilité du systeme n’implique pas la convergence des solutions vers l'origine, c’est pourguoi

10



Chapitre 1. Notion de la stabilité

définit alors la notion d’atiractivité.

Définition 1.1

On dit que u = 0 est

- un point d ’équilibre attractif, s ’il existe un voisinage de Porigine U(0), tel que
Vug € U(0), lim wu(t) = 0.
-un poiut d’'équilibre globalement attractif si :

Yug € R™, lim w(t) =0.

t—+oo

Définition 1.2

On dit que Porigine u = 0 est

.-_'l)..."

- UL ]

poin
- un point d ’équilbre globalement asymptotiquement stable, s 'il est stable et globalement

attractif.

Définition 1.3

les solutions du systémes * sont dites uniformément bornés, si :

et une fonction croissante :
telles que

les solutions sont dites globalement uniformément bornées, si la propriété précédente est viaie

e 4 |-t

11



Chapitre 1. Notion de la stabilité

Définition 1.4

On dit que

- T'origine u = 0 est un point d’'équilibre uniformément stable si :
Ve >0,36=0(e) >0,

telgue
Vg 2 0, flugll < 6 = |Jult)]] <,

Vit >t = 0.

- 'origine est un point d’équilibre globalement uniformément stable, s’il est uniformément

stable et les solutions du systéme sont globalement uniformément bornées.

Définition 1.5

On dit que

- 1 ’origine u = 0 est un point d ’équilibre uniformément attractif, si :
Je 20, ¥ |luoll € 6 ¥e > 0,37 = Tle, &)

tel que,

llu()l] < €,Vt =T + .

- 1 ’origine u = 0 est un point d’équilibre globalement uniformément attractif, si :
Ve > 0,Ve »0,3T =Te.¢);

tel que
)| < €, ¥ > T + to.

Définition 1.6

12



Chapitre 1. Notion de la stabilité

igine 1 = 0 cst un noint d’éqm
uniformément stable el uniformément attractif.
- I’ origine u = 0 est un point d équilibre globalement uniformément asymptotiquement stable,

s 'il est globalement uniformément stable et globalement uniformément attractif.

On dit que
- 1 ’origine u = 0 est un point d 'équilbre exponentielle stable, s’ il existe un voisinage de 1

‘origine noté U(0),
A >0

et
dXs > 0,

tels que
1

lu®l < M ol Vug € U(0),VE >ty > 0.

exp Ao(t — ta)’
Dans ce cas, la constante Ay est appelée le taux ou aussi la vitesse de convergence.

- 17 origine u = 0 est un point d ’équilibre globalement exponentiellement stable, si

I est important de remarquer que la propriété de la stabilité exponentielle du systéme en-

fraine nécessairement la stahilité ptotique de ce dernier,

Définition 1.8

Uwe funclivy coulinue

a : [0, a[— [0, +oof
eale dides de elasse 1K, 81 elle gsh strictement. croissante et
a(0) = 0.

Elle est dite de classe K, si de plus, on a @ = +00 et a(r) = +0o quand r — +o0.

13



Chapitre 1. Notion de la stabilité

n

Définition 1.9

Une fonction continue

B :10,a{x[0, +oo[— [0, +oof

est dite de classe K L, si pour tout s fixé, 1 application s — 3(r, s) est de

T S st s S 2 O L 1 . . 1 Il } Y. , e ] = W s
classe K et pour tout r fixé, 1 "applicaiion est décroissante et 8(r, s) — 0 quand s — +oo.

Proposition 1.1
L’origine u = 0 est un point d ’éqilibre - Uniformément stable si et seulement si il existe
une fonction «(. de classe K et une constante positive ¢ indépendante de tg telle que,

(@l < allull), vt 2t 2 0,V Juo|| < c.

- Globalement uniformément stable si et sculement si 'inégalité précédente cst satisfaite pour

toute condition initiale ug,

Proposition 1.2

L ’ origine u =0 est un point d ’équilibre
- Uniformément asymptotiquement stable si et seulement s ’il existe une fonction 3(.,.) de

classe K L et une constante positive ¢ indépendante de t; telle que,
el < Bllluoll T — ), V¢ 2 10 2 0,V [Jug|| < c.

-Globalement uniformément asymptotiquement stable si ot sculement si 1 *inégalité précédente

est satisfaite pour toute condition initiale wg.

Proposition 1.3

L’ origine u =0 cat un point d * équilibre

- Exponentiellement stable si et seulement si I ’inégalité précédente est satisfaite avec

krexp—vs,k>U,7> U0,V |lug]| < e

Hir o — —
!.,I\I’ 3 !.‘} \JA}:) I

14



Chapitre 1. Notion de la stabilité
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- Globalement exponentiellement stable si et se

toute condition initiale wug.

1.1 inégalité de base

1.1.1 Inégalité de Cauchy :

1 1
Y(a, B) € C x C, |af| < 5 la? + - E

1.1.2 Inégalité de c— Cauchy :

1
V(e 8) € C x C,lafl < < lof* + 18P

Tel que € certain nombres réels strictement positif.
1.1.3 Inégalité intégrale de Cauchy- schwarz :

T oyl
Vis.e) € @R [ lexel < [} [t
Q Q Q
Cette inégalité est le cas particulier de I'inégalité de Hoider pour
P =q=2.
1.1.4 Inégalité intégrale de Holder :

soient p et g deux nombres réels = 0

e, e) & ()« o), [fovel s [ [ st

v iza

-
Telque;-{-a—l.




Chapitre 2

La méthode d’équilibrage harmonique fournit une technique générale pour le calcule des
approximations des solutions périodiques des équations différentielles. Elle correspond & une série
de Fourier tronquée et permet la détermination systimatique des coefficients harmoniques et la
fréquence angulaire. La signification de la méthode consiste en ce qu’il peut étre appliqué au
équation différentiel pour lequel les termes non-linéaires ne sont pas petits.

Il y a un certain nombre de formulation de la méthode d’équilibrage harmonique .Mi-
ckens [10, 11], inclut une liste de certaines des publications appropriée sur ce sujet. Une nou-
velle approche , utilisant une formulation d’équilibrage harmonique raisonnable a été prentée
par Beléudez 2, 3], ils démonirent Tulilité de la procédure en Pappliquant A plusiers systémes
oscillants non linéaires. Les fondalious malhémaliques de mise en équilibre d’hamonie on été
examinées par plusiers individus. Les travaux de Borges [4] ,Miletta [5], et Bobylev [1] four-
nissent des apercus & diverses questions concernant la convergence et les limites d’errcur pour les
approximations du solutions périodiques.

Dans la section 2.1, nous présentons la. méthodologie pour la procédure d’équilibre har-
moniquc dircete ot démontrons son utilisation en appliquant & un exemple d’oscillateurs TNT,
duny In section 2.2, Ln wection 2.3 en appliquant un exemple gur une formulation raisonnable
de mise en équilibre d’harmonie, dans lequel osciliateur TNL est des approximation de leurs
solutions périodiques calculées. Finallement, dans la section 2.4, nous faisons des commentaires

genéraux et donnons un résumé des caractéristiques principales et des conclusions atteintes dans

16



Chapitre 2. Equilibre harmonique

2.1 équilibre harmonique directe : Méthodologie
F(z,i,i) =0 (2.1)

Ou F(,.,.) est de parité impaire, ie,
Fl—z,—&,—%) = —F(z,z, ). (22}

Une conséquence majeure de cette proprieté est que les expansions de Fourier correspondantes

des solutions périodiques contient seulement des harmoniques étronges, ie,

oo
i) — T‘ 1A, nnef(‘)q = 1\1(_)"+.| L f\’fvcﬁpr(")ln — 1O AL (2 .'2)
i d J5 g R SR S EHNTE] Y g SRR e ¥ A b Rl 1 L Vet
k=1
L’approximation d’équilibre harmonique d’ordre N & x(t) est 'expression
o0
oy (£) = Y {A} cos[(2k — 1)Qnt] + By sin[(2k — 1)Qnt]} . (2.4)
k=1
(‘u
AY, BY, 0w
vuul dus wpproxnobions do
(Ag, B, )
pour
E=1,2 00 ,N.
Pour le cas d'un oscillatenr conservateur, équation prend généralement la forme
I+ f(a,N) = (2.5)

Ou A désigne les différents parametres apparaissant dans f(z, \) et f(—z,A) = —f(z, ), les

et iions TndCialey sulviley sonl sélectonudey

2(0) = 4, #(0)=0, (2.6)

17



Chapitre 2. Equilibre harmonique

et ceci a pour conséquence gue seuls los termes cosinus sont néeessaires dans les expansions

de Fourier, et donc nous avons

N
£ X IN 7 s T foy oy
zn(t) = ) Ay cos{(2k — 1)Qnt]. (2.7)
k=1
Observe ceci zx(t) a (N+1) inconnus, les coefficients N, (AN, AY, ....., AN) et Qp, la fréquence

angulaire. ces quantilés peuvent
étre calculées en effectuant les étapes suivantes :
1. Remplacer 'éq (2.7) dans 'éq (2.5), et étendre la forme résultante dans une expression

qui a la structure

o

5

i
15
)
W
&

Ou H,, les sont des fonctions des coefficients, la fréquence angulaire, et les parameétres, ie
Hy = Hy (AN, AY ..., AL, Qn, A).

Notez que dans I'éq (2.8), nous ne retenons dans notre expansion autant d’harmoniques

que dans 'approximation supposée de la solution périodique.

2. Mettez les fonctions Hy a zéro, ie,
Hy,=0, k=12..,N (2.9)

L’action est justifier parce que les fonctions de cosinus sont linéairement indépendent et
en conséquence, n'importe quelle somme linéaire d’entre eux qui est égale & zéro doit avoir

pour propriété que les coefficients sont tous nuls. Voir Mickens [11, 12].

3. Résoudre le N équation, voir ’éq (2.9), pour
AV AN, AN et oy

en terme de

A%, (2.10)




Chapitre 2. Equilibre harmonique

Un point importante est que 'éguation aura de nombrenses solutions distinctes ef
”celui” choisi pour une équalion d’oscillateur particuliere et qu'un pour lequel nous avons
connu des restrictions a priori du comportement des approximations aux coefficients.
Cependant, comme les exemples travaillés dans la section suivante manifestent, en générale,
aucune difficulté essentielle se pose.

Pour les oscillateurs non conservateur, ou X apparait & un ”puissance étrange”, le calcul
des approximations des solutions périodiques suit une procédure modifiée pour le cas des

oscillateurs conservateurs présentés ci-dessus. Plusiers de ces équations prennent la forme :

ou

fl=z, A1) =—f(z, \), g(—=,—, X)) = g(z, T, Aa), (2.12)

et
AL, Az

dénotent les parametres apparaissant dans f et g. Pour ce type d’équation diffirentielle,

un cycle limite peut exister et les conditions initiales ne peuvent pas, en générale, étre a

priori spésifié.

L’équilibrage harmonique, pour les systémes ou des cycles limites peuvent exister, utilise
les procédures suivantes :

1. Prend 'approximation de l'ordre N & la solution périodique

_,’\.'
on(t) = AY cos(Ont) + Y {AY cosl(2k — 1)n] + BY sinf(2k — 1)Ox1]},  (2.13)
k=2

o1 les 2N inconmies

B AT A g, BY iy B (2.14)

sonl A ddbormoer,

2. Remploacer 1'éq (2.12) dano I'éq (2.10). ot éerit le réoultat comme

N
D {Hycos|(2k — 1)Sint] + Ly sin|(2k — U)xt|} + TTOIT =0, (2.15)
k=1

19



Chapitre 2. Equilibre harmonique

ou lg
{Hy}
et
{L},k=1,2,..,N,
sont des fonctions des inconnues 2N énumérées dans I'éq (2.13)

et

{Lx}

a zéro et les résoudres pour les amplitudes (2N-1) et la fréquence angulaire.

N

"valide” existe, alors, il correspond & un limite. En générale, les amplitudes ef la

fréquence angulaire seront exprimées en termes des parameétres.

Comme indiqué plus haut dans cette chapitre, la méthode d’équilibrage harmonique peut
donner des solutions fausse. Done, il faut obtenir des connaissances préalables de I'utilisation
d’autres procédures, telle que l'analyse de plan de phase, pour s’assurer que des solutions correctes
sont dérivées de 'application de cette méthode. Un auire critérium doit exiger que les coeflicients
de Fouricr approximatifs satisfassent des limites pertinentes sur leur valeurs comme une fonction

de leur étiguette d’indice.

Nous illustrons ’application et effectivement de la méthode d’équilibrage harmonique directe
en utilisant il pour déterminer des approximations des solutions périodigues de cing oscillateurs
TNL. Dans chaque cas, nous calculons la deuxiéme approimation pour démontrer la technique.

Les expressions d’ordre supérieur exigent simplement plus de manipulation algébriques et effort,

20



Chapitre 2. Equilibre harmonique

221 z4+z2°=0

Nous commencons en calculant ’approximation d’équilibre harmonique de premier ordre des

solutions périndiques de

t+2°=0, z(0)=A4, z(0)=0, (2.16)
Cette approximation prend la forme
z1(t) = Acos(ht). (2.1%)

Observez que cette expression satisfait automatiquement les conditions initiales.

Substitition ’éq.(2.15) dans 1'éq.(2.14) donne

o P T
A[-0 + (3)A%] cos§ + HOH = 0.

Arrangement du coefficients de cos 8 a zéro donne la premiére approximation de la fréquence

angulaire
0 (A) = (Z)%A, (2.18)
et
28 = Acos[(ij-)%At]. (2.19)

(9 = Qgt)
zo(t) = Aj cos + Az cos 30 (2.20)
VL
F9(t) = —5(4; cos§ + 9A; cos 36). (@2l

Substitution 'éq.(2.1%) et I'éq.(2.1Y) dans l'éq.(2.14) donne

HL(J’ll’ 111.27 ﬂ‘;) co3 6’ l Hz(.z'l]_,x"lz, Qz) COS 36 l HOH bhica) O.

21



Chapitre 2. Equilibre harmonique

Ou
2 3 2 r‘3 3 2 aan
Hy = A[05 — (Z)Al = kz)Alﬂ‘z = (5)142]: (2.22)
2 1y s By 40 3\ 43

Hy = —9A4,85 + (Z)Al i3 (5)-’41!‘12 T (;)Az- (2.23)

Mise H, a zéro, et définissant z comme

Ay
= _= 2.24
AT (224)
on obtient
3

Qp = (Z)%A1(1+z+232)% = (1 + 2+ 2223, (2.25)

Ou 0 est celui de ’éq.(2.15). inspection de ’éq.(2.22) montre la deuxiéme approximation
pour la fréquence angulaire est une modification du résultat de la premiére approximation.
Si cetle valeur pour {2y esl subslitué en 'éq.(2.21) el celle expression est mise & zéro, el

la définition de z est utilisé, alors I'équation cubique suivante doit étre satisfaite par z.
512° + 272 + 212 — 1 = 0. (2.26)
Il y a trois racines, mais celui d 'inlérel devrail etre réelle el avoir une pelile ampleur, le,
2] € 1, (2.27)

cette racine est

7 = 0.044818 - - | (2.28)

et implique que 'amplitude A de 'harmounique supérieure, ie, le cos 3¢ est iuférier & 5% de
I'amplitude du mode fondamental cos 8.

done, I"approximation de la deuxiéme équilibre harmonique pour 1'éq.(2.14) est
wo(l) = Asfcos 8 + z; cus 34),
pour la condition initiale, 25(0) = A, on tronve

A— Al +x)

22



Chapitre 2. Equilibre harmonique

on

A

ailes
I

Ay = = (0.9571)A. (2.29)

Ry

e
&1

L’utilisation de ce résultat dans ’éq.(2.23) donne

(1+u1+2212)%

A) = ——| = . 2.30
2(A) = (5 ) i x5 | = (0.8489)A (2.30)
Les périodes correspondantes (T = 27/Q) sont
2m  7.2554 2r  7.4016
i=—-= y Ta=——= . 231
ISG = & 2w~ "4 ° (2:31)
Témact = LL‘;;UJ (232)
Ils ont les erreurs de pourcentage suivantes
E\(%) =22% FE3(%)=0.20%. (2.33)
ou £ =erreur de pourcentage
Teza
! sooct” ~ | % 100, (2.34)
p'rnrvi‘

depuis I'équation différentielie (2.14) a la solution exacte
2(t) = Aen(At; 1/v2).

Ou "cn” est la fonction cosinus de Jacobi le ratio Ay /A; peut étre calculé explicitement, sa
valeur est 0.045078. Cela devrait comparé a notre valeur de 0.044818.
En résumé, 'équilibre harmonique de la deuxiéme ordre de I’approximation pour la solution

périodique de 1'éq.(2.14) est

aglt) ~ V[coe(Qat) + = cos(32t)], (2.35)

1+Z1

oil 71 et {)y sont donnés, respectivement dans ’éq.(2.26) et (2.28).
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Chapitre 2. Equilibre harmonique

2.2.2 Calculation de X
Dans les calculs impliquant I'approximation d’équilibre harmonique rationnelle, la dérivé

seconde doit &tre évaluée, commencgons par

A; cosb

T o et Qzﬂt.
1+ Bycos2f’ i

z(t) =
il s’ensuit que X est
(1+ By cos20)’i = —(QFA;) x

x {1+ Bi — (5)B] cost + 331[%31 _ 1]cos 36 + HOH}. (2.36)

Pour illuster I'utilité de la formulation de I’équilibre harmonique rationnel, cette section
contient les détails des calculs pour trois équations différentielles de Poscillateur TNL. Cette

tache, dans chaque cas est de déterminer A;, By et {1 en termes de conditions initiales.

2.3.1 % 4+ x3 =0

Nous commengons en ochservant que

(1 + By cos26)3z® = (A4; cos¥)?

3 3
— (%)cos@—i— (A

Il) cos 36. (2.37)

En utilisant ce résultat et 1'éq.(2.15), il s’ensuit que

F#42%=0, (2.38)
peut étre écrit comme
; )
{=(QA)[1 + B — () B]
A3 i B
-I-§-4—l}cost9--l { -(Q;Al)(3Bl)[34l 1lcos36 + HOH. (2.39)
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Chapitre 2. Equilibre harmonique

Mettre les cocfficients de

cos @
ot
cos 38
A zéro donne
02 i1, .5 3, 12
Q1+ B — (5)B{] = (Z)Al: (2.40)
2 381 .‘4%
21(3By)] - 1] = i (2.41)

Une équation distincte impliquant seulement B; peut étre trouvée en divisant ces équations,

ce qui donue le résultat
1+ B, - (})B:

=3,
3Bi[32 —1]
ou
49,
(7)B - 10B, ~1=0, (2.42)
et la racine ayant la plus petite magnitude est
By = —0.090064. (2.43)
Si Iéq.(2.39) est résolu pour 2 alors,
a_ O ALY Py »
£] == (_4—)_/11/[1 + By — (?)Bl] = {0.866728) A7, (2.44)

ou

0, = (0.930082) A4,

Toutefois, pour z(0) = A et £(0) = 0, il s’ensuit que

=g j 1B1
on
A; = (14 Bp)A.
Done

€21 (A) = (0.930082)(1 + By)A = (0.847134) A, (2.45)
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Chapitre 2. Equilibre harmonique

Et la période correspondante est

2r 7.4170
Ti(A) = = :
1(4) %) " (2.46)
Depuis la période exacte est
7.4163
Tea:acte(A) = A
Le pourcentage d’erreur cst
i =g
%——il 100 = 0.01%erreur. (2.47)
Te:ca.ct.e |

Ce calcul indique que les réprésentations de I'équilibre harmonique rationnel donnent d’ex-
cellentes estimations pour la fréquence angulaire et la période. Donc, nous avons pour cette

approximation le résultat

(0.909936) A cos[(0.847134) At]
(1) = : 24
(1) = 1= (0.000062) cos[(1.694268) A1l gh)

2.4 Résumé

Nous finissons ce chapitre en énumérant plusieurs avantages et inconvéuients de la méhode
*A Tk 1 ar 3 Aarticiilier S 1 . v 3 3 -
d’équilibrage harmoniques, en particulier en ce qui concerne les approximations de calcul des

solutions périodiques des équations différentielles de 'oscillateur TNL.

2.4.1 Avantages

a) L’équilibre harmonique peut &tre appliqué 4 la fois au standard et aux équations d’oscil-

lateur TNL.

b) Il est facile et simple de formuler les formes fonctionnelles pour 1'approximation des
solutions périodiques.

uv) Puwt cutbuinos dquubivu, un vuloul do prowior videe pout fowuin des 16sultuly Lids privis,

articulier mesurés en termes d’erreur de pou

rcentage pour la fréquence angulaire Q)

en n T
en p gu L.

D

d) En générale, les approximations des équilibrages harmoniques du premier et du seconde
ordre peuvent eétre faites a la main, ie, le travail mathématique associé ne nécessite pas

l'utilisation de logiciels empaquete.
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Chapitre 2. Equilibre harmonique

e) Les méthodes d’équilibrages harmoniques standard sont basé sur des fonctions trigo-
nométriques. Toutes fois, il esl possible de [ormuler ces procédures en utilisant n’importe

quel ensemble complet de fonctions périodiques.

2.4.2 Désavantages

a) Equations différentielles de 'oscillateur TNL contenant des termes élevés a une puissance
fractionnaire ou des termes qui ont des discontinuités peuvent devoir &tre réécrits sous
une forme appropriée pour 'application de la méthode d’équilibrage harmonique. Ac-

tuellement, aucune procédure a priori existe pour déterminer quelle structure d’équation

équilibre

=
=
7]
v]
i
o
o
i
[}

harmonique du premier ordre fournira une approximation suffisamment précise des solu-
tions périodiques.
d) les formulations existantes de la procédure d’équilibre harmonique ne permettent pas

d’etre appliquées a des oscillateurs non conservatifs.
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Chapitre 3

L’objectif principal de ce chapitre est de résoudre léquation (3.1) en appliquant la méthode
de I'équilibre harmonique et la méthode de I'énergie.

La méthode de 1'équilibre harmonique fournit une technique générale pour le calcul des
approximations des solutions périodiques des équations différentielles. Elle correspond & une série
de Fourier tronguée et permet la détermination systématique des coefficients des différentes
harmoniques et la fréquence angulaire. L'importance de cette méthode est qu’elle peut &tre
appliquée aux équations différentielles pour lesquelles les termes non linéaires ne sont pas petits.

Dans ce chapitre, nous examinons la stabilité conditionnelle de la solution zéro d’un
probléme non linéaire. Afin d’étudier l'effet d’'un terme non linéaire sur la stabilité d’une so-

Iution & unec équation différentielle partielle (PDE).

3.1 position du probléeme

Tasnm ansdimaarnaam: Yo wsaly oo B i
INULES dppliunﬂb i MCLiIoUec uc 1 C
probléme,

i 1
Up = Uge + 00’ — —tu—wy,, xe(U,1), t=0, {(B.1)

ok
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Chapitre 3. Stabilité conditionnelle de la solution zéro d’un probleme non linéaire

ougag >, =1
aux limites
w08 =u(l.2) =0, (3.2)
et supposons que nous souhaitons étudier le comportement des u sous réserve de donnée
initiales
u(z, 0) = p(z). (3.3)
Faisons maintenant u une solution de (3.1),(3.3) qui satisfait les conditions initiales .Nous

déffinissons une énergie F(t) par

F(t) = gt ul?,

ou

I

L*(0,1)

1
lul? = f i,
0

Théoréme 3.1

Si ||lul| < L5 alors |lul] = 0 pour t — +o0.

an?

Démonstration

Multiplier I'équation différentielle (3.1) par u et intégrer plus (0,1) pour trouver

1 1 1 1
1
[ wudr = [ Ulyd + a / uldr — =t [ udx (3.4)
40 Jo Jo < Jo
On pose
.1
/ wudr = I} + Iy + I3.
Jo
Ou

1 1 1
1
I = / Uty [o — @ [ utdm, Iy = “jt/ udz.
Jo 0 2 Ja

Galculons /; (on utilisons inégration par parties). On pose
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Chapitre 3.

Stabilité conditionnelle de la solution zéro d’un probleme non linéaire

U=u—=U=uy,

V=t —=V=u,
Donc,

alors

L = fu(L)ua(1) — u(0)ua(0)] — f .

1
LH=- [ uldz.

Et par I'utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. De 'inégalité intégration Sobolev nous
savons que

rl

1 rl
4 = 3y A0
j uide £ Z(/ C i
0 0
Par conséquent, avec

(3.5)
1 2 o
E(t) = 5 llul (=j0 u*(z, t)dz).
Cette équation devient

A
[

E(t) < ~ lluall” + allus|l* — tE(®).
Cette équation devient

7)< ~aljuc]*(
Ensuite, a partir de 'inégalité de Poincaré,

[ b

= Jluall®).

3.6
L 5)
o ull” < flus|l*

Maintenant, utiliser dans (3.6),
d
—F(f) < —ar
() <
oi

? Nl G = ).

(3.7)

0< = —7lul” =,
ensuite

Cr@) e o Jull,

(3.%)
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Chapitre 3. Stabilité conditionnelle de la solution zéro d’un probleme non linéaire

done (3.8) montre
el sll e ] d
—F(t) <0, or €<,
SF) <0, | ,
Dar conséquent,
flu@) < flue)lf,
aver la méme considération gque nous avons
d T
—F(t) < —ar?||u
ZF(t) < —ar® ul*n,
de plus
dI & dt
— _c_
F N
ou
¢ = 2am’y.

Nous trouvons
dIn(F(t)) < dIn(t™°).
L'utilisation d "un facteur d'intégration, nous pouvons obtenir de cette inégalité

¢
n @ n\—;)

F(e)" — ¢
ensuite
(C
{4\ «— Y s~
LAE) S R E) R
L
qui a sou tour intégre a
€Y
o (#3112 Harf 112
lu(®)l” < 2= lu(e)ll”,
telque
y=c+1

(3.9)

(3.10)

——
(oIS

—~

o2

et
b
——

iy
bo
'
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Chapitre 3. Stabilité conditionnelle de la solution zéro d’un probleme non lindaire

3.2 Méthode d’équilibrage harmonique

Encore une fois, en faisant une intégration par parties de ’équation (3.4) on obtient
d 2 2112
—E@®) < —|lua|” + a[[u?|” — tE().
Ccette équation devient
d 2 2
—F(t) < = [lusl| +a k||

Donc
d

pr )

ou Suam est I'espace des fonctions admissibles sur lesquelles nous cherchons un maximum

3 212
F(t) < —a [Jus|? (= —max 7l

(
Sadm |lu_|I?
[ § B £

Sadm = {7.! < 6‘2 ! Y

maintenant définir Rp par

puis I'inégalité d’énergie (1.6) peut étre réécrite

d 5,1 i
—Pt) < - of LS, |
7 17(0) < —alluall” (= RF)
Le probléme reste & trouver I, rappeler que
o Jlu?] *
Ri' =max — .
S el

Laisser

12
Ay = ||u21| y Ap= ||u$||2.
Les équations d’Euler Lagrange sont trouvés par

d Ai(u+er) | mé(Al)
de Ay(ug + em) "0 VA7

_ AQCSAl e A15A2
o .Az}.

L A 5
=% (6A, A; e 6A)
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Chapiire 3. Stabilité conditionnelle de la solution zéro d’un probleme non linéaire

1 1
= H—(éﬂl s —51’&9)
A-g . RF -
(Depuis ¢ se réfere & la derivative évalué 4 ¢ = O.f::—i Est ici entendue comme étant & la valeur
e BNOY L N S L L oS
SLekblULe IUJ. Lonc,
: 1 . ;
dA; — —0Ay = 0. (3.13)
Rp
fci
t
- A
oA =— | (u+er)*dx |=0 -
de Jo
Ou 7 cst arbitraire C2(0,1) fonction avec 7(0) = 7(1) = 0, ct

Done, (2.1) conduit &
1
/ T — R;lux'rxdac = (),
0

L’intégration par parties montre que
1
j (g + 2Rpu®)Tdz = 0.
0

Depuis T' est arbitraire en dehors des exigences de continuité et de conditions aux limites, nous

3
UCVUILID avul

3 ’
e+ dRrs =0, w0 =g(l)=8 (3.14)
Il est difficile de résoudre les équations différentielles non linéaire, et en général, il est

souvent plus difficile d’obtenir une approximation analytique qu’un numérique pour un systéme
oscillatoire non linéaire donné. Il y a beaucoup de approches pour 'approximation des solutions
aux systemes oscillants non linéaire. Le plus largement étudié méthodes d’approximations sont
les méthodes de perturbation. Le plus simple et peut étre un des plus utiles.

Ces méthodes d’approximation ost la méthodo do perturbation Lindutedt Poincaré, dans

lequel la solution est analytiquement détendu dans la série de puissance d'un paramétre pe-

développée .techniques Lindstedt Poincaré modifiés, homotopie méthode de perturbation ou di-
latation linéaire delta ne sont que quelques exemples.Une récente détaillée peut étre trouvée dans

Réf.[A. Béléndez , A. Hernandez, T. beléndez, M.L. Alvarez, S. Gallego, M. Ortuno, C. Neipp].
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Chapitre 3. Stabilité conditionnelle de la soluiion zéro d’un probleme non linéaire

Nous ¢

xaminons maintenant Pdauation
la seconde équation pour différentiel , étant donné dans I’équaltion (3.14), peut &tre reformulé
pour deux systémes d’équations du premier ordre

du dv 3
% =, a = —2Rpu”.

Sous réserve des conditions initiales

w0} = u(l)y=4
Puis
3
28 B,
i v

En général,ceci est un premier ordre, une équation différentielle non linéaire, dont les
solutions sont les courbes des trajectoires de solutions dans 'espace de phase.

La méthode de I’équilibre harmonique fournit une technique générale pour le calcul des ap-
proximations des solutions périodiques des équations différentielles, qui régissent des phénomeénes
Dynamique [R.E. Mickens].

Elle correspond a une série de Fourier tronquée et permet la détermination systématique des

cocfficients An nvniﬁt{\ u?x.l‘""‘

COCIMCIenss 4aes diieren &5 8 1 ITCOUICHCE adigit [&. 11 - 1ICim apy
prend une forme telle que
Un(t) = a1 cos(¥) + aa cos(30) + az cos(70) + ........ + a,, cos((2n — 1)8). (3.15)

Ou 6 = w,t ct les n - cocfficients et w, sont & déterminer. Pour un systéme conservateur avec
des conditions initiales, u(0) = A, et u,(0) = 0, la stratégie de base consiste & remplacer 'équation
(3.1) dans ’équation différentielle et d’élargir 'expression résultat en une série trigonométrique,

ais seulement y compris les termes de cos{0) j

E?

relation suivante

Hi(ag, a2, ,an,wy) cos(l) + Halay, as, -+ , ap,wy,) cos(36)+

“

Ha(ny, 0, 0n,0n) cor(70) + My(ay, ag, - -+, con) e05(90) | (3.16)

+- -+ Hp(ar,az,- -+ an,wy) cos((2n — 1)8) + HOH = 0,
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Chapitre 3. Stabilité conditionnelle de la solution zéro d’un probleme non linéaire

10H signific ordre supérier - harmonigues, et pour un différenticl donné 1 "équation

H‘i(alaa‘2= ceney O, w'n.)

sont tont a faire déterminé. La procédure d’équilibrage des harmoniques consiste a fixer les

coefficients des termes en cosinus & zéro, c’est & dire

Hi(a1:a2:"':an:wn)=0; i=1,2,---,n.

Ces n - relations , ainsi que les conditions initiales, peuvent étre résolus A donner A tous les

cosfficients w, et en fonction de B, c’est & dire,
ai=ai(B)v t=1,2,---,n

b = B,

Nous commencons par le calcul de la premiére harmonique approximation équilibreur aux
solutions périodiques de

dv ud

y
o e B 0) = = A. 3
o= —2Rp—, u(0)=0, v(0)=A4, (3.17)

Cette approximation prend la forme

uy = usin(wyx), (3.18)

et cherchons les conditions sur le parameétre a afin d’obtenir la stabilité de la solution nulle

de notre probléme,

Remarquons que cette expression satisfait automatiquement les conditions initiales. Sub-

stituer Eq.(3.19) dans V’équation (2.2) donne

o

(0 =wx— 5)

—aws cos(0) + a’acos®(0) = 0, alpha = 2RF.

—aw? cos(f) + a3a(% cos(0) + i cos(36)) = 0.

; 2 . y
(4uﬁu —uwq)eos(@) +  higher harmonic = 0




Chapitre 3. Stabilité conditionnelle de la solution zéro d’un probleme non linéaire

ace du coefficient de cos(8) A zéro donne la nromidre annrovimation & la fréanence an
glage du coefficient de cos{f) & zéro donne la premidre ap n & la fréquence ang:

S AASI RS AN AR gl s Caplpll WAL GLIDL odcd 2144

et

TS

3
i = asiu(a\/zuw),

ou nous avons pris a = 1, puisque nous sommes principalement intéressés par Rp et pas u. La

condition u(1) = 0 montre que

'\/SRF:TL‘T{, ===l HQ..

Cela donne une suite infinie de valeurs pour R (correspondant & des valeurs fixes du quotientHg—),

Rr — —m*, —7r

S

Pour la stabilité, nous avons besoin de la condition a < Rp(min), d’ou Rr = 272, En particulier,

par conséquent

2 5
a << 7.
3

)

on obtient la stabilité de la solution & zéro du probleme (3.1) - (3.3).
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