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Introduction

L’analyse mathématique regroupe sous le terme de fonctions spéciales un ensemble de
fonctions analytiques non élémentaires dont 1'usage est trés fréquent. Parmi ces fonctions,
on trouve un grand nombre qui sont des solutions d’équations de la physique mathéma-
tique (des équations différentielles du second ordre et des équations aux dérivées partielles
d’ordre deux et quatre,...). Ces fonctions sont toutefois trés utiles puisque non seulement
elles interviennent dans ’expression des solutions exactes de certaines équations aux déri-
vées partielles pour des conditions aux limites particuliéres, mais elles fournissent, par le
biais des méthodes spectrales, les meilleures approximations numériques pour des condi-
tions aux limites. Certaines d’entre elles jouent également un roéle de premier plan en
théorie des nombres. Parmi les fonctions spéciales le plus rencontrées citons :

-Fonctions eulériennes : Gamma, beta, gamma incompléte, digamma,...

-Fonctions d’erreur, sinus intégrale, cosinus intégrale.

-Fonctions hypergéométriques.

-Fonction zéta de Riemann.

-Fonctions cylindriques : Bessel, Hankel....

Les fonctions spéciales sont définies pour un grand nombre d’entre elles dans les logi-
ciels de calcul symbolique (Maple, Mathematica,...). Notons aussi que certaines familles
de polynédmes orthogonaux (polynames de Jacobi, polynomes d’Hermite,...) sont aussi
cousldértes conue des lonelions spéeiales.

Les suites de polynomes orthogonaux apparaissent fréquemment en physique mathé-
matique et en mathématiques appliquées. La littérature s’occupant de I'étude de ces
suites est trés abondante.

Dans ce travail, dans une premiére étape, on étudie la notion de base dans la théorie
générale des équations différentielles de second ordre et la recherche de la solution res-
pectivement au point singuliers et au point réguliers et nous proposons a chaque fois la
méthode pour déterminer la second solutions. La second partie de ce travail est consa-

crwa o La fonction hypergeometrique est éralement solution d'une équation diffsrentizlle



complexe linéaire du second ordre

d*u(z)
dz*

+ B(z)du—(z) + C(2)u(z) =0 (1.1)

A(z) 7

. dite hypergéométrique, comprenant trois points singuliers réguliers (en). Toute équa-
tion différentielle linéaire du second ordre comprenant également trois points singuliers
réguliers peut se ramener a cette équation, en mathématiques, le terme de fonction hy-
pergéométrique désigne généralement une fonction spéciale particuliére, dépendant de
trois parametres a, 3, v, notée

Pl 8,42)

, et qui s’exprime sous la forme de la série hypergéométrique, (lorsque celle-ci converge).
Selon les valeurs prises par les paramétres, cette fonction correspond & de nombreuses

fonctions usuelles ou spéciales, notamment des polynémes orthogonaux.



Chapitre 1

Propriétés de base de la solution

Dans ce chapitre, les concepts de base des équations différentielles de second ordre
sont présentées précisément les propriétés générales des solutions aux points singuliers et

réguliers sont analysées.

1.1 L’équation différentielle ordinaire de second ordre

1.1.1 La forme standard

La forme standard d™une équation différentielle linéaire du second ordre (1.1) est

d*u(z)

dz2

du(z)
dz

+p(z) +q(z)u(z) =0 (1.2)

Ou p(z) et g(z) sont des fonctions analytiques dans un domaine S C C. ou analytiques
dans S sauf & un nombre fini de points isolés, Nous cherchons des solutions u(z) & cette
équation qui sont analytiques dans une parties du domaine S.

L’équation (1.2) peut étre transformée en une forme réduite

dz'u—]_ (Z)

l'].‘.‘)

+ q1(z)ur(z) =0 (1.3)




Avec le changement de la variable suivant

(1.4)

ae il
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ta@en{ 5 [ payda ) =0



alors

Posons ¢1(z) = g(z) — %%1 + 3 (p(2))?, on trouve

d?uy (2)

2 +q(2)u(z) =0

c’est | a forme réduite de (1.2). m

1.1.2 Classification de points

Le point z = ¢ dans le plan complexe est classifi en fonction de la propriété analytique
des fonctions p(z) et g(z) & z = cla définition suivante est essentiel pour 'analyse des

équations différentielles de second ordre.

Définition 1.1 Un point z = d € C est appelé point régulier de (2.1) si p(z) et q(z) sont

analytiques dans un voisinage de z = c.

1.2 Le Wronskien

Définition 1.2 Sovienl ui(z) el us(z) deuwr fonclions mésomorphes dans un domaine S,

le Wronskien de uy(z) et us(z) est alors défim comme suite

Wug, us, 2) = wi(2)us(z) — uy(2)us(z), 2 € S

Le lemme suivant monire que si uy(z) et us(z) des solutions de (2.1), W(z) dépend

uniquement de la variable z et de la fonction p(z).

Temme (.1 Smt S € C qui cantient que des points réguliers de (1.1), alors le Wronskien

de ui(z) et up(z) est

W (z) = ui(2)us(z) — uy(2)ua(<)



Dans S on a

z

W(z) = W(a) exp —/‘p(a’)a’.a

(83

avec a et z dans S.

Remarque 1.1 D’aprés le lemme 1.1, on voil que W(z) ne dépend pas des fonctions

explicites uy(z) et us(z), mais seulement sur p(z).

1.3 Solutions a4 un point régulier

Dans un voisinage d’un point régulier, une solution de(1.1) peut toujours é&tre trouvé
cette partie contient les détails d'une telle construction explicite.

Soit z = b € C un point réguliér, et S, un voisinage de b (S, = B(b,v;)),P; le plus
proche point régulier.

Supposons que p(z) = 0.

&

= ]

it /
.

"'-w.

1

i

{

|
——

Fig 1.1 Le point régulier z=b et le point P;.

En donnant aga; € C,définissons une suite de fonctions w,(z),n € N par le systéme
itératif

[ wl@=a+alz=b), mneC

l uo(7) = [, (7 — 2)a(e)un 1(F)de, n e 7

Nous avons le théoréme fondamental suivant :

(1.7)



Théoréme 1.1 Dans le domaine circulaire Sy, au point réguliére z = b € C,la série
oo
Wizl = Zun(z), z €S, (1.8)
n=0

Obtenue a partir de la formule de récurrence a (1.7) est uniformément convergente et
est une fonction analytique, précisément u(z) satisfait I’équation (1.2) avec les conditions

initiales suivantes a z =b :

u(b) = ag
uw'(b) = ax

Preuve. La démonstration se fait en 4 étapes

Etape 1 : la récurrence (1.7) satisfit

| ‘21:

lun(2)| < ;_LM"Z;l , pour tout z € Sy,n € Z,
n!
avec
ug(z)| <
[uolz)] < 1 pour tout zeS)
lq(2)| < M

Etape 2 : la série
u(z) =Y un(2), 28,
n=0

cat uniformdément convergente dana S, donce clle cat analytiquc.

Etape 3 : la fonction analytique u(z) dans (1.8) satisfait

d*u(z)
dz?

+q(z)u(z) =0

[ u,,(3) _sz g(8) s (€) ds
l Un(2) = —4(2)tn-1(2)

nedy



La substitution dans la forme réduite (1.2) donne

d;z(zz) _d gzgz) Y d ZZEZ) D Ml

n=1

= —q(z)u(2)

n=1

En point z =10

b) =
g (b) , neE,
un(b) =0

b) =
ug (b) al} n ez,
u,(b) =0

Ce qui implique que

u(b) =3 27 5 un(b) = ao
o () = T v (5) =

Ce qu’il faut démontrer.

Etape 4 : la fonction analytique u (z) qui satisfit

L) 1 goput) =0

ot

I u(b) = ag
1 w'(b)  ay
est unique, car supposons qu’il ya deuzr solutions analytiques ui(z) et us(z), et soit v =

Uy — us de plus elle vérifie

d?z(f) +a(2)v(2) =0

ol

[ w(d) =0
1 V(b)) — 0

10



Dans Sy, au point régulier z = b, [|q(b)| < oc] on obtient v"(b) = 0, la dérivation donne
v"(2) +¢'(2)v(2) + ¢(2)v'(z) = 0

Aw point z = b, on trouve que

v (b) = 0

Nous remarquons par la dérivation n fois on trouve toujours v™(b) = 0,V n e N.comme

la solution est analytique a z = b nous concluons que v(z) =0,V z € Sp. B

Par conséquent du théoréme 1.1 on peut construire une solution analytique en tout
point régulier de I’équation (1.1) dans le plan complexe, cela signifie que nous pouvons
construire une Solution & tous les points du plan C sauf au niveau des points singuliers
de (1.1), ou la solution a un comportement singulier & partir d’une condition initiale, on

obtient une solution unique & chaque point régulier.

1.3.1 La deuxiéme solution

Supposons que nous avons une solution u4 (z) de (1.1) par la construction explicite de
théoréme 1.1, dans cette partie nous proposons la construction de la deuxiéme solution
up(z) A partir de uy(z) (u1(z) et ua(z) sont linéairement indépendantes).

Selon le Wronskien de définition 1.2

W(2) = w(2)e) = th(al) = (@) 5 (U(D

uy(z

De lemme 1.1 on a :

11



intégration donne :

E@ — TA7 / 3 UQ(CL)
11 (2) L (a)f(ulw))‘(em / 1§ u(a)
alors

(z) f ? exp a)da p dy
(u1(7))

De la forme réduite de (1.2), en particulier oi p(z) = 0, on a une forme particuliére de

la deuxiéme solution donnée par

o —— ] e

La méthode présentée dans cette section a été employée de trouver une seconde solution de
I’équation (1.1) dans un voisinage d’un point régulier, mais cette méthode peut également
fois le potentiel lorsque nous cherchons la deuxiéme solution au voisinage d'un point

singulier.

Exemple 1.1 Nous illustrons le résultat ci-dessus avec un exemple simple

Soit 'égquation différentielle

1 z
d_;;_.,) — ku(z) =0

A la solution uy(2) = e**; k # 0 la deuziéme solution est

dy ; o i -1 _;
) =) [ ol = o [y = e = Zhe
1 /

wy () el us(z) sonl linéatrement indépendants.



1.4 La solution a un point singulier

Dans la partie précédente on a vue que généralement deux solutions linéairement
indépendantes de (1.1) peuvent étre construites en tous points de C sauf aux points
singuliers, dans cette partie, nous allons voir le comportement de la solution au voisinage

de ces points singuliers.

Définition 1.3 Supposons z = ¢ € C (|c¢| < o00) est un point singulier de (1.1), le point

z est dite point régulier de (1.1) si p(z) et g(z) ont la forme :

_ Q)

Cz—c  (z—0)?

avec P(z) et Q(z) sont des fonctions analytiques dans un voisinage de z = ¢, sinon z est

dit un point singulier irrégulier de l'équation (1.1).

1.4.1 L’équation indicielle

L’équation au point singulier régulier z = ¢ est

Pu(z) | PE)du(z) | Q)

dz? g—g d2 (&—g)?

u(z) =0 (1.9)

Avec P’(2) et ((z) sont analytiques au voisinage de z = ¢, de plus

P(z) = Xonlopalz — )"
Q(2) = Xonon(z =)

(1.10)

Lesquelles sont convergentes pour tous z € S, = {|z — ¢| < 7.} .
Nous savons que u(z) montre un comportement singulier prés de point singulier ré-

enlier z = ¢ ¢ ©, utilisons la. méthode de Frobenius on trouve que

wlz) = (z—c)* !1%—2&,,(3—0)“] (L.11)

n=1

13



L’objectif est de déterminer les coefficients a,, n € Z.

La substitution de (1.11) dans (1.9) donne
(z — )*u"(2) + (z — ) P(2)u'(2) + Q(z)u(z) =0
on obtient

(z =) {oz(a +1)+ Zaﬂ(a+ n)(a+n—1)(z—c)" +

P(z)(a+ ) an(a+n)(z = o)") + Q(2)(1 + ) _ an(z - C)"} =0

Utilisons (1.10) on trouve que

( n=0,a%+ (pp — Do+ g =0
n=1l,a; {(a+1)2+ (po—1)(a+1)+q}+pat+qg=0
3 n=2,a2{(a+2)*+ (po— 1)@+ 2)+ @} +a{p(a+1)+ @} +pa+g=0

n—1

n,an {(a + n)? & (pﬁ = 1)(“ + TL) -+ qo} + Zm:l Ap—m {pm(a = m) =+ Qm} =+ Pn + Gp = 0

Nous définissons 1’équation indicielle
Ha)=a’+ (pp—1)a+gq =0 (1.13)

d’on

I(a) =0
alla+1)+pa+qg =0
S mlla+2)+m{mla+ D +qt+mo+gp—0 (LIS

\ a”—I(a’ S n) + E:z:l Un—m {pTR(a +n— m) £ qm} = O

14



Les deux racines a; et ay de (1.12) satisfait

ap+ay=1—
J Rl A (114)

l Q10 = qo
On z = ¢, les deux fonctions P(z) et Q(z) déterminant la valeur de a; et as. Pour

déterminer les a,, n € Z, on utilise

v (1.15)
3 s 1P (0 41— ) + 4}
I{a+n)

a, = —

avec

I{a+n)=n(a; —as+n)

1.4.2 La convergence de la solution

La question de la convergence de la série

z a,(z —c)"

n=1

Construit explicitement par 'algorithme de la section 1.4.1.

Théoréme 1.2 Soient o et ay les deuz racines de ’équation indicielle (1.12) avec Re

a1 > Re oo, la série

Ot les coefficients an, obtenu par Uitération (1.15) a partir de la racine ;. présente une
fonction analytique dans un voisinage du point singulier régulier = = ¢ méme chose la

série

15



est une autre solution, ces coefficient a), sont déterminer par ["itération (1.15) a partir de

la racine os.

Ce théoréme garantit qu'’il existe au moins une solution de I’équation (1.1) .si les deux

racines o et ap de (1.12) sont distinctes (a1 # as) on peut déterminer les deux solutions

(1.1) au voisinage de point singulier régulier

n=1 n=1

w(z) =(z—c)™ (1 + i an(z — c)”) et up(z) = (z — )™ (1 + i by (z — c)")

avec a, et b, sont déterminés par I'itération (1.15).



Chapitre 2

L’équation différentielle

hypergéométrique

L’équation différentielle avec trois points singuliers réguliers (I'un situé a l'infini)
jouent un réle important en physique mathématique, et dans ce chapitre, nous examinons

cette situation en détail.

2.1 Les propriétés de base
Toequalion diférentivlle Ly pergéométiigue est de la forme
z(z— 1" (2) + [(a+ 8+ 1)z — 4]/ (2) + afu(z) =0 (2.1)
a trois points singuliers réguliers & z = 0,1 et oo nous pouvons également I’écrire comme

suite
(a+.ﬁ.‘+ l)z_n{u iu(z) =0 (22

Les racines de 1'équation indicielle sont donmées pur
IAN=N+@—1DA+q@=0 (2.3)

17



Les racines de I’équation indicielle sont résume dans le tableau suivant

Point  pg go racine A
z=0 0 0,1—v
z=1 1+4+a+pB-—7v7 0O 0,vyv—a-—p
g=00 l-=p—f af «,f

Etudions maintenant la solution de (2.2) dans le voisinage de point singulier régulier
z =0, ol les racines de (2.3) sont A\; = 0,Ay = 1 — ~. Selon la section 1.4.1 de chapitre

précédent il y a deux solutions linéairement indépendantes u(z) et v(z) de la forme

o0 o0
u(z) =1+ anz", v(z) =21+ baz") (2.4)
n=1 n=1

Notons que la solution u(z) est analytique par contre la solution v(z) ne l'est pas au
voisinage de point régulier singulier z = 0.]a solution u(z) dans (2.4) est appelée la série
hypergéomeétrique, le rayon de convergence de cette série est la distance de la plus proche
point singulier (une exception se produit si a/f = 0, alors u(z) = 1 est une solution qui a
rayon de convergence infini). Ce rayon est inférieur ou égale a 1.

L’extension analytique d’un série hypergéométrique dans le plan complexe est dénoté

Ia fonetiom hypergéométrique, nous adeptons la notation F(o, A, ,0) =1

2.2 Séries hypergéométriques

L’objectif de cette partie est de déterminer explicitement les coefficients a,, et b, dans
(2.4) nous utilisons la méthode de Frobenius présenté dans la section 1.4, mais en raison
de la forme particuliere de I'équation (‘Jl)

Deéteryunons ley wy, no20 L poe e subotibation dece(s) dw (2.1) doung

nin — e, — (1 + Dttygr + (0 04 D)ty =yt + 1)t 1+ o0/, — 0

18



donc

(n+1)(n +7)apss = (n+)(n + Ba,

oll encore
ant1 _ (n+a)(n+f5)

— neN
& (+D)n+7)"

Eliminons les valeurs de v € Z_, pour raison d’assurer que u(z) est analytique, dans

ce cas la, les coeflicients a,,,n € N peut étre déterminé par la récurrence suivante

ag = 1
G = % = [[PoL e — TPt Gra)id)
T ag =0 aj =0 (+1)G+)

Utilisons le symbole de Appel ou Prochhammer définie par
S By 7
(@n) =T[}= G+ ) = ale+1)(@+2) x .. x (a+n—1) = Htn)
(,0) — 1

dans ce cas (2.5) devient

= (a,n)(B,n) _ (a,n)(B,n)
" (vn)(1,n) (7, n)n!

notons que (1,1) = nl.

(2.5)

(2.6)

Cette solution représente une fonction hypergéométrique dans le plan complexe ot la

série converge. Le domaine de convergence de la série hypergéométrique est étudié dans

le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 La série hypergéoméirique

(2.7)

Converge st |z| < 1, de plus elle présente une fonction analytique.si |z| > 1 la série

dwerge.

19



Une série hypergéométrique représente une fonction hypergéométrique dans le do-

maine de convergence de la série c’est a dire

— (a,n)(B,n) 2"
Fla By, = — 2 |zl <1 2.8
(@B = LR 28)
Preuve. Selon le rayon de convergence
” a+n)(B+
N T N (RS0 CEO
n—oo | @, n—+0o (TL el 1)(?1 + )
La série converge absolument pour |z| < 1 et elle diverge pour |z| > 1, on 7 = 1
utilisant le teste de Raabe, on obtient
- 8 —v—=1
Gt BHGRAF) g GFF==1 o

an  (n+1)(n+7) n

comme la série est absolument convergente dans |z| = 1, cela implique que

Re(y—a—-0()>0. =

2.3 La représentation intégrale de F(a, 3,7, 2)

Imme des moyennes de prolonger le domaine d’analycité est 1'utilisation de repré-
scntation intégrale, dans cette partie nous présentons nne représentation intégrale de la

fonction hypergéométrique.

Théoréme 2.2 La fonction hypergéométrique a la représentation intégrale suivante

. B~ z) = —P(ﬁ/) l A=1(1 — )" P11 — uz)%du
F( MB: & ) 1—1(6)11(7_6)-/0 u (1 ) (1 ) d (29)

valable pour tout Re(y) > Re(f) >0 et z ¢ C—{|1,00[}.

20



Preuve. On remarque que u(z) = (1 —uz)~® est une solution de

2(z = ' (2) + (e + 1)2)u/(2) = 0

cela implique que

oo zn
1—wz)™® = Fla; 0,0,2) = )—
(1w = Fle,0,0.9 =)
d’autre part pour |z| < 1 et u € [0,1]
1—uz)™=>)" (1w =) (e, n)ut=
n=>0 n n=0 Ve
par identification
— - F(—O:-l— 1) (71)n(0f,71)
” FN(—a+1—n)(1+n) n!
c’est a dire
MN—a+1) [(a+n)
= (—1)" = (—1)"
Matriom Y 1@ - CHi@n
on obtient
1 o0 ool
/ w1 —u) P71 — uz) %du = Z(a, n)—I/ w1 — u)" Py duy
0 n=0 n.\ 0 7

C(ntB)T(v—43)

T(v+n)

justifier que Re(3) > 0 et Re(y — 3) > 0 car nous savons que

1
/ f,m_l(-l _ t)y—ldt s w} Re f,r;).R,P, > 0
A Ple4u)

alors

M) T‘—( B )T[u L el L Z (o)A )
(B a - B) % s T(y +n) n! (y,n) =l

n—0
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Corollaire 2.1 (Formule de Gauss) Pour v #0,—1,-2,...et Re (y —a—3) >0 on

Pl — a—8) (2.10)

Fleditel) = P =5

Preuve. Pour z = 1 dans (2.9) on trouve

_ Tt t gy —_—
F(a,ﬁ,ml)—m/; u? (1 —u) A1y

Converge si Re (3) > 0 et Re (y —a — ) > 0, donc

i B0 Bl g T{B)L—a —8)
R S Ty —a)

Par changement de variable simple (x — 1/u), on aura le corollaire suivant :

Corollaire 2.2 La série hypergéométrigue a une représentation intégrale suivante
i = ; ;
Bl B0, ) = #3) / W — 1B - 2y (2.11)
P)J1

valable pour Rey > Refl >0 et 2 ¢ € — {|1,™|}.

Lemme 2.1 (FEuler). La fonction hypergéométrique satisfait

r

z—1

Fle, 8,7,2) = (1— 2)*F(a,v - 8,7, ) (2.12)
Preunve. Selon la représentation intégrale de Théoréme 2.2, on a (Re v>Re A>0 ct

e C=[1,w))

T(~ 4 ) . )
—ﬁ(f) — / P HL — )P — uz) %du
(v =13 Jo

Fle, B2} = T8
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on trouve que

2, = —(y=D(z=5 > an(y)nz"") (2.14)

= Z an(n/)nzn

n=1

= i () (14 1)

n=0

On remarque aussi

() tl) _(mta)(ntf) oo (@e)(B-1)

an(7) (n+1) n+y

et
an(f)’) _ (O:, n) ()8, n) _ (05: TL) (6:”’) _ an(ﬁf &8 l)
n+vy  (Ln)(y,n)(n+y) (Ln)y+1n)y g

Remplagant v — v — 1 on trouve que
an(y) (n+y-1)=(v—1an(y - 1)

On remarque aussi que

(= P {E= )
P

= ay()(n+a+f+v-2y-1+1)
Jntaey+1)(e—7)(B-7)

ey () (n 11) = ap(N(nlal B 7)1 a(7)

7 (n+9)
= ap(Y)(rty—D+a(y)(@a+B—-27v+1)
ca, (+1) (a*“r),(/i’f'w)
— ualy D 1) |F)va-(.r){u FE -8+ 1)
Sty 1) (O«’—'r)nf(ﬂ—ﬂ
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de (2.14) on obtient

2F) o= 20D (an(y = V(v = )" +an(7) (@ +  — 2y +1) 2"

[e—) (8 — 7’)))

+a, (v + 1)

o0

n=0 n=0
: (Cﬂ = ”J)fy(rg = 7) ;Gn(“ﬁ' I)Zn—H)
= (- DF+ e+ f- 2 B4 EEDE D

et de (2.11) , nous obtenons

—( =D (F—Fm) = A(r-DFa+(@+B-20+1)F,

+(Oz —7) (8 — 7)F7+1)
¥

ol

B B @t B2y 1 (@a—7)(B—7)
5 z)F""_]_(HZ g )F7+ T-1

Nous résumons ce résultat dans le lemme suivant

Tiomme 2.2 Ta fonection hypergémetrique .ﬂ.n.tf.i‘qfnfit

a+B—-2y+1
Az ]

(@—7MB-7,
1 —1)

(1—2)F(a,B,y—1,2) = (1+z2 VF (e, 8,7, 2)

(051,6.,74‘1,2)
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2.5 Polyndéme hypergéométrique (Polynéme de Ja-
cobi)

La série hypergéomeétrique F(«, 3,7, z) est un polynome de dégrée n lorsque a on 3
n’est pas un entier positive —n,n € N, dans cette partie du travail nous exploitons plus

de détail les caractéristiques de ces polynomes.

2.5.1 Deéfinition et construction

La construction des polyndmes de Jacobi est commence par 'étude des dérives d’ordre

n de

fa(2) = 2577(1 — 2)Pt (2.15)

avec @ > —1 et § > —1 sont des constantes réelles. Remarquons que les racines de f,(z)
sont z =10,z = 1.
L’objectif est que nous voulons identifier le résultat ci-dessous avec les points singuliers

réguliers de la fonction hypergéométrique donc

Zotn( g, n _ZBJr-n yatn n _Zﬁ+n
PTRRE a2 EE e CEL D

a+n G+n
- = fn(2) 1— 7fn.(3)

= 2(1-2z) fi(2) = (@ +n)(1 = 2)fu(2) — (B + n)zfu(2)

= [a+n—(2n+a+ B)z]fu(z)

La différenciation successive en utilisant la régle de Leibniz pour les dérives plus élevés



du produit donne

2(z = 1) fim () + ( T’ ) (1 — 22) £ (2)

i1 ( " ) (—=2) £ (2)
2

= [a+n—(2n+a+B)f"(2)
m
= ( ) 2n+a+ 8"V (2)
1
Soit m = n + 1 et possons g,(z) = f?gn)(z), on trouve

2(z = 1)g,(2) + (n + 1)(1 — 22)g,,(2) — n(n + 1)ga(2)

= [a+n—(2n+a+p)z]g,(z) — (n+1)(2n + a + B)gn(2)
ol encore
oz~ D) +[@2 = a = Bz +a—1gy(2) — (14 V(n+ at £)gu(2) = 0
(Cest érmation différentielle hypergéométrique
z2(z — Du"(2) + [(a + b+ 1)z — cJu/(2) + abu(z) = 0
avec
a+b=1—a-0 a=n+1

an=—-(n+n+a+p) =5 b=—n—-a-p3

c=1—u« c=1—a
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donc

0 1 00 0 1 00
gn(2) € P 0 0 azp=Pq 0 0 n+l =z
l—¢c c—a—b b a A —-n—a=—p
donc
dn a+n B4n
il 2) =—[2F1 = 27 (2.19)
dzn
et
0 1 00
ga(2) € 2%(1 — 2)PP 0 0 n4+a+pg+1z=
cela signifie que
d?’l
a(l — B (_oin 1_25+n
21— 2P (e (1= )

est un polyndme de degré n en z.
Nous savons que la définition de polynéme de Jacobi pleh )(:1:) en terme de fonction
hypergéométrique est
n—+ o e

Pll(g) = F(-n,n+a+8+1,a+1,
mn 4

) (2.20)

2.5.2 TDolynémes de Jacobi en v =1

Apartir de (2.20) une expression explicite de la valeur des polynémes de Jacobi a

z = —1 est donne par

n+a \Tn+a+l) (a+1,n)

(a.8) —
Fiu = nlatl)  nl

(2.21)

n
La série hypergéométrique du théoréme 2.1 fournit unc forme explicite des polynémes

de Jacobi, c’est-a-dire



sy | PTE s (k) (ntat B+1,k) L—a’"
w (@) = - (a+ 1,k &! 2

n =0
k—1
(—n, k) = (—n, k)
=0
= (—n)x--x(-n+k-1)
= (-)*ax---x(n+1-k)
ek n!
= (n — k)!
on obtient
" n+a n! m+a+p8+1,k) (1—=z .
Pife) = ( ; )Z‘_e ey ( 2 ) poae)
_ Tln+a+l) (—1)* n (nta+Bf+1,E) 1-z\"
nl(a+1) (n — k)k! (a+1,k) ( 2 )
_ Mntae+l) | n )\ (nto+B+1,k) (1-z\"
N n! =B F(a+1)(a+1,k)( 2 )
m+1¢)vaIv+n+1 (a+1)(a+2)(a+3)x---x(a+1+k)
Ha+1+m
T T(a+1)
d’ou

ag), y Plnta+l) [ n ) (n+a+B+1k) (1—
EPi) = nl Z(,J T(a+1+k) (2

E) k (2.23)



De plus, les polynémes de Jacobi satisfont

(1—2?)u"(z)+ [B—ala+ B —2)2]u'(z) + n(n +a+ B+ Lu(z) =0 (2.24)

2.5.3 Polynémes de Jacobi en 2z = —1

Nous avons également une expression explicite de la valeur des polynémes de Jacobi

a x = —1, par I'utilisation de formule de Gauss (corollaire 2.1) et la relation A4

FMa+ )T (ae+1—-(—n)—(n+a+B+1))
MNMoa+1—(—n)l'(a+1—-(n+a+pF+1))
(
(

F(-nn+a+p,a+1,1) =

MNa+1)T'(a+1l+n—n—a—F5-1)

MNa+1+n)l'(a+l—-n—a—-5-1)
I'(a+1)I(=5)

Na+1+n)I'(—n-B)

d’ol

Fla+ 1)I(-4)

—n, B,a+1,1)= :
Bt et et L = o (228)
Nous savons que I'(2)['(1 — z) = .
pour z = —f3

Pl=FIP[L 4B s T (=) = L! (2.26)
' sinmf3 "7 sinwS T (1+5) :

pour z = —n— 3
o=@ T n4f) = =—rr 2.27
(-n-BTA+n+p) = (227)

= I'(-n-4)= .

sin (7 (n+ B)) (1 +n+ B)
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Par la substitution de (2.26) et (2.27) dans (2.25) on trouve

I'a+1)wsin(r(n+ 8)) (1 +n+ 8)
sintBT(1+8)T(a+1+n)7w
_ T(a+1)T(1+n+p)sin (nw + 78)
T(a+ n+ B)T(1 + B) sin(w3)
_ (-1 Tla+1I'(B+n+1)
- Fla+1+n)T(B+1)

F{—mn+a+8m+1;1) =

Aprés la substitusions de F(—n,n +a + 3,a+ 1, 1) dans (2.20) on obtient

n-+ o
PlA(—1) = ( )F(_n,n+a+5+1,a+1,1)
mn

B n+a (—1)" Cla+ 1)T(B+n+1)
B Tla+1+n)T(B+1)

oon Dbl + o)Cle+-110(8 +2 + L)
= (1) nll(a+DI(a+1+n)(5+1)
_ Pla+1)I'(B+n+1)

I'(8+1)n!
_ (_ )nr(ﬁ‘l‘n—’rl)
N '8+ 1)n!
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2.5.4 Autre présentation de Polynéme de Jacobi

Utilisons le lemme 2.3, le polynéme de Jacobi c’écrit en fonction de la fonction hy-

pergéométrique sous la forme

n-+4a Ls—4p 5
P?EQ”G)(x) _ [1— ( )]”F(—n,a—i—l—(n+a+ﬁ+l),@+laﬁ)
n 2
n+ao 2—-14=, 5
s [ 2_]”F(—-n,a+1—n—a—ﬁ—1:a+1: 17272)
n .

—t

n+a = tei
= ( ; ) F(—n,—n—ﬁ,aﬁ—l,%)
2

mn

8

n+a a:+1)” l—x 2

= F(—n,—n—-8,a+1, e
n ( 2 2 —(z+1)
n+ o 4+ 1\" z—1

= F(—n,—n — 1, ——
. ( 5 ) (=n,—n—fa+l,——7)
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Chapitre 3

Annexe

3.1 La fonction gamma et les fonctions associées

La fonction gamma joue un role central dans la représentation des fonctions spéciales.
Cette fonction et d’autres fonctions dérivées de la fonction gamma sont rassemblées dans

cette annexe avec certaines de leurs propriétés de base.

3.1.1 La fonction gamma I'(z)

La fonction gamma n’est pas une fonction spéciale en ce sens qu’elle est une solution a
une équation différentielle ordinaire du second ordre du genre que nous avons analysé dans
ce travail, c’est-a-dire une équation différentielle de type fuchsienne avec un nombre fini
de points singuliers réguliers. C’est ce que I'on peut déduire du fait que la fonction gamma
a une infinité de poéles - une propriété qu’aucune solution & une équation différentielle
ordinaire de second ordre avec un nombre fini de points singuliers réguliers ne peut avoir.
Au lieu de cela, la fonction gamma doit étre définie par d’autres moyens. En fait, il vérifie
une équation différentielle plutot qu'une équation dillérentielle, voir ci-dessous (A.2). 11

y a plusieurs facons de définir la fonction gamma I'(z). Nous préférons la définir par une
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représentation intégrale, due a4 Euler, 4 savoir,
oo
T = / axp [V LE Reu > 0 (A1)
0

Une valeur explicite est

I'(2) /Oooexp(—t)dt= i

Nous voyons facilement par intégration par parties que
I'(z+1)=2zT(z) ,Rez>—-let 250 (A.2)
Evalué aux entiers non négatifs, I' (z + 1) coincide avec les factorielles, c’est-a-dire,

F(z+1)=n! neN

Flg 241 Lu wudule du lalugstion 1'(e) dae o plan vuiplus,
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qui est facile & vérifier par induction sur n. Ce résultat montre que la fonction gamma, est
une généralisation des factorielles des entiers non négatifs au plan complexe. La fonction
gamma a des poles simples & z =0, —1,—2, —3, ..., qui est vu par l'utilisation répétée de
(A.2), voir la figure A.1,

I'(z+1) Fn+1+2) _ Dla+l48)

T = = T o m—er9z A

o nous avons introduit le symbole Appell, (a,n), défini dans la section (3.1.2).

Le résidu de I'(z) aux poles z = 0; —1; —2; —3, ... : est déterminé par
I'(1 -1)*
Bes L) = o, La-fs] L) = (—75, 31) = m) BN )

nous avons utiliser (A.8) et I' (1) = 1.

Une autre définition de la fonction gamima consiste & utiliser la représentation inté-

grale,
P (g)= . f exp(~t) (=1 dt, Yz € €
&

2sinmz

ou le contour C' est représenté sur la Figure A.2.

FTR
J

Fig.A.2 Définition du contour C,qui encercle lforigine dans le sens anti-horaire.

L'inverse de la fonction gamma ﬁ est une fonction entiére avec des racines 4 z =
(1 =1:=2: =3, ., Le théoréme de factorisation de Weierstrass stipule que toute fonetion

entiére peut étre écrite comme un produit infini. La fonction gamma a la formule du
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produit

I‘(lz) = zexp (7z) ﬁ (1 + %) exp (%z) Yz e C

n=1

ou 7 est la constante d’Euler-Mascheronil définie en (3.1.5).

Nous utilisons aussi fréquemment

T(2)[(1 —2) = (A.4)

3.1.2 Le symbole Appell

La factorielle ascendante, également appelée symbole Appell ou symbole Pochham-

mer, (a,n), définie pour les entiers non négatifs comme

(a,n)zﬁ(v+a)=a(a+l)(af—i—2)x---X(a—f—n—l):%

Notons que (a,n) = 1.
En conséquence de cette définition, nous dérivons facilement les relations de récursivité
simples suivantes

(a,n)=a(a+1,n-1) (A 5)

(a,n)(a I n)=(a,n | l)=a(a | L,n)

Le symbole Appell pour les entiers négatifs n peut étre défini par I'utilisation répétée de

(A.4). Nous avons pour les valeurs non entiéres a

1 7
Llo=nj = F'l—a+n)sinm (o —n) )
[~} i

- (1 «@ | n)sinna
(-1)"T(a)T'(1 — )
'l —atn
( 1)"T(w)
(1 — wyn)
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a partir de laquelle nous définissons

(A7)

(o, —n) =

De méme,

(n,—n)=(-n)(-n+1)(-n+2)x - x (=1) = (-1)"n! (A.8)

3.1.3 Coefficient binomial
Relatif & la fonction gamma est le coefficient binomial. Pour les entiers non négatifs

n et k, le coefficient binomial est défini comme

i n!

p ] (n— k)&

que nous étendons A toutes les valeurs entiéres k par
=0sik<0ouk>n.

Le coefficient binomial pour une valeur non entiére a peut &tre exprimé dans la fonction

gamma, A sAvair,
ny  Tla+1) (A.9)
" I(a+1-n)n! o
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et, en utilisant (A.4) et z ['(z) =T'(2 + 1),

-7 B I'l—a) o 1

= = A.
I'l—a—-n)n! sinmal(a)l(1 —a—n)n! eIy

s (I+a)x---x(n—1+a)
sinral(a)(-1—a)x - x(1-n—a)I'(1 —a—mn)n!
7 (I1+a)2+a)x---x(n—1+a)

- (_l)nfl

= sin oy [{a)l(—a)n!
B n(l+a)2+a)x---x(n—1+a)(1+a)
= [(a)n!

Dta) (@)

=l I(a)n!
3.1.4 La fonction béta B(z,y)
La fonction béta B(z;y) est définie comme

1
B(zy) = / "1 (1 -t "dt, Rex,Rey >0 (A.11)
0

On peut prouver que cette intégrale est un quotient des fonctions gamma. Nous avons

T'(z)T(y)

Ben=1t6e1y

3.1.5 La constante d’Euler Mascheroni

La constante d’Euler Mascheroni 7y est définie comme

. 1 1 1
mn 1
= lim — —Inn | = 0,5772156649...
n—-+oo (kz_; kj ) :
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Cette définition est équivalente &
= (1 1
= ——In({1+-
=2{i-ula))

En fait, la somme partielle de 'expression peut facilement étre réécrite

(D) - S (i)

= il—ln(n-l—l)
k
k=1
= Ziﬁln(n)JrIn(n )
k n
k=1
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Conclusion générale

Les travaux du X 7 X e siécle comprennent ceux de Ernst Kummer et la caractérisation
fondamentale par Bernhard Riemann de la fonction F' par le biais de 'équation diffé-
rentielle qu’elle vérifie. Riemann a démontré que 1'équation différentielle du second ordre
(en la variable Gre) pour F, considérée dans le plan complexe, pouvait étre caractéri-
sée(sur la sphére de Riemann) par ses trois singularités réguliéres : que toute la partie
algorithmique de la théorie était une conséquence de résultats de base et de l'usage des
transformations de Mobius comme groupe de symétrie.

Par la suite, les séries hypergéométriques ont été généralisées au cas de plusieurs
variables complexes, par exemple par Paul Appell, mais une théorie générale comparable
a mis du temps a apparaitre. De nombreuses ideﬁtités ont été découvertes, dont quelques
unes remarquables. Des analogues avec un paramétre q’ont été trouvées. Durant le X Xe
siécle, les fonctions hypergéométriques ont formé une partie active des mathématiques
combinatoires, avec de nombreuses interactions avec les autres domaines. Il y a plusieurs
définitions nouvelles de généralisations des fonctions hypergéométriques, notamment par
Aomoto Il y a des applicationsa la combinatoire des arrangements d’hyperplans.

On peut définir des séries hypergéométriques sur des espaces symétriques riemanniens
et sur des groupes de Lie semi simples.

Leur importance transparait dans Pexemple suivant @ la série hypergéométrique est
trés prochedes polynémes de Legendre et exprime, vue comme harmonique sphérique, les
propriétés de symétrie de la sphére de Riemann.

L’étude du développement de la théorie de la fonction hypergéométrique est atta-
chante parce qu’elle a puissamment agi sur I’évolution de plusieurs chapitres de I’Analyse,
devenus tres importants, par exemple : la représentation conforme, les équations linéaires

a coefficients rationnels, les fonctions Fuchsiennes.
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